NPT RABHO TAKMNYEILE 13 MATEMATURE
YUEHVKA CPEIILUX ITTKOJIA, 19.03.2011.

IIpBu pa3spen, A kareropuja

[Tepuna nmokymasa ma npoHabe 2n + 1 HajMamUX y3aCTOMHUX TPUPOITHUX
OpojeBa, Tako na je 30up KBaapara HajMamux n + 1 OpojeBa jemuak 30upy
kBaaparta HajBehux n O6pojeBa. Yroauko nmpouabe takBe Opojese, [lepuma
UX 3alHCcyje Yy N—Ty BPCTY CBOje€ nupamude, a YKOJIMKO TAKBU HE TIOCTOJe€,
n—Tta BpcTa ocraje mpasHa. Hakou mpsa Tpu kopaka (n =1, n=2wun = 3)
[Tepurnuua nupamuna uma ciaenehu usrien

32_|_42 — 52
102+ 1124122 = 132 + 142
212 + 9222 19232 1 24° = 9252 + 9262 + 272,

Rasxkemo ma ce OpojeBu 3, 4 u 5 Hama3e y mpBoj Bpctu; OpojeBu 10, 11,
12, 13 u 14 ce mamase y apyroj Bpctu; Opojeu 21, 22, 23, 24, 25, 26 u
27 ce masaze y tpehoj Bpctu. Yroauko Ilepumna HactaBu ca mpaBi/beHmeM
nupaMuae Ha ONMMCAHU HAYWH, da Ju he ce y Hekoj Bpctu Hahu 6poj 20117

Herka cy H u O pemnom opTomeHTap W IEHTAp OMUCAHEe KPY/KHUIE TPOYIria
ABC (AB # AC). llpase AH u AO ceky onucany kpy:kuuiy tpoyriaa ABC
mo npyru oyt y taukama M u N, pemom. Ozmauummo ca P, (), R nmpeceune
rauke npasux BC u HN, BC u OM, HQ u OP, pemom. Ilokazatu ma je
gyeTBOopoyrao AORH mapaJjiesorpam.

3a mpupoman OpoOj KaxkeMoO Oa je cumempuuar aKO Ce y HEKATHOM CUCTEMY
KCTO THWIe ca JieBa Ha MOEeCHO U ca MOecHa Ha JieBo. JlokazaTw ma mocToju
GeCKOHAYHO MHOTO IPUPOIHUX GpojeBa n TakBuX ma cy opojesu n?, nd u n

CUMETPUYHH, a 0poj n’ HUje CUMETPUYAH.

3a Koje mpupoaHe OpojeBe m W n Ce MPaBOYTAOHUK AUMEH3Uja M X N MOKe
nommovuatu (6e3 mpekganama) GurypamMa CacTaBLEHUX OJ je IMHUYHUX KBa-
apara Kao Ha cauiu?! Purype ce He MOry POTUPATHU UJIU OKPETATH.

NN

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Csaku 3amaTak Bpeau 25 moeHa.
CBaku 3amaTak OUCATU HA 3aCEOHOM JIMCTY.



NP KABHO TAKMUUYEILE U3 MATEMATURKE
YUEHWKA CPEAILUX HIKOJIA, 19.03.2011.

Ilpyru pa3pen, A Kareropuja

IlaT je omrpoyriau tpoyrao ABC ca oprounenTpoM H ¥ HEHTPOM OMUCAHOL
kpyra O. Hera cumerpana nysxxku AH ceue crpanute AB u AC y Taukama
D u E, penom. [loka3aru nma je A nmeHrap CIoJba OPUIKCAHE KPYrKHUIE
tpoyraa ODE.

3a npupomnan 6poj k, obemesxkumo ca S(k) 30up mupapa Opoja k. a am
IIOCTOjU IPUPOIAH OPOj N 3a KOjU BasKU

Sn+1)-S(n+2)-...-S(n+2010) - S(n +2011) = S(n)?1* ?

OppenuTu cBe BPEIHOCTU PEAJHOT HMapaMerpa t TaKo a CUCTEM jeTHadnHa

r+yt+z+ov =
xy+yz+zv+t(zz+zv+yv) = 0

Ma jeIMHCTBEHO pENIelke Yy CKYIy peaJJHuX OpojeBa.

40 pasbojuuka ckpuBa cBoje Oisaro y 2011 mehwmua Koje cy Hymepucamne
opojeBuma 1,2,...,2011. Ilpeko mama oHum ocTaBJbajy OJiaro y jemHoj OI
oBux mehwuua, a HOhy ra mpememrajy y jemHy on cycemuux nehwna (axo
je bumaro y mehmuu ca opojem k, 1 < k < 2011, npememra ce y nehuny ca
opojem k — 1 nnmu y nehuny ca oOpojem k + 1; ako je y mehuau ca Opojem
1, omnma ce mpememra y mehuny ca Opojem 2; ako je y mehunu ca Opojem
2011, onnma ce mpememra y nehuny ca 6pojem 2010). Aau BabGa je casuao
OBe MHpOpMAaIje U CBAKOT HaHa y MOmHe yija3u y jenny on nehwna. /la num
Anu Baba uma crparerujy KojoM ca curypHomhy Moske (y KOHAUHO MHOTO
nokymaja) ma nponabe Gmaro?

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Csaku 3amaTak Bpeau 25 MOeHA.
CBaku 3amaTak OUCATU HA 3aCEOHOM JIMCTY.



NP KABHO TAKMUUYEILE U3 MATEMATURKE
YUEHWKA CPEAILUX HIKOJIA, 19.03.2011.

Tpehu pa3pen, A kareropuja

Heka cy a1, as, ..., a, Hyde mommaoMa 1 4+ x + 22 + ... + 2. Ilpomahn
HajMambU OpUpoIaH Opoj m TakaB ma Tadke al’, ay',..., a,' y KOMIIJIEKCHO]
paBHU JeXe Ha MCTO) IIpaBoj, aKo je:

a) n = 2011;

6) n = 2010.

Matpumna 2011 x 2011 ce 30Be saamna aKo je momymeHa OpojeBuma 1, 2, 3, 4
1 aKO Ce y CBAKOM KBaIpaTy 2 X 2 cBakm on Opojesa 1, 2, 3, 4 mojaBimyje
tavno jegaoM. OnpemuTu ykynaH Opoj 3JIaTHUX MaTPHUIA.

OmpemuTu HajMamu DpUpOdaH Opoj m TakaB ma ce Opojesu 1™, 2™, ...,
2010™ mory mopebaTu Ha KPpY:KHUIM HA TaKaB HAUYUH Oa je 30up cBaka OBa
cycenHa Opoja ca KpyskHUIE aembuB ca 2011.

Heka je D momuo:kje Bucume mu3 temena A omrpoyriaor AABC. Youwumo
rauke I u F wa crpanunu BC rtakse na je BD = CE u <CAFE = <BAF.
Heka je Q) npyra nmpeceuna tauka npase AF u kpyra omucauor oko NABC.
Axo cy M m N, pemom, cpemune crpanuna AB u AC, nokasatu ma ce
kpyrosu onucauu oko NABC u AMNQ nonupyjy.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Csaku 3amaTak Bpeau 25 MOeHA.
CBaku 3amaTak OUCATU HA 3aCEOHOM JIMCTY.



NP KABHO TAKMUUYEILE U3 MATEMATURKE
YUEHWKA CPEAILUX HIKOJIA, 19.03.2011.

YersBpTu pa3pen, A kareropuja

PaBam je obojena ca 2 6oje. IlokazaTm ma TOCTOjU jeTHAKOCTPAHWYAH
TpPOyTrao CTpaHume 1cm uiam cTpasuie /3 cm, KOI KOra Cy CBa 3 TEMCHA
obojena ucrom 60joMm.

[TorkazaTu ma HE MOpa na MOCTOJU W jJeNHAKOCTPAHUYAH TPOYrao CTPAHUIE
1cm ronm rora cy cBa 3 TeMena o00jeHa MCTOM OOJOM U je THAKOCTPAHUYIAH
TPOYrao CTpAHUIE v/3Cm KOI KOra Cy CBa 3 TeMeHa 000jeHa MCTOM GOjoM.

Heka je k xpyskHUIA onmucana oko omTpoyriaor tpoyriaa ABC, a tauka D
mujamerpasiao cynporHa tauyku A wma k. Tamrenra y A ma k m mpasa BC
ceky ce y tauku P, a mpaBa D P nonoBo npecena k y tauku (). Heka cy M u
N, penom, cpemune crpanuna AB u AC. Axko je Q' Tauka Ha k TakBa ma je
QQ'||BC, a X npeceuna tauka nyxu AQ' m M N, nokazatu na je BX = CX.

Y 3aBMCHOCTHU OJ HEIAaPHOT MPUPOMHOT Opoja n > 1, onpeauTu ocTaTak mpu
nebemy Opoja

opojem n.

Heka je mat koHadaH CKymn peajiHUX OpojeBa C OCOOMHOM Ja Ce CBAKU HETOB
eJIEMEHT MOKe 3alrcaTu Kao 30up HeKux aBajy esjemeHata (He 0OaBE3HO
pPa3IMYUTUX) U3 KUCTOT CKyla. 3a TaKaB CKYIN KaKeMO ma je 6esbednocmu
peda N aKO He CaIPKM MOJCKYN ca N WIN Maklhe eJeMeHaTa YUjU je YKYIIaH
36up jemmak 0. /lokazaTu ma MOCTOJU CKYIl MPOU3BOJLHO BENUKOT (yHAIpen
narTor) pena 6e36eTHOCTH.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Csaku 3amaTak Bpeau 25 MOEHA.
CBaku 3amaTak OUCATU HA 3aCEOHOM JIMCTY.



NP KABHO TAKMUUYEILE U3 MATEMATURKE
YUEHWKA CPEAILUX HIKOJIA, 19.03.2011.

IIpBu pa3zpen, b kareropuja

Hera je ABCD teruBan uerBopoyrao. Ykoauro cy Ay, By, C1 u Dy cpe-
mumTa aykoBa Han teruBama AB, BC, CD, DA, penoM, Koju He camp:ke
HEKy O] MpeoCcTaJuX Tadaka, mokazatu na je A1C7 L BiD.

Onpemnty nugpy jenuuauna n nudpy gecerumna Opoja

1-3-5-...-2009 -2011.

Heka je ABCDEF npasunan mecroyrao, P u () cpenuHe penoM CTPAHUIA
BC u EFF u rauka T upecek ny:xu AP u BQ). Onpemutu AT : TP u BT : TQ.

Y 3aBUCHOCTM OJl PeaJIHOT' IlapaMeTpa a OAPEAUTU CBa peaJiHa pPelemna
jenHayuHe

31+a+ad®) z=0104a+d®)? 24+d°+a*+a®>—a*>—a—1.

PaBan je obojena y 2 6oje. lokazaTtm ma mocToju Tpoyrao ca CTpaHUIIAMa
mysxuHa 1cm, v3cm u 2cm unja cy cBa TeMeHa ucre 0oje.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Csaku 3amarak Bpeau 20 moeHa.
CBaku 3amaTak OUCATU HA 3aCEeOHOM JIMCTY.



NP KABHO TAKMUUYEILE U3 MATEMATURKE
YUEHWKA CPEAILUX HIKOJIA, 19.03.2011.

Ilpyru pa3pen, b kareropuja

1. TokazaTu mga y CBAKOM IMPaBOYTJIOM TPOYTJILY BaiKU

1 1 1

2 e TR

rme cy a m b nmy:xkuHe KareTta, a h Iy:KUHA XWUIOTEHY3WHE BUCUHE.

2. Ha caumu cy ckunupanu rpa¢unu Tpu KBaapaTHe (YHKIU]e.

Yy
m/

/ W ‘””
Ila sm mocrtoje peasnu OpojeBu a, b U ¢ TakO nOa Cy HaA HOj NPUKA3AHU
rpa¢umu GymEENUja Y = ax’ +bxr +c, y=br’ +cr+any=cr’+ax+b?

) z+1 )
3. 3a xoMIIekcaH Opoj z BayKuU n = 1. llokazaTtu na je
VA
‘Z2010 —|—iZ2009 4. —|—i20092’—|—i2010| — |Z2010 —|—Z2009 I 1] .

4. Ha KOIUKO HaYMHA Ce MOTY TMOCTABUTHU O€JU W IPHU CKAKAY HA IMAXOBCKY
Tabay muMmensuja 8 X 8 Tako ma ce mehycobHo He Hamamajy?

5. Ilepuna mma 1012 majennuria Ha KojuMma ce HaJsa3e o6pojesu 1000, 1001, ...,
2011 (cBakm 6poj ce Hama3u Ha jenHo] Hasenuurm). OH Keau ma 3ajenu
HaJenuuie (He Hy:KHO cBe) y Hu3 (jeqHy m3a qpyre) Tako na nobuje najsehu
moryhu 6poj koju je memus ca 99 (ako ymorpebu k Hamenuuna, mobuja Opoj
kKoju uma yrymHo 4k mugpapa). Kako Ilepuna tpeba na 3anenu HasgemHuie
na Ou OCTBApUO CBOj IUJDL?!

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Csaku 3amarak Bpeau 20 moeHa.
CBaku 3amaTak OUCATU HA 3aCEOHOM JIMCTY.



NP KABHO TAKMUUYEILE U3 MATEMATURKE
YUEHWKA CPEAILUX HIKOJIA, 19.03.2011.

Tpehu pa3zpen, b kareropuja

Jokazatu na je 6poj 42" — 32" — 7 nmemus ca 56 3a cBaku IpUpOTAH GPOj N.

Y crymy peasHUX OpOjeBa PEIrTH HejeTHAUYNHY

Vz2—1 a7 1
2log1 (4 w1 1) — log1 (4 e?-1 5) > —1.
2 2

IlaT je werBopoyrao ABCD. Heka je AB=a, BC =b, CD =¢, DA =4,
<DAB = a, <ABC = 3, <BCD = ~, <CDA = ¢ mu P noBpmmHa YeTBOP-
oyraa ABCD.

a) IloraszaTu ma je
16P? + (a® +b* — * — al2)2 = 4a°b? + 4c*d® — 8abed - cos(B + 6).

6) Heka je A’B'C'D’ treTuBan 4eTBOpOyTao KOMe Cy HOysKMHE CTPAHWUIA d,
b, c u d. lokaszaTu ma je mospmuna derspoyriaa A'B'C’'D’ Gapem P.

Tauke Koje oAroBapajy KOMILIEKCHMM OpojeBuma a, b, ¢, a®, b*> u c¢* (y
HEKOM IIOPETKY) YMHE TEeMEHA MPAaBUJIHOL IIEeCTOYIJIa YUjU je [EeHTap yII-

ncaHe KPY:KHUIEe Tadyka Koja oarosapa Opojy 0. lorasaru ma je abc = —1.

40 paszbojuuka ckpuBa cBoje Osmaro y 2011 mehwna koje cy Hymepucane
opojeBuma 1 mo 5. Ilpexko mama oHU ocraBbajy OJaro y jemHoj Oom OBUX
nehwuna, a Hohiy ra npememrajy y jenny on cycenuux nehuna (ako je 6iaro
y nehuam ca 6pojem k, 1 < k < 5, mpememra ce y nehuny ca opojem k — 1
wiu y nmehuny ca Opojem k + 1; ako je y mehwunm ca Opojem 1, oHma ce
npememTa y mehuny ca 6pojem 2; ako je y mehwunu ca O6pojem 5, oHma ce
npememra y nehuny ca 6pojem 4). Anu Gaba je caznao oBe mHpopMmanmje
M CBAKOT naHa y monHe yiasu y jemny on nehwmna. la mu Anu BaGa mma
cTpaTerujy KOjoM ca cUrypHOIhy moxke (y KOHAYHO MHOIO MOKyIIaja) na
npouabe 6saro?

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Csaku 3amarak Bpeau 20 moeHa.
CBaku 3amaTak OUCaTU HA 3aCEOHOM JIMCTY.



NP KABHO TAKMUUYEILE U3 MATEMATURKE
YUEHWKA CPEAILUX HIKOJIA, 19.03.2011.

UerBpTu pa3spen, b xareropuja

Y CryIy peasHuX OpOjeBa PENIMTU CUCTEM HejeIHAUNHA
2logy 3 — 3logg 45
10g4 75 + 10g0725 3
x - log 5(2° + 3z) +logg 9° > 0.

r+4 >

Herka cy M u N cpemumra ny:xu AB u AC, pemom, jeIHAKOCTPAHUYHOD
tpoyriaa ABC u P tauka TakBa na je N cpemumre ny:xku MP. Hexka je
ND 1 AP (D € AP) u NDnN BC = {Q}. Horazaru:

a) PA 1 AB;

6) DQ = ZBC.

Kosnuko pemema y ckynmy NpupoaHux OpojeBa MMa jeTHAUYUHA
r+y+2z=2011
TakBUX na je x> 19 mwy>37

Axo cy a, b m n mpupoaEu 6pojeBW MOKazaTu ma ce 6poj (a’ + b?)" moxe
IPUKA3aTU KA0 CyMa KBaJapaTa OBa Ieja Opoja.

Heka je a meo 6poj. Oapenutu Hyse MOJIUHOMA
2%+ ax — 13z + 42

aKO je MO3HATO Ja Cy CBe OHE IeJiu OPOjeBU.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Csaku 3amarak Bpeau 20 moeHa.
CBaku 3amaTak OUCATU HA 3aCEOHOM JIMCTY.



