
DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19.03.2011.

Prvi razred , A kategorija

Perica pokuxava da prona�e 2n + 1 najmaǌih uzastopnih prirodnih1.

brojeva, tako da je zbir kvadrata najmaǌih n+ 1 brojeva jednak zbiru
kvadrata najve�ih n brojeva. Ukoliko prona�e takve brojeve, Perica
ih zapisuje u n−tu vrstu svoje piramide, a ukoliko takvi ne postoje,
n−ta vrsta ostaje prazna. Nakon prva tri koraka (n = 1, n = 2 i n = 3)
Pericina piramida ima slede�i izgled

32 + 42 = 52

102 + 112 + 122 = 132 + 142

212 + 222 + 232 + 242 = 252 + 262 + 272.

Ka�emo da se brojevi 3, 4 i 5 nalaze u prvoj vrsti; brojevi 10, 11,
12, 13 i 14 se nalaze u drugoj vrsti; brojevi 21, 22, 23, 24, 25, 26 i
27 se nalaze u tre�oj vrsti. Ukoliko Perica nastavi sa pravǉeǌem
piramide na opisani naqin, da li �e se u nekoj vrsti na�i broj 2011?

Neka su H i O redom ortocentar i centar opisane kru�nice trougla2.
ABC (AB 6= AC). Prave AH i AO seku opisanu kru�nicu trougla ABC

po drugi put u taqkama M i N , redom. Oznaqimo sa P , Q, R preseqne
taqke pravih BC i HN , BC i OM , HQ i OP , redom. Dokazati da je
qetvorougao AORH paralelogram.

Za prirodan broj ka�emo da je simetriqan ako se u dekadnom sistemu3.

isto pixe sa leva na desno i sa desna na levo. Dokazati da postoji
beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n takvih da su brojevi n2, n3 i n4

simetriqni, a broj n5 nije simetriqan.

Za koje prirodne brojeve m i n se pravougaonik dimenzija m× n mo�e4.

poploqati (bez preklapaǌa) figurama sastavǉenih od jediniqnih kva-
drata kao na slici? Figure se ne mogu rotirati ili okretati.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.

Svaki zadatak pisati na zasebnom listu.



DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19.03.2011.

Drugi razred , A kategorija

Dat je oxtrougli trougao ABC sa ortocentrom H i centrom opisanog1.

kruga O. Neka simetrala du�i AH seqe stranice AB i AC u taqkama
D i E, redom. Dokazati da je A centar spoǉa pripisane kru�nice
trougla ODE.

Za prirodan broj k, obele�imo sa S(k) zbir cifara broja k. Da li2.
postoji prirodan broj n za koji va�i

S(n + 1) · S(n + 2) · ... · S(n + 2010) · S(n+ 2011) = S(n)2011 ?

Odrediti sve vrednosti realnog parametra t tako da sistem jednaqina3.

x+ y + z + v = 0

xy + yz + zv + t(xz + xv + yv) = 0

ima jedinstveno rexeǌe u skupu realnih brojeva.

40 razbojnika skriva svoje blago u 2011 pe�ina koje su numerisane4.

brojevima 1, 2, . . . , 2011. Preko dana oni ostavǉaju blago u jednoj od
ovih pe�ina, a no�u ga premextaju u jednu od susednih pe�ina (ako
je blago u pe�ini sa brojem k, 1 < k < 2011, premexta se u pe�inu sa
brojem k − 1 ili u pe�inu sa brojem k + 1; ako je u pe�ini sa brojem
1, onda se premexta u pe�inu sa brojem 2; ako je u pe�ini sa brojem
2011, onda se premexta u pe�inu sa brojem 2010). Ali Baba je saznao
ove informacije i svakog dana u podne ulazi u jednu od pe�ina. Da li
Ali Baba ima strategiju kojom sa sigurnox�u mo�e (u konaqno mnogo
pokuxaja) da prona�e blago?

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.

Svaki zadatak pisati na zasebnom listu.



DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19.03.2011.

Tre�i razred , A kategorija

Neka su a1, a2, . . . , an nule polinoma 1 + x + x2 + ... + xn. Prona�i1.

najmaǌi prirodan broj m takav da taqke am1 , am2 ,. . . , amn u kompleksnoj
ravni le�e na istoj pravoj, ako je:

a) n = 2011;

b) n = 2010.

Matrica 2011× 2011 se zove zlatna ako je popuǌena brojevima 1, 2, 3, 42.

i ako se u svakom kvadratu 2 × 2 svaki od brojeva 1, 2, 3, 4 pojavǉuje
taqno jednom. Odrediti ukupan broj zlatnih matrica.

Odrediti najmaǌi prirodan broj m takav da se brojevi 1m, 2m, . . . ,3.
2010m mogu pore�ati na kru�nici na takav naqin da je zbir svaka dva
susedna broja sa kru�nice deǉiv sa 2011.

Neka je D podno�je visine iz temena A oxtrouglog 4ABC. Uoqimo4.

taqke E i F na stranici BC takve da je BD = CE i ^CAE = ^BAF .
Neka je Q druga preseqna taqka prave AF i kruga opisanog oko 4ABC.
Ako su M i N , redom, sredine stranica AB i AC, dokazati da se
krugovi opisani oko 4ABC i 4MNQ dodiruju.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.

Svaki zadatak pisati na zasebnom listu.



DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19.03.2011.

Qetvrti razred , A kategorija

Ravan je obojena sa 2 boje. Dokazati da postoji jednakostraniqan1.

trougao stranice 1 cm ili stranice
√
3 cm, kod koga su sva 3 temena

obojena istom bojom.

Pokazati da ne mora da postoji i jednakostraniqan trougao stranice
1 cm kod koga su sva 3 temena obojena istom bojom i jednakostraniqan
trougao stranice

√
3 cm kod koga su sva 3 temena obojena istom bojom.

Neka je k kru�nica opisana oko oxtrouglog trougla ABC, a taqka D2.
dijametralno suprotna taqki A na k. Tangenta u A na k i prava BC

seku se u taqki P , a prava DP ponovo preseca k u taqki Q. Neka su M i
N , redom, sredine stranica AB i AC. Ako je Q′ taqka na k takva da je
QQ′||BC, a X preseqna taqka du�i AQ′ i MN , dokazati da je BX = CX.

U zavisnosti od neparnog prirodnog broja n > 1, odrediti ostatak pri3.

deǉeǌu broja

a =
∏

16i6n
(i,n)=1

i

brojem n.

Neka je dat konaqan skup realnih brojeva s osobinom da se svaki ǌegov4.

element mo�e zapisati kao zbir nekih dvaju elemenata (ne obavezno
razliqitih) iz istog skupa. Za takav skup ka�emo da je bezbednosti

reda n ako ne sadr�i podskup sa n ili maǌe elemenata qiji je ukupan
zbir jednak 0. Dokazati da postoji skup proizvoǉno velikog (unapred
datog) reda bezbednosti.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.

Svaki zadatak pisati na zasebnom listu.



DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19.03.2011.

Prvi razred , B kategorija

Neka je ABCD tetivan qetvorougao. Ukoliko su A1, B1, C1 i D1 sre-1.

dixta lukova nad tetivama AB, BC, CD, DA, redom, koji ne sadr�e
neku od preostalih taqaka, dokazati da je A1C1 ⊥ B1D1.

Odrediti cifru jedinica i cifru desetica broja2.

1 · 3 · 5 · ... · 2009 · 2011.

Neka je ABCDEF pravilan xestougao, P i Q sredine redom stranica3.

BC i EF i taqka T presek du�i AP i BQ. Odrediti AT : TP i BT : TQ.

U zavisnosti od realnog parametra a odrediti sva realna rexeǌa4.

jednaqine

3(1 + a+ a2) · x = (1 + a+ a2)2 · x+ a5 + a4 + a3 − a2 − a− 1.

Ravan je obojena u 2 boje. Dokazati da postoji trougao sa stranicama5.

du�ina 1 cm,
√
3 cm i 2 cm qija su sva temena iste boje.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Svaki zadatak pisati na zasebnom listu.



DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19.03.2011.

Drugi razred , B kategorija

Dokazati da u svakom pravouglom trouglu va�i1.

1

a2
+

1

b2
=

1

h2
,

gde su a i b du�ine kateta, a h du�ina hipotenuzine visine.

Na slici su skicirani grafici tri kvadratne funkcije.2.

x

y

O

Da li postoje realni brojevi a, b i c tako da su na ǌoj prikazani
grafici funkcija y = ax2 + bx+ c, y = bx2 + cx+ a i y = cx2 + ax+ b?

Za kompleksan broj z va�i

∣

∣

∣

∣

z + i

1 + z

∣

∣

∣

∣

= 1. Dokazati da je3.

∣

∣z2010 + iz2009 + ...+ i2009z + i2010
∣

∣ =
∣

∣z2010 + z2009 + ...+ z + 1
∣

∣ .

Na koliko naqina se mogu postaviti beli i crni skakaq na xahovsku4.

tablu dimenzija 8× 8 tako da se me�usobno ne napadaju?

Perica ima 1012 nalepnica na kojima se nalaze brojevi 1000, 1001, . . . ,5.

2011 (svaki broj se nalazi na jednoj nalepnici). On �eli da zalepi
nalepnice (ne nu�no sve) u niz (jednu iza druge) tako da dobije najve�i
mogu�i broj koji je deǉiv sa 99 (ako upotrebi k nalepnica, dobija broj
koji ima ukupno 4k cifara). Kako Perica treba da zalepi nalepnice
da bi ostvario svoj ciǉ?

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Svaki zadatak pisati na zasebnom listu.



DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19.03.2011.

Tre�i razred , B kategorija

Dokazati da je broj 42n − 32n − 7 deǉiv sa 56 za svaki prirodan broj n.1.

U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu2.

2 log 1

2

(

4
√
x2−1 − 1

)

− log 1

2

(

4
√
x2−1 +

1

2

)

>−1.

Dat je qetvorougao ABCD. Neka je AB = a, BC = b, CD = c, DA = d,3.
^DAB = α, ^ABC = β, ^BCD = γ, ^CDA = δ i P povrxina qetvor-
ougla ABCD.

a) Dokazati da je

16P 2 +
(

a2 + b2 − c2 − d2
)2

= 4a2b2 + 4c2d2 − 8abcd · cos(β + δ).

b) Neka je A′B′C ′D′ tetivan qetvorougao kome su du�ine stranica a,
b, c i d. Dokazati da je povrxina qetvrougla A′B′C ′D′ barem P .

Taqke koje odgovaraju kompleksnim brojevima a, b, c, a2, b2 i c2 (u4.

nekom poretku) qine temena pravilnog xestougla qiji je centar up-
isane kru�nice taqka koja odgovara broju 0. Dokazati da je abc = −1.

40 razbojnika skriva svoje blago u 2011 pe�ina koje su numerisane5.

brojevima 1 do 5. Preko dana oni ostavǉaju blago u jednoj od ovih
pe�ina, a no�u ga premextaju u jednu od susednih pe�ina (ako je blago
u pe�ini sa brojem k, 1 < k < 5, premexta se u pe�inu sa brojem k − 1
ili u pe�inu sa brojem k + 1; ako je u pe�ini sa brojem 1, onda se
premexta u pe�inu sa brojem 2; ako je u pe�ini sa brojem 5, onda se
premexta u pe�inu sa brojem 4). Ali Baba je saznao ove informacije
i svakog dana u podne ulazi u jednu od pe�ina. Da li Ali Baba ima
strategiju kojom sa sigurnox�u mo�e (u konaqno mnogo pokuxaja) da
prona�e blago?

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Svaki zadatak pisati na zasebnom listu.



DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19.03.2011.

Qetvrti razred , B kategorija

U skupu realnih brojeva rexiti sistem nejednaqina1.

x+ 4 >
2 log2 3− 3 log8 45

log4 75 + log0,25 3

x · log0,5(x2 + 3x) + log3 9
x > 0.

Neka su M i N sredixta du�i AB i AC, redom, jednakostraniqnog2.

trougla ABC i P taqka takva da je N sredixte du�i MP . Neka je
ND ⊥ AP (D ∈ AP ) i ND ∩BC = {Q}. Dokazati:

a) PA ⊥ AB;

b) DQ =
3

4
BC.

Koliko rexeǌa u skupu prirodnih brojeva ima jednaqina3.

x+ y + z = 2011

takvih da je x> 19 i y > 3 ?

Ako su a, b i n prirodni brojevi dokazati da se broj (a2 + b2)n mo�e4.
prikazati kao suma kvadrata dva cela broja.

Neka je a ceo broj. Odrediti nule polinoma5.

x3 + ax− 13x+ 42

ako je poznato da su sve one celi brojevi.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Svaki zadatak pisati na zasebnom listu.


