MunaucrapcTBO IpocBeTe, HayKe ¥ TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

ORPYRHO TAKMUWYEILE U3 MATEMATHVRE
YUEHHMEKA CPEIILUX IMTKOJIA

8.2.2014.

IIpBu pa3pen — A kareropuja

Ana, Bpanka, Bepa u 'opan cy om HacTaBHUKA MaTeMaTUKe I00OWIN
3aaTak [a M3PadyHajy KOJWYHUK [BA MO3UTUBHA peajiHa Opoja, u
TO: Ana ma m3padyHa ai : G, bpanka na m3pauyHa by : by, Bepa na
u3padyHa vy : ve, a ['opan ma m3spauyHa ¢ : go. HactaBHUEK je Ha
Tabau u3pavyHao KOMUYHUK (a1 + by + v1 + g1) : (a2 + by + v2 + g2).
WcnocraBuiio ce na HUjenaH o1 KOJIUYHUKA KOJU CY JOOUIN YUECHUIIA
Huje 6o Behwm ox oHOr KOju je MOOMO HACTABHUK (yUEHUNUN U Ha-
CTABHUK Cy TAYHO U3PAUyHAIU CBOje KoaudHuKe). Jla nu komugaunm
koje cy mobusu Bpanka u ['opan mory Outu pazauyurui?!

Koucrpyucaru tpoyrao ABC ako cy mare IBe H-€roBe CTPAHUIE ¢ U
b Tako ma je BeJMUMHA yIJja HACIpPaM jeaHe OJ OBUX CTPAHUIA TPU
nyTa Beha om BesuuuHe yria HacupaMm Apyre CTPaHUIE.

Onpenutu cBe mpupomHe 6pojeBe k, m 1 n 3a KOje BaKU

2k 1 10™ — 10™ = 2014.

Y tpoyray ABC cumerpaia yriaa kox teMmena A ceue crpanury BC
y tauku D. Hopmana u3 tauke B ma npaBy AD ceue ommcany Kpy-
sxuuy tpoyraa ABD y maukm E # B. Ilorazaru ma unearap O
onucane kpyskauie tpoyriaa ABC nexu Ha npasBoj AFE.

Y Jlymoj mymu sxkuBesio je 6 ByKomiiaka, 17 jemHopora u 55 maykKoBa.
Bykonnak Moske nma mojeme mayka W jegHOPOTra, ajJd HE WU APYTOT
BYKOJUUIAKa, MayK MOMKE HOa Iojele jeTHOPOTra, ajd He U BYKOIJIaKa
UM APYTOr Mayka, a jeTHOPOr He MOJKe Oa Iojele HU BYKOIJIaKa
HU TayKa HU APYTror jemHopora. Kama rom ByKoUIak mojene mayka,
nmpeTBapa ce y jemgHopora, a Kala Iojene jemqHopora, mperBapa ce
y mayka; Takobe, Kama mayk Mojene jegHOopora, MOCTaje BYKOIJIAK.
Konauko majBumre crBOpema MO:KE OCTATH Yy IIyMU Kada BUIIE HUKO
HUKOT He Oyze Morao ma mojene”?

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amataka merassHO 0OPA3IIOKATH.



MunaucrapcTBO IpocBeTe, HayKe ¥ TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

ORPYKHO TAKMWUYEILE N3 MATEMATHVRE
YUEHHMEKA CPEIIHLUX IMTKOJIA

8.2.2014.
Ilpyru paspen — A kareropuja

Ila nu nmocroje kBanpatue ¢pyuknuje f,g,h: R — R TtakBe na je 30up
Ma KOje IBe O BhUX KBaApaTHa (yHKINMja KOja nMa bap jenHy peatiHy
HYILy, a 30Up CBe TpU KBaApaTHA (YHKIMja KOja HEMA PeaJHUX Hy1a?

Heka cy AB u CD nysxu nyskune 1 roje ce cexy y tauku O u npu
s
ToMme Baxku <AOC = 3 Ilokazatu ma je

AC+ BD > 1.

OnpenuTtu HajBehn 3aje IHUYKK meauiall CBUX OpojeBa m3 CKyIa

{(n+2014)"T201 L pn2| e N, n > 20142014},

Heka je A1 A3A3A4As TeTUBHU MeTOoyrao Ymju Cy CBU YHYTPAIIHU
yraosu tynu. Heka cy S1,52, 53,54 u S5 HeHTpU youcanux KPy-KHUAA
TPOYTJIOBa A5A1A2, A1A2A3, A2A3A4, A3A4A5 u A4A5A1, peaoMm.
IlokazaTu na Cy CBU yHYTPAIIBHU YII0BU HeToyTraa 5159539455 Tynu.

3a craHOBHUKe IiaHeTe P, Kojux Moxkma mMa u OECKOHAYHO MHOTO,
Bayku ciuenehe:

(1) cBaKM CTAHOBHMK BOJM TAYHO jeJHOT U IIOIMTYje TAYHO jemHOT
CTaHOBHUKA;

(2) ako craHoBHUK A BOJM CTAHOBHUKA B, OHJa CBM CTaAHOBHUIN
KOjU HOWTYjy cTaHOBHUKA A Bosie craHOBHUKA B;

(3) akro craHOBHUK A momTyje CTAHOBHUKA B, OHIA CBU CTAHOBHUIA
KOjU BOJIE CTAHOBHUKA A TOIITY]y CTAHOBHUKA B;

(4) 3a cBAKOr CTAHOBHUKA MOCTOjU HEKO KO T'd BOJIU.

Ila nu je obOaBe3HO TAYHO Ja CBAKM CTAHOBHUK BOJIX OHOTa KOTa
nomryje? (CTaHOBHMK MOKe HOIITOBATU MU BojeTu cebe.)

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amataka merassHO 0OPA3IIOKATH.



MunaucrapcTBO IpocBeTe, HayKe ¥ TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

ORPYRHO TAKMWUYEILE U3 MATEMATHVRE
YUEHHNMEKA CPEIIHLUX IMTKOJIA

8.2.2014.

Tpehwu pa3spen — A xkareropuja

Heka cy x,y,z peannu OpojeBu TakBu na Baxku x +y + z = 0.
IlokazaTu na BayKy HEjeIHAKOCT

6(m3+y3+z3)2 < (m2+y2—|—z2)3.

Heka cy n,k € NU {0} raksu na je 0 < k < n. Jlokazatu na Baku

k n—k .
=0

=0

Suajyhu na Bakum
(4005 - 6!) = (5021 004 40a 22b 000 000 000 000)s,

onpenutu nudpe a u b.
(3a wmese 6pojese 0 < ag,ai,...,ar < 5 o3Haka (ag...a1ag) Ope-
ncraBsba 3amuc opoja y 6asu ca ocHoBoM 6.)

Tauka D ymyrap omrpoyraor tpoyriaa ABC wm3abpana je Tako ma
Basku AD = BD. Heka je tauka F npecek npasux CD u AB. Axko
je AE: EB=CD :CFE, mokazaru na je CB = CE.

Y HEKOj 3eMJbU KUBU KOHAYHO MHOTO cTaHOBHUKa. (CBaku O BHUX
BoJix Gap jemHor um momryje Gap jeaHor craHOBHUKA (HEe 00aBe3HO
ucror). [lozmaro je na:

(1) ako cranoBHuk A BoJM cTaHOBHUMKA B, OHIA CBU CTAHOBHUIM
KOjU TOIITYjy CTAHOBHUKA A BOJIe CTAaHOBHUKA B;

(2) ako craHOBHUK A mOIITYje CTAaHOBHUKA B, OHIa CBU CTAHOBHUIN
KOJU BOJIE CTAHOBHUKA A HOIITY]y CTAHOBHUKA B.

Iloka3aTu na MOCTOjU CTAHOBHUK KOjU BOJU cebe.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka mera/sHO 0OPa3IOKUTHU.



MunaucrapcTBO IpocBeTe, HayKe ¥ TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

ORPYRKHO TAKMUWYEILE 3 MATEMATHVRE
YUEHUMKA CPEOIHLUX ITITKOJIA

8.2.2014.

YerBpTU pa3pen — A KaTreropuja

OpxpemuTy cBe TPOjKe NMO3UTUBHUX peasiHux Opojesa (a,b,c) Takse
na jeTHaAYMHA,
a®+b"+c" =3

uMa OapeM TpU pa3jnuuTa perema y CKYIy pPeaHuX Opojesa.

3a npupoane 6pojese k u n ozaaunmo ca di(n) 6poj nenunana 6Gpoja
n He Mamux ox k. Onpemurnu

d1(2015) + do(2016) + d3(2017) + .. . + doo14(4028).

Onmpemutu HajBehwm npupoman 6poj k TakaB ma MOCTOjU TPUPOIAH
©opoj n > k 3a koju je cBakm onm OpojeBa

(0) ()~ (3)

Ha wpysxaunu kg nare cy tauke A, B u C. Kpysxuaune k', k" u k"’
HOpMaJIHE Cy Ha KpYy:KHMIY ko, 1 nputoM k' mposasu kpo3 A u B,
k" kpo3z Au C, a k' xkpo3 B u C. Ha xpy:xmunu k' mara je tauka
P ¢ {B,C}, a norom cy noByuene kpyskuuie ki u ko Koje mpoiase
kpo3 P u koje cy Hopmaine Ha kg, npu yeMmy je ki HOpMaJaHa 1 Ha k',
a ko ma k”. Ilokaszaru ma cy kpyskHune ki u ko Mehycobuo HOpMAIHE.
(Kpyskuure 1 u 2 Cy HOpMAaJiHE aKO ce Ceky y Taukama X u Y u
Opy TOMe Cy HBUXOBe TaHreHte y tauku X MmehycobGHO HOpMAaJHE. )

IIOTIIYH KBaApaT.

Urpaun A u B Hau3aMeHUYHO 3aMEHYjy 3BE3UIle y
*x1 % 2% 22 %23 & %2999 4 91000

smanuMma + u —. Wrpau B mobebyje ako je mo 3aBpIIeTKy urpe
BpEeIHOCT moOujeHor m3pasa mesruBa ca 17. Y cympornoMm mobebyje
urpau A. Axko urpau A mouwmme urpy, kako tpeba ma urpa mga Ou
curypHo mobemnuo?

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPa3I0KUTH.
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IpymrBo maremaruuapa Cpouje

ORPYRHO TAKMUWUYEILE U3 MATEMATHWRE
YUEHHMEKA CPEIILUX IMTKOJIA

8.2.2014.

IIpBu pa3pen — b kareropuja

3a ckymose A, B, C, umekra je
P=(A\B)uC u Q=(AuUC)\B.

Ucnuratn nma nm 3a CBe OBaKBe CKYIOBEe Ba:KU HEKa OJ peJlalyja

PCQ,P=Qum(@CP.

Heka je ABCDEF rouBekcaH mecToyrao kon kora je AB = AF,
BC =CD n DE = EF. Jlokaszatu na ce cumerpaJje yrioBa BAF,
BCD u DEF ceky y jemHO] TAYKU.

Y ckymy meaux OpojeBa PEIIUTHU jeTHAYUYNHY

9a® — b + 6b = 2014.

Heka je ABC tpoyrao takas na Baxku <ABC > <BCA. Cumerpama
yria kKom Ttemena A oBor Tpoyrisa cede crpanuny BC y mauku D.
Hopwmama u3 rauke B na npaBy AD ceue onucany KpY:KHUILY TPOYTJIa
ABD y raukun E # B. Ilokasatu ma neatap O omucane KPY:KHUIE
rpoyrna ABC nexu ma nmpasoj AE.

Ha croBapumry ce mamaszu 80 banBana. Hexkwm umajy nyxwmay 3m,
Hexku 4m, Hexku bm, a Hexku 6m. Ilo3zmaro je na OanBana nyxuHE
4m wmMma aOymiao Buiie on OajBaHA Oy:KWHE oM. Y KyIOHA Iy:KUHA
cBux OaJsBana je 345m. CBe OGasBane Tpeba pa3pes3aryd Ha KOMAIe
ny:kube lm. Komwuko pesoBa Tpeba HanmpaButu (jeIHUM Pe30M MOKe
ce pa3pesaru caMo jenaH OayiBaH)?

Bpewme 3a panx 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPa3I0KUTH.



MunaucrapcTBO IpocBeTe, HayKe ¥ TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

ORPYRKHO TAKMWUYEILE U3 MATEMATHWRE
YUEHHMEKA CPEIILUX IITKOJIA

8.2.2014.
Ilpyru pa3spen — b kareropuja

Y ckymy peaJjHuX OpojeBa pEmIUTH HEjeTHAUUHY
Tr —1 z—1
> .
V T T

Y ckyny peasiHUX OpoOjeBa PENIUTU jeTHAUUHY

(z* + 2+ 3)(2* + 3z + 3) = 327,

Y ckyny meaux OpojeBa PEIuTH jeTHAYUUHY

3a® + 3a + 2014 = b°.

Heka je I menrap ymucamor kpyra, a AFE cumerpasa yraa BAC
tpoyraa ABC (FE je wa ny:xu BC'). Ilokasatu na Basku

Al  AC+ AB
IE  BC
Heka je n npuponan 6poj sehu on 2. Komuko uma tpojru (A, B,C)

nozxckymnosa ckyma {1,2,...,n} rakBux na je

ANBNC=0, |AnB|=2 u |[ANC|=17

Bpewme 3a panx 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPa3I0KUTH.



MunaucrapcTBO IpocBeTe, HayKe ¥ TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

OKPYKHO TAKMUWYEILE N3 MATEMATUKE
YUEHVKA CPEIIBLUX IITKOJIA
8.2.2014.

Tpehu pa3spen — B kareropuja

Heka je a = —1+iv3, b= —1 —iv/3, ¢ =2 u n npupoman 6poj Koju
Huje nemus ca 3. Onpemuru a” + b™ + ™.
Hexka cy m u i HeHya BeKTOpU 11 4 = M+ 37, b= Tm—>5n, ¢ =m—4n,
d=Tm—2n. Ako jea Lbuc Ll d:

a) mokazartu ma je |m| = |7il;

6) ompemutu yrao usmeby BekTOopa m u 7.

4
Heka je a pammonaman ©6poj Behu on 3 Axo je x peasan Opoj

TaKaB Oda CYy 1'2 —ar n .1’3

x pamuoHaJaH Opoj.

— ar panuoHaJHU OPOjeBU, MOKA3ATU HA je

Csake nBe o Kpy:kHUIA k1, ko 11 k3 nomupyjy ce mehycobGHO cnosba u
CBaka ol BUX momupyje kpy:kuuiy k msuayrpa. Axo cy O1,02,03 u
O nentpu kpy:kaUNA k1, ko, k3 u k, pemom, mokazaru na je O meHrap
kpyskaUIe ynucane y tpoyrao 01003 ako M caMO aKO KpPY:KHUIE
ki, ko m ks mMmajy jemHake TMOJJIYyIpPEUYHUKE.

Cpaka om mamuuaa A, b u B Moske ma mpouuTa KapTUIy Ha KOjOj
je ymucan map ueamx 6pojeBa (m,n) U Oa 3aTUM OAIITAMIIA HOBY
rapruiy. [Ipm Tome,

(1) ako mammua A yunra KapTuny Ha KOjoj je map (m,n), oHa
mTaMIa HOBY KapTUIy ca HapoM (m —n,n);

(2) ako mammua b yuwmra kaprtuiy Ha kojoj je map (m,n), ona
mTaMia HOBY KapTUily ca mapom (m + mn,n);

(3) ako mammua B yuwmra kaprumy Ha K0joj je map (m,n), oHa
MTAMIIa HOBY KapTUIy ca mapoMm (n,m);

Ha mouerky je mara kapruma Ha kK0joj je ymmcan map (19,81). Ila
a7 je Moryhe ynorpeboM OBe TpPU MalIWHE y IIPOU3BOJLHOM HOPETKY
NOOUTU KapTUIy HA KOJOj je YIUCaH map:

a) (7,13); 6) (12,21)?

Bpewme 3a panm 180 munyTa.
Pemema 3anaraka meramsHO 00PA3IOKUTH.



MunaucrapcTBO IpocBeTe, HayKe ¥ TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

ORPYRHO TAKMWUYEILE U3 MATEMATHVRE
YUEHHNWEKA CPEIILUX IMTKOJIA
8.2.2014.

YerspTu pa3pen — b kareropuja

oxkazatu na 3a r > 1 Baku HejeTHAKOCT

2(x — 1
g > 21

r+1
Hexka je ABC DV nupamvuna uuja je ocaoBa ABC' D KOHBEKCAH YeTBO-
poyrao ca HOpMaJIHUM aujaroHajiama. llpm Tome, mMOmHOKje BUCHUHE
nupamMuae HaJla3u ce y mpeceky amjaronasia yerBopoyriaa ABCD.

Axo cy a, B, v 1 ) yrioBu Koje BUCUHA 3aKjaana ca ODOYHUM CTpaHaMa
ABV, BCV, CDV u DAV, penomM, noka3aTu na je

ctg’a + ctg?y = ctg?s + ctg?s.

Heka cy x u y nesnu 6pojeBu TakBu na je 6poj 3x + 7y memus ca 19.
Ilokazatu na je u Opoj 43x + 75y memus ca 19.

Heka je R mosmynpedyHUK CIOJba MPUNKUCAHE KPYKHUIIE KOja OAroBapa
xunoTenys3u npasoyrior tpoyraa ABC. Iorka3atu na je

R 142

_ < )

c 2
rae je ¢ myskuHa xunorenyse tpoyria ABC.
(Cnossa mpunucana KpysKHAIA KOja OArOBapa XUIOTEHY3U TPOYIJIa
jé KpysKHUIIA KOja HOMUpYje XUIOTEHY3y U MPOLy:KeTKe KaTeTa.)

Oyurmuja f: N\ {1} - N nedpunucana je na cnenehu maumm: ako cy
P1, P2, - - -, Pk Pa3amuuTu npoctu 6pojesuu «; € Ny 3ai € {1,2,...,k},
OHIa je

ay

FOpeE L p) = P} gyt L pl
Hoka3aTu na BasKu:
a) f(ab) < (f(a)- f(b))?, 3a cBe a,b e N\ {1};
6) f(a®") = (f(a))*", 3a cBe a € N\ {1} un €N.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amataka merassHO 0OPA3IIOKUATH.



