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Prvi razred – A kategorija

Aca, Branka, Vera i Goran su od nastavnika matematike dobili1.
zadatak da izraqunaju koliqnik dva pozitivna realna broja, i
to: Aca da izraquna a1 : a2, Branka da izraquna b1 : b2, Vera da
izraquna v1 : v2, a Goran da izraquna g1 : g2. Nastavnik je na
tabli izraqunao koliqnik (a1 + b1 + v1 + g1) : (a2 + b2 + v2 + g2).
Ispostavilo se da nijedan od koliqnika koji su dobili uqenici
nije bio ve�i od onog koji je dobio nastavnik (uqenici i na-
stavnik su taqno izraqunali svoje koliqnike). Da li koliqnici
koje su dobili Branka i Goran mogu biti razliqiti?

Konstruisati trougao ABC ako su date dve ǌegove stranice a i2.
b tako da je veliqina ugla naspram jedne od ovih stranica tri
puta ve�a od veliqine ugla naspram druge stranice.

Odrediti sve prirodne brojeve k,m i n za koje va�i3.

2k + 10m − 10n = 2014.

U trouglu ABC simetrala ugla kod temena A seqe stranicu BC4.
u taqki D. Normala iz taqke B na pravu AD seqe opisanu kru-
�nicu trougla ABD u taqki E ̸= B. Dokazati da centar O
opisane kru�nice trougla ABC le�i na pravoj AE.

U Ludoj xumi �ivelo je 6 vukodlaka, 17 jednoroga i 55 paukova.5.
Vukodlak mo�e da pojede pauka i jednoroga, ali ne i drugog
vukodlaka, pauk mo�e da pojede jednoroga, ali ne i vukodlaka
ili drugog pauka, a jednorog ne mo�e da pojede ni vukodlaka
ni pauka ni drugog jednoroga. Kada god vukodlak pojede pauka,
pretvara se u jednoroga, a kada pojede jednoroga, pretvara se
u pauka; tako�e, kada pauk pojede jednoroga, postaje vukodlak.
Koliko najvixe stvoreǌa mo�e ostati u xumi kada vixe niko
nikog ne bude mogao da pojede?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Da li postoje kvadratne funkcije f, g, h : R → R takve da je zbir1.
ma koje dve od ǌih kvadratna funkcija koja ima bar jednu realnu
nulu, a zbir sve tri kvadratna funkcija koja nema realnih nula?

Neka su AB i CD du�i du�ine 1 koje se seku u taqki O i pri2.
tome va�i ^AOC =

π

3
. Dokazati da je

AC +BD > 1.

Odrediti najve�i zajedniqki delilac svih brojeva iz skupa3.

{(n+ 2014)n+2014 + nn| n ∈ N, n > 20142014}.

Neka je A1A2A3A4A5 tetivni petougao qiji su svi unutraxǌi4.
uglovi tupi. Neka su S1, S2, S3, S4 i S5 centri upisanih kru�nica
trouglova A5A1A2, A1A2A3, A2A3A4, A3A4A5 i A4A5A1, redom.
Dokazati da su svi unutraxǌi uglovi petougla S1S2S3S4S5 tupi.

Za stanovnike planete P , kojih mo�da ima i beskonaqno mnogo,5.
va�i slede�e:

(1) svaki stanovnik voli taqno jednog i poxtuje taqno jednog
stanovnika;

(2) ako stanovnik A voli stanovnika B, onda svi stanovnici
koji poxtuju stanovnika A vole stanovnika B;

(3) ako stanovnik A poxtuje stanovnika B, onda svi stanovnici
koji vole stanovnika A poxtuju stanovnika B;

(4) za svakog stanovnika postoji neko ko ga voli.

Da li je obavezno taqno da svaki stanovnik voli onoga koga
poxtuje? (Stanovnik mo�e poxtovati ili voleti sebe.)

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Neka su x, y, z realni brojevi takvi da va�i x + y + z = 0.1.
Dokazati da va�i nejednakost

6(x3 + y3 + z3)2 6 (x2 + y2 + z2)3.

Neka su n, k ∈ N ∪ {0} takvi da je 0 6 k 6 n. Dokazati da va�i2.

k∑
i=0

(
n+ 1

i

)
+

n−k∑
i=0

2i
(
n− i

k

)
= 2n+1.

Znaju�i da va�i3.

(4005 · 6!)3 = (5 021 004 40a 22b 000 000 000 000)6,

odrediti cifre a i b.
(Za cele brojeve 0 6 a0, a1, . . . , ak 6 5 oznaka (ak . . . a1a0)6 pre-
dstavǉa zapis broja u bazi sa osnovom 6.)

Taqka D unutar oxtrouglog trougla ABC izabrana je tako da4.
va�i AD = BD. Neka je taqka E presek pravih CD i AB. Ako
je AE : EB = CD : CE, dokazati da je CB = CE.

U nekoj zemǉi �ivi konaqno mnogo stanovnika. Svaki od ǌih5.
voli bar jednog i poxtuje bar jednog stanovnika (ne obavezno
istog). Poznato je da:

(1) ako stanovnik A voli stanovnika B, onda svi stanovnici
koji poxtuju stanovnika A vole stanovnika B;

(2) ako stanovnik A poxtuje stanovnika B, onda svi stanovnici
koji vole stanovnika A poxtuju stanovnika B.

Dokazati da postoji stanovnik koji voli sebe.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Odrediti sve trojke pozitivnih realnih brojeva (a, b, c) takve1.
da jednaqina

ax + bx + cx = 3

ima barem tri razliqita rexeǌa u skupu realnih brojeva.

Za prirodne brojeve k i n oznaqimo sa dk(n) broj delilaca broja2.
n ne maǌih od k. Odrediti

d1(2015) + d2(2016) + d3(2017) + . . .+ d2014(4028).

Odrediti najve�i prirodan broj k takav da postoji prirodan3.
broj n > k za koji je svaki od brojeva(

n

0

)
,

(
n

1

)
, . . . ,

(
n

k

)
potpun kvadrat.

Na kru�nici k0 date su taqke A, B i C. Kru�nice k′, k′′ i k′′′4.
normalne su na kru�nicu k0, i pritom k′ prolazi kroz A i B,
k′′ kroz A i C, a k′′′ kroz B i C. Na kru�nici k′′′ data je taqka
P ̸∈ {B,C}, a potom su povuqene kru�nice k1 i k2 koje prolaze
kroz P i koje su normalne na k0, pri qemu je k1 normalna i na k′,
a k2 na k′′. Dokazati da su kru�nice k1 i k2 me�usobno normalne.
(Kru�nice γ1 i γ2 su normalne ako se seku u taqkama X i Y i
pri tome su ǌihove tangente u taqki X me�usobno normalne.)

Igraqi A i B naizmeniqno zameǌuju zvezdice u5.

⋆1 ⋆ 2 ⋆ 22 ⋆ 23 ⋆ . . . ⋆ 2999 ⋆ 21000

znacima + i −. Igraq B pobe�uje ako je po zavrxetku igre
vrednost dobijenog izraza deǉiva sa 17. U suprotnom pobe�uje
igraq A. Ako igraq A poqiǌe igru, kako treba da igra da bi
sigurno pobedio?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Za skupove A, B, C, neka je1.

P = (A \B) ∪ C i Q = (A ∪ C) \B.

Ispitati da li za sve ovakve skupove va�i neka od relacija
P ⊆ Q, P = Q ili Q ⊆ P .

Neka je ABCDEF konveksan xestougao kod koga je AB = AF ,2.
BC = CD i DE = EF . Dokazati da se simetrale uglova BAF ,
BCD i DEF seku u jednoj taqki.

U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu3.

9a2 − b2 + 6b = 2014.

Neka je ABC trougao takav da va�i ^ABC >^BCA. Simetrala4.
ugla kod temena A ovog trougla seqe stranicu BC u taqki D.
Normala iz taqke B na pravu AD seqe opisanu kru�nicu trougla
ABD u taqki E ̸= B. Dokazati da centar O opisane kru�nice
trougla ABC le�i na pravoj AE.

Na stovarixtu se nalazi 80 balvana. Neki imaju du�inu 3m,5.
neki 4m, neki 5m, a neki 6m. Poznato je da balvana du�ine
4m ima duplo vixe od balvana du�ine 5m. Ukupna du�ina
svih balvana je 345m. Sve balvane treba razrezati na komade
du�ine 1m. Koliko rezova treba napraviti (jednim rezom mo�e
se razrezati samo jedan balvan)?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu1. √
7x− 1

x
>

x− 1

x
.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu2.

(x2 + x+ 3)(x2 + 3x+ 3) = 3x2.

U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu3.

3a2 + 3a+ 2014 = b3.

Neka je I centar upisanog kruga, a AE simetrala ugla BAC4.
trougla ABC (E je na du�i BC). Dokazati da va�i

AI

IE
=

AC +AB

BC
.

Neka je n prirodan broj ve�i od 2. Koliko ima trojki (A,B,C)5.
podskupova skupa {1, 2, . . . , n} takvih da je

A ∩B ∩ C = ∅, |A ∩B| = 2 i |A ∩ C| = 1 ?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Neka je a = −1 + i
√
3, b = −1− i

√
3, c = 2 i n prirodan broj koji1.

nije deǉiv sa 3. Odrediti an + bn + cn.

Neka su m⃗ i n⃗ nenula vektori i a⃗ = m⃗+3n⃗, b⃗ = 7m⃗−5n⃗, c⃗ = m⃗−4n⃗,2.
d⃗ = 7m⃗− 2n⃗. Ako je a⃗ ⊥ b⃗ i c⃗ ⊥ d⃗:

a) dokazati da je |m⃗| = |n⃗|;

b) odrediti ugao izme�u vektora m⃗ i n⃗.

Neka je a racionalan broj ve�i od
4

3
. Ako je x realan broj3.

takav da su x2 − ax i x3 − ax racionalni brojevi, dokazati da je
x racionalan broj.

Svake dve od kru�nica k1, k2 i k3 dodiruju se me�usobno spoǉa i4.
svaka od ǌih dodiruje kru�nicu k iznutra. Ako su O1,O2,O3 i
O centri kru�nica k1, k2, k3 i k, redom, dokazati da je O centar
kru�nice upisane u trougao O1O2O3 ako i samo ako kru�nice
k1, k2 i k3 imaju jednake polupreqnike.

Svaka od maxina A, B i V mo�e da proqita karticu na kojoj5.
je upisan par celih brojeva (m,n) i da zatim odxtampa novu
karticu. Pri tome,

(1) ako maxina A uqita karticu na kojoj je par (m,n), ona
xtampa novu karticu sa parom (m− n, n);

(2) ako maxina B uqita karticu na kojoj je par (m,n), ona
xtampa novu karticu sa parom (m+ n, n);

(3) ako maxina V uqita karticu na kojoj je par (m,n), ona
xtampa novu karticu sa parom (n,m);

Na poqetku je data kartica na kojoj je upisan par (19, 81). Da
li je mogu�e upotrebom ove tri maxine u proizvoǉnom poretku
dobiti karticu na kojoj je upisan par:

a) (7, 13); b) (12, 21)?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Dokazati da za x > 1 va�i nejednakost1.

lnx >
2(x− 1)

x+ 1
.

Neka je ABCDV piramida qija je osnova ABCD konveksan qetvo-2.
rougao sa normalnim dijagonalama. Pri tome, podno�je visine
piramide nalazi se u preseku dijagonala qetvorougla ABCD.
Ako su α, β, γ i δ uglovi koje visina zaklapa sa boqnim stranama
ABV , BCV , CDV i DAV , redom, dokazati da je

ctg2α+ ctg2γ = ctg2β + ctg2δ.

Neka su x i y celi brojevi takvi da je broj 3x+ 7y deǉiv sa 19.3.
Dokazati da je i broj 43x+ 75y deǉiv sa 19.

Neka je R polupreqnik spoǉa pripisane kru�nice koja odgovara4.
hipotenuzi pravouglog trougla ABC. Dokazati da je

R

c
6 1 +

√
2

2
,

gde je c du�ina hipotenuze trougla ABC.
(Spoǉa pripisana kru�nica koja odgovara hipotenuzi trougla
je kru�nica koja dodiruje hipotenuzu i produ�etke kateta.)

Funkcija f : N \ {1} → N definisana je na slede�i naqin: ako su5.
p1, p2, . . . , pk razliqiti prosti brojevi i αi ∈ N, za i ∈ {1, 2, . . . , k},
onda je

f(pα1
1 pα2

2 . . . pαk

k ) = p
α2

1
1 p

α2
2

2 . . . p
α2

k

k .

Dokazati da va�i:

a) f(ab) 6 (f(a) · f(b))2, za sve a, b ∈ N \ {1};

b) f(a2
n

) = (f(a))4
n

, za sve a ∈ N \ {1} i n ∈ N.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


