MunaucrapcTBO IpOCBeTEe, HAYKE U TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpouje

P RABHO TAKMUMNYEILE 13 MATEMATUKE
15.3.2014.

IIpBu pa3pen — A kareropwuja

3a 6pojese a,b,c,z,y u z Bazku {a,b,c} ={x,y,z} = {15,3,2014}. Ia
au 6poj
a’ + ¥

MOpa OUTU CIIOKEH !
(3a m,n,k €N je ca m"" o3mauen Opoj m(”k).)

Heka cy a, b u ¢ crpanune, S nmoBpmunaa, R TOJYIPEYHUK OMUCAHE
kpyskHUIEe m M Tauka y yuyrpammoctu Tpoyriaa ABC. Osmauumo
ca dy, dp u d. pacTojama Tauke M om mpaBuUX KOje caap:Ke CTPaHUIE
rpoyraa ABC. Jloka3atu na BasKu HeEjeTHAKOCT

1 1 1 1
25 (2 +-4+>— =) >dy+dp+d,.
S <a+b+C R)> +dp +

Ha crony ce mamasu romuia ca n :keroHa. JlBa urpava, A m DB,
HAU3MEHUYHO WUIPajy, NpU dveMy urpad A wurpa upBu. Y CBaAKOM
IIOTE3y Ur'pay 1Ujan y3UuMa je,aaH JKETOH Ca HEKE O I'OMMJIa MNJIN OCJIN
HEKy OJ IOMWJIA Ha HEKOJMKO romuia (6apem mse) ca mebhycoGHO
jenHakuM OpojeM skeToHa (aKO Urpad y3Mme MOCIe U KeTOH Ca TOMUIIE
oHa mpecraje ma mocroju). [lobemuuk je urpad Koju y3me MOCIeIHU
’KeTOH ca CToJla. 3a Koje BpemHocTu Opoja n urpad A mma mobe-
IOHUYKY CTPATEerujy, a 3a Koje Bpenuoctu 6poja n urpad b nma mobe-
OHUYKY CTpaTerujy?’

Opnpemutu cBe monmaoMe R(z) umju cy cBu KOEDUIUMjEHTH U3 CKyla
{—1,1} u 3a roje Basku R(3) = 130 u R(—2) = —45.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OpPa3IOKUATH.



MunaucrapcTBO IpOCBeTEe, HAYKE U TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpouje

NP KABHO TAKMUMYEILE 13 MATEMATUKE
15.3.2014.

Ilpyru pa3spem — A kKareropuja

Ila nu mocToju KOHAUHO MM OECKOHAYHO MHOI'O IPUPOITHUX OpojeBa 1M 3a
KOj€e TOCTOje MPUpPOAHU OpojeBu 41,ad9, - .. ,A2014 TAKBU Ia je

a1!—|—a2!—|—...—|—a2014!:m!?

[lepurma je 3aMucano Tpu peatHa 6poja a, b u ¢ 1 y cBecnu CKUIUpPao rpaduk
dymrnuje f: R — R 3a kojy je

f(z) = (az® 4 bz + ¢)(cx® 4 bx + a).

Heros mnabu 6par Mukuma je nckopuctuo npuiauky kana llepuna muje 6uo
koq kyhe u ca ckume n3bpucao y ocy. Hapemuor mama Ilepuma je npumerno
Ia HIeroBoj CKUIM HenocTaje Y oca. Ilokymao je ma ce mpucetm QyHKIUTje
4ynju je rpadur CKAnMpao. YCIeo je ma ce ceTy na je (yHKnuja obInKa
f(z) = (ax?® + bz + ¢)(cx? + bx + a), anu HEje ycmeo ma ce ceTw BPEAHOCTH
opojesa a, b u c. Ila nu je moryhe ma Ilepuna komcTpyume y ocy, ako je
y CBecI MPOHAIIA0 CKUIy NpuioxkeHy Ha caurnu! IIpermocraBma ce ma je
Ilepuma npBOOGUTHO TAYHO CKUIMPAO I'PAPUK QyHKIUjE.

Hexra je M cpemumre myka BC' ommucame xpysxmumme k Tpoyraa ABC xoju
He caap:xu tauky A. Cnosma mpummcana kpyssauna tpoyriaa ABC macmpam

temena A, ca nenrpom S, momupyje crpamuny BC' y tauku D. Axo npasa
MD ceue kpysxuuny k y taukn P (P # M) nokazaru na je <APS = 90°.

Y mm3y je maro n > 3 cujanauna. Vcnon cBake cujaJuIe HAJA3U Ce IPEKUIad.
I[IpuTuCcKOM Ha NpEKMAad WCIOMN CHUjaJulle ca pemauMm opojem ¢, 1 < ¢ < n,
MeHa Ce CTame CUjaJnIa ca pemHuM OopojesuMma ¢ — 1, ¢ u ¢+ 1; npuruckom ma
OIPEeKuIaY UCIOL IPBE CHUjaJUIEe MEHa Ce CTalme IPBE U APYre CUjajule, OOK
ce MPUTUCKOM Ha IPEKUAad UCIO CUjAJIUIE Ca PETHUM OPOjeM 7 MEHma CTame
cujasuna ca peaauMm 6pojesuma 1 — 1 u n. OapennTy cBe npuponne Gpojese
7 3a Koje je O6e3 003upa HA TOYETHO CTAame CHjaJuia MOTyhe Yy KOHAYHO MHOT'O
noresa MOOUTHU CTame y KOjeM Cy CBe CHjaJIulle ylaJheHe.

Bpewme 3a pan 240 munyTA.
Pemema 3anaraxa nerajbHO 00pPA3IOKUTH.



MunaucrapcTBO IpOCBeTEe, HAYKE U TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpouje

P RABHO TAKMUMNYEILE 13 MATEMATUKE
15.3.2014.

Tpehu pa3zpen — A xkareropuja

Y tpoyray ABC je AB = AC. Tauke D, E u F uszabpane cy Ha
crpanunama BC, CA u AB, penom, tako na npase EF u BC Hucy
napaJsiense u ga Baxku <FKDF = <ABC. Ilorazaru na mpasa BC
noaupyje omucaHy KpyskHuily tpoyriaa DEF ako m camo ako je D
cpemumnre crpanute BC.

3a mempasue noxckynose A u B ckyna {1,2,...,n} mumemo A < B
aKO je CBaKMU eJIeMEHT CKyla A Mamu Ol CBAKOI eJeMeHTa CKyma B.
Ilokazatu na je Opoj maposa HempasHux moickynosa (A, B) ckyma

{1,2,...,n} takBux ma je A < B jemmak (n —2)-2""1 4+ 1.
Onpenutu cBe n € Z Takse na ce u3 ckyna {n,n+1,...,n+2014} moxe
u3banuTy jeman OpPoj, TaKO da ce OCcTaJau OPOjeBU MOTY HMOAETUTHU HA
nBa nucjyHkTHa ckyna A u B, 3a koje je |A| = |B| u

Seoye

keA keB

Onpenutu cBe mpupomHe GpojeBe n TakBe na

3T —2" 6" +3" 4 1.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OpPa3IOKUATH.



MunaucrapcTBO IpOCBeTEe, HAYKE U TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpouje

P RABHO TAKMUMNYEILE 13 MATEMATUKE
15.3.2014.

Yerepru pa3pen — A kareropuja

3a mene 6pojese a, b u ¢ 6pojesu a +b+c, a®? +b%+c? u a4+ b2+ 3
nemuBu cy ca 2013. Hokazatu na

2013% | abe(a — b)(b — ¢)(c — a).

Iartu cy mo3utuBHU OpojeBu a, b u ¢ TakBu na Basku ab + bc + ca = 3.
IlokazaTu HejemHAKOCT

1 1 1 3
<-.
4+(a+b)2+4+(b+c)2+4—}—(C—|—a)2 8

[Ipasa ¢ canpsu cpemumre M crpanune BC tpoyrna ABC u ceue
npaBe AB u AC y taukama D u FE, penom. Herka je K cpemumire
nysxku DFE. Ilokazartm ma pacrtojame on tauke DD mo npaBe AK uuje
Behe on BC/2.

Ha manupy je mampran mpaBwiaan mectoyrao. Ama m Boja mamsme-
HUYHO OMpAajy Mo jemHy Tadky ca pyba TOT MHOTOYTJa, IpU 4eMy Ala
Tauyky yBek 60ju miaBoM, a Boja npserom 60joMm (cBaka Tauka MOKe
butu omabpana HajBume jemHoMm). Ama urpa upsu. Wrpy moGuja
Uurpay Koju IpBU OCTBapu na mMeby Taukama Koje je mo Tama 000juo
IIOCTOj€e TPU KOje YMHE TeMeHa je THAKOCTPAHUYHOI MJIU TEMEHA jemHa-
KOKpPaKO TpaBOyTJOor Tpoyriaa. [la gum Hekm on mrpadva mma mobe-
OHUYKY CTpaTerujy?’

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OpPa3IOKUATH.



MuHncTapcTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
9
IpymrBo maremaruuapa Cpouje

P RABHO TAKMUWYEILE 13 MATEMATUKE
15.3.2014.

IIpBu pa3pen — b kareropuja

Heka je a,b,c,d € R,
p(x) = az®™ + b 4 cxtt + da® + 1622 + 3

u p(8) = 2014. Ozmpenuru moryhe Bpenaoctu p(—8).

Axko 3a peaJsiHe 6pojese a,b,c,xr,y u z Baxku ar + by + cz = 0 u ako je
u3pas
ax? + by? + c2?
be(y — 2)? + ca(z — x)? + ab(x — y)?

neUHUCAH, TOKA3aTU Ja HEeroBa BPETHOCT HE 3aBUCU O X, Y U 2.

Y cKymy mpupomHuX OpojeBa pEemuTH jeTHAUNHY

m™ + (mn)" = 2014.

Heka cy AD u BFE Bucuse omtpoyraor tpoyraa ABC. Ilpasa DE
ceue onucany kpy:kuuiy rpoyriaa ABC y raukama M u N. Ilorazatu
na je CM = CN.

[Iocmarpajmo cBe peunm ny:xkuHe 6 cacTaB/beHe 01 ciaoBa a3byke y
KOjUMa Cy CBa CJIOBa pazimuuTta U nopebana y azdydyHOM TOPETKY
(unp. ABBI'3II je taksa peu, a 'K3XWUII uuje). a nu y cBum
OBaKBUM peyrMa uMa Buile mnojasa cioBa M umaum caosa C7

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OpPa3IOKUATH.



MunaucrapcTBO IpOCBeTEe, HAYKE U TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpouje

IPKABHO TAKMMUYEILE 13 MATEMATUKE
15.3.2014.

Ilpyru pa3spen — B kareropuja

Ila au mocToju KOMILIEKCaH OpOj 2z KOju HHUje peajilaH TakaB aa Cy
OpojeBu
15 1 3 1 52014 _ 1
2157 53 52014

peagHu?

Heka je BD Bucuna tpoyria ABC. Tauke M u N uzabpane cy y
pasuu Tpoyraa ABC tako na Baxku AN 1 AB, CM 1 BC, AN = DC
u CM = AD. Iora3zatu na je BM = BN.

Onpenutu cBe MpUpOIHE OpOjeBE M, N U P TAKBE Ha BaKU
m!l+nl=5P.

(BakeNjek!l=k-(k—1)-...-2-1.)

Ha manupy je mamprana kpyskuumna. Amna u Boja mHan3amenunyno oupajy
[0 jeHYy TauKy ca Kpy:KHUIlE, Ipu yeMy Ama Tauky yBek 00ju miIaBoM,
a Boja yBek upsenom GojoM (cBaka Tauka MOke OuTu omabpaHa HAj-
Buiie jennoMm). Ana nouume urpy. Y urpu nobebyje urpau koju npsu
octBapu na Meby Taukama kKoje je mo Tama oO0OjuO MOCTOje TPHU Koje
YUHE TEeMEeHa jeTHAKOCTPAHUYHOT WU TEMEHa jeIHAKOKPAKO MpPaBO-
yraor tpoyriaa. Ila smu Heku on urpada MO:Ke UTPATU TAKO Aa mobenu
6e3 0063upa Ha TO KAKO UI'pa APYyrU urpad’?

Onpenutu 6pOj PA3IUUUTUX HAUWHA A& TOI CTUCHE OJ JIEBOT NOIEr
OO HEeCHOT Topier moJjba Tabje 3 X 7, YKOJUKO je MO3BOJHEHO na Ce
kpehe caMmo ynmecHo m HaArope.

(Tom je purypa koja ce y jemHoMm more3y momepa ca mosba A Ha mosbe
KOje ce HajJa3u y UCTOj BPCTU UM KOJIOHU Kao moJse A. IIBa Kperama
TOIla Cy Pa3IMYUTa YKOJIUMKO Ce Y IPYroj KPeTHU TOI 3ayCTaBJ/ba HA
H6apeM jemHO MOJbe HA KOje Ce HUje 3ayCTaBUO y MPBOj KPETHU.)

Bpewme 3a panx 240 munyTa.
Pemema 3amaraka mertasbHO 0OPA3IIOKUTH.



MunaucrapcTBO IpOCBeTEe, HAYKE U TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpouje

P RABHO TAKMUWYEILE 13 MATEMATUKE
15.3.2014.

Tpehu pa3zpen — B kareropuja

Heka je n mpupoman 6poj. OmnpemuTu HajMamu TIpupoman 6poj a 3a
KOJU CHUCTEM jeTHaAUNHA

1 + 29 + ... + xh = a
x12014 + x22014 + o+ CCnQOM — a

HEMa IeJOOPOjHUX pellemna.

Y KOMIUIEKCHOj paBHM HAT je jeqHAKOCTpaHWdaH Tpoyrao. Ako je-
MHOM TE€MEHY OBOT' TPOYyIJa OAroBapa KOMIIJIEKCAH OPOj V3 +5i, a
IEHTPY TPOYyTJia KOMIUIEKCAH OpOj 27, ONpeauTr KOMIIJIEKCHe OpojeBe
KOJU OATrOBapajy MPeoCTaJuM TEMEHNMa TPOYTJIA.

Hahwu cBe mpupontae 6pojeBe n 3a Koje MOCTOju MPpUPOIaH OPOj & TaKO
na
2014 | (3x 4+ 16)™ — 2015.

Y paBHu cy mare npase p, ¢ u r u Tauke Py, Py, P3 € p, Q1,Q2,Q3 € q
u Ry, Ro, R3 € r TakBe na je P, usameby P; u P3, Q2 u3ameby Q1 u Qs,
Ry mameby Ry u Rs, npu uemy Basku

PP : PP = Q1Q2: Q2Q3 = RiRy : RaRs.

Iorkazatu ma cy mexumra TpoyriaoBa PiQi1R;, P,Q:Re: n P3Q3R3
KOJIMHEAPHA.

Y uu3 je mopebano 2014 cujanumna. Vcoon cBake cujauiie HaJa3u ce
npekrgad. [Ipurtmckom Ha MperuIayd UCION CUjANIE Ca PeTHUM Opo-
jeMm 7, 3a 1 <1 < 2014, mema ce cTame CUjaJIUIA Ca PEIHUM OpojeBUMa
1—1, 7 114+ 1; OpuTUCKOM Ha IPEKUAad UCIO IIPBE CUjaJINIEe MEHa Ce
cTame IpBe U Apyre CUjaJuie, AOK Ce IPUTUCKOM Ha IPEKUIAY MCIIOLI
cujaaure ca penauM Opojem 2014 Mema cTame CHjaJIUlla Ca PETHUM
opojesuma 2013 u 2014.

a) AKO Cy Ha MOUeTKy CBe CHUjaJUIe yTalleHe Oa JIM Ce HU30M MOTe3a
MOKe HOOUTHU ma CBe cujajulle Oymy ymajbeHe?!

6) Ako je Ha TOUETKYy jenHa cujajuna ymnajeHa, a npeocraaux 2013
yramieHo, na jJu ce 0e3 003upa Koja je cujanuia ymnajbeHa MOoyKe Johu
IO CTama y KOjeM Cy CBe CHUjajule ynajbeHe?

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaTaka meTtabHO 0OPA3IIOKUTH.



MunaucrapcTBO IpOCBeTEe, HAYKE U TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpouje

P RABHO TAKMUMNYEILE 13 MATEMATUKE
15.3.2014.

YerepTHu pa3pen — b kareropuja

Iloka3aTu na je 6poj
5™(5" 4+ 1) — 6™(3" + 2")

nemuB ca 13 3a cBakm mpupoaaH Opoj n.

PaBan 7 mpecena 6oune uBuIle NpaBUJIHE YETBOPOCTPAHE TUPAMUIE Y
raurkama A, B, C u D koje ce Haja3e Ha ymajr,eHOCTUMA a, b, c u d,
penom, on Bpxa mupamumge. JlokazaTtu ma BasKU jeTHAKOCT

1 1
__|__:

"
a ¢ b

1
7
Ilokazatu ma je 3a cBaku nmpupomnan opoj n Behu onm 1 6poj

n-2" gy (n—1)-2" 24 ... +3-2242.2!

nemusB ca 2™.

IlaT je jemHAKOCTpPAHUYHU TPOYTrao. KOMMKO mMa eIuIcu Koje ce MOTy
OIMCATH OKO JATOr Tpoyriaa?

Tpu maremaTnuapa mMajy memupe Ha KOjuMa Cy HallMCAHU HEKU TTPU-
ponau OpojeBu. IHbhuma je mo3naTo ma je jeman on OpojeBa jemHak
36upy mpyra aBa Opoja, U MpU TOME CBAKM MaTeMaTudap BUAU OPO-
jeBe UcIMCcaHe Ha MeMnpuMa Apyre ABOjUlle, aju He U Ha cBOM. l[lpBu
Kaske: ,,Ja He 3HAM KOju je Opoj HA MOM mIemupy’ , HA MTa APYTUA
usjaBmyje: ,,Hu ja e 3mam koju je Opoj Ha mMoM”. 3aTuM TpPBU
KOHCTaTyje: ,,Ja cama 3HaM Koju je OpOj HA MOM mIemupy’ , a APYTHA
3akmpyuyje: ,,Onmga HA MOM mmemupy mMopa obutu 6poj 2014”7 . Koju cy
OpojeBu HAIMCAHU HA MemupuMa’

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OpPa3IOKUATH.



