
DRUXTVO MATEMATIQARA SRBIJE
Materijali za mlade matematiqare, sveska 22

Pavle Mladenovi�

KOMBINATORIKA

Qetvrto izdaǌe

B E O G R A D
2013.



dr Pavle Mladenovi�, profesor Matematiqkog fakulteta u Beogradu

KOMBINATORIKA
qetvrto izdaǌe

Materijali za mlade matematiqare, sveska 22

Izdavaq: DRUXTVO MATEMATIQARA SRBIJE
Beograd, Kneza Mihaila 35/IV
http://www.dms.org.rs

Za izdavaqa: dr Aleksandar Lipkovski

Recenzenti: dr Zoran Kadelburg
dr Vladimir Jankovi�

Urednik: dr Zoran Kadelburg

AMS-klasifikacija: 05–01
UDK: 519.1

©c Druxtvo matematiqara Srbije

Xtampaǌe ove kǌige pomogla je
Naftna industrija Srbije

Ranija izdaǌa: 1989, 1992, 2001.
ISBN 978–86–81453–88–9

CIP – Katalogizacija u publikaciji
Narodna biblioteka Srbije, Beograd

519.1(035.057.874)

MLADENOVI¨, Pavle, 1955–
Kombinatorika / Pavle Mladenovi², 4. izd. –

Beograd : Druxtvo matematiqara Srbije, 2013.
(Novi Sad : Stojkov). – VI, 218 str. : ilustr. ;
24 cm. – (Materijali za mlade matematiqare /
Druxtvo matematiqara Srbije ; sv. 22)

Tira¼ 1000. – Bibliografija: str. 215–216. –
Registar.

ISBN 978–86–81453–88–9
a) Kombinatorika – zadaci
COBISS.SR-ID 196491020

Tira¼: 1000 primeraka
Xtampa: ,,Stojkov“, Novi Sad



SADR�AJ

Predgovor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v

Uvod

1. Skupovi, funkcije, relacije – pregled osnovnih pojmova . . . . . . . . 1
2. O predmetu kombinatorike . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
3. Zadaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

Glava 1. Varijacije, permutacije i kombinacije

1. Varijacija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2. Varijacija bez ponavǉaǌa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
3. Permutacija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
4. Kombinacija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
5. Varijacija datog tipa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
6. Kombinacija sa ponavǉaǌem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
7. Primeri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
8. Jedan geometrijski metod prebrojavaǌa varijacija . . . . . . . . . . 19
9. Dokazivaǌe identiteta kombinatornim metodom . . . . . . . . . . . . 22
10. Zadaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

Glava 2. Binomna i polinomna formula

1. Binomna formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2. Svojstva binomnih koeficijenata . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3. Polinomna formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4. Svojstva polinomnih koeficijenata . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
5. Zadaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

Glava 3. Metod ukǉuqivaǌa i iskǉuqivaǌa

1. Formula ukǉuqivaǌa i iskǉuqivaǌa . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2. Specijalan sluqaj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3. Primeri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4. Uopxtena formula ukǉuqivaǌa i iskǉuqivaǌa . . . . . . . . . . . . 51
5. Zadaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

Glava 4. Problemi razbijaǌa

1. Razbijaǌe broja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
2. Ure±eno razbijaǌe broja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
3. Grafiqko predstavǉaǌe razbijaǌa . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
4. Razbijaǌe skupa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
5. Zadaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

iii



iv SADR�AJ

Glava 5. Bernsajdova lema

1. Uvodne napomene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
2. O permutacijama . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3. Grupa permutacija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
4. Bernsajdova lema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
5. Zadaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

Glava 6. Generatorne funkcije

1. Definicija i primeri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
2. Operacije sa generatornim funkcijama . . . . . . . . . . . . . . . . 82
3. Primeri primene generatornih funkcija . . . . . . . . . . . . . . . 83
4. Eksponencijalne generatorne funkcije . . . . . . . . . . . . . . . . 86
5. Zadaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

Glava 7. Teoreme o egzistenciji kombinatornih konfiguracija

1. Magiqni kvadrati . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
2. Latinski kvadrati . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
3. Matematiqke igre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
4. O grafovima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
5. Sistem razliqitih predstavnika . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
6. Dirihleov princip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
7. Ramzejeva teorema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
8. Erouova teorema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
9. Zadaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

Glava 8. Zbirka raznih kombinatornih zadataka

1. Varijacije, permutacije, kombinacije . . . . . . . . . . . . . . . 121
2. Kvadratne tablice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
3. Kombinatorika na xahovskoj tabli . . . . . . . . . . . . . . . . 124
4. Mereǌa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
5. Ekstremalni problemi na konaqnim skupovima . . . . . . . . . . . 127
6. Zadaci sa matematiqkih olimpijada . . . . . . . . . . . . . . . . 129

Rezultati, uputstva, rexeǌa zadataka

Glava 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
Glava 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
Glava 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
Glava 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166
Glava 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
Glava 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177
Glava 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178
Glava 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

Literatura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215
Registar pojmova . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217



PREDGOVOR TRE�EM IZDAǋU

Tre²e izdaǌe kǌige KOMBINATORIKA nastalo je kao rezultat malih do-
puna i ispravki uoqenih propusta u drugom izdaǌu. Dopisana je nova glava koja
se odnosi na generatorne funkcije i dodat je izvestan broj novih zadataka, koji
su ve²im delom sadr¼ani u posledǌa dva odeǉka glave 8 ovog izdaǌa. Struktura
kǌige ostala je ista i izgleda ovako:

U uvodu je dat pregled osnovnih pojmova o skupovima i funkcijama, kao i
osnovna pravila kombinatorike. U prvim dvema glavama obra±ene su varijaci-
je, permutacije i kombinacije i binomna formula, tj. pojmovi koje standardno
sadr¼e sredǌoxkolski programi. Svi uvedeni pojmovi ilustrovani su jedno-
stavnim i brojnim primerima.

Tre²a glava je posve²ena metodu ukǉuqivaǌa i iskǉuqivaǌa, koji se ko-
risti pri rexavaǌu zadataka prebrojavaǌa broja elemenata unije nekoliko ko-
naqnih skupova. Iako su formulacija i dokaz osnovne teoreme relativno jedno-
stavni, primenom ovog metoda se mnogi, naizgled texki, problemi prebrojavaǌa
rexavaju brzo i efektno. U qetvrtoj glavi razmatraju se problemi razbijaǌa
broja na delove i skupa na blokove. Definisane su odgovaraju²e klase specijal-
nih brojeva i dokazana neka ǌihova svojstva.

U petoj glavi dokazana je tzv. Bernsajdova lema. Pomo²u ǌe se u mnogim
situacijama odre±uje broj klasa ekvivalencije koje odre±uje neka relacija ekvi-
valencije zadata na konaqnom skupu i ona predstavǉa uvod u opxtiju Pojinu
teoriju. Tako±e su uvedeni neophodni pojmovi i dokazan izvestan broj tvr±eǌa
iz teorije grupa.

U xestoj glavi uvedene su generatorne funkcije nizova brojeva, koje pred-
stavǉaju va¼an aparat u rexavaǌu zadataka prebrojavaǌa konaqnih skupova.
Efikasnost metoda primene generatornih funkcija ilustrovana je na nekoliko
primera, od kojih su neki u ovoj kǌizi rexavani i drugim metodima.

U sedmoj glavi razmatraju se problemi egzistencije kombinatornih konfi-
guracija. Pored paragrafa koji se odnose na Holovu teoremu o egzistenciji si-
stema razliqitih predstavnika, Dirihleov princip i Ramzejevu teoremu (kao su-
xtinsku generalizaciju Dirihleovog principa), dati su i algoritmi konstruk-
cije magiqnih kvadrata, rexeǌa nekoliko poznatih matematiqkih igara, kao i
primeri koji se rexavaju korix²eǌem grafova. Sama priqa o grafovima data
je kroz primere i zadatke. U ovom izdaǌu dodat je i odeǉak u kome je dokazana
Erouova teorema koja tvrdi da ne postoji funkcija druxtvenog izbora, koja je
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vi PREDGOVOR

definisana na osnovu sistema individualnih ¼eǉa na skupu od bar tri opcije i
koja zadovoǉava dati sistem aksioma.

U posledǌem paragrafu svake glave sadr¼an je odre±en broj zadataka (uku-
pno oko tri stotine). Rexeǌa ve²ine od tih zadataka data su na kraju kǌige, a za
maǌi broj zadataka dati su samo rezultati ili uputstvo za rexavaǌe. Izvestan
broj zadataka (ǌih oko stotinu), za qije rexavaǌe je neophodno kombinovaǌe ide-
ja iz prethodnih glava, izdvojen je u posebnu glavu 8. Posledǌi odeǉak te glave
sadr¼i 24 zadatka, koji su u posledǌih deset godina rexavani na Balkanskim i
Me±unarodnim matematiqkim olimpijadama.

Nadam se da ²e i ovo izdaǌe kǌige na²i svoje qitaoce me±u mladim mate-
matiqarima koji ¼ele da prodube i proxire znaǌe u okviru i van tema koje su
predvi±ene standardnim xkolskim programima. Izbor tema i zadataka obra±e-
nih u kǌizi posebno je nameǌen uqenicima koji ¼ele da se pripreme za uspexan
nastup na takmiqeǌima mladih matematiqara. Mnoge teme koje su obra±ene u
kǌizi autor je vixe puta izlagao na pripremama naxih najboǉih mladih mate-
matiqara za uqex²e na me±unarodnim olimpijadama. Materijal obra±en u kǌizi
predavan je i na specijalistiqkim studijama za profesore matematike koje je Ma-
tematiqki fakultet u Beogradu organizovao u toku xkolske 1999/2000. godine.
Nadam se tako±e da ²e kǌiga biti korisna i profesorima u organizovaǌu rada
sa talentovanim uqenicima u okviru matematiqkih sekcija. Kǌiga mo¼e biti od
koristi i studentima Matematiqkog i tehniqkih fakulteta u savla±ivaǌu tema
i sadr¼aja iz diskretne matematike koji su u ǌoj obra±eni.

Recenzenti kǌige dr Zoran Kadelburg i dr Vladimir Jankovi² su dali niz
korisnih sugestija u mnogim razgovorima o problematici koja je obra±ivana u
ovoj kǌizi. ´elim da im i ovom prilikom izrazim svoju zahvalnost.

Sve primedbe i komentare koji se odnose na ovo izdaǌe kǌige, posebno na
izbor tema i zadataka obra±enih u kǌizi, primi²u sa zahvalnox²u.

U Beogradu, decembra 2000. Pavle Mladenovi²

PREDGOVOR QETVRTOM IZDAǋU

Ovo izdaǌe kǌige se neznatno razlikuje od tre²eg izdaǌa. Otkloǌene su
uoqene xtamparske i druge grexke. Najve²i broj ǌih je vrlo pa¼ǉivim qitaǌem
uoqio Ivan Elqi² i ǉubazno me obavestio. Zahvaǉujem mu se na tome.

U Beogradu, januara 2013. Pavle Mladenovi²
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