
SRPSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA
Skice rexeǌa

Prvi dan

Data jednakost je ekvivalentna sa 1
ak−1+ak

= 1
ak+ak+1

za svako k. Indukcijom dobijamo1.
1

ak+ak+1
= k + 1

a0+a1
, odakle sledi da je 1

an−1+an
> n− 1 i prema tome an < 1

n−1 .

Neka je n =
k∏

i=1

paii kanonska faktorizacija broja n. Tada je2.

φ(n) =

k∏
i=1

pai−1
i (pi − 1),

pa kako je jedini prost delilac broja φ(n) dva, to je ai = 1 i pi − 1 = 2bi, za neke bi ∈ N
i sve 1 6 i 6 k. Me�utim, 2bi +1 mo�e biti prost jedino ukoliko je bi stepen broja dva,
pa je pi = 22

ki + 1, za neke razliqite ki ∈ N0.
Posmatrajmo

n =
k∏

i=1

(22
ki + 1).

Posle mno�eǌa, na desnoj strani jednakosti dobijamo sabirke oblika 2b i pri tome je
b neka suma brojeva 2ki. Ovo je upravo i jedinstvena reprezentacija broja b u sistemu
sa osnovom dva, pa su svi sabirci desne strane razliqiti. Dakle,

n = 1 +
2k−1∑
i=1

2ni , (∗)

gde su ni razliqiti prirodni brojevi.
Sliqno, iz qiǌenice da je φ(n+ 1) stepen broja dva, dobijamo da je

n+ 1 = 2t
l∏

i=1

(22
li + 1),

gde je t > 1 i li razliqiti nenegativni celi brojevi. Kako su n i n+1 uzajamno prosti,
to su i svi ki i lj razliqiti.
Ukoliko n + 1 nije stepen broja dva posmatraǌem najvixe cifre u binarnom zapisu
zakǉuqujemo da je

∑
2ki = t +

∑
2li. Sa druge strane t je za 1 ve�e od sume nekih 2kj .

Znaqi, suma nekih brojeva 2ki jednaka je 1 +
∑

2li. Kako su svi ki i lj razliqiti, pa i
najve�a dva, to je 1 +

∑
2li = 2l, odnosno {l1, l2, . . . , ll} = {0, 1, . . . , l − 1}.

Me�utim, ukoliko je t > 2 u (∗) mora postojati 21, pa samim tim 3 deli i n i n+1, xto
je oqigledno nemogu�e. Ukoliko je t = 1, tada je

∑
2ki = 1 +

∑
2li = 2l, pa je n = 22

l
+ 1.

Sa druge strane je n+ 1 = 2
∏l−1

i=0(2
2i + 1), pa je oqigledno l = 1, odnosno n = 22 + 1 = 5.

Ovim je dokaz u potpunosti zavrxen.



Najpre primetimo da se taqke K i L obe istovremeno nalaze na du�ima BE i AD,3.
redom, ili su obe na pravama BE i AD, ali van du�i BE i AD, sve u zavisnosti od
toga da li je taqka O u unutraxǌosti qetvorougla ABDE ili van ǌe. Pretpostavimo
da su taqke K i L na du�ima BE i AD, a u drugom sluqaju, dokaz bi se izvodio
analogno, vode�i raquna o rasporedu taqaka.
Doka�imo najpre, da je BK : KE = AL : LD i da taqka X pripada visini iz C trougla
△ABC. Iz poznatog tvr�eǌa sledi da je rastojaǌe taqke O od stranice BC jednako
polovini du�ine du�i AH, a rastojaǌe taqke O od AC jednako je polovini du�ine du�i
BH. Kako je △AHE ∼ △HBD, pa je AE · BH = BD · AH, zakǉuqujemo da je povrxina
△AOE (xto je zbog pomenutog trvr�eǌa jednako 1

4AE · BH) jednaka povrxini △BOD
(koja je jednaka 1

4BD · AH). Izra�avaju�i povrxinu na drugaqiji naqin, dobijamo
AE · EO · sin∠AEO = BD · OD · sin∠ODB. Koriste�i sinusnu teoremu na trouglove
△KBD i △KDE dobijemo: BK

KE = BD sin∠ODB
ED sin∠EDO . Analogno je i AL

LD = AE sin∠AEO
ED sin∠OED . Kako iz

△EOD sledi EO
OD = sin∠OED

sin∠ODE , to zajedno sa navedenim jednakostima i ranije dokazanom
jednako71u: AE ·EO · sin∠AEO = BD ·OD · sin∠ODB, daje �eǉenu jednakost BK : KE =
AL : LD.
Neka je E′ druga preseqna taqka kruga k1 opisanog oko trougla △EHL i stranice AC,
a D′ druga preseqna taqka kruga k2, opisanog oko trougla △HKD (mogu�e je da se E
i E′ ili D i D′ poklapaju, tada samo u narednim redovima umesto E′ treba da stoji
E, odnosno umesto D′, staja�e D). Potencija taqke A u odnosu na krug k1 jednaka je
AH ·AL = AE ·AE′, a potencija taqke B u odnosu na krug k2 je BK ·BH = BD·BD′. Kako je
BK : KE = AL : LD, odnosno BK : BE = AL : AD, dobijamo: AE′

BD′ =
AH·AL
AE · BD

BK·BH = AL
BK ·

BD
AE · AH

BH . Poxto je BD
AE = BH

AH , iz sliqnosti trougla △AHE ∼ △BHD, a AL
BK = AD

BE = AC
BC ,

zbog sliqnosti trougla △ADC ∼ △BEC, sledi AE′

BD′ = AC
BC , odnosno E′D′||AB. Poxto

je ∠HEE′ = 90o, centar O1 kruga k1 je na sredini du�i HE′. Analogno, centar O2

kruga k2 je na sredini du�i HD′. Kako je O1O2⊥HX, a O1O2||E′D′ zbog osobine sredǌe
linije, sledi O1O2||AB, pa i HX⊥AB, xto je i trebalo dokazati.
Vratimo se sada na zadatak. Poka�imo da su obe qiǌenice: kolinearnost taqaka K,L
i M i to da je X centar opisanog kruga trougla EOD ekvivalentne sa qiǌenicom da se
taqka O nalazi na krugu sa preqnikom AH (odnosno, na krugu opisanom oko qetvorougla
HDCE). Ako su taqke K,L i M kolinearne, primenom Menelajeve teoreme na △ABH
dobijamo BK

KH · HL
LA = 1. No, kako je BK : KE = AL : LD, odatle sledi i EK

KH · HL
LD = 1,

xto znaqi da prava KL prolazi i kroz sredinu du�i ED. Prava KL sadr�i M i
sredinu du�i ED, a to je upravo simetrala du�i ED (jer je ME = MD = 1

2AB). Zbog
simetrije je ∠HEO = ∠HDO, odnosno, taqka O pripada opisanom krugu oko △HDE, a
to je krug nad preqnikom CH. S druge strane, ako je O na krugu nad preqnikom CH,
zbog jednakosti uglova ∠ECH = ∠OCD = 90o −∠BAC, sledi da je HODE jednakokraki
trapez, pa ponovo zbog simetrije, zakǉuqujemo da je prava KL simetrala du�i ED,
odnosno, da KL sadr�i taqku M . Pokazali smo jednu �eǉenu ekvivalenciju, poka�imo
sada i drugu.
Ako je X centar opisanog kruga za △EOD onda je XE = XD. Po dokazanom na poqetku,
znamo da je X na visini CH, pa je X presek simetrale du�i ED i visine CH, odnosno,
X je sredina duqi CH. Otud je i O na krugu nad preqnikom CH. S druge strane, ako je
O na krugu nad preqnikom CH, tada je ∠HXL = ∠HEL = ∠HDK = ∠HXK, pa su X,K
i L kolinearne. Kao xto smo ranije videli, u ovom sluqaju sledi da je KL simetrala
du�i ED, a X je na visini CH, pa poxto je i na simetrali du�i ED, sledi da je X
upravo sredina duqi CH, odnosno, da je X centar opisanog kruga za △EOD. Ovim smo
pokazali i drugu �eǉenu ekvivalenciju, pa smo i kompletirali qitav dokaz.
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Dokaza�emo najpre jedno pomo�no tvr�eǌe:4.

Lema: Neka je taqka H ortocentar trougla ABC i M proizvoǉna taqka sa kru�nice
opisane oko trougla BCH. Ako je S sredina du�i AM , a H ′ taqka simetriqna taqki
H u odnosu na S, tada je H ′ na kru�nici opisanoj oko trougla ABC.

Dokaz: Poznata je qijenica da su krugovi opisani oko trouglova ABC i BCH si-
metriqni u odnosu na pravu BC, kao i to da je

−−→
AH =

−−→
OO1, gde je O1 centar kruga

opisanog oko trougla BCH. Drugim reqima, krug opisan oko trougla BCH dobija se
translacijom kruga opisanog oko trougla ABC za vektor

−−→
AH. Zbog konstrukcije taqke

H ′ va�i
−−−→
H ′M =

−−→
AH = (qetvorougao AHMH ′ je paralelogram), a kako je M na krugu

oko trougla BCH, sledi da je H ′ na krugu oko trougla ABC.

Vratimo se sada na zadatak. Dokaza�emo da se taqke O1 i O2 nalaze na krugu ω,
opisanom oko trougla XYM . Neka je N druga preseqna taqka kruga ω i prave AB
(ukoliko ω dodiruje pravu AB, u narednom tekstu svuda gde pixe N , treba zameniti
sa M). Pretpostavimo da je raspored taqaka na pravoj AB: A−M −N −B. Pri bilo
kom drugom rasporedu, dokaz se izvodi analogno. qetvorougao MNYX je tetivan, pa
je zato ]NYX = ]AMX = ]BAC i ]Y XN = ]YMN = ]ABC, kao i ]XNY = ]ACB.
Iz jednakosti uglova, sledi da je △ABC ∼ △XYN . Krug opisan oko trougla ANX
podudaran je sa ω, jer tetivi XN u oba kruga odgovara jednak periferijski ugao, pa
su ova dva kruga simetriqna u odnosu na pravu XN . Analogno va�i i za krug opisan
oko trougla BNY , koji je simetriqan sa ω u odnosu na pravu NY , kao i za krug opisan
oko trougla XY C i pravu XY . Kao xto je poznato, ova tri kruga seku se upravo u
ortocentru trougla NYX, neka je to taqka H. Sada je ]AHB = ]AHN + ]NHB =
]AXN +]NY B = (180o −]BAC −]ANX) + (180o −]ABC −]Y NB) = ]ACB +]XNY =
2 ·]ACB. Analogno, dokazujemo i ]BHC = 2 ·]BAC i ]AHC = 2 ·]ABC. Taqka iz koje
se svaka stranica trougla vidi pod uglom dvostruko ve�im od ugla pod kojim se ta
stranica vidi iz naspramnog temena je upravo centar opisane kru�nice tog trougla.
Zbog toga je H ≡ O. Ako sada posmatramo trougao XYN , taqka O je ǌegov ortocentar,
a taqka A je na kru�nici opisanoj oko trougla XON , pa po dokazanoj lemi, O1 zaista
pripada krugu ω. Analogno je i O2 na krugu ω, pa su taqke X,Y,O1 i O2 koncikliqne.

Dokaza�emo da brojevi a, b i c sa navedenim osobinama postoje. Posmatrajmo broj5.
x = (a +

√
b)c + (a −

√
b)c. Pokuxajmo da odaberemo brojeve a i b tako da broj x bude

deǉiv sa 104 i da je a −
√
b ”malo” ve�e od 1. To mo�emo posti�i izborom a = 10k i

b = 102k − 2 · 10k, gde je k dovoǉno veliki prirodan broj. Zaista, na osnovu binomne
formule, ako je c1 ostatak pri deǉeǌu broja c sa 2, imamo

x = 2(ac +

(
c

2

)
ac−2

√
b
2
+

(
c

4

)
ac−4

√
b
4
+ ...+

(
c

c− c1

)
ac1

√
b
c−c1

),

te je (za k > 3 i c > 2) svaki sabirak posledǌe sume, za naznaqeni izbor brojeva a i b,
deǉiv sa 104, a time i x.



Nakon ovoga, dovoǉno je dokazati da postoje brojevi k > 3 i c > 2011 tako da va�i

7989, 7989 > (a−
√
b)c > 7989, 7988. (∗)

Kako za svako k ∈ N va�i 10k −
√
102k − 2 · 10k > 1 i poxto je limk−→∞(10k −√

102k − 2 · 10k) = 1, to postoji prirodan broj k takav da je 10k −
√
102k − 2 · 10k) <

1 + 10−8. Za to k, obele�imo sa ε = 10k −
√
102k − 2 · 10k − 1. Tada je ε < 10−8. Kako

je limn−→∞(1 + ε)n = ∞ i 1 + ε < 7989, 7988 to postoji najve�i prirodan broj n za koji
je (1 + ε)n 6 7989, 7988. Doka�imo da je (1 + ε)n+1 < 7989, 7989. Pretpostavimo suprotno.
Tada bi va�ilo

7989, 7989 6 (1 + ε)n = (1 + ε)(1 + ε)n 6 (1 + ε) · 7989, 7988

xto povlaqi ε > 0,0001
7989,7989 . Ovo je u suprotnosti sa ε < 10−8. Dakle, treba odabrati

c = n, qime �e biti zadovoǉen uslov (∗). Ovim je dokaz kompletiran. 2

Najpre �emo dokazati da broj incidentnih parova ne mo�e biti ve�i od 159. Pret-6.
postavimo suprotno, da postoje skupovi T i P koji zadovoǉavaju uslove zadatka i za
koje je broj incidentnih parova ve�i od 159. Za svaku taqku A ∈ T oznaqimo sa pA
broj pravih iz P koje sadr�e A. Dakle,

∑
A∈T pA > 159. Primetimo da je broj parova

pravih iz P koje se seku u A jednak
(
pA
2

)
, imaju�i u vidu da je

(
0
2

)
=

(
1
2

)
= 0. Kako je

ukupan broj parova pravih iz P jednak
(
16
2

)
= 120, dobijamo

∑
A∈T

(
pA
2

)
6 120.

Daǉe, neka su a1, . . . , a66 nenegativni celi brojevi takvi da je

66∑
i=1

ai > 159, (1)

a
∑66

i=1

(
ai
2

)
minimalno. Iz onoga xto smo prethodno zakǉuqili o brojevima pA, A ∈ T ,

jasno je da takvi a1, . . . , a66 postoje, i da je

66∑
i=1

(
ai
2

)
6 120. (2)

Iz (1) sledi da postoji i1 ∈ {1, 2, . . . , 66} tako da ai1 > 3, a iz (2) sledi da postoji
i2 ∈ {1, 2, . . . , 66} tako da

(ai2
2

)
6 2, odnosno ai2 6 2.

Pretpostavimo da za neko i3 ∈ {1, 2, . . . , 66} va�i ai3 6 1. Ako definixemo

bi = ai, za sve i ∈ {1, 2, . . . , 66} \ {i1, i3},
bi1 = ai1 − 1, bi3 = ai3 + 1,

dobijamo da je
∑66

i=1 bi =
∑66

i=1 ai > 159, a

66∑
i=1

(
bi
2

)
=

66∑
i=1

(
ai
2

)
+

((
ai1 − 1

2

)
−

(
ai1
2

))
+

((
ai3 + 1

2

)
−

(
ai3
2

))

6
66∑
i=1

(
ai
2

)
− 2 + 1 <

66∑
i=1

(
ai
2

)
,

xto je u kontradikciji sa definicijom brojeva a1, . . . , a66. Prema tome, ai ≥ 2, za svako
i ∈ {1, 2, . . . , 66}.



Pretpostavimo sada da za neko i4 ∈ {1, 2, . . . , 66} va�i ai4 > 4. Ako defini�semo

ci = ai, i ∈ {1, 2, . . . , 66} \ {i2, i4},
ci2 = ai2 + 1, ci4 = ai4 − 1,

sliqno kao u prethodnom sluqaju dobijamo da je postojaǌe niza c1, . . . , c66 u kontradik-
ciji sa definicijom brojeva a1, . . . , a66. Prema tome, ai 6 3, za svako i ∈ {1, 2, . . . , 66}.
Oznaqimo ℓ = |{i ∈ {1, 2, . . . , 60} : ai = 2}|. Iz (1) dobijamo

∑66
i=1 ai = 2ℓ+3(66−ℓ) > 159, pa

i ℓ < 39, a iz (2) dobijamo
∑66

i=1

(
ai
2

)
= ℓ

(
2
2

)
+(66− ℓ)

(
3
2

)
≤ 120, pa i ℓ > 39, kontradikcija.

Prema tome, ne postoje skupovi T i P koji zadovoǉavaju uslove zadatka i za koje je
broj incidentnih parova ve�i od 159.
Ostaje nam da konstruixemo skupove T i P za koje je broj incidentnih parova taqno
159. Na slici se vidi 16 pravih sa 27 trostrukih preseka (tri prave se seku u taqki)
oznaqenih crnom taqkom, i svim preostalim dvostrukim presecima (dve prave se seku
u taqki) – iako se qetrnaest parova pravih seku izvan slike, jasno je da su i svi ti
preseci dvostruki. Ukupan broj preseka pravih je 66. Inaqe, u ovoj konstrukciji nije
korix �eno nijedno tvr�eǌe, dobijena je samo uzastopnim postavǉaǌem prave kroz dve
taqke.


