CPIICKA MATEMATNYKA OJINMIINJA ITA

Crune pemrema

IlpBu mam
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[Tocite MHOMKERA, HA IECHO] CTPAHM jeIHAKOCTH HobmjaMo cabupke obamka 2° u mpum ToMme je
b mera cyma 6pojesa 2% . OBo je ympaBo U jeIUMHCTBEHa pempeseHTanuja 6poja b y cucremy
ca OCHOBOM [Ba, I1a Cy CBU cabupuu necHe cTpaHe pa3nmuutu. llakie,
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rme cy n; pasjinuyuTd OPUpPOIHU OpojeBu.
Canuno, u3 uumennne na je p(n+ 1) crenen 6Gpoja nBa, nobujamo na je

l
n+1=2T[@*" +1),
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rme je t > 1 u [; pa3znuuuTu HEHETaTUBHU Ieau OpojeBu. Kako cy n u n+ 1 y3ajaMmHO mpocTu,
TO cy u cBU k; u [; pa3znuunuTu.

Yronuko n + 1 Huje creneH O6poja ABa IOCMaTpameM HajBulle nugppe y OMHAPHOM 3AIUCY
sakmyuyjemo ma je Y28 =t 4+ > 2l Ca mpyre crpame t je 3a 1 Behe ox cyme mexmx 2%,
Buaun, cyma Hekux 6pojena 2F jemmaxa je 1+ Y24, Kako cy cu k; u l; paznuunTu, na u
wajseha msa, To je 1+ 5. 2% =2 ommocwo {l1,ls,..., 5} ={0,1,...,1—1}.

MebyTumM, yrommko je t > 2 y (%) Mopa noctojaru 2!, ma camum tium 3 memu u n u n+ 1, mTo
je ounraemno memoryhe. Yromuko je t =1, tama je > 2% =14+5.26 =2 na je n = 22 4 1.
Ca npyre cTpane je n+ 1 = 2Hl 1(22 +1), ma je ounmrsienno [ = 1, omrocro n = 22 +1 = 5.
OBuM je moka3 y MOTIYHOCTU 3aBPIIEH.



Hajope mpumerumo ma ce tauke K m L obGe mcroBpeMeHo HaJsiaze Ha nysxkuma BE u AD,
pemnom, uau cy obe Ha npasama BE u AD, amu Bau ny:xu BE u AD, cBe y 3aBUCHOCTH O
Tora na au je tauka O y yHyTpammocTu yetBopoyriaa ABDE unu Ban we. [Ipernocrasumo
na cy tauke K u L wa nyskuma BE u AD, a y mpyroMm ciaydajy, HOKa3 OuU ce M3BOAMO
aHAJOTHO, Bomen payyHa O pacmopeny Tadvaka.

Hoxrasxkumo majupe, na je BK : KE = AL : LD u na tauka X npunana sucunu uz C' Tpoyria
AABC. W3 mosmaror tBphema ciemu ma je pacrojame tauke O on crpamune BC jemmaro
nosioBuHU my:kuHe nysxu AH, a pacrojame Tauke O on AC jeIHAKO je MOJIOBUHU IYysKUHE VKA
BH. Kako je NAHE ~ AHBD, na je AE - BH = BD - AH, 3ar/pbyuyjeMo na je TMOBPIIUHA
AAOE (wro je 360or momenyror tpBphema jemaako %AE - BH) jemnaka nospiuuau ABOD
(rkoja je jemHaka %BD - AH). Wspaxasajyhu nmoBpmuHy Ha Apyradwju HauYuH, TOOUjamMo
AFE - EO -sin ZAFEO = BD - OD -sin ZODB. FKopucrehu cumycHy TeopeMy Ha TPOYIJIOBE

: BK _ BDsinZODB : AL _ AFEsin ZAEO
AKB_D "u AKDE ,ZIO6I/IJeMO KE = EDsn/EDO" AHaHOFHO jen D — EDsnZOED" Kaxo n3

ANFEOD cnemn g—g %, TO 3ajeIHO Ca HABEIEHVM jeIHAKOCTUMAa W PaHUje MOKA3aHOM
jemaaro71ly: AE-FEO-sin /ZAEO = BD -OD -sin /ODB, naje sxemeny jemuaxkoct BK : KE =
AL : LD.

Heka je E' mpyra mpeceuna tauka kpyra ki omucanor oko tpoyraa AEHL u crpanune AC,
a D' npyra mpeceuna taudka Kpyra ks, omucanor oko Tpoyraa AHKD (moryhe je na ce E
u E' nmu D u D' noknamajy, Tama camMo y HapegHUM pemoBuma ymecTo E' Tpeba ma cToju
E, omaocuo ymecro D', crajahe D). Ilorenuuja tauke A y ommocy mHa Kpyr ki jemHaka je
AH-AL = AE-AF’, a norennuja tauke B y omnocy Ha kpyr kg je BK-BH = BD- BD’ Kaxo je
BK : KE = AL: LD, onzocro BK : BE = AL : AD, no6ujamo: 4% = ALAL LBK % /{%

BD  AH BD _ BH
a7 - - Uomro je 35 = Z77, 3 camunocTt Tpoyriaa AAHE ~ ABHD a 5% = BE = B

36or caumunoctu Tpoyriaa AADC ~ ABEC, cnemu gg, = gg, omnocuo E'D'||AB. Tlomro
je ZHEE' = 90°, nenrap O1 kpyra ki je Ha cpemunu xy:xu HE'. Amanorso, mentap Os
Kpyra ko je Ha cpemuun nysxu HD'. Kako je O102 L HX | a O104||E'D’ 360r ocobune cpenme
auuuje, caemu O102||AB, na u HX | AB, mro je n TpebaJyo DoKa3arTu.

Bparumo ce cana ma 3amarak. Ilokakumo na cy obe ummenure: KoauHeapHOCT Tayaka K, L
u M u to ma je X menTtap omucaHor Kpyra tpoyriaa FOD eKkBUBAJIEHTHE Ca YUEHEHUIIOM I Ce
rauka O HaJsa3u HA KPYTy ca npedaukoM AH (0QHOCHO, HA KPYTy ONKMCAHOM OKO YEeTBOPOYTJIa
HDCE). Ako cy tauke K,L u M xonuneapue, npumenom Menenajese teopeme na AABH
nobujamo % gj = 1. Ho, rako je BK : KE = AL : LD, onmatue cienu u % gz% =1,
mTo 3HauM na npaBa KL mpomasu m kpo3 cpemuny nyxu ED. IlpaBa KL canpsxu M un
cpenuny nysxu ED, a 1o je ynpaso cumerpaia ny:xu ED (jep je ME =MD = %AB). 36or
cumetpuje je ZHEO = /HDO, onnocuo, Tauka O npumnana onucanoMm kpyry oko AHDE, a
1O je kpyr man npeunuroM CH. C mpyre crpame, ako je O Ha kpyry man npeunukom CH,
36or jemmakoctu yriosa /FECH = Z/0CD = 90° — Z/BAC, cnemu na je HODE jennakokpaku
Tpames, Ia MOHOBO 300T cuMeTpuje, 3akpbydyjeMo na je mpaBa KL cumerpana ayxu ED,
omuocHo, na KL canp:xu tauky M. Ilokaszanu cMo jenHy sKe/beHYy €KBUBAJIEHIIA]Y, TOKAKIMO
cama U Opyry.

Axo je X nenrap omucanor kpyra 3a AFEOD ouna je XE = XD. Ilo noka3aHoMm Ha TOYETKY,
3uaMmo na je X ma sucunu C'H, ma je X mpecek cumerpadsie nysku D u sucune C'H, ogHOCHO,
X je cpemuna nyuu CH. Otyn je u O wa kpyry man npeunukom CH. C apyre crpane, ako je
O na kpyry Han npeunukom C'H, tana je ZHXL =/HFEL=/HDK = /HXK, na cy X, K
u L xonuueapue. Kao mrTo cMo panuje Bumeau, y OBOM ciaydajy ciaemu na je KL cumerpaia
nysku ED, a X je ma Bucuuu C'H, ma momTo je u Ha cuMerpasau ay:xu BED, caienun na je X
ympaso cpenuna nyuu CH, omnocHo, na je X menrTap omucaHor kpyra 3a AFEOD. OBuMm cmo
MIOKA3aJIl U APYTY *KeJHEHY €KBUBAJEHIN]Y, I1a CMO W KOMINUIETUPAJU YUTAB TOKA3.
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Ckure perema

Ipyru nan

Hoxrazahemo majupe jemao momohuo TBpheme:

Jlema: Heka je tauka H opromentap tpoyraa ABC u M npousBosbHA Tauka Ca KPY:KHUIE
onucane oko tpoyria BOH. Axo je S cpemuna nyxu AM, a H' Tadyka cuUMeTpUUYHA TAadKU
H y ommocy Ha S, tana je H' ma kpysuunm onucanoj oko tTpoyraa ABC.

Joxaz: Tlosmara je umjenunia ma cy Kpyrosu omucanum oko tpoyriosa ABC u BCH cu-
MeTpuuHu y omHocy Ha mpaBy BC, kao m to ma je AH = OO, rme je Op meHTap Kpyra
omucanor oko tpoyraa BCH. Ilpyrum peumma, Kpyr omucan oko Tpoyraa BCH mobuja ce
TPAHCJAIM]OM Kpyra onucanor oko tpoyriaa ABC 3a Bektop AH. 360T KOHCTPYKIUjEe TAUKe

H' sasmu HM — AH — (uerBopoyrao AHMH' je mapasesorpam), a kako je M Ha Kpyry
oko Tpoyraa BCH, cnemu na je H' ma kpyry oko tpoyraa ABC.

Bpatumo ce cama ma 3amarak. Jlokazahiemo ma ce tauke O; m Oy Hajaze HA KPYyTy w,
omucanoM oko Tpoyriaa XY M. Heka je N mpyra mpeceuna Tayka Kpyra w u npase AB
(yromuko w momupyje mpaBy AB, y HapemHoM TeKCTy cByma rae nume N, Tpeba 3aMeHuTn
ca M). IlpernocraBumo ma je pacmopen tadaka Ha nupaBoj AB: A— M — N — B. Ilpu 6uno
KOM IPYTOM paclopeny, MOKa3 ce M3BOoAu aHajJoruo. uverBopoyrao MNY X je teruBan, ma
je 3a10 ANY X = LAMX = ABAC u AYXN = LYMN = L{ABC, xao u £XNY = LACB.
W3 jemmakoctu yraoBa, ciaemu na je ANABC ~ AXYN. Kpyr omucan oko tpoyria ANX
nomynapaH je ca w, jep tretuu XN y oba Kpyra oaropapa jeqHak nepupepujcku yrao, ma
Cy OBa ABa Kpyra CUMETPUUYHA y OmHOCY Ha mpaBy X N. AHAJOTHO BayKU U 38 KPYT OIMUCAH
oko Tpoyria BNY | koju je cumerpuuan ca w y ogHocy Ha mpaBy INY, Kao U 3a KPyT ONUCAH
orko Ttpoyraa XYC u npaBy XY. Kao mro je mosHaTo, oBa Tpu Kpyra CeKy Ce yIpaBO y
oprounentpy tpoyriaa NY X, weka je to tauka H. Cana je L{AHB = {AHN + {NHB =
LAXN + ANYB = (180° — L{BAC — LANX) + (180° — LABC — Y NB) = {ACB+ £ XNY =
2-LACB. Ananoruo, nokasyjemo u LBHC =2-L{BAC u LAHC =2-£LABC'. Taura u3 koje
Cce CBaka CTpaHWIa TPOYIJa BUAM HOJ yILJIOM ABOCTPYKO BellMM On yria moa KOjUM Ce Ta
CTpaHUIla BUAU U3 HACIPAMHOD TeMeHa je yIpaBO IeHTap ONUCAaHe KPY:KHUIE TOT TPOYTJa.
36or tora je H = 0. Axro cama mocmarpamo tpoyrao XY N, tauka O je meroB OpTOIEHTAD,
a Tauka A je Ha KpysKHUNU omucaHoj oko Tpoyraa XON, ma mo mokasanoj asemu, O 3amcra
npunana Kpyry w. Axasorso je m Oy Ha Kpyry w, ma cy tauke X,Y, 01 u Oy KOHIIUKINUIHE.

Ilorazahemo ma 6pojeBu a,b u ¢ ca HaBemenuMm ocobuuama moctoje. Ilocmarpajmo Gpoj
z = (a4 Vb)° + (a — Vb)°. Tlokymajmo ma omabepemo Gpojese a u b Tako ma Gpoj = Gyme
nemus ca 10* u na je a — /b "mano” Behe ox 1. To mosmemo moctulin us6opom a = 10F u
b= 10%* —2.10%, rae je k mOBOBLHO BeNMEKM IPUPOIAH OPOj. 3amcTa, Ha OCHOBY OHHOMHE
dopmyie, aKko je ¢; ocTaTak IpU Aebemy Opoja ¢ ca 2, mMaMo

z = 2(a’ + (g) a“2Vo (i) V' (c ¢

—C

) a Vb,

Te je (3a k>3 m ¢ > 2) cBaku cabupak nocienme cyMe, 3a HazHadeHu n3bop GpojeBa a u b,
nemus ca 104, a Tume u .



Haxkon oBora, moBosmHO je mokaszaru nma mocrtoje 6pojeBu k > 3 u ¢ > 2011 Tako ma Baxku
7989, 7989 > (a — \/5)C > 7989, 7988. (%)

Kako 3a csako k € N Bamm 10F — V102%* —2.10F > 1 u momro je limy__oo(10F —
V1028 —2.10F) = 1, To mocroju mpuponanm 6poj k Takas ma je 10F — v/102F —2.10%) <
1+ 1078 3a 1o k, obenesxumo ca € = 10¥ — /1028 —2.10F — 1. Tazna je ¢ < 1078, Kako
je lim, ,oo(14+e)" =00 um 1+ < 7989, 7988 To mocroju Hajsehu npuponman 6poj n 3a Koju
je (14 &)™ < 7989,7988. HMokaxumo ma je (14 &)™t < 7989, 7989. IIpernmocTaBUMO CYIPOTHO.
Tana 6u BaKUIO

7989,7989 < (1+¢)" = (14 &)(1 +¢)" < (1 +¢) - 7989, 7988

IITO MOBJIAYU £ > %. OBo je y cympormoctu ca ¢ < 1078, Ilakme, Tpeba omabparu

¢ =n, ynMe he 6uru 3am0BobeH ycuoB (). OBUM je noka3 KoMIeTupas. O

Hajope hemo mokazaru ma Opoj mHIMIEHTHUX mapoBa He Mo:ke Outu Behum om 159. Ilper-
IIOCTABMMO CYIPOTHO, H& HOCTOje ckymoBu 1 um P KOju 3aI0BOJbaBajy yCJIOBE 3aIaTKA U 34
Koje je Opoj mHIMAenTHrX maposa Behw oxm 159. 3a cBaky Taury A € T o3HAUMMO Ca Py
6poj mpasux u3 P koje canpxe A. Iakmne, ) ,.ppa > 159. Ilpumerumo na je 6poj naposa
npasux u3 P koje ce cexky y A jemHax (pQA), umajyhu y Bumy ma je (g) = (;) = (0. Kako je
yKymaH 6poj mapoBa npaBux u3 P jenHak (126) = 120, mobujamo Y 4cp (pQA) < 120.

Ilame, HEKA CY a1, ...,06s HEHETATUBHU 11U OPOjeBU TaKBU na je

66
D a; > 159, (1)
=1

66 (a; .
ay . (“2’) MUHUMAJIHO. V3 OHOra mTo CMO MPEeTXOMHO 3akbyduau o OpojeBuma pa, A € T,
jacHoO je ma TakBH ai,...,0¢5 IOCTOjE, U N4 j€

i (‘;’) < 120. 2)

i=1
N3 (1) caemm ma mocroju i1 € {1,2,...,66} rako ma a;, > 3, a m3 (2) caemm ma mocroju
i € {1,2,...,66} Tako ma (?) < 2, omHOCHO a;, < 2.
[IpernocraBumo na 3a Heko i3 € {1,2,...,66} Baskn a;, < 1. Aro me¢purUIIEMO

b =a;, zasve i€ {1,2,...,66}\ {i1,i3},
bi1 =a; — 1, big = a;; + 1,

nobujamo ma je 21621 b; = 2?21 a; > 159, a
66 66
bi N a; Ay — 1 Agq Ajg +1 (7
> (2)-2 () (") - () (") - (5
66 /. 66 /o
< i) _9.41 i ’
2 (3) 22 (3)

IITO je Y KOHTPAIUKIWjU ca AeUHUIMjoM OpojeBa ai,...,aes. lIpema Tome, a; > 2, 3a cBako
ie{l,2,...,66}.



[TpernocraBumo cana na 3a Heko i4 € {1,2,...,66} Basku a;, > 4. Arxo nepuru¥emo

i = a;, 1 € {1,2, .. .,66} \ {12,i4},
cig - aig + 17 Ci4 - ai4 - 17

CIUYHO Ka0 Y MPETXOMJHOM CJIydajy AoOumjaMo Oa je moCTojame HU3A Cl,...,Cq Y KOHTPAIUK-
mju ca pnedpuHUNUjOM OpojeBa ai,...,ass. llpema tome, a; < 3, 3a cBako i € {1,2,...,66}.
Osmaumvo £ = |{i € {1,2,...,60} : a; = 2}|. Y3 (1) moGujamo 3.0, a; = 2043(66—¢) > 159, na
nl <39, aus3 (2) nobujamo 2?21 (%) = E(g) +(66—4) (3) <120, ma u ¢ > 39, KOHTpaIUKIH]A.
IIpema Tome, e mocToje ckymoBu 1' m P Koju 3amoBoJbaBajy ycCJOBE 3alaTKa M 3a Koje je
Opoj uHnMaeHTHUX mapoBa Behun ox 159.

Ocraje maM ma koHcTpyurmeMo ckymnoBe 1" u P 3a kKoje je 6pPOj UHIUIEHTHUX TapOBa TAYHO
159. Ha caunu ce Buau 16 npasux ca 27 TPOCTPYKUX Ipeceka (TpU IpaBe Ce CEeKy y TauKu)
03HAYEHUX [PHOM TAYKOM, U CBUM IIPEOCTAJUM ABOCTPYKUM IIpecermma (ABe mpaBe ce CEKy
y TAUKM) — MAKO Ce YeTPHAECT NAapOoBa NMPaBUX CEKy M3BAH CJIMKe, jaCHO je na Cy U CBU TU
mpecenu AIBOCTPYKU. Y Kyman Opoj mpeceka npaBux je 66. Muaue, y 0BOj KOHCTPYKIUjU HUjE
ropum herno HujensHo TBpheme, mobujena je camMo y3aCTOTHUM IOCTABJHAMEM MPaBe KPO3 MABE

Ta4Ke.
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