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RESENJA

Ozna¢imo sa z duzinu duzi AD. Neka je F tacka na produzetku duzi
AC, takva da je AFE = 3. Trougao ABF je jednakostranican, pa je BE = 3.
Kako je ADAB = LABFE = 60°, to je BE || DA, pa su trouglovi ADC' i

EBC sliéni. Sledi da je % =3 odakle je x = 2.

D

2. Zan =1 broj je 5.

Za n = 8 dobijamo broj 201, kome je suma cifara 3. Dokaza¢emo da je
ovo trazena minimalna suma cifara.

3n4+n+l1=2n"+nn+1)+1=,1,
pa su svi brojevi datog oblika neparni. Zato je nemoguce da brojevi imaju
sumu cifara 1, kao ni da budu oblika 2 - 10™. Prema tome, treba ispitati da
li jednacina
3n+n+1=10m"+1

ima reSenja u skupu prirodnih brojeva.

Transformacijom dobijamo

n(Bn+1)=10"=1-10" =2".5™,
Kako su brojevi n i 3n + 1 uzajamno prosti, imamo dva slucaja (n < 3n+1)
n=13n+1=10" ili n=2" 3n+1=5
Prvi slucaj je nemogu¢, dok za drugi slucaj dobijamo
n+1=3-2"4+1=5".

Zam =11im = 2 ne dobijamo jednakost (3-2+1#513-4+1# 25),

pa imamo slede¢u procenu
5m =52.5m"2 > 24.5m2 > 3.23.9m2 =3.9mFl 5> 3.9m 4 ],

pa data jednacCina nema reSenja u skupu prirodnih brojeva. Kako smo
iskljucili 1 i 2, zaklju¢ujemo da je najmanja suma cifara jednaka 3.



3. (a) Obojimo polja kvadrata 100 x 100 bojama 1, 2, 3 kao na slici.

1|3 o 13|21
2113 ot 1132
2 |1 s 1|3

1

211)|3

1 ot 211

Posle odsecanja kvadrata 2 x 2, u preostalom delu bi¢e 333 kvadrata boje
1, 331 kvadrat boje 2 i 332 kvadrata boje 3. Kako svaki pravougaonik 1 x 3
pokriva po jedno polje svake boje, poplocavanje je nemoguce.

(b) Posle isecanja centralnog kvadrata 2x 2, uokvirimo rupu sa 4 pravougaonika,
kao na slici.

Ostatak se moze razloziti na 4 pravougaonika 48 x 52. Kako 3 | 48,
poplocavanje je moguce.

4. Sabiranjem datih jednakosti dobija se
zy+zzt=x+y+z+1
pa je
zy—r—y+1l+zt—z—t+1=2.
Tadajex(y—1)—(y—1)+2(t—1)—(t—1)=2ili
(x—1(y—-1D+(=z-1t-1)=2.
Kakojex >1, y>1, z>1, t > 1 toje
r—120,y—120,2—1>20,t—12>0,
pa su moguci sledeéi slucajevi:

1) (o= Dy —1) =0 (= 1)(t—1) =2,

) (c-Dy-D=1=(=-1F-1)i

F)(z—-1)(y—1)=2i(z—1)(t—-1)=0.

Akoje (zx—1)(y—1)=0ondajex=1iliy=1,aiz (z —1)(t—1) =2
sledidajez=2it=3iliz=3it =2 Kakojezt =6=2x+y tosu
moguca resenja (1,5,2,3), (1,5,3,2), (5,1,2,3), (5,1,3,2).

Akojex—1=y—1=2—1=t—1=1,jedinoresenjejex =y =2 =1t = 2,
tj. resenje je (2,2,2,2).

U tre¢em slucaju razmatranje je analogno prvom i dobijamo resenja (2, 3, 1, 5),

(2,3,5,1), (3,2,1,5), (3,2,5,1).



5. Dokazac¢emo da je trazeni zbir najveci ako imamo domine sa parovima
brojeva (1,2), (3,4), ..., (2 007,2 008). Pretpostavimo da na dve domine
imamo parove (a,b) i ¢,d i da vazi raspored a > b i ¢ > d. Bez gubljenja
opstosti, neka je a najve¢i medju brojevima a, b, ¢, d. Ukoliko izvrsimo
zamenu brojeva - tada bi imali domine sa parovima (a,c) i (b,d).

Ako se zbir svih reciproénih vrednosti poveéava, tada vazi nejednakost
1 1 1 1

— <
b cd bd
Sredjivanjem dobijamo ab+ cd — ac — bd > 0, odnosno (a—d)(b—c) < 0.
Kako je a > d, sledi da b mora biti manje od c.
1
Ponavljanjem ovog postupka dobijamo da je zbir — 4+ —+...4+ —— na-

P11 P2 P1004
jvedi kada su brojevi na dominama uzastopni i jednaki (1,2), (3,4), ..., (2007,2 008).
Dakle, sada treba proceniti sumu

iJrlJr...jL ! < ! + ! +...+—1
D1 D2 P1004 1-2 3-4 2 007 -2 008
2—1 4 3 2 008 — 2 007
T2 32 T 20072008

11 11 1 1

(I 2 +(§_Z)+‘“+(2007_2008)
(1+1 T ..+L>_2.(1+1+...+L)
1 3 2 008 24 2 008
111 1 11 1
(1 T3 +m>—(1+5+---+m)

SRR S
T 1005 1006 T 2008

c-a DK B

Neka su K i L podnozja normala iz tacke O (centra opisanog kruga oko
trougla ABC') i tacke S (centra upisanog kruga u trougao ABC') na stranicu
AB.

Neka su OM || AB i ON || AC tetive kruga k(S, SO).

Tada je OM = 2K L. Kako je KL = KB — LB to je

KL:E_(LW_b):b_a’

2 2 2

paje OM =b— a.

Analogno se dokazuje da je ON = ¢ — a.

Kako je AD =c—ai AE = b—aikako je {BAC = LMON (kao uglovi
sa paralelnim kracima) to je AADE = AOMN, jer je AD = ON = ¢ — a,
£BAC = AMON i AE = OM =b—a (SUS).

Iz podudarnosti trouglova ADFE i OM N sledi i da su poluprec¢nici krugova
koji su oko njih opisani jednaki, tj. OS = R.




