CPIICKA MATEMATWUYKA OJIMMIINJAITA

TaKMHAUYEelhe YUEHHUKA CpeihrX IMTKOJIA U3 MaTeMaTUKe

Beorpan, 12.04.2008.

IIpBu man

Y crymy meaux OpojeBa PENIUTHU jeTHAUUHY

127 + y* = 2008%. (Musow Munocasmesuh)

Ilar je tpoyrao ABC. Hera cy Ttauke D u E ma npaBoj AB rtakBe ma je
D—-A—-B—-F, AD = AC nu BE = BC. Cumerpaje yHyTpPAIIBUX yLI0BA
kon temena A m B ceky HacumpaMHe cTpaHuie y tadkama P u (), pemom, a
omucany Kpyskauily oko tpoyria ABC' y taukama M u N, pemom. IlpaBa koja
crmaja Tauyky A ca IMEeHTPOM KpY:KHUIE ommcaHe Oko Tpoyraa BME u npasa
KOja cmaja Tauky B ca meHTpOM Kpy:kHUIlEe ommcane oko tpoyria AND ceky
ce y raukm X, X # C. Jlokazaru na je CX L PQ. (Aywan Byxuh)

JlokazaTu na 3a MO3UTUBHE peatiHe Opojese a,b u ¢, TakBe na je a+b+c=1,
Ba)KU HejeTHAKOCT

1 n 1 + 1 - 27
beta+i  ca+b+ g ab—f—c—l—%\Bl'
(Mapxo Pagosanosuh ca capaghuyuma)

Bpewme 3a pan 270 munyTa.
Caku 3amarak Bpeau 7 MOCHA.



CPIICKA MATEMATWUYKA OJIMMIINJAITA

TaKMHAYCH€ YUCHHUKA Cpeailh X IMIKOJIa U3 MaTeMaTHUKRe

Beorpan, 13.04.2008.

Ilpyru nanm

4. Cparka Tauka paBHU je obojeHa ca jemnoMm on 3 Ooje. [lokazaTu ma mocToju
TPOYTa0 3a KOjU BaXKM:

1° cBa 3 Temena Tor TpOyria cy obojeHa ucTOM OOjoM;
2° MoNympevHWK omnmcaHe Kpy:kHuie Ttor tpoyriaa je 2008;

3° jemaH yrao Tpoyria je mBa miau Tpu myrta Belim om Hekor on Apyra IaBa
yTIA. (Baagumup Gantuiuh)

5. Hexa je mu3 (ap)n>1 medpumuucan ca a; = 3, ag = 11 n a, = 4a,—1 — ap_2,
3a n > 3. llokazaTu ma je cBaKM UJaH OBOT HU3A OOJUKA a? + 2b% 3a Heke
npupoase a u b. (Bophe Lapaauh)

6. Hera je ABCDE wouBeckan meroyrao y kome je AB =1, <BAF = <ABC =
120°, <CDE = 60° u <ADB = 30°. Ilokasatu ma je MOBPIIMHA METOYTJa
ABCDE wmama on v/ 3. (Munow Munocasmesuh)

Bpewme 3a pan 270 munyTA.
Caku 3amarak Bpeau 7 MOCHA.



PEIITEIHA

Ba x <0 wnnu z <0 jenuno pememe je Tpusujaano (0,0,0). Haname je z > 0.
Kaxko je 2008 = 23 - 251, obe cTpame jemmaumme cy mesmuse ca 251. Ilper-
nocTaBuMoO na je x = 2x; mapuo. Tama (2%1)2 = —(y?)? (mod 251), mro mu3an-
jem ma 125-tu cremen maje 1 = (271)2%0 = — (%)% = —1 no manoj Pepmaonoj
TeopeMmu, a 1O je Hemoryhe. IIpema Tome, x Mopa OuTu HemapHO.

Ouurnenso je y mapuo. Hamumwuwmo y = 2%y; 3a menapuo y;. Vmamo
22037 4 tuyl = 2329517,

Kako je 2x # 4u jep je x memapuo, HajBehu cTemeH ABOjKe KOjU €U JIEBY
crpany je 227 umm 2%, 1ok je HajBehu cTemeH IBOjKe KOjU MeIM TECHY CTPAHY
jemmak 237, omakine je 3z = 2z umm 3z = 4u. Ilokazahemo ma HUM y jemHOM OZ
OBa NBa cJydvaja maTa jeqHaUYMHa HeMa pelema.

(i) 32z = 2z < 4u; maxrne, 2 | z. CxpahuBame ca 22 maje 3% +214=2%y1 = 2517
mro je Hemoryhe jep je smesa crpana obsuka 4k + 3 (jep 21 x), a mecHa
obnuka 4k + 1 (k € N).

(ii) 3z = 4u < 2z; omer 2 | z. Cxpahusame ca 2% maje 22274437 4 ¢t = 2517,
Ilecna ctpana je obmuka bk+1, ma 3a 5 {y; mvmamo yi = 1 u 22274432 =
(mod 5) mro je memoryhe, mok 3a 5 | y; mmamo 1 = 22274437 = 437 = 4.3
(mod 5) jep 21z, omer memoryhe.

Jlpyezo pewemwe. 3a mMapHO T JeBa CTpaHA jeiHadmHe je obimka a’ + b2, a 3a
HemapHO T JeBa cTpaHa je obmmka a’® + 3b2. MebyruM, xako cy —1 u —3
KBaIpaTHU HeocTamy 1o Monyay 251, au a’ + b? vu a? + 3b% me mory na Gymy
nemuBu ca 251 ako 251 ta. IIpema Tome, mara jemHaumHa HeMma HEIOOPOJHUX
pemema 3a z > 0.

Osuauumo ca U nenrap omnucanor kpyra ABME. IlpumeruMo uHBEp3ujy ca
neatpom A u kBamgparom nosaynpeunuka AB - AC. Tauke B u C' ce caukajy y
rauke B’ u C' cumerpuune taukama C' u B y omnocy uwa AP, tauke P u M ce
CIWKAjy jemHa y apyry, a I/ ce cauka
y Taury E’ cumerpuuny () y omHOCY
na AP. Ilpema tome, mpasa AU ce
IIOKJIalla Cca IpaBoOM Koja cmaja A ca
neaTpoM kpyra B'PE’ (mapaBHO, neH-
TPU ce He CJauKajy jenaH y apyru!).
Bunumo na je ta mpaBa cumerpuduHa




npaBoj AZ y omHOCY Ha cuMeTpaJy yriaa A, rae je Z meHTap Kpyra ONUCAHOT
orko ACPQ.

Amnasoruo ce nobuja na je mpaBa BZ cuMmerpudHa IpaBoj Koja cmaja B ca 1eH-
tpom V kpyra AND y omuocy Ha cumerpadiy yriaa B. [lo UeBunoj reopemu
Yy TPUTOHOMETPUjCKOM OOJuKy (Mau mo TBphHemy O M30TOHAJHO CIPErHyTUM
Taukama), npase cumerpuute npasum AU, BV,CX y omHocy Ha cumerpaJie
yraoBa A, B, C pemom ce takobhe ceky y jeIHOj Tadyku, MTO 3HAYU 1 je IpaBa
CZ cumerpuuna CX y omnocy Ha cumerpadty yraa C. Anu Z je neHrap Kpyra
CPQ, onarne cienu na npaBa C'X canpsku Bucuny tpoyria C'PQ, a To cMmo
U sKeJeau a JOKAKEMO.

TpakeHa HejeTHAKOCT je OYUTJIENTHO €KBUBAJIEHTHA HEjeTHAKOCTU

a . b n c <27
p+a? p+b2 p+c2 T 317

rae jea+b+c=1mup=abc+ 1. llocmarpahemo pyurmujy
3(a+b+c) a b c

T3+ a2+ 4+ z+a® z+02 z+2°

/()

Horazahemo na Bazxu f(x) > 0 3a cBe © > ab+ be + ca. CBobemwe uzpasa 3a
f(x) Ha 3ajemHUYKM MMEHUIAIl Haje

Az? + Bx +C

A o e e

npu yemy je A > 0> C. 3amnpaso, mako ce nobuja

A =2a+2b3 4 2¢3 — ab(a+ b) — ac(a + ¢) — be(b+ ¢) > 0,
C = —abcla(b® + ) + b(c® + a3) + c(a® + b®) — 2abe(a+ b+ ¢)] < 0.

[Mpumerumo na Huje BaskHo koJmkKO je B. Ilpema Tome, mommuom P(x) =
Ax?+ Bx+C (ako muje koncTanTHO () MMa JBE peaJsHe HyJe, jelHy TO3UTUBHY
(peunmo = = ) u jenny HeratusHy, u Baxku P(r) <03a0 <z <zou P(x) >0
3a & > xg. TBpaumo na je f(ab+ be+ ca) > 0. 3aucra,

f(ab+ be + ca)

B 3(a+b+c) B a B b B c

N a?+ b2 +c2+3(ab+bec+ca) (a+b)(at+c) (b+c)(b+a) (c+a)(c+d)
3(a+b+c) 2(ab 4+ be + ca) .

= >0 jep Je

T a2+ 024+ +3(ab+be+ca)  (a+b)(b+c)(c+a)

3(a+b+c) - 9 - 2(ab + bc + ca)
a?+b?+2+3(a+bc+ca) " 4la+b+c)  (a+b)(b+c)(ct+a)’



mTo cMO u skenenu. Ilpema tome, P(ab+ bc+ ca) > 0, 1j. x9 < ab+ be + ca,
omakie ciuemu na je u P(x) > 0 u f(x) > 0 3a cBe x > ab+ bc + ca. Uzmeby
ocraisor, f(1+abc) >0 jep je 1+ abc > 1> ab+ bc+ ca. Tako cmo mokazanu

a b c 3
< .
1—|—abc—i—a2+ 1+ abc + b2 +1—|—abc—i—02 ~ 34+ a2+ b2+ %2+ 3abe

(1)

OcTaje jom camo ma mokazxkemo na je a® 4 b? + ¢ + 3abe > g, mTo he 3ajemHo
ca (1) matu Tpaskeny HejemHakocT. Xomorerusamuja naje 9(a+ b+ c)(a?+b% +
c?) + 27abe > 4(a + b+ ¢)3, mTO je exkBUBaJEHTHO ca

5(a® + b + ¢*) + 3abe > 3(ab(a + b) + ac(a + ¢) + be(b + ¢)).

[Tocnenma mejemmarkoct ommax ciaemu u3 lllypose mejemmaroctu. OBuMm je
noka3 TBphema 3anaTka KOHAYHO 3aBPIIEH.

Zpyeo pewewe. Haxon xomoreHmsamuje, cBObhHema Ha 3ajeTHUYKNA UMEHUJIIAIL
1 CcKkpahuBama HejeTHAKOCT Cce CBOIU HA CUMETPUUHY HEjeTHAKOCT Koja ce
IUPEKTHO mokasyje MjypxemoBoMm HejemHAKOIINY:

23 047
?Tgoo + 122713510 + 2601790 + 2821630 + 1931540 + TTHI + 8071620 + 28471531

+91T 529 — 98Tug1 — 16697439 — 5571333 > 0,

rae je Tj;; cuMeTpudHa CyMa T L

Youumo npaBusiad TpuHaectoyrao Ay As... A3 youcaH y Kpyr HOJYIPEYHUKA
2008. Ilo /lwpuxsmeoBoM HpPUHIUIY IIOCTOjUW IET TeMeHa Koja cy ucte 0oje
(amp. upsene). Pasnukyjemo nsa ciyuaja.

(i) Meby mer upBenux temena He mocroje mBa cycemHa. CBaKOM MOJIOKAjy
IPBEHMX Tavaka ([0 Ha poranujy) oarosapa kKommosuruja 6poja 13 Ha
5 cabupaka Behux on 1. Iloctoju 5 HemomymapHUX pacrnopena U OHU CY
npm~ca3a}m Ha CJIUIM UCIOM, Ca I/ICTaKHyTI/IM TpoyI‘JIOM

10
AsA11 AsA1l AsA1q AsA11
Ag Atz Ag Aq2 Ag Atz Ag Atz

Aq Ag Aq Ag Aq Ag Ay Ag
242424245 242424344 242434244 24243+34+3 243424343

(i) Herka mBa mpBena temena cy cycemna, peuumo A; m As. Axko je up-
BeHa OMIIO Koja om tavaka Ay, As, Ag, A10, A11, A12, TPasKEHU TPOYTAO je



onpeben Tom Taukom u temenmma Ai, As. Hapmame mpermocraBmaMo na
HUjeqHAa o OBUX 6 Tavyaka Huje npBeHa. Tama cy mehy remenuma As, Az,
Ag, Ag, A13 Gap Tpu upsena. Ako je meby wmuma Az (amamoruo 3a Aiz),
ouma je bap jemna om tavaka A7, Ag, A1z npBeHa ma 6ap jemaH om TPOy-
rioBa oxpebhenux oBom TaukoMm u Taukama Ay m Az 3a00BOJLABA YCIOBE.
Jenuau mpeocrasu ciyuaj je kan cy mnpsene tauke A7, Ag, Ag, a ouma je
Tpoyrao A;A7Ag TpaskeHu.

Nmamo a1 =14+2-12, a9 =324+2-12, a3 =32+2-42, a4y =112 +2 - 42, urn
JorazaheMo UHAYKIAjOM IO 1 Ja BasKU

2 2
a2p—1 = ai—l + 2 <(Z112$> u ag, = ai +2 (%72&n_1) ,

npu yemy je ag = 1. IIpermocraBumo na tBpbheme Basku 3a n. Tana je

2 2
R R 2 Ap —0np— 2 Ap —An —
a2n4+1 = 4a2n — aA2p—1 = 4CL +8 ﬁl —Qa,_1 — 2 (%)
11 2 11 2 1 2
= S a5, —3a4,0n_1 + Qan 1= 505, — 3an(4an— any1) + 5(4an— any1)
2
_ 3,2 . Apt1—0n )
= 50, ~ Gnlny1 + §an+1 = a;, +2 (%) ;
2 2
CL2n+2 = 4a2n+1 — e 4a _|— 8 (%) —a 2 (an_2an—1>

2
mn
=3a% +8 (7""“‘%) —2 (7%“2_3%)2 =302, — anani + a2
= a121+1 + 2 (_an+12—an>2 )
YyuMe je MOKa3 3aBPIIEH.

Zlpyzo pewewe. Ilo3naTo je ma ce HemapaH mpuponan O6poj m > 1 Moske mpemn-
craButu y obuuky a’ + 2b% 3a mexre ysajamuo mpocre a,b € N ako u caMo ako
cy cBu mpoctu peauonu m obsauka 8k+1 unm 8k+3, k € Ny. Jlako ce Buau na
Cy CBU YJIAHOBU HU3a (a,) HEMApPHU; OCTaje Na MOKAaKeMO Aa aKo MPOCT OPOj
p meau a,, oHna je p = 8k + 1 nnm 8k + 3 3a Hexro k € Np.

[lokasyje ce MEAYKOUJOM IO N O& j€ Gplnio = a,%H + 2. 3awmcra, OBO BasKU 34
n <2, a3an>2, y3 OPeTIOCTABKY Na BaKMU 3a N — 2, IMaMO

a$L+1+2 o (4an_an71)2+2 _ 16& _ 8& 1 + a’ifl+2
- - n n—

A (o7 An
= 16a,, —8an_1 + ap—2 = 4an41 — Ay = Apy2.

OmnmaBne ciaemu ma je —2 KBaAPATHU OCTATAK IO CBAKOM IIPOCTOM IEJIUOIY ]
6poja a,, na je p=1 uau p = 3 (mod 8).

Heka je k xpyr ommcan orko Ttpoyria ABD, u | mpaBa kpo3 D mapaJjiesHa ca



AB. Tlonymnpeunuk kpyra k je 1. G D I
[Monynpase BC u AFE cerky k y

traurkama H u I, a npasy [ y F u G,

pemom. Tpoyraosu FCD u GDFE cy I H
ciuunn jep je LCOFD = /DGE = 60°

u /ZFCD = 120° — Z/CDF = /GDE.

Osznmaunmo ca k = gg = g—g Koe(pu- A B

[IjE€HT CAUYHOCTH, ca h pactojame tauke D on HI, ux = FD, y = GD. Jlako

ce HaJMA3M Ha je 4y =2+ —<h u xy = 2h?>+ 2 h (upousBoxn zy je moTeHnumja
Jewty =2+ 15 sV 5

tauke Iy ogrocy Ha k u jennak je OF? — 1, rae je O nentap xpyra k). Taxo
nobujamo

Piprc =214z +vy) <§+h):%h2+2h+ﬂ
Prep + Pepe = 5(x -FC + y -GE) sin60°= \/_a:y(k;-|- 1y > ix —2p2

V3
ma je V3
1 3
Papcpre = Papre — (Prep + Papr) < —7§h2 tht——= f(h).
Ksanparna ¢yuruuja f(h) moctuwske Makcumym 3a h = @, ymMe je DOKa3aHO
na je Papepe < V3. JemHakocT 6u BasKMIIA CAMO AKO je h = @ nk =

1; rana 6u (ako 6e3 cmamema ommrocTu npernocrasumo DA > DB) rauka
D 6una cumerpuuna tauku B y omaocy wa HI, ma 6u tpoyrao ADG 6uo
jemnakocrpannvan u F'C' = GD = GA = F'B mro je memoryhe jep 6u ce B u
C mormamase. 3aTo je TOpHAa HEjeIHAKOCT CTPOTA.

Zpyzo pewewe. IlpermocraBumo ma Ttpoyrao ABD uuje tymoyraum. Tamnma ce
rauke C' u E’' cumerpuune taukama C' u F y ommocy Ha npasBe BD u AD
penom HaJsaze yuyrap tpoyria ABD, ma ucrtoj npaBoj kpo3 D, u Basku

SaBcpe = SaBp + Sape + Sepc = Sapp + Sapr + Sepcr < 254Bp — SaBrF,

npu yemy F Tauka npeceka npasux AE’ u BC'. JemHakocT Basku aKO M CaMoO
ako je F = C' = E'. Osmaunvo /BAD = «. Tana je ZABD = 150° —
/BAF =2a —120°, ZABF = 180° — 2a, na BasKun

Sapp = sinasin(150° — ) = Y2 4 L cos(150° — 2a) = ¥3 4 Lu,
SaBr = %sin(Qa—120°)sm2a— \/_ \/_cos(BOOo da) = \/_—i— U

rae je cos(150° — 2a) = u u omarae cos(300° — 4a) = 2u? — 1. Canma umamo

3v/3 u?
SABCDE SABD SABF 4 \/g = \/57



y3 jJeIHAKOCT KOja OM BAKUIA 32 U = @, Tj. a € {60°,90°}, u F =C' = F/,
aJu ce HUKaJa He NOCTUKE jep ce 3a OBe BPeNHOCTU « Tauka F Hajgasm y

TeMEHY MpPaBOr yrJia, Ma je meToyrao AereHepUCcaH.

Y cayuajy tynoyrior tpoyriaa ABD, y3 ucre o3Hake, Tauka F ce Hajga3u us-
BaH Tpoyraa ABD, anu ropwmu u3pa3 3a nospuuay AABF y3uma HeraTuBHE

. 2
BPEOHOCTH, Ta ce omeT mobuja Sapcope < % +u— % < /3.

http://srb.imomath.com/



