
SRPSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

takmiqeƬe uqenika sredƬih xkola iz matematike

Beograd , 12.04.2008.

Prvi dan

U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu1.

12x + y4 = 2008z. (Milox MilosavƩevi�)

Dat je trougao ABC. Neka su taqke D i E na pravoj AB takve da je2.

D − A − B − E, AD = AC i BE = BC. Simetrale unutraxƬih uglova
kod temena A i B seku naspramne stranice u taqkama P i Q, redom, a
opisanu kruжnicu oko trougla ABC u taqkama M i N , redom. Prava koja
spaja taqku A sa centrom kruжnice opisane oko trougla BME i prava
koja spaja taqku B sa centrom kruжnice opisane oko trougla AND seku
se u taqki X, X 6= C. Dokazati da je CX ⊥ PQ. (Duxan �uki�)

Dokazati da za pozitivne realne brojeve a, b i c, takve da je a + b + c = 1,3.

vaжi nejednakost
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(Marko Ragovanovi� sa saragnicima)

Vreme za rad 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 7 poena.



SRPSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

takmiqeƬe uqenika sredƬih xkola iz matematike

Beograd, 13.04.2008.

Drugi dan

Svaka taqka ravni je obojena sa jednom od 3 boje. Dokazati da postoji4.

trougao za koji vaжi:

1◦ sva 3 temena tog trougla su obojena istom bojom;

2◦ polupreqnik opisane kruжnice tog trougla je 2008;

3◦ jedan ugao trougla je dva ili tri puta ve�i od nekog od druga dva
ugla. (Vlagimir Balx̄̄i�)

Neka je niz (an)n>1 definisan sa a1 = 3, a2 = 11 i an = 4an−1 − an−2,5.

za n > 3. Dokazati da je svaki qlan ovog niza oblika a2 + 2b2 za neke
prirodne a i b. (�or�e Barali�)

Neka je ABCDE konveskan petougao u kome je AB = 1, ∢BAE = ∢ABC =6.

120◦, ∢CDE = 60◦ i ∢ADB = 30◦. Dokazati da je povrxina petougla
ABCDE maƬa od

√
3. (Milox MilosavƩevi�)

Vreme za rad 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 7 poena.



REXEƫA

Za x < 0 ili z ≤ 0 jedino rexeƬe je trivijalno (0, 0, 0). NadaƩe je z > 0.1.

Kako je 2008 = 23 · 251, obe strane jednaqine su deƩive sa 251. Pret-
postavimo da je x = 2x1 parno. Tada (2x1)2 ≡ −(y2)2 (mod 251), xto dizan-
jem na 125-ti stepen daje 1 ≡ (2x1)250 ≡ −(y2)250 ≡ −1 po maloj Fermaovoj
teoremi, a to je nemogu�e. Prema tome, x mora biti neparno.

Oqigledno je y parno. Napiximo y = 2uy1 za neparno y1. Imamo

22x3x + 24uy4
1 = 23z251z.

Kako je 2x 6= 4u jer je x neparno, najve�i stepen dvojke koji deli levu
stranu je 22x ili 24u, dok je najve�i stepen dvojke koji deli desnu stranu
jednak 23z, odakle je 3z = 2x ili 3z = 4u. Pokaza�emo da ni u jednom od
ova dva sluqaja data jednaqina nema rexeƬa.

(i) 3z = 2x < 4u; dakle, 2 | z. Skra�ivaƬe sa 22x daje 3x+24u−2xy4
1 = 251z

xto je nemogu�e jer je leva strana oblika 4k + 3 (jer 2 ∤ x), a desna
oblika 4k + 1 (k ∈ N).

(ii) 3z = 4u < 2x; opet 2 | z. Skra�ivaƬe sa 24u daje 22x−4u3x + y4
1 = 251z.

Desna strana je oblika 5k+1, pa za 5 ∤ y1 imamo y4
1 ≡ 1 i 22x−4u3x ≡ 0

(mod 5) xto je nemogu�e, dok za 5 | y1 imamo 1 ≡ 22x−4u3x ≡ ±3x ≡ ±3
(mod 5) jer 2 ∤ x, opet nemogu�e.

Drugo rexeƬe. Za parno x leva strana jednaqine je oblika a2 + b2, a za
neparno x leva strana je oblika a2 + 3b2. Me�utim, kako su −1 i −3
kvadratni neostaci po modulu 251, ni a2 + b2 ni a2 + 3b2 ne mogu da budu
deƩivi sa 251 ako 251 ∤ a. Prema tome, data jednaqina nema celobrojnih
rexeƬa za z ≥ 0.

Oznaqimo sa U centar opisanog kruga △BME. Primenimo inverziju sa2.

centrom A i kvadratom polupreqnika AB ·AC. Taqke B i C se slikaju u
taqke B′ i C′ simetriqne taqkama C i B u odnosu na AP , taqke P i M se
slikaju jedna u drugu, a E se slika
u taqku E′ simetriqnu Q u odnosu
na AP . Prema tome, prava AU se
poklapa sa pravom koja spaja A sa
centrom kruga B′PE′ (naravno, cen-
tri se ne slikaju jedan u drugi!).
Vidimo da je ta prava simetriqna
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pravoj AZ u odnosu na simetralu ugla A, gde je Z centar kruga opisanog
oko △CPQ.

Analogno se dobija da je prava BZ simetriqna pravoj koja spaja B sa cen-
trom V kruga AND u odnosu na simetralu ugla B. Po Qevinoj teoremi
u trigonometrijskom obliku (ili po tvr�eƬu o izogonalno spregnutim
taqkama), prave simetriqne pravim AU, BV, CX u odnosu na simetrale
uglova A, B, C redom se tako�e seku u jednoj taqki, xto znaqi da je prava
CZ simetriqna CX u odnosu na simetralu ugla C. Ali Z je centar kruga
CPQ, odakle sledi da prava CX sadrжi visinu trougla CPQ, a to smo
i жeleli da dokaжemo.

Traжena nejednakost je oqigledno ekvivalentna nejednakosti3.

a

p + a2
+

b

p + b2
+

c

p + c2
≤ 27

31
,

gde je a + b + c = 1 i p = abc + 1. Posmatra�emo funkciju

f(x) =
3(a + b + c)

3x + a2 + b2 + c2
− a

x + a2
− b

x + b2
− c

x + c2
.

Dokaza�emo da vaжi f(x) ≥ 0 za sve x ≥ ab + bc + ca. Svo�eƬe izraza za
f(x) na zajedniqki imenilac daje

f(x) =
Ax2 + Bx + C

(x + a2)(x + b2)(x + c2)(3x + a2 + b2 + c2)
,

pri qemu je A ≥ 0 ≥ C. Zapravo, lako se dobija

A = 2a3 + 2b3 + 2c3 − ab(a + b) − ac(a + c) − bc(b + c) ≥ 0,

C = −abc[a(b3 + c3) + b(c3 + a3) + c(a3 + b3) − 2abc(a + b + c)] ≤ 0.

Primetimo da nije vaжno koliko je B. Prema tome, polinom P (x) =
Ax2+Bx+C (ako nije konstantno 0) ima dve realne nule, jednu pozitivnu
(recimo x = x0) i jednu negativnu, i vaжi P (x) ≤ 0 za 0 ≤ x ≤ x0 i P (x) ≥ 0
za x ≥ x0. Tvrdimo da je f(ab + bc + ca) ≥ 0. Zaista,

f(ab + bc + ca)

=
3(a + b + c)

a2 + b2 + c2 + 3(ab + bc + ca)
− a

(a + b)(a + c)
− b

(b + c)(b + a)
− c

(c +a)(c +b)

=
3(a + b + c)

a2 + b2 + c2 + 3(ab + bc + ca)
− 2(ab + bc + ca)

(a + b)(b + c)(c + a)
≥ 0 jer je

3(a + b + c)

a2 + b2 + c2 + 3(ab + bc + ca)
≥ 9

4(a + b + c)
≥ 2(ab + bc + ca)

(a + b)(b + c)(c + a)
,



xto smo i жeleli. Prema tome, P (ab + bc + ca) ≥ 0, tj. x0 ≤ ab + bc + ca,
odakle sledi da je i P (x) ≥ 0 i f(x) ≥ 0 za sve x ≥ ab + bc + ca. Izme�u
ostalog, f(1 + abc) ≥ 0 jer je 1 + abc > 1 > ab + bc + ca. Tako smo dokazali

a

1 + abc + a2
+

b

1 + abc + b2
+

c

1 + abc + c2
≤ 3

3 + a2 + b2 + c2 + 3abc
. (1)

Ostaje jox samo da dokaжemo da je a2 + b2 + c2 + 3abc ≥ 4
9
, xto �e zajedno

sa (1) dati traжenu nejednakost. Homogenizacija daje 9(a+ b+ c)(a2 + b2 +
c2) + 27abc ≥ 4(a + b + c)3, xto je ekvivalentno sa

5(a3 + b3 + c3) + 3abc ≥ 3(ab(a + b) + ac(a + c) + bc(b + c)).

PosledƬa nejednakost odmah sledi iz Xurove nejednakosti. Ovim je
dokaz tvr�eƬa zadatka konaqno zavrxen.

Drugo rexeƬe. Nakon homogenizacije, svo�eƬa na zajedniqki imenilac
i skra�ivaƬa nejednakost se svodi na simetriqnu nejednakost koja se
direktno dokazuje Mjurhedovom nejednakox�u:

23

2
T900 + 122T810 + 260T720 + 282T630 + 193T540 +

547

2
T711 + 807T620 + 284T531

+91T522 − 98T441 − 1669T432 − 557T333 ≥ 0,

gde je Tijk simetriqna suma xiyjzk + · · · .

Uoqimo pravilan trinaestougao A1A2 . . .A13 upisan u krug polupreqnika4.

2008. Po Dirihleovom principu postoji pet temena koja su iste boje
(npr. crvene). Razlikujemo dva sluqaja.

(i) Me�u pet crvenih temena ne postoje dva susedna. Svakom poloжaju
crvenih taqaka (do na rotaciju) odgovara kompozicija broja 13 na
5 sabiraka ve�ih od 1. Postoji 5 nepodudarnih rasporeda i oni su
prikazani na slici ispod, sa istaknutim trouglom.
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(ii) Neka dva crvena temena su susedna, recimo A1 i A2. Ako je cr-
vena bilo koja od taqaka A4, A5, A6, A10, A11, A12, traжeni trougao je



odre�en tom taqkom i temenima A1, A2. NadaƩe pretpostavƩamo da
nijedna od ovih 6 taqaka nije crvena. Tada su me�u temenima A3, A7,
A8, A9, A13 bar tri crvena. Ako je me�u Ƭima A3 (analogno za A13),
onda je bar jedna od taqaka A7, A9, A13 crvena pa bar jedan od trou-
glova odre�enih ovom taqkom i taqkama A1 i A3 zadovoƩava uslove.
Jedini preostali sluqaj je kad su crvene taqke A7, A8, A9, a onda je
trougao A1A7A9 traжeni.

Imamo a1 = 1 + 2 · 12, a2 = 32 + 2 · 12, a3 = 32 + 2 · 42, a4 = 112 + 2 · 42, itd.5.

Dokaza�emo indukcijom po n da vaжi

a2n−1 = a2
n−1 + 2

(

an − an−1

2

)2

i a2n = a2
n + 2

(

an − an−1

2

)2

,

pri qemu je a0 = 1. Pretpostavimo da tvr�eƬe vaжi za n. Tada je

a2n+1 = 4a2n − a2n−1 = 4a2
n + 8

(

an−an−1

2

)2

− a2
n−1 − 2

(

an−an−1

2

)2

= 11
2

a2
n − 3anan−1 + 1

2
a2

n−1 = 11
2

a2
n − 3an(4an− an+1) + 1

2
(4an− an+1)

2

= 3
2a2

n − anan+1 + 1
2a2
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(
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2

)2

;

a2n+2 = 4a2n+1 − a2n = 4a2
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(
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2

)2

− a2
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(
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2

)2

= 3a2
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(
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2
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− 2
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2
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2
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n+1 − anan+1 + 1
2
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n
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an+1−an

2
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,

qime je dokaz zavrxen.

Drugo rexeƬe. Poznato je da se neparan prirodan broj m > 1 moжe pred-
staviti u obliku a2 + 2b2 za neke uzajamno proste a, b ∈ N ako i samo ako
su svi prosti delioci m oblika 8k+1 ili 8k+3, k ∈ N0. Lako se vidi da
su svi qlanovi niza (an) neparni; ostaje da pokaжemo da ako prost broj
p deli an, onda je p = 8k + 1 ili 8k + 3 za neko k ∈ N0.

Pokazuje se indukcijom po n da je anan+2 = a2
n+1 + 2. Zaista, ovo vaжi za

n ≤ 2, a za n > 2, uz pretpostavku da vaжi za n − 2, imamo

a2
n+1+2

an
= (4an−an−1)

2+2
an

= 16an − 8an−1 +
a2

n−1+2

an

= 16an − 8an−1 + an−2 = 4an+1 − an = an+2.

Odavde sledi da je −2 kvadratni ostatak po svakom prostom deliocu p

broja an, pa je p ≡ 1 ili p ≡ 3 (mod 8).

Neka je k krug opisan oko trougla ABD, i l prava kroz D paralelna sa6.



AB. Polupreqnik kruga k je 1.
Poluprave BC i AE seku k u
taqkama H i I, a pravu l u F i G,
redom. Trouglovi FCD i GDE su
sliqni jer je ∠CFD = ∠DGE = 60◦

i ∠FCD = 120◦ − ∠CDF = ∠GDE.
Oznaqimo sa k = FC

GD
= FD

GE
koefi- A B

C

D

E

FG

HI

cijent sliqnosti, sa h rastojaƬe taqke D od HI, i x = FD, y = GD. Lako
se nalazi da je x+ y = 2+ 2√

3
h i xy = 4

3h2 + 2√
3
h (proizvod xy je potencija

taqke F u odnosu na k i jednak je OF 2 − 1, gde je O centar kruga k). Tako
dobijamo

PABFG = 1
2(1 + x + y)

(√
3

2 + h
)

= 1√
3
h2 + 2h + 3

√
3

4

PFCD + PGDE = 1
2(x ·FC + y ·GE) sin 60◦=

√
3

4 xy
(

k + 1
k

)

≥
√

3
2 xy = 2√

3
h2 + h,

pa je

PABCDE = PABFG − (PFCD + PGDE) ≤ − 1√
3
h2 + h +

3
√

3

4
= f(h).

Kvadratna funkcija f(h) dostiжe maksimum za h =
√

3
2 , qime je dokazano

da je PABCDE ≤
√

3. Jednakost bi vaжila samo ako je h =
√

3
2 i k =

1; tada bi (ako bez smaƬeƬa opxtosti pretpostavimo DA ≥ DB) taqka
D bila simetriqna taqki B u odnosu na HI, pa bi trougao ADG bio
jednakostraniqan i FC = GD = GA = FB xto je nemogu�e jer bi se B i
C poklapale. Zato je gorƬa nejednakost stroga.

Drugo rexeƬe. Pretpostavimo da trougao ABD nije tupougli. Tada se
taqke C′ i E′ simetriqne taqkama C i E u odnosu na prave BD i AD

redom nalaze unutar trougla ABD, na istoj pravoj kroz D, i vaжi

SABCDE = SABD + SADE + SBDC = SABD + SADE′ + SBDC′ ≤ 2SABD − SABF ,

pri qemu F taqka preseka pravih AE′ i BC′. Jednakost vaжi ako i samo
ako je F ≡ C′ ≡ E′. Oznaqimo ∠BAD = α. Tada je ∠ABD = 150◦ − α,
∠BAF = 2α − 120◦, ∠ABF = 180◦ − 2α, pa vaжi

SABD = sin α sin(150◦ − α) =
√

3
4 + 1

2 cos(150◦ − 2α) =
√

3
4 + 1

2u,

SABF = 1√
3

sin(2α − 120◦) sin 2α = −
√

3
12 +

√
3

6 cos(300◦ − 4α) = −
√

3
4 + 1√

3
u2,

gde je cos(150◦ − 2α) = u i odatle cos(300◦ − 4α) = 2u2 − 1. Sada imamo

SABCDE ≤ 2SABD − SABF =
3
√

3

4
+ u − u2

√
3
≤

√
3,



uz jednakost koja bi vaжila za u =
√

3
2 , tj. α ∈ {60◦, 90◦}, i F ≡ C′ ≡ E′,

ali se nikada ne dostiжe jer se za ove vrednosti α taqka F nalazi u
temenu pravog ugla, pa je petougao degenerisan.

U sluqaju tupouglog trougla ABD, uz iste oznake, taqka F se nalazi iz-
van trougla ABD, ali gorƬi izraz za povrxinu △ABF uzima negativne

vrednosti, pa se opet dobija SABCDE ≤ 3
√

3
4

+ u − u2

√
3

<
√

3.
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