PEIIIEIHLA 3AOATARKA
PIIYBJINMYKO TAKMMNYEILE 13 MATEMATHWURE
18.03.2006.

IIpBu pa3pen — A kareropuja

Ako cy A u B Henpas3Hu NOACKyIIOBU paBHU v, TakBu 1a je ANB = ()
u AUB = «, mokasaTu 1a IOCTOjU jeTHAKOKPaKU MPAaBOYTJIN TPOYTao
ymuja Cy CBa TPU TEeMeHa y jemHoM on ckymoBa A, B.

Pewewe: Bap jenan on ckynosa A, B canp:xku b6ap mBe tauke. Heka
je To ckyn A u mera cy To tauke P u (). Youumo kBaapar PQRS
(PQ || RS). Axo je mera ox tauvakra R, S y ckymy A, noka3 je roTos.
3ato, mera cy R, S € B. Heka je O nenrap kBagpara PQRS. Axo
je O € A, ounma tpoyrao PQO ucnymaBa ycJaoBe 3amaTKa, a ako je
O € B, ouna tpoyrao ROS ucnymaBa ycJIOBe 3aIaTKA.

Y Z3 pemmru 322 + 3y? + 322 + 22 + 2y + 2z = 2004.

Pewewe: Jennauuna u3 3anaTka je eksuasientHa ca (3x+1)?+ (3y+
1)2+(32+1)? = 3-2004+3. Kaxo je 3-2004+3 = 3-4+3 =7 (mod 8) u
KaKO KBAAPATU LEJUX OpPOjeBa IPU Aebelny Ca 8 MOI'y HATU OCTATKE
0,1 unu 4, cienu na jeqHAYMHA HEMa PEIIea.

[Tetoyrao ABCDFE ynucan je y Kpyr nmoaynpedruka r. Ako je AB =
BC = DE =r, nokaszatu na je tpoyrao BGF jemHakocTpaHW4YaH,

Pewewe: Hera je O nenrap rpy:xuure. Tana je OGLCD u OG je
cumerpana yraa COD. Heka je x = <COG = <DOG. Cauuso,
Heka je y = <FOF = <AOF. Kako cy ADOE, ABOA u ABOC
jemnakoctpannynu nmamMo na je <DOFE = <BOA = <BOC = 60°,
na je

360° =2-60° + 2z + 2y, Tj. x+y=90°.




Jlako 3akmyuyjemMo u na je
r=<0AFE =<0OFA n y=<0CD =<0DC.

N3 nmonynapuoctu tpoyraosa AOF u OCG cnemu na je AF = OG
u OF = CG. Takobe, kako je <BAF = 60° + x = <BOG, nmamo na
cy u tpoyraosu BAF u BOG nonynapuu, na je BF = BG. Ilakie,
AGBF je jemnaxokpaku ca BpxoMm B. VI3 ABAF = ABOG, cnenu u
na je <ABF = <OBG = z, na je 60° = <ABO = z+<0OBF = <FBG,
na je AGBF jemHakoCTpaHUYaH TPOYTao.

On cBux TpoyrioBa jemHakor obmMa HajBelly MOBpHIMHY uMa jen-
HaKoCTpaHuyaH Tpoyrao. Jlokazaru.

*V3

. : . _ a
Pewemwe: Tloppmuna je THAKOCTPAHUYHOT TPOyTaa je P = <= ,2a.JII/I
MOKEMO CTaBUTU 4 je a4 = % na gobujamo ma je P = (%) \/Tg'

[loBpmumHEy TPOU3BOJLHOT TPOYTIJIA MOKEMO U3PAUYHATU XEPOHOBUM
obpacieM ma Heje THAKOCT KOjy Tpeba ma MOKasKeMO MOCTaje:

P=+/s(s—a)(s—b)(s—c) < (?)2\/5

4

KBanpupamem HejennarkocTy u cpebhuBamem mo0OUjamo

S

(s—a)s 05— )< (3)

OsBa HejemHAKOCT je TavHa, jep Kala Ha JeBY CTPAHy IPUMEHUMO He-
jemHakocT naMehy apuTMeTUUKe U TeOMETPUjCKe cpenuue nobuhemo

(s—a)(s—b)(s—c) < (S_a+3;b+s—c)3

JemnakocT Bayku kana je s—a =s—b=s—c ,1j. kKama jea=b=c
3a HeKu mpupoaan 6poj n, n > 3, y 3anucy 6poja % YUeCTBY]y
cse ucte nudppe. Koja nmudppa To moxe outu?

Pewewe: Heka je Tpaskena nmudpa jennaka a. Tana Ou Bakmio na je
@ =a-11...1 , k> 1, ogHOCHO
——

k

n(n+1)

(2n+1)>=8- 5

+1=8-a-11...1 +1.
k

Axko je a € {2,4,7,9} 6poj Ha mECHO] CTpaHU MPEAXOIHE jeTHAKOCTU
3aBpiiaBa ce ca 3 miau 7, a TO HHUje MOryhe momTo je OH HOTIYH



kBazapar. Ako je nak a € {3,8} onna je nBoundpenu 3aspuieTak 6po-

ja 8-a-11...1 +1 jemunak 65 uau 05. MebhyTum oo uHuje moryhe jep 6u
k

ce Taza 0poj 2n + 1 3aBpmaBao MUPPoOM 5, a HETOB KBaIpaT ca 25

(360r (101 +5)2 = 100(12 +1) + 25). Ilarme, octajy Ham MoryhHocTn

a =1 a =5mua= 6. Hokawxkumo na uuje moryhe a = 1. Ilper-

n(n+1) _ 10%—1
5 =

MOCTaBUMO 14 j€ 5 3a Hero k > 1. OTyna je

2-10F =9n? +9n+2= (3n+1)(3n + 2).

Kaxko cy 6pojeBu 3n+1 u 3n+ 2 y3ajaMHO IPOCTHU, TO jeJaH O HBUX
MOpa OUTHU CTemeH OBOjKe, a Apyru cremeH merure. MebhyruMm, kako
je

5]{: o 2]€+1 > 22k3 . 2k—|—1 Z 2k:—|—2 . 2k—|—1 — 2k:-|—1 2 8,

To 6pojesu 5 u 2F*! me mory Gurtn; y3acTommm, Te TpaskeHa nudpa
HUje jemHara 1.

Ouurnenno, moryhe je a = 5, jep je % = 55, kKao n a = 6, mom-
TO je % = 66. I3 cBera HaBeneHOr 3aKbYyUYyjEMO na je TpaskeHa

muppa 5 niau 6.



PEIIIEIHLA 3AOATARKA
PEIIY BJIIMYKO TAKMWYEILE N3 MATEMATURE
18.03.2006.

IIpBu pa3pen — B kareropuja

Pewemwe:

Axo cy A u B Henpa3Hu NOANCKyIOBU paBHU «, TakBu 1a je ANB = ()
u AUB = «, mokasaTu 1a IOCTOjU jeHAKOKPaKU MPAaBOYTJINA TPOYTao
4yyja Cy CBa TPU TeMeHa y jeaHoMm on ckymosBa A, B.

Pewewe: Bap jenan on ckymosa A, B canp:xu 6ap mBe Tauke. Heka
je To ckyn A u mera cy To Tauke P u (). Youumo kBaapar PQRS
(PQ || RS). Ako je meka on rauaka R, Sy ckyny A, noka3 je roToB.
3ato, Hera cy R,S € B. Heka je O nenrap xBagpara PQRS. Axo
je O € A, ounma tpoyrao PQO wucnymaBa ycJaoBe 3aIaTKa, a aKo je
O € B, ouna tpoyrao ROS ucnymaBa yciIoBe 3aaaTKa.

a) Ilokasatu ma 6poj n? +n + 1 muje memus ca 2006 BE 3a jemam
npupomaH 6poj n.
6) Ilorazaru ma Gpoj n?+4+n+2 Huje nemuB ca 2007 HU 3a jenaH
npupoaaH 6poj n.

Peweme: a) Bpoj n? +n+1=mn(n+1)+1 je Hemapan, ma He MOxe
outu gemus mapEUM Gpojem 2006. 6) Bpoj n? +n + 2 Huje memus
ca 3 ma He MOske OuTu mesmuB Opojem 2007.

Ilar je tpoyrao ABC' y kome Basku <C = 90° + %. Heka je M
cpemumre crpanurne BC. Kpyr ca mearpoMm y A u moaymnpevyHuroM
AM ceue, oner, npaBy BC y D. Ilokasatu na je MD = AB.

Pewewe: Heka je F mpyra mpecedHa Tadka Kpyra ca MeHTpoM y A
u nonynpeuynukom AC ca mpaBom BC. Kako cy tpoyrmnosu ACFE
u ADM jemmakokpaku, 3akmyudyjemo na je <AED = <ACM n
IADM = <AMD. Caemu na cy tpoyraosu AMC u ADE nomy-
napuu 1 DE = CM. Taurka M je cpemumre crpanune BC, ma je
DM = EB. W3 jemnakoctu <AEC = <ACE = 90° — %, cienu
IBAFE = 180° — <AEB — <B = 90° — %. Cana je AB = BE u
mapasuo AB = MD.

Kpysxuuna ymucana y tpoyrao ABC momupyje meroBe CTPAHUIE
AB, BC u CA y taukama M, N u K penom. IIpaBa kpo3 Taury A,
napaJtiesna ca NK, ceue npaBy NM y tauku D. IIpaBa kpo3 Tauky



A, mapasenna ca NM, ceue npaBy NK y tauku E. Ilokasaru na
npaBa DE canpsku cpenwmy nunujy tpoyraa ABC.

Pewemwe: Hera nmpaBe AD u AFE cery npaBy BC' y taukama F'u H,
penom (Bumeru ciauky). IoBosmHO je mokaszaru ma je DE cpenma
nuauja tpoyraa AFH. Tpoyrao M BN je jennakokpak (BM = BN)
u MN || AH, na je AMNH jennakokpaku tpame3, tj. NH = AM.
Amnasioruo ce nmokasyje ma je FN = AK. Kako je AK = AM, To u3
nobujenux jemHakoctu ciaemu na je FFN = NH, tj. N je cpenumite
nysxu FH. Tana je D cpemumre AF, a E cpemumire AH. Ilakie,
npaBa DE canpsku cpenwy nunujy tpoyriaa ABC.

A

HcC N B F



PEIIIEIHLA 3AOATARKA
PEIIYBJIMUKO TAKMUWNYEILE 13 MATEMATUEKE

18.03.2006.

Ilpyru pa3pen — A kareropuja

Iokazatu na je 6poj 2" 12 . 7" + 1 ciosen 3a CBAKM HIPUPOJAH OPO]
n.

Pewewe 1: Pauysajyhy OpBUX HEKOJMKO YJIaHOBA HU3a a, = 2" 12 .
7" +1 macayhyjemo na cy OpojeBu asi_1 A€JLUBU ca 3, a OPOjeBU s
— ca ), MTO U AOKa3yjeMo MHAYKIUjoM. bpoj a; = 57 je memus ca 3.
Heka je agi—1 memus ca 3. Tana je u 6poj ask+1 = 196ag;,—1 — 3 - 65
nemuB ca 3. bpoj as = 785 je memuB ca 5. Heka je agy nemus ca o.
Tana je u 0poj agkt+2 = 196ag;,, — 5 - 39 memuB ca 5. Kako cy cBu a,
Behu om 5, TO cy OHU CJIOKEHWU.

Pewewe 2: Kakxo cy cBu a, = 2"12.7" + 1 ehu on 5 u kako je
agp—y = 22K L. 721 1 = (—1)%%71. 141 =0 (mod 3)

gy = 22FP2.72 41 = 92202k 1 = 4R = (—1)?F 7141 = 0 (mod 5)

TO Cy CBHU @, CJIOKEHU OPOjeBU.

Ila a1 mocToje HemoaymapHU TPOYIJIOBU jeNHAKWX OOMMAa W TOBP-
muHe?

Pewewe: Omrosop je ma. Ilorpeban yciaoB ma MO3UTUBHU PeEATHU
opojeBu a,0, P Oymy pemoM Iy:KUHA jeaHe cTpaHe, oOMM U MOBP-
muHa HEeKOr Tpoyriaa je 2a < O (HejemHarkocT Tpoyria). Ako je He-
jemnakoct 2a < O ucnymeHa OHIa je TPUPOIHO MOKYIAaTh KOHCTPYK-
nujy TpaskeHor Tpoyriaa Ha ciaenmehm HauwmH. KM3abepumo taukre B
n C rtaxse na je BC = a. Heka je £ ennnca xojoj cy tauxke B u C
KUpKe TakBa mga X TPUNAa €JUICU YKOJIUKO je 30Up HmeHuX yaali-
jemoctn on xwxa jemnak O — a. pyrum peumma cBaka Tauyka Ha
esuncy koja He npunana npasoj p = p(B,C) je rpehe Teme Tpoyria
koMe je obum O.

Heka je ¢ nmpasa mapasenna ca p = p(B,(C) u na ynamenoctu h
on te mpase e je (1/2)a-h = P. Yronuko je P mOBOBHO MAJIO,
TayHMUje aKO BayKU HejeTHAKOCT

2 s (%) (@

OHIA TpaBa ¢ cedve ejuncy £ u TuMe ce mobuja Tpehe Teme A
Tpaskenor Tpoyriaa. OBa anaiau3a Takohe moka3yje ma yKOJIUKO MOC-
TOju TPOyrao TakaB na cy My a,(0, P crpana, oOuM U TOBPIIMHA, A&




je je OH jeIMHCTBEH Tj. Ja Cy CBUW TAKBU TPOYTJOBU monayaapuu. He-
Ka cy a,b,c my:uHe cTpana Tor Tpoyria. Ako ce u3abepe a; Tako
na 3aT0BOJbaBa yCJIOBE

2a1 < O a < a a ¢ {a,b,c}

OHIA TOCTOjU TPOyrao kKome cy ai,O, P crpana, oOuUM ¥ TOBPIIUHA
1 OBaj TPOyrao mMa UCTU OOUM M MOBPIIMHY KaO U MPETXOMIHU AJIU
ca BUM HUje TOIYIapaH.

Heka je k monykpyskuuma ca mearpom O KOHCTPyHCAHA HAJM IPEY-
uukoM AB u Heka cy tauke Sp,S9,S3 Ha TONYKPY:KHUIU k Takse
na je <AOS) = <5108 = § u 152083 = %T. IlorkazaTu na je
PP, = P30, vme cy Py, Py, P3 npojeknuje Tauaka St, Sz, S3 HA nped-
nuk AB.

Pewemwe: Iloka3s je mocaenuria ciaemeher HU3a €eKBUBAJICHI]A

PiP,=P0 & OP,=0P,+0P; &
OP, OP, OP;

0A _0A‘to0a ©
T 27T+ 47 N
COS — = COS — —+ CcOS —
9 9 9
COSW_QCOST(COSW =
9 3 9
T T
COS — = COS —
9 9

Y mHEBHO] coOU ce Haja3u HEKU OPOj /byau, U MO3HATO je na CBAKU
Ol BUX TMO3HAje TAYHO HeT mpucyTHux. JlokazaTtu ma je 3a HEKO
n > 5 moryhe omabparu n byou M3 OHEBHE COOE M CMECTUTU UX 34
OKPYIJIX CTO y TpIe3apuju TaKO na CBakKo cemu maMmebhy mBa mos-
HaHUKA.

Pewewe: On (He HEONXOTHO CBUX) JbYIM W3 IHEBHe cobe Hajmpe
(opMmpaMO BPCTy MaKCHMaJHe IY:KWHE 3a KOjy BaKM Ia Ce CBa-
Ka OBa CyCenHa YOBEKa y BPCTU MO3Hajy. pyrum peumma, HUuje
Moryhe ¢opmupaTu Oy:Ky BPCTY OI OBe, TaKBYy JZla Ce CBaKa IBA
cycenHa YOBEKa IO3HAJy.

IIpBu yoBek y OBOj BpCTM MMa IEeT MO3HAHWKA KOJU CBU TaKoDhe
Mopajy 6uT; y BpCTH, jep BpCTa y CYIPOTHOM He Oum Omia MakCH-
MasiHa. AKO cama omabepeMo pemoM Jbyae U3 BPCTe, O MPBOT YOBe-
Ka [0 TOoCJIellkher HherOBOT MO3HAHWKA y BPCTU, M CMECTHMO WX 33
OKPYTJIM CTO Y TOM penocieny, jacHo je na he cBako cenetm maMeby
CBOjuUX TO3HaHWKa. DBpoj mynum 3a croioMm je Behu on mer, jep 3a
BUM Ceau IPBU YOBEK M3 BPCTE U CBUX IET HETOBUX IMO3HAHUKA.

Y cryny peaJiHUX OpOjeBa PENUTHU je THAUUHY T = \/2 +V2—-+vV2+4+2x



Pewewe: Jemmauuna je nepunucana 3a x € [—2,2], jep Mopa burtu
24+ 2 >0 u+2+2x2 <2 Heka je x = 2cost, t € [0,7]. Tama je

coss >0 mvV2+a = /2(1+cost) = y/4cos? L = 2cos 5. Iame
je, \/2—20052—\/2 (1—cos%) =4/4sin i—Qsm— jep je smzz
0. Takobe, \/2+281n— \/2 1+ cos(5 \/4C082 Ly =

2cos(F — &), Jep je cos(§ —g) > 0. KOHaqu jemHaumHa 1moCTaje

cost:cos(4 L), te 0,7, TJ t——”, OIHOCHO, = = 2cos &F.




PEIIIEIHLA 3AOATARKA
PEIIYBJIMYKO TAKMUWYEILE N3 MATEMATURE
18.03.2006.

Ilpyru paspen — B kareropuja

Hahu cBa nesnobpojra pemema jenHauymHe

Va2 — e —1=1.

Pewewe: Aro obe crpane mare jemHauyMHEe CTelmeHyjemo Ha Tpehwu,
nobujaMo jemHAUNHY €KBUBAJICHTHY IIOJIA3HO]

a? —3Var —1(Va2 — Yo —1) -z +1=1.
KRaxko je V2 — Jr —1=1, To u3 nocnexme jemHaumHe CJenu
x2—3\?’/ﬁ\3/m—$20<:>
Va2(Vat —39x —1— {z) =0 <=
Va2 (Jo(z—1)—3Vz —1) =0 <
Va2 o —1(Jz/(x —1)2 = 3) =0 =
Va2 =0V oz —1=0V {z (2 —1)2 =3
r=0Vr=1Vaz(r—1)*=2T.

Axo je * € Z pememe jemmaumue x(xr — 1)2 = 27, onma x memm 27
u x > 0. 3aTro nmpoBepoMm 3a x =1, z =3, * =9 u z = 27 BUAUMO
Ia Ta jenHavyrHa HeMa IeJIOOpojHO pememe. [lakie, jenuHu mneaud
OpojeBu KOju MOTy OWTU pellema ImoJjas3He jemHauwmue cy r = 0 u
x = 1. IIpoBepom moGujamo ma oBO 3amcra jecy peliema (mposepa
MOpa Ja ce M3BPIIM, IOMTO TpaHChopManujaMa HICMO yBEK I00u-
jasau eKBUBAJICHTHE jeIHAYMHE [TOYETHO] ).

ITocToje nu peajnu 6pojeBu b WM ¢ TAKBU Ja CBaKa OJ jedHAUMHA
2> +br+c=0mu 222+ (b+ 1)z +c+1=0 uva mo mBa meTO6pPOjHA
KopeHa? (M389)

Pewewe: Heky cy nemobpojuu kopenu npse jeqHauune k u [, a apyre
m u n. Tanma O6u Ha ocHOBY BumeToBuUXx mpaBmsa Ba:KUIO

(1) E+1 = —-b

(2) k-l =c

(3) 2(m+n) = —=b—1,
(4) 2m-n = c+1.



U3 jemmarkoctu (4) caemu na je 6poj ¢ menapan. Cana, HA OCHOBY
jemHakoctu (2) 3akmbydyjemMo na cy OpojeBu k u [ HemapHu, U3 dera,
nase, Ha OCHOBY (1), 3akmyuyjemo na je b mapan 6poj. Mebyrum,
Ha OCHOBY (3) camemu na je b memapan 6poj. Crora, GpojeBu b u ¢
ca TpasKeHUM CBOjCTBOM HE IOCTOje.

. . 2 LT Y
Heka je ¢ymxumja f : R — R, mara ca f(r) = 25E02H0 3a

cBako r € R. Onpenntu MakCUMaJHy BpPeIHOCT (aKO IOCTOju) mare
$hyHEIHTje.

Pewewe 1: Tpeba BumeTn ma Ju MOCTOjU peasiaH OPOj a, TakaB ma
je

222 + 62 + 6

—— <a

2 +4x+5 ~

3a cBako r € R, u ako nmocTtoju mpoHahu HeroBy HajMa®my BPEIHOCT.

22246246

+T7iy75 = (0 €KBUBAJICHTHA je Ca HejeHAYMHOM

Hejennauuna
0 < a(x® + 42 + 5) — (222 + 62 + 6),

(momrro je 2 +4x +5 = (x +2)2 +1 > 0 3a cBako ¥ € R), 0aHOCHO
ca HejeTHAYMHOM

0 < (a—2)2*+ (4a — 6)x + 5a — 6.

Hexka je g(z) = (a—2)2?+(4da—6)x+5a—6. 3a a = 2 pynrnuja g(z) je
JMHEapHA U OYUIJIENHO je 3a HEeKe peajHe OpojeBe HeHa BPEITHOCT
HeratuBHa (Kaga je © < —2). Axko je a # 2, Tana je g(x) kBagpaTHa
¢yuEIMja, Koja Tpeba na Oyme HeHeratuBHA 3a cBako x € R. To je
ocTBapeHo akko je a—2>0u 0> D = (4a —6)? —4(a — 2)(ba — 6) =
—4a* 4+ 16a — 12, omroCHO ako je a > 2 u a € (—oo,1]|J[3, 00), maxme
3a a > 3. Ha oBaj maumu cmo mokaszamu ma je f(x) < 3, 3a cBako
r € R, a jemrarocT ce nocTw:ke camo 3a © = —3. VI3 cBera maBe meHOr
3aK/bydyjeMo na maTa (YHKIMja MMa MaKCUMyM U Jla je OH jeTHaK

3.

Pewewe 2: Kaxko je

222 + 6x + 6 B 202+ 8+ 10— 2z — 4
22 +4x+5 2 +4x+5

20 44 9 2(zx +2)

T 244z +5 (x+2)2+1’

Ha OCHOBY HejemTHaKOCTU

crenmu ma je



Makcumywm ce mobuja 3a

r+2=-1=x=3

IlaT je xouBekcan mecroyrao A; A, Az AsAsAg uuje cy cBe cTpaHuie
jemHake m aq + as + a5 = ag + a4 + ag, TPpU YEMY j€ (; YHYTPAIImhU
yrao mecroyria xkox temena A;. Ilokazatu ma je a; = ay, g = Qs
n &3 = Og.

Pewewe: Karo je 30up yHyTpammbUX YIJIOBa Y KOHBEKCHOM IIe-
coyray 720°, cinemu ma je ai + a3z + as = as + ag + ag = 360°,
ma ce temena Ajp, Az, As OCHOM cUMETPHUjOM peIOM Yy OMHOCY Ha
npase AgAs, AsAy, AyAg Hpe(jiII/IKaBajy y ucty taudry O.

6

As

Ay

Ay

A

(Ilpecnurajmo Ay y ommocy ua AgAs y taury O. Heka je Op
moJynmpaBa Koja HekoHBekcaH yrao AgOAs menu Ha mBa yrijia Beju-
unae a3 1 a5: <A30p = asz u <AgOp = a5. Ha nmomympasoj Op
younmo Taury A ma je OA jemHako crpaHunu mecroyria. M3
AA2A3A4 = AAQOA n AA4A5A6 = AAGOA ciaemn noa je A2A4 =
As A m AyAg = AgA, ma ce tauke Ay u A noknamnajy.)

Hacnopamuu yriioBu pom6a cy jemuaku, na je oy = {AgOAs, az =
<CA20A,, as = <A40Ag. Tlomro cy kpamu yraosa AgOAs u A5 A4 A3
nmapaJieslHA U jeTHAKO YCMEePEHU CJeou Na Cy JeIHAKW Ia je ay = Oy,
CinuvHO ce 3akpydyje Oa je g = 5 U a3 = Q.

Y nmHeBHO] coOU ce HaAJA3U HEKU OPOj /byaAu, U IMO3HATO je /a CBAKU
ol BUX MO3Haje TavyHo meT npucytHux. Jlokazatu ma je 3a HEKO
n > 5 moryhe omabpaTtu n Bbyou M3 AHEBHE COOE M CMECTUTU UX 34
OKpYIJIM CTO y TpIe3apuju Tako Ha CBaKO cemu m3MmeDhy mBa mos-
HAaHUKA.

Pewewe: On (He HEONXOIHO CBUX) JbyIM U3 IHEBHe cobe Hajmpe
hopMmpaMoO BPCTYy MaKCHUMaJHE NY:KWHE 3a KOjy BakM Ia Ce CBa-
Ka IBa CyCenHa YOBEKa y BPCTU IO3Hajy. pyrum peumma, HUje
Moryhe ¢opMmumpaTu my:Ky BPCTY OX OBe, TaKBy na Ce CBaka IBa
cycenHa JYOBEKa IO3HAjY.



IIpBu yoBekK y OBOj BpCTM MMa IeT MO3HAHWKA KOJU CBU TaKoDhe
Mopajy Outu y BpPCTH, jep BPCTa y CyIPOTHOM He Ou Omiaa MaKCuU-
MasHa. AKO cama omabepeMo pemoM Jbyae U3 BPCTe, O MPBOT YOBe-
Ka OO0 IOCJIeNHmer HeroBOI' IO3HAHUKA y BPCTH, U CMECTHMMO HX 3a
OKPYTJIM CTO Y TOM peIocieny, jacHO je na he cBako cenetm uaMeby
CBOjuUX TO3HaHWKa. DBpoj mynum 3a cromom je Behu on mer, jep 3a
BUM CeIU IPBU YOBEK U3 BPCTE U CBUX IET HETOBUX INO3HAHUKA.



PEIIIEIHLA 3AOATARKA
PEIIY BJIIMYKO TAKMWYEILE N3 MATEMATURE

18.03.2006.

Tpehu pa3spen — A kareropmuja

OnpenuTtu cBe BpeOHOCTU HIPUPOAHOT OpOja n, 3a KOjU MOCTOjU He-
ros menunar k, Tako ga nd + 1 gemau n? + d2.

Pewewe: Hanumwmmvo n y obuuky n = kd. W3 nemusoctu nd + 1 |
n? + d? nmobGujamo:
d’k+ 1| d*(k* +1)

Kako cy d?k +1 u d? y3ajamuo mpoctu, Hamasumo aa je d2k+1 |
k? +1. Oryna je k > d?. U3 ocobune memuBocTu no6ujaMo:
Pk+1|k>4+1—(d*k+1) =k(k—d?®
Kako cy k u d?k + 1 y3ajamuo mpocTn, mmamo na d2k+1 | k—d?.
Yxromuxko je k # d?, mmaMo ouuriemHy HejeIHAKOCT
Pk+1>k—d> < dEEk+1)+1>Ek
OBo je korTpamuknuja. 3ato je k =d? u n = d>.

IlokazaTu nma 3a cBakW IpuUponaH OpPOj M Baky HEjeTHAKOCT:
2

1 1 1
ittt T o <2

+

N[

Pewewe: Osmaummo ca L(n) uspas HaA JIEBOj] CTPAHU U IOKAKAMO
MATEMATHYKOM MHIYKIMjOM Ia je YBEK MamU Of 2 — ———, Tj.

Vn+1’

1 1 1 2
et —t. ot <2-

1
2732 43 T (n+ )V vn+1

1° Dasa undykuuje. 3a n = 1 umamo % <2-— \%, IIITO Ce€ CBOIU HA

3 1 9 1
1>7% < 1673
2° Unoyrxyujcka npemnocmaexa. IlpernocraBumo na tBpheme Basku

3an=%k:

1 1 1 1 2

b=t =t =<2 —
2 3v2 43 (k+1)VE VE+ 1




3° Unoyrxuujcku xoparx. Vcnurajmo ma au Basku 3a n = k + 1:

1 1 1 1 1

Lk+1) = s4+—F4+—x+...+ +
k+1) 2 3v2 43 (k+1)VE (k+2)vE+1
< 2 2, !
VE+T  (E+2vVE+1
. 2k+3
(k+2)vVE+1
9 (k+1)+(k+2) 9
2

TVEr oD i o VEre

(oBme cMO IPBY HEjeIHAKOCT AOOMIM HA OCHOBY WHIYKTUBHE MPET-
IoCTaBKe, a APYTY W3 HEjeIHAKOCTU aPUTMETUYKE U TeOMeTPU]jCKe
cpemune 3a Opojese k+ 1 u k+ 2, Tj. u3 % >1).

Ha ocHoBy mpuHIumna MaTeMaTUyke UIYKIMje CMO TOOUIU 18 BasKu
1 1 1 1 2 .
5+ 3\/5'—# 3 + ...+ CESOV IR 2 77T 3@ CBAaKM NPUPOJAH Opoj
n, mMTO je u TBpheme 3amaTka.

Hahwu cBe ¢pynrnmje f: R — R TakBe na je

f(z) = max (2zy — f(y)),

yER
3a cBako x € R.
Pewewe: Hera ¢yurumja f 3amoBosmaBa yciaoB 3amatka. Ownga je
f(x) > 2zy — f(y) 3a cBe x,y € R, na 3a y = x mobujamo na je
f(x) > 2% (3a cBe z € R). Ilame, u3 ycaoBa CJIemd Aa 3a CBAKO T
nocroju y = y(x) Takso na je f(x) = 2zy(x) — f(y(z)). W3 osora u
13 NpPeTXOJHE HejenTHAKOCTU No6ujaMo:

2 < f(z) = 22y(x) — f(y(2)) < 2wy(z) — (@),
ma je (¢ — y(@))? <0, 1j. y() = 2. Us f(z) = 2uy(z) — f(y()) onma

crema ma je f(x) = 22. OBa dyHENUja je pememe 3aIaTKa:

max (2zy — f(y)) = max (2% — (¢ — y)*) = 2* = /().

Jloka3aTu Ja He HOCTOju Buie of 2- 5% KOMAaPKAIIKAX THMOBA, O 110
5 mrpaya (GopMHpaHUX OJ 25 yUEeHUKa, TAKO na OPOj 3ajeTHUYIKUX
urpayva 3a CBaka OBa TuMa HUje Behu om 2.

Pewemwe: AKo mMa x TUMOBaA Ca TOM OCO6MHOM7 Tada 300r ycJaoBa

25
3a]aTKA BaKU T - (5) < (235) Tj. x < (5) _ 230 < 250 = 2 - 53.

5 ()

Heka je ABCDEF rouBekcan mectoyrao kox kora je AB = BC),
CD=DF u EF = FA. Iloka3aTu HejeIHaKOCT

AB CD EF _3
+ =+ =5 >
BE DA FC ~ 2




Pewewe: Osmaummo ca a, b u ¢, penom, ayskune mujaronaaa AC,
CE u FA mecroyraa. Ilpumenom IltosmomejeBe HejemHAKOCTU HA

uerBopoyrao ABCE, nanasumo na je bAB+cBC = (b+c)AB > aBE,
AB > _4_ Apajorso, npuMeHoM IIToJOMejeBe HejeIHAKOCTH,

BE = b+tc®
penowm, Ha yerBopoyriaose CDEA u FFAC, Baxku % > a-bm u % >

c . .
T Cana je, HA OCHOBY HejeTHAKOCTU M3Mely apuUTMeTUUKe u

XapMOHU]CKE CPeAVHE, UCIYHEeHO

Tj.

AB+C’D+EF> a n b n c
BE DA FC ~b+c¢c c+a a-+bd

at+b+c a+b+ec a+bitc
+ + -3

b+c c+a a-+b
1 1 1
_(a+b+c)<b+c+c+a+a+b)_3
> 9a+b+c) _329_3:3
(b+c¢)+ (c+a)+ (a+Db) 2 2



PEIIIEIHLA 3AOATARKA
PEIIY BJIMYKO TAKMWYEILE I3 MATEMATHURE

18.03.2006.

Tpehu pazpen — B kareropuja

Heka cy a, b karere m ¢ xumorenysa mnpasoyrior tpoyria ABC.
NM3pauynaty MakCuMaJHY BPEeIHOCT U3Pa3a %, rae cy tq, ty U te
Iy;KUHE TENIXUINIHUX TY:KA KOje OAroBapajy, peaoM, CTpaHuIaMa a,
b u ¢ rpoyraa ABC.

Pewewe: Ilpumenom Iluraropwmsae Teopeme jeqHOCTABHO T00U-
jamo t2 =02+ (%)% u t7 = a® + (£)% Kaxo je t. = £, To je upso, Ha
OCHOBY H€jeITHAKOCTM M3MeDhy apuTMeTmuyke U KBaapaTHE CpeIVHE,

5
tatty 2+ty /502 2y _ ¢ /5 tatty cy/3 _
s </ gt = /5@ +0?) = §4/3, asatum u ot < = =

v10. akmne, MakcuMaJHa BPETHOCT M3Pa3a t“tﬂ je V10 u ucra
c

ce MOCTU:KE YKOJUKO jé TPOyrao jeIHAKOKPAKO MPaBOyILJaud, Tj. 34

a=b.

2005 :L‘—i—COSZOOE) T+

Iokazartu ma 3a cBako xr € R Ba:Ku HejemHAKOCT sin
sin?%% » < 2. Kana Baskn jemHarocT?

2 2005

Pewewe: Kopucrehu mnpomeny ma je sin“x > sin z, sin®z >

sin?%% ¢ u cos? x > 052006 4 nobujamo

sin2005 2005 2006

T 4+ cos T -+ sin xﬁsinQ.r—i—cosQ:c—I—sinzxg1—i—sin2:c§2

Ila Ou Bpemena jemHAKOCT CByJa Mopajy Outu jemuakoctu. 3060r
mocJeqibe jeJHAKOCTU Mopa OuTu sin?x = 1, omaocHO sinx = 1V
sinx = —1. IIpoBepom ce mobuja ma mMoxke BakuTu camo sinx = 1.
Pemasamem ce mobuja na je xr = 5 + 2km, 3a k€ Z

Hujaronane AC u BD xouBerkcuor yerBopoyriaa ABCD ceky ce y
taukn E Tako ma cy mospmwuae TpoyrioBa AED u BCE jennaxe.
Onpenutu mepy yraa AC D, ako cy crpanure tpoyria ABE y omHo-
cy BE:EA: AB=5:6:T.

Pewewe: VI3 jemnakoctu noppmuna nobujamo DE - AFE -sin<DFEA =
CFE - BE -sin<BEC, onakne je DE : EB = AF : EC u TpoyrioBu
DEC u BEA cy camunamn, na je a« = <ACD = <CAB. Ilpumenom
KOCHHYCHe Teopeme 3a Tpoyrao ABE mobuja ce

25t2 = 36t + 49t% — 84¢t% cos o

(BE =5t, FA = 6t, AB = Tt), omakie je cosa =

ot



4.

Y Mpesku KOIKe Cy OBa KBaApaTuha cycemHa YKOJWKO MMAajy 3a-
jemHMuky crpaHuny (caMo jemHa TavKa HUje MJOBOJGHA) W CBU
kBaapatuhu cy MelhycobHO moBe3anu mpeko cycennux. JIBe mpeixe
KOIIKE€ CY €KBUBAJIEHTHE aKO jelHy OJ APYyre MO:KeMO TOOUTU KOp-

nmhemeM poranuje u/Uian CUMeTpUje: HIP. MPEKe EB:' u EEEE cy

MehycoOHO eKBUBaJIEHTHE, aJU HUCY €KBUBAJEHTHE Ca EE:' . Hahmu
OpOj HEEKBUBAJIEHTHUX MPerKa KOIKe MBUIE | U HAIPTATU CBE TaKBe
MpeKe.

Pewewe: IlocTtoju 11 HeeKBUBAJJEHTUX MPEKa KOIKE.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
[TorkakuMoO ma He MOCTOjU jOIT HEKa HEEKBUBAJIEHTHA MPEKa KOIKE.
[IpumeTuMo TpBO ma y MpPeKU KOIKe He Mory oOutu 5 umau 6

kBaaparuha y peny (tama 6w 1. u 5. DOKpUBaJU WUCTY CTpaHy
rormke). Takobe Mpeska He Moke campsaTu HE KBaapar 2 X 2, HJ

, HU Hj] jep O6m omeT Heka 2 KBagpaTuha MOKPUBAJIA UCTY CTPaHY
rkonke. IIpBux 6 mMpexa ca ropme ciamke mMajy 4 kBanparuha y
peny, caenehe 4 umajy HajBume 3 KBagparuha y pemay W MOCJIETHa
nMa caMo IO 2 KBaapaTuha y pemny.

Heka cy di, ds, ..., di cB® menwornu npupomHOr Opoja 7, TAKBU Oa
je
l=di <dy<d3<---<dp=n.

Hahwu cBe 6pojese n 3a koje je k >4 u Basku d? +d3+d3+d3 =n.
M383

Pewemwe: IlpBo moraxkmmo na je n mapaH 6poj. IIpermocraBumo
CYIPOTHO: HeKa je nm Hemapan Opoj. Tama cy cBu menumoru 6poja n
HemapHH, Ta cy 3aTo dy, do, d3 u dy memapun. Crems ma je n = d? +
d%+d%+d% mapan, mTo je NPOTUBHO MONa3HO]j NpeTnocTasnu. Jlakie,
n je mapan 6poj, ma je dy = 2. U3 jenmaxoctu n = 12 + 22 + d3 + d3
ciaemu ma je jemaH on OpojeBa d3 u dy mapaH a APYryU HEMapaH.
Pasmarpahemo mBa ciyuaja.

[IpBu cayuaj: ds = 2a, a > 1. Kako je a nenunan 6poja n Mamu Ox
d3, T0 je a = 2. Ilakne, d3 = 4. Kako je n = 12422442 4+d% = 21+d3,
TO N HUje menuBo ca 4. Konrpamukmuja!

Hpyru cayuaj: dy = 2a, a > 1. Kako je a < dy u a | n, To je
a=dy =2 nm a =ds. Y upBom caydvajy 6mnao ou dy =4, ds = 3
un = 12422 +3244% = 30. Karxo 4 me memu 30, oBaj ciyuaj
ornana. Ilpeocraje ma je a = d3. Y ToMm cayuajy mMmamo na je
n =12+2%+d3 +4d3 = 5(1 + d3). Kako d3 | n u 6pojesu d3 u
1+ d% cy ysajammo mpoctu, ciemu ma je dz = 5, ma je dg = 10 u
n =12 +22 4+ 52 +10% = 130. Jlako ce mposepaBa ma cy 1, 2, 5 u
10 wetupu Hajmama menumona Opoja 130. Ilpema Tome jemumHu OpOj
KOjU 3aJaBoJbaBa TpaskeHe yciaose je 130.



PEIIIEIHLA 3AOATARKA
PEIIYBJIMYKO TAKMUYEILE N3 MATEMATURE
18.03.2006.

UYerBpTU pa3pen — A Kareropuja

Konmnko mocroju mpaBoyriamx TpOyrjaoBa UYWja Cy TeMeHA TauvKe
nesobpojue pemertke 3 X n (vae je n>5)7

Pewewe: O3maummMo ca r mpaBy Koja Caap:KU 2. BPCTY Mpe:Ke, ca Y
nmpaBy HOPMaJIHYy Ha & KOja je Takohe oca cuMeTpuje maTe Mpeke,
3aTUM y TIPaBOYTJIMM TPOYTJIOBUMa TeMe mpasBor yria ca C.

Nmamo caenehe cayuajese:

1° 2°a) 2°6) 2°0) 2°B) 2°T)

1° TpoyrisoBa ca kaTteTaMa mapaJjieIHUM KOOPAMHATHUM OCaMa MMa

3
(;’)-2-(n—1):6n2—6n,

jep teme C onpebyjemo Ha (31”), 2 m3bopa 3a TeMe IO BEPTUKAJIU

(y mpyre 2 Bpcre) u n — 1 nmo xopusonTaau (y mpeocranux n — 1
KOJIOHA).

2° IlpaBoyraux TpOyrjoBa 4uje KaTeTe 3aKjamnajy yriaose on 45° ca
KOOPAVHATHUM ocaMa mMa 4 BpcCTe:

a) jeIHAKOKDAKU KATeTa Iy:KUHE V2, xox kojux je teme C y 1.
i 3. BPCTU U MMa, UX

2-(n—2)=2n-4 38 n > 2;

6) jemmakokpakm kareTa myxEuHE /2, Kon Kojux je Teme C y 2.
BPCTU W MMa HUX

2-n—2)+2-(n—1)=4n—6 32 N >2;

B) jeIHAKOKDAKU KATETa IYKUHE 2v/2 u uma ux

2-(n—4)=2n-38 3a n > 4;

I') PaA3HOKDAKU KaTeTa My:KUHA V2 u 2v/2 u uma ux

4.-(n—3)=4n —12 38 n > 3.

3°a)

30



3° IlpaBoyraux TpoyrJjoBa uuja je jemaHa KaTeTa MY:KUHE V5 mma 2
BpCTE:

a) jeIHAKOKDAKU KaTeTa My:KUHe Vb u uMa ux

4-(n—3)=4n —12 3a n=3;

6) pa3HOKPAKMU KaTeTa Iy:KUHA V5 u 2v/5 1 uma ux

4-(n—5)=4n—20 3a n>=5H.

KRana nmamo 2- To 3naum na teme C MoxkeMmo mzabpatu uy 1. uy
3. BpCTH, Tj. IMaMO CUMETPHjy Y OTHOCY Ha NIPaBy T, a KOJOHY 3a
reme C MoskeMO m3abparu Ha (n — a) HauwHa, ceM y 2°6) rae He
oupamo Teme C Hero cpemguinTe XWUIOTEHY3€ U 3a IPBU cabupak je
2- 3a cuMeTpujy y OIHOCY Ha X, a 3a APYTu“ y OOHOCY Ha y. KRana
nMaMo 4- Tamga UMaMoO CUMETPUje W Yy ONHOCY Ha & W Ha Y.

Konauno nobujamo ma nma 6n2+14n—62 mpaBoyTIux TPOYIIOBA.

Iar je omrpoyrimu tpoyrao ABC. Heka je I menrap ymmcasor
kpyra, O nenrap onucanor kpyra u H opromenrap tpoyriaa AABC.
ITpasa AI ceue crpanuny BC y A’, a npasa BI ceue ctrpanuny AC
y B’. Tlpasa OH ceue crpanuny AC' 'y P, a BC y Q. Akxo je
gyeropoyrao C'A'IB’ KoHBeKcan m TeTuBaH, HOKaszaTu na je PQ =
AP + BQ.

Pewewe: W3 termsunoctu CA'IB’ 3axmyuyjemo ma je 180° = ~ +
IB'IA" = v+ <AIB = v+ 180° — § — g, onakJye mobujamo ma je
v = 60°. YerBopoyrao ABOH je tretuBan, jep je <AOB = 2v = 120°
(ka0 nenrpasuau yrao) u <AHB = 180° —<BAH —<ABH = a+( =
120°. 3aro je <PHA = 180° — <AHO = <OBA. Y jeIHaKOKpaKOM
rpoyray AOB je <OBA = 90° — v, a rako je AH 1 BC, ouna je
u <PAH = 90° —~. Cunemu na je tpoyrao APH jennakokpak u
AP = PH. Amanormo nora3yjemo ma je QB = (QH u maj3an je
PQ=PH+ HQ = AP + BQ.

IlokazaTtu ma 3a CBaku IpUpOAaH OPOj N MOCTOju TPUPOIAH OPOj T
TakaB na je 2 — x meJbuBO ca n

Pewewe: TBpheme morkasyjemMo MHAYKIMjOM IO . 3a n = 1 Bakwu;
IPETIOCTABUMO A BAYKU 3a CBe N < Mg, [OE je ng > 2 HeKu IPUpo-
naun 6poj. CraBumo x = 2Y. Tana je mo OjnaepoBoj Teopemu
2% — g = 22 — 2Y nmemmBo ca ng ako je 2Y —y memumBo ca p(ng)
¥ Yy je HOBOJLHO BEJWKO (Ha mpumep, y > ng). TakaB mpuponas
Opoj y mocToju mpemMa WHAYKIIU]CKO] MPETIOCTABIM, OTAaKJe CJeaun
IoCTOjame TpaskeHor beoja x.

Axo cy z; (i =1,2,...,48) mymne mommaoma P(r) = 1828 + 32 4 2006,



48

U3pavyyHaTHu E
i=1

T

. T; 1

Pewewe: Tlpumerumo nma x; ¢ {—1,0} u na je PP g
Kopucrtuhemo crnenehe nBe ouuriense JYummbeHUIIE:

(a) Aro cy y; # 0 myne nomunoma A(x) n-Tor cremena, oHma Cy
y; b myne nommmroma " A(x1).

(6) Ako cy y; myne nonunoma A(x), onma cy y;+1 Hyse moauHoMa
A(x —1).
U3 (a) cnemu ma cy x; ' myne nomuuoma Q(z) = x*8P(z7'), us (6)
— ma cy 14 z; ! myne nomumnoma R(x) = Q(z — 1). Konauwo, u3 (a)

ciaenqu na Cy HYyJI€ IIOJMHOMA

1+mi_1

$48R($_1) — 3348@(56_1 . 1) — $48($—1 o 1)48P((.T_1 o 1)—1)
= 182% + 3z(1 — 2)*" + 2006(1 — z)*8
= 20212*® — 961472*" + - - - 4+ 2006

N3 BuetoBux opMmyna 3a oBaj MOJIMHOM, NOOMjaMO na je TparKeHU

96147
2021 °

30up jemHak

Onpemurn cse Qpyurumje f : Z — Z raxse na je f(f(z)+y+1) =
x4+ f(y) + 1 3a cBaka aBa mesa Gpoja = u y.

Pewemwe: 3amenom z = 0 mobujamo f(f(0)+y+1) = f(y)+ 1. Cana
mvamo =+ f(y) +1 = f(f(z) +y+1) = f[(f(z) + 1) +y] = FIF(F(0) +
z+1)+(y—1)+1)=fly—1)+(f(0)+2z+1)+1 onakie 3armydyjemo
na je

fly)=fly—1)+f(0)+1. (1)

WNunyrmujom nobujamo xa je f(n) = f(0) +n(f(0) + 1) 3a ce nexe
6pojese n. Aro craBumo y =0y (1) mobujamo ma je f(—1)=—1mu
3aMeHOM Yy = —1 y monasny jemHauumny nobujamo f(f(z)) = x. Aro
IpUMeHNMO (VHKIUjY f ¥ Ha JIEeBY W Ha NECHY CTPaHy jeIHaKOCTU
f(n) = f(0) +n(f(0)+1) nobujamo na je n = f(0) +[f(0) + n(f(0) +
D](£(0)+1) mro je exsubamsentro ca n = f(0)(f(0)+2)+n(f(0)+1)2
a TO MOMKe OUTH 3aJ0BOJLEHO 3a CBe Iiejie OpojeBe N caMoO akKo je
f(0) =0 unu f(0) = —2. Y mpBom cayuyajy mobujamo na je f(n) =n
a y mpyrom f(n) = —n — 2. JemmocraBHO ce mpoBepaBa ma obe
(YHKIje 3a10BOJHbABAjJY YCJIOB 3aaTKa.



PEIIIEIHLA 3AOATARKA
PEIIY BJIIMYKO TAKMWYEILE N3 MATEMATURE

18.03.2006.

UYerBpTu pa3pen — b kareropuja

IlokazaTy Ia 3a CBaKM NpUPOLAH OpoOj n Bakyu HejeIHAKOCT: » +
1 + 1 + + 1 92
3v2 ' 43 T T (n+1)vn Vn+1’

Pewewe: Osmaummo ca L(n) uspas HaA JEBOj CTPAHU U IOKAKAMO

MaTeEMAaTUYKOM MHIYKIUJOM O je YBEK Mamu O 2 — \/nLT—l’ Tj.

1 1 1 2
o+ — o <2-

1
2 32 4\/§+"' (n+1)\/n Vn+1

1° DLaza undykuuje. 3a n = 1 umamo % <2-— \%, IIITO CE€ CBOIU HAa
3 1 9 1
1 > 2 = 16 > 5-

2° Unoyxyujcra npemnocmaska. IlpernocraBumo na tBpheme Baku
3an=%k:

1 1 1 1 2

St = ———= <2~ :
2 3v2 43 (k+1)Vk VE+1

3° Hnoyrxuujcku xopax. Vcnurajmo ma au Basku 3a n =k + 1:

Lk+1) = LI S S ! + !

2 03V2 43T (k+ )Wk (B+2VE+L
2 1

< 2-— +
VE+T  (k+2)VEk+1

. 2%+3
(k+2)vVk+ 1
9 (k+1)-5(k:+2) 9
VE+2 J(k+1) (k+2) k+2

(oBIme cMO MPBY HEjeIHAKOCT AOOMIM HA OCHOBY WHAYKTUBHE MPET-
[IOCTABKe, a APYry U3 HEjeTHAKOCTU APUTMETUYKE U MeOMETPU]CKe
cpemune 3a Opojese k+ 1 u k+ 2, Tj. u3 é >1).

Ha ocuoBy mpuHnuma mareMaTuyke UAYKIMAje CMO OOOMIU 18 BasKU

%+ﬁ+ﬁ§+...+m<2—¢% 3a CBAKM IPUPOJAH OPOj

n, mMTO je u TBpheme 3amaTka.

Hahwu omy BpemuocTt a > 1 3a kojy jemHaumHa o = x UMa TadyHO
JjemHO peleme.



Pewewe: To he ce mecutu xan rpadur puHKOUje y = a® DOAUPHE
npaBy y = x. Tana mopa 6uru (a®) = 1, tj. a®lna = 1. U3 ose
jemHaumHe M W3 TOoJIa3He JaKO HAJA3UMO a4 = el/e.

OnpenuTu yriaoBe TPOyria ako 3a HEeroBe YIJIOBe U CTPaHUIE BarKU
a:a=b:B=c:vy
(a,b 1 ¢ cy pemoM cTpaHuile HacCIpaMm yriosa «, (3 u 7).

Pewewe: W3 cumycme Teopeme mMaMo Jga je & = SH;B _ Sné'y.

OnaBrne, kopructehu naTy OTHOC yIJIOBa M CTPAHUINA, MMAaMO
sina sinf8  siny
a & g

[Tocmarpajmo ¢yuruujy f(x) = Sig‘”
cccosac—sinm‘ He-

na je oma omanajyha. Hanasumo ma je f/'(x) = s

ka je g(x) = xcosz — sinz. Kako je ¢'(r) = —xsinx < 0 ma un-
repsaxy (0,7), To je dymrmmja ¢g(r) omamajyhia Ha meMy U Kako
je g(0) = 0 mumamo nma je g(x) < 0 3a cBako = € (0,7) (oBme cMO
MCKOPUCTUNM U HemperunaHocT ¢yuruuje g(x) ma [0,27)). 3aro je

Ha nHTepBany (0, 7). Horazahemo

fl(z) = % < 0 ma (0,7), Te je pyurumja f(x) omamajyhia ma oBoM
MHTEpBaJy, MTO CMO M XTeJu ma mokazxkemo. Otyma, kopucrtehn
unwenuny na je f(a) = f(B) = f(v) u o, B,7 € (0,7), 3akmyayjemo

na je a = 3 =~ = . [lakue, jequau TpOyrao 3a 4umje yTIOBE U

CTpaHUIle BAKU JaTU OMHOC j€ je THAKOCTPAHUYHU TPOYTao.

Pewemwe:
3a mpupoman OpOj KaKkeMO Oa je MaJUHIPOM aKo je jemHak Opojy
3aIMCAaHOM KUCTUM nudppama y oOPHYTOM Penocieny.

(a) Hahwu majsehiu meromuppen naauaapom koju je memus ca 101.

(b) Hahwu majsehu 6poj yzacronnux nerormdpenux 6pojesa mebhy
KOjuMa HeMa MaJMHIPOMA.

Pewemwe:

(a) Buno roju merormuppenu nanuaapom abcba MoKe ce MpUKa3aTh
y 0bJuKy

abcba = 10001a + 10106 + 100c = 101(99a + 10b + ¢) + 2a — c.

To 3mauwm na je Taj maauapom nemuB ca 101 ako m camo ako
je 2a —c = 0 (jep je 3a 6uno Koje muppe a U ¢ UCIHYHEHO
|2a — ¢| < 101). Jemmaumna 2a¢ = ¢ ummunupa na je a < 4.
[Tomro Tpaskmumo nHajBehu Opoj, yzehemo nma je a = 4. Tana
je ¢ = 8. Rako 3a mudpy b mHemaMo HUKaKBe ycjaoBe, TO hemo
y3eru b =9 ma 6ucmo mobunm mHajsehum moryhu 6poj. Harne,
TpaskeHu O0poj je 49894.



(6) Meby caemehux 109 ysacTonnux meronudpeHux 6pojesa
10902, 10903, ..., 10999, 11000, ..., 11009, 11010

HeMa manueapoMa. Hajmamwm m HajBehm merommdpenm maaus-
apovmu cy pemom 10001 m 99999. IIpe 6poja 10001 je camo
jeman merouudper 6poj, a uza 6poja 99999 mema BuIIE METO-
nuppenux opojera. [lokazahemo ma mocisie 6uno Kor meromud-
peHor masumeApoMa x, * # 99999, mocroju apyru meronudper
nasuaapom obauka x 4+ 100 nnu x + 110 nau x + 11. O3naunmo
x = abcba. Axo je ¢ #9, taga je 6poj

x + 100 = ab(c + 1)ba

naguaapoM. Ako je ¢ =9 # b, 6poj

z+110=a(b+1)0(b+ 1)a

je masMHAPOM, M KOHAYHO ako je ¢ = b = 9 (mapaBHO, a # 9)
6poj

x4+ 11 = (a+1)000(a + 1)
j€e TaJImHIPOM.

IIpema Tome, mHajBehm moryhu Opoj ysacTtomHux mneTOnUE-
penux OpojeBa mebhy kojuma mema maJguaIpoMma je 109.



