PEIMTEIHA 3AJATARA OIIIIITVHCRKOT' TAKMMYEILEIHLA N3
MATEMATHURE YYJEHUKA CPEIILNX IITIKOJIA, 22.01.2011.

IIpBu pa3spen, A kareropuja

1. Iﬁﬁ'o 3a mpou3Bo/baH Tpoyrao XY 7, meroso texumre I M IPOU3BOLHY Tauky P Baxku P4Xk +
PY+ﬁ=3~ﬁ7 TO je

AG1 + BGy + CG3

ﬁ+ﬁ+@)+%-(ﬁ+@+ﬂ)+%-(O_H>+O_fi+C_B>)
At +BH +CH)

40+ OH + BO + OH +CO + OH )

40+ B0 +C0) + OH.

W= W= W= Wl

i
i
i
i

ITo XamunronoBoj hopmynu je 1@ + Bﬁ + @ = Iﬁ7 mro 3aBpmasa Ham noka3. (Taxrenra
61, crp. 35, Ilucmenu 3ananu, 3anatak 5)

2. Ilocroje mBe moryhuocTu, na y jemHom kape3y Oymae D mruma, a y Opyra ABa IO TPU, UIUA Oa Y
IBa KaBe3a Oyzie MO YeTUpU ITUIE, & y MPEOCTAIOM TPU.

Y mpBOM ciayuajy, meT NTHUIa 3a HAJUYHUjU KaBe3 MOKeMO omabpaTtu Ha <5) naunHa. Ilpe-
OCTaE NTHIE AeMIMO Y [BE IPyNe OA IO TP, MTO MOKEMO YPAMTH Ha o (3) HAUUHA.

. . 11
Y nmpyrom ciaydajy, TpPU NTHUIE 3a HajMame IIyH KaBe3 MOKeMO omabpaTu Ha g | HUEHA.

1
IIpeocrane nTune meamMo y aBe Tpyle O IO YETUPU, IITO MOKEMO yPAIUTU HA 5\ Ha4MHA.

IIpema Tome, yrynaun 6poj pacmopena je

11\ 1 /6 11y 1 /8
(5) : <3>+<3) : (4) 6210 + 165 - 35 = 10395

3. TMocmarpajmo meo Tabmauie Ge3 mocienme rosoue. OBaj meo Tabiuie ce MOsKe MOIEJUTU Ha

20102 20102

MUCjYHKTHUX KBaJpaTa AUMEH3uje 2 X 2, ma je y oBOM neixy obojeHo HajBuiie 2 - 1

nosma. Jlakme, kako mocaenma kogoHa camiku 2010 mossa, y Tabuaunm je 0obojeHo HajBUIIe

20102

2- + 2010 = 2010 - 1006 moJmpa.
IIpumeTuMo ma YKOIMKO OOOjUMO CBaKy APYTY KOJIOHY, TOYEBIIN OX IpBe, nobujamMo Oojeme Koje

3a,10BOJbABA yCJOBe 3amarka u 'y kome je o6ojeno 2010 - 1006 mosma, ma je Tpaskernu Opoj jenHaK
2010 - 1006.

4. IIpermocraBumo na Tpaskerum O6pojeBm n m m mocroje. Kaxo je 2011 mpocrt 6poj, To cy cBu
YMHOIIIM Ha JIEBO] cTpaHu crenenu opoja 2011 unu jemmaku 1. 3ato je S(n) = 2011% u S(n+1) =
20117, 3a mexre «, 8 € Ng. Kako 3a cBaku npuponan 6poj k Bazu S(k) =k (mod 3), o je

l=(n+1)-n=8mn+1)—85n)=2011°-2011“=1-1=0 (mod 3),

mITO je KOHTPAAUKIIIja.

5. Ilpso pewewe. Hera cy N u @) cpemumra crpanuna AB u AC, pemom. Kako je tpoyrao AM B
npasoyrau, a N cpemumre xunoreryse, 1o je MN = NB, na je <NMB = <NBM. Iame, Kako
je BM cumerpasa cnojsallmer yria Kon teMeHa B, To je <INBM = 90° — % -<<ABC, na je



<MNB =180°—-2-<NBM = <ABC.

N3 nocnenmwer je MN || BC. Canuno je PQ ||

BC. FKaxro je NQ@Q cpeama JuHUja TPOYTIA

ABC, 10 je u MN || BC, na cy tauke M, N, N
P u Q xomuueapue. Kako je MN = % - AB,
PQZ%-ACHMN:%-BC, TO je

MP=MN+NQ+QP == (AB + BC + CA), h -

N =

wro je u Tpebano gokazaru. (Tanmrenra 54,
crp. 47, TMlucmenu 3ananu, 3anarak 3) OIT2011 1A 5-1

Lpyeo pewewe. Hera cy mpecenu mpasux AM A

u AP ca npasom BC tauke N u ), pemom.

3a tpoyraose NBA u QCA Basku na cy cume-

TpaJse yrioBa kon tremena B u C, pemom, HOp- M P

MaJlHE Ha HACIOpaMHy CTPaHUIy, Oa Cy OBU

TpoyraoBu jemHakokpaku. Camum tum, NB =

AB, QC = AC wn tauke M u P cy cpenpumra

crpanuna AN u AQ, pemom. 3aro je MP N B c Q
cpenwa suHuja Tpoyria ANQ u Baxku O 2011 1A 5-2

MP = %-(NB+BC+CQ) _ %-(AB+BC+CA),
mTo je m Tpebasio MOKa3aTu.
Ilpyru pa3pemn, A rareropuja
(a) 3a a# —2 cy 21 1 To PA3IUYNATH OJ HyJI(i ;a n3pa3 nma cvmuciaa. llame, npema BueroBum
a
4

dpopmynamMa je r1 + T2 = U X1T9 = — , a je

1 3 + 23 _(m + 19)? — 271719 B 9¢2 + 14a + 17

- + - = — g
D) 2 3 2 PP) 2
x7 a5 rixs riTs (a+2)

Kako je (a+2)% > 0, ycanos 3amatke ce csomm Ha 9(9a? + 14a + 17) > 40(a + 2)?, omrocHO

41a® — 34a — 7> 0.

Pemema oarosapajyhe kBampaTHe jemHavumue Cy 1 n 1, ma je CKymn pelema MOoCIeqme He-
7
jenHauYMHEe (—oo, _H] U[l,+00). Kako je a # —2, 1o je

a€ (—oo,-2)U (—2,—%] U1, +00).

(6) Hera je f(x) = 42? — (3a+ 1)z —a—2. Ila 6u oba pemema npunagana uaTepsary (—1,2) mo-
BowHO je ma f(—1) u f(2) 6ymy uctor 3uaka, onnocuo f(—1)-f(2) > 0, na ce z-KoopaMHATA TEeMEHA
3a+1

napaboine Hasaszu y uHTepBasy (—1,2), omHocHo ma je —1 < < 2 U gma y-KOOpIUHATA

3a+1
8

remena u f(—1) 6yny paznuuuTor 3HaKa, OLHOCHO f

3a—|—1) __9a2—|—22a—|—33
8

>-f(—1) < 0. Karo je f(—1) = 2a+3,

= ————————, TO Ce nocjaeame CBOIN Ha

f(2):—7a+121/1f< G

9a2 + 22a + 33

(2a+3)(=7a+12) >0, —-3<a<3?, 15

(2a+3) > 0.



12
7 9
3aI0BOJLEHA je 1 APYTa HejeaHaurHa. Kako je IMCKPUMMHAHTA KBaApATHOT TpuHOMa 9a2+22a+33
jemmaka 222—4-9-33 < 0, o je 9a2+22a+33 > 0, 3a cBe a € R. Camum TUM, CBaKO a 13 MHTEPBAJA

W3 npBe HejennaunHe 3aKbydyjeMo na je —3 <a < a 3a OBE BPEIHOCTU HapaMeTrpa a

3 12 . .
(—5, = | samosomasa u tpehly HejemHaumMHy, Ma OBaj MHTEPBAJ IPEICTABIbA PEIICHE 3aTaTKA.
(Tanrenra 62, ctp. 36, [lucmenu 3anamu, 3anatax 2)

Ilo CpOpMy.TII/I 3a KOCHUHYC OBOCTPYKOI yIJia MMaMO

2 o 2

cod? (z N 5x) _ cos(§ +10x) +1 —sinl0z +1
—sin8xr + 1
2

™ .
n CJINYHO COS2 (Z + 4.13) = , IIa C€ JeOHaKOCT CBOIU Ha

sin 8z — sin 10z = 2 - sin® x - cos 9z.

IIo popmynu 3a paznuky cumyca je sin8x —sin 10x = —2-sinx - cos 9z, na je mocaenma jeTHAKOCT
€KBUBAJICHTHA Ca
sina - cos 9z - (1 +sinx) = 0.

k
Iakie, sianO,cos9a::01/m1/1sinx:—1,najecm’ynpemema{kﬂkEZ}U{%+§|]€EZ}U
3 3 k
77T—|—2k77|k‘6Z}. Kako je {§+2k7r|k€Z} C {%—F?ﬂ-“{JEZ}, TO C€ CKYI pPEelIeHa MOKE
3AIUCATU U KaO N
7 7
kr|k eZ —+—|k€eZ;.
{km|k € }U{18+9| € }

(Tanrenra 54, crp. 47, [lucmenu 3anamu, 3anatax 2)

Heka cy yramosu rox temena A, B u C tpoyrna ABC penom «, [ u . Tana je u3 npaBoyriaux
tpoyrnosa AEB u ADB

C
AFE = ABsin3, BD = ABsina.
Kako je <ABP = 90° — a, <BAP =90° — 8 u
<APB = a+ [, IpUMEHOM CHUHYCHE TeopeMe Ha P
tpoyrao APB nobujamo
APzAB-Sir,l(goo_a):AB- _cosa ’ .
sin(a + ) sin(a + ) %
BP:AB-M:AB-%.
sin(a + ) sin(a + f3) A B
Cana je
AP-AE+BP-BD — ABQ'cosasu.lﬁ-i-cosBsma _AB?. OIT2011 2A 3
sin(a + f)
mTo je m Tpebasio mokKa3aTu.
- 51 1275 -1
IIpumernmo na je 1+24---+ 50 = % =1275n % = 637. Ilomenumo cBe MOACKyIOBE
cryma {1,2,...,50} y mapoBe: cBaku MOACKYN je y mapy ca CBOJUM KOMILIEMEHTOM. Ilpmmermmo
Ia y CBaKOM ITapy TadHO jedaH O MOJCKYNOBa uMa cyMy enemenara Behy on 637. IIpema Tome,

. 250 — 249

IIOCTOjU YKYIHO 5 TPaKCHUX IOACKYIIOBA.

IIpernocrasumo na je <ACB > 45° (cayuaj <ACB < 45° ce amasorHo pemasa). Kako je
<AMB = <ANB = 90° rauke A, N, M u B cy rounukaunuae. CamMum TuM,



JAMN = <ABN (yrsnosu Hanx tetmBoM AN)
<IMAN = <MBN (yrnosu man rerusom MN).

Iame, rako cy tpoyraosu ANT u BKM

JeTHAKOKPAKO-TIPABOYTJIN, TO je

T'AK = <TAN —<MAN =45°—<MBN
= <KBT,

na cy tauke A, K, T u B kounuknauune. CamMum
M, <AKT 4+ <ABT = 180°, na je

<TKM = 180° - <AKT = <ABT = <ABN
= <AMN.

OIl2011 2A 5

W3 nocnenmer je jacuo KT || MN.
Tpehu paspen, A kareropuja

Bpoj memapuux 6pojeBa mamucanux Ha Tabuau ce He MEHma ako cy u3bpucana mnBa Opoja pasiiu-
YuTe MAapHOCTU WM aKO Cy u3bpucana nBa mapHa Opoja, IOK ce cMamyje 3a 2 ako cy u3bpucana
nBa Henapsa 6poja. lakie, mapHocTt 6poja HemapHux OpojeBa Ha Tabuu je MHBapujaHta (He
Memha Ce) HPUMEHOM 3aIaTOr HOCTylKa. Kako je Ha mouerky Ousio 15 Hemapuux GpojeBa, 3a-
Kibydyjemo na hie nmocaenmu 6poj Ha Tabuu 6uru Henapan. (Tanrenra 57, crpana 13, Harpanuu
samanu, M804)

W3 cunycnux Teopema 3a tpoyrao ABC, ommocno A'B'C’, je

AB BC CA A'B’ B'C’ C'A

Sn<ACB  sm<BAC sn<CBA’ MO GLqA OB T sn<aB'AC'  sn<C'BA
ma je MOBOJbHO MOKA3aTU
2-sin<gBAC - sin<aB'A'C" > sin<ABC - sin<A’B'C’ + sin<ACB - sin<A'C'B'. (%)

Hera je <ABC = 3, <A'B'C' = 8/, <ACB =, <A’C'B’ = /. U3 ycnosa 3anatka (*) ce cBoau
Ha 5

3 >sinf - sin ' + sinvy - sinvy’.

Ilame, kopunmhemeM TPUTOHOMETPUjCKUX uaeHTuTeTa u 3+ v = 3+~ = 120°, mobujamo

cos(B — B') = cos(B + B') + cos(y —1') — cos(y +7)

sin Bsin 8’ + sinysiny’ =

2
1 / ' A
_ 005(5_5,)_COSB+5;7+7 ccos BB 27 Y
1 '—y—o 3
= Cos(ﬁ—ﬁ/)_i.coswgi,

mTo je m Tpebasio MOKa3aTu.

JloKa;KMMO TIPBO 4 jeé y CBAKOM KOPAaKy Ha TabJy 3aluCcaH MOJWHOM CTENeHa HajBume asa. Heka
je ma Tabmu 3amucan kBagpartHu TpuHOM f(7) = ax® + bx + c¢. Tana je

x2-f<1+%)=(a+b+c)x2+(b+2a)x+a u (x—1)2-f( ):cx2+(b—2c)x+(a—b+c).

x—1
Hame, npumetTuMmo na je
(b+2a)* —4a(a+b+c) = (b—2¢)? — 4c(a — b+ ¢) = b* — 4ac,

Ta TIOCJTe CBAKOT KOPaKa MOJIMHOM 3aliCaH Ha Tabim nvma mackpuMuaanTy 20102 —4-2011 (y3u-
MaMo Za je IMCKPUMUHATHA TOTMHOMA ax + b jemnaka a?, a komctamTHOTr mosunHoMa (). Kako je
MUCKPUMUHAHTA TMOJIUHOMA, 22 +2011z + 2010 jemHAKA 20112 —4- 2010, ou me MOyke OUTHU 3amnuCcaH
Ha Tabiu.



IIpso pewewe. Ha npasoj C'D monpramo Tauky
Z, Tako na Baxku <BZC = <ADB. 306or jenna-
KocTU yriioBa Han tetuBoM AB mobujamo ma je
<ADB = <AMB, na je uerBopoyrao M X BZ
tetuBaHn. V3 morennuje tauke Y y OOHOCY Ha
oBa ABa Kpyra mobumjamo

YM-YB=XY -YZ,
OJTHOCHO

YM-YB=YD- -YC.
Ha ocHoBy mperxomHmx jemuakoctu noOmjamMo
DX-CcYy = (DY -XY)-CY

= XY - YZ-XY -YC=XY -CZ,

OIl2011 3A4

ma je martu u3pal jemnak C'Z u He 3aBUCU OJ
nzbopa rauke M. (Tamrenrta 54, ctp. 20, Ha-
rpagau 3anamu, M755)

Jpyeo pewemwe. YBeaUMO KOMIIEKCHY PaBaH, TAKO Ha je KPyr omnucan oko yerBopoyria ABCD
jemuunuynu. Heka Tadykama oaroBapajy KOMIIEKCHU OpOjeBU O3HAUEHW OATOBapajynhmM Maamm
crnoBuma. Ilo ¢popmynu 3a mpecek TeTuBa jeIUHUYHOD KPYyTra UMaMO

am(c+d) — ed(a + m) bm(c+d) — cd(b+ m)
= . y= -
am — cd bm — cd
Cana je
am(c+d) — cd(a + m) clam +d?> —da —dm)  c(a—d)(m —d)
x_d: —d: = ,
am — cd am — cd am — cd
d(b — _
U AHAJOTHO Y — C = w Tarobe,
bm — cd
oy~ cdm?(a — b) — edm(c +d)(a — b) + *d*(a —b)  cd(a —b)(m — ¢)(m — d)
v= (am — cd)(bm — cd) — (am —cd)(bm —cd)
iy DX-CY |(a—d)(b—c)| AD-BC 17O He 3aBHCH ox Tauxe M
aje —p— = o = —4p  WTo He saBuch ox Tazke M.

(a) IpernocraBuMo na 0Baj HU3 CAIp:KU OapeM IBa MOTIyHA KBAAPATA W HEKA je mp* +1 = a?

ump' +1="0% rtme je k<1, aabecN. U3 oBux jengaxoctu mo6mjamo
(a® = 1)p* =b* — 1, (%)

rae je | —k = 2s. Kaxo je H3IL (b — 1,b+ 1) jemmako 1 mmm 2, 1o 3a p # 2 Bazu p>* | b — 1 nmm
p?* | b+ 1. Yrommko je p = 2, taza je a®? — 1 memmso ca 2, ma omer 2% | b— 1 wmm 2% | b+ 1.

CamuM TuM, y 06a cayudaja Mopa Outnm b+ 1> p?s.

Jemmaxoct () je mame exkBuBaJsienTHa ca a’p> — b2 = p?* — 1, omHocHo

(ap® — b)(ap® +b) = p** — 1,

ma ap® + b | p** — 1. Mebyrtum, ap® +b > b > p?* — 1, kouTpaamEnumja.
(6) He. Hera je p =2 u m = 2. Kaxo je 222+ 11 = 2 (mod 3), To je cBaku umanm Hu3a
KOHTDYEHTaH ca 2 1Mo MOy 3, Ha He MOKe OUTU TMOTIYH KBAIPAT.

UYerBpTH pa3spen, A kareropuja

O6uacr pepunucanoctu ¢pyuruuje je (—oo,0) U (0,1) U (1,4+00). Oapenumo usBon ¢GyHKHuje y
0BOj obmacTu:

N SR D
1422 1422 14 22

/ , 1+ / 1\’
f'(z) = (arctgx)’ + arctgm +92. arctg; —0,



WTO JOKasyje na je (yHKOMja 3arcTa KOHCTAHTA HA CBAkOM ox uHTepBasta (—o0,0), (0,1) u

. s s 3T . s ™ 57 .

(1, +00). KaKOJef(—l)——Z—i—O—ZZ——Z,mgrg+f(x)—0+z+2-§—zHmlgif(x)—
T T o7
T _ 2492 0 ;
1 gty T rede

_%TTra xE(—oo,O)

f(z) = 2, xe(0,1)
T 2 € (1,+00)

Heka je O rtauka mpecerka mumjaronasa pomba EFGH. Kako je <FOG = 90°, 1o je 360r
<FOG + <FCD = 180°, werBopoyrao FCGO teruBan. 3aro je <FOC = <FGC, a0 yriosu
Han 3ajenuuukoMm TtetuBoM F'C'. Amanormum pasmarpamem mobujamo na je u <HOA = <HFA.
Hame, <FGC = <HEA, ka0 yriiosu ca mapaJjieJIJHIM KpaluMa, 1ma je 3000 MOKa3aHuX je IHAKOCTU
u <FOC = <HOA. Cavmum tum, tauke A, O u C cy romuneapne. Amanoruo, tauke B, O u D
cy roamHeapHe, na je O npecek nujaronaia npaBoyraonuka ABCD.

Heka cy tauke F’ u G’, penom, mogHOMKja HOP-
MaJia KOHCTPYUCAHUX u3 Tauke O Ha CTPAHUIE
BC u CD. Tpoyranosu AOF'F u NAOG'G
cy camuHu (MMajy jelHaKe CBe yIJIOBe), Ia je

OF _OF _ AB
OG 0OG' BC

=2, ma je

P=2-0OF-0G = OFZ2.

Kako je pacrojame Tauke O On TpPOU3BOJLHE
tauke ca crpanurne BC 6ap 1, a mame je on
MOJIOBUHE [AMjaroHaJe TPABOYTaOHUKA, TO je

5
1<P=0F?< e mTo je m Tpedasio MOKA3ATH.

OIT2011 4A 2

Hera je nxn majsehu kBagparT Koju ce MO:Ke TMOIJIOYATHA. Y KYITHA TOBPIINHA CBUX PACIOIOKNBUAX
¢urypuna je 100, e je n? <100, ommocro n < 10. Y3 To, Kako je mospmmHa cBake (urypwure 4,
umamo ma 4 | n?, ogrocHO N je mapan 6poj.

Horaxumo na uuje Moryhe mommouaru kBagpar crpanure 10. I[Ipernocrasumo cympoTtro. Ako
jenuHmyHa nosba kBaapara 10 X 10 o6ojuMo Ham3aMeHUYHO HPHOM u GesoMm GojoMm (LIAXOBCKH),
OHMAa U NPHUX U Oeawmx mossa nma 1o 50. IITpumermnmo na ceaka ¢urypuna, ocum tpelie HaBenene,
IpeKpuBa IO IABa npHa 1 aBa Oesa mossa. Tpeha ¢urypuna npekpuBa Tpu mOJba jeTHE U jeTHO
mose apyre 6oje.

Heka je x ¢urypuna xoje npekpusajy 3 upHa J J
u jemHo 6eso mosbe, a y = b — x uUrypuma roje —L —L
npekpuBajy 3 Oesia U jeAHO IPHO moJbe. Kako ,— |/

je pasznuka Opoja MPEKPUBEHUX IPHUX U Oesn |
nossa jenHaka Hynu, Mopa outu (3z+y)— (3y+
z) = 0. Mebyrum, u3 nocremmer nobujamo

T =, mro Huje moryhe.

Cnuka ca pecHe cTpaHe IokKa3yje ma ce
KBaJpaT CTpaHuIe 8 MOKe MNOIJIoOYaTH, Ia je
TpaskeHa MOBPIINHA jeqHaka 64. OII2011 4A 3

Axo 6poj ab+1 memu X = a® 4+ 3ab?> +2 u Y = 3b* — 263 + 3, onma menm u 6poj
BX 4+Y = (ab)® 4 3b*(ab + 1) + 3.

Bpoj (ab)?+1 je memus ca ab+1, jep je (ab)>+1 = (ab+1)((ab)? —ab+1), ma mobujamo ab+1 | 2.
3ato je ab+1<2, na (a,b) mose butu camo map (1,1). IIposepa nokasyje na (a,b) = (1,1) jecre
pememne.



IlorkazahieMo IPpBO & y CBAKOM TPOYTILY BaiKU
he hy h. R+2r
—- t+t =+ == ) *
2 et E T o *)

rme ¢y hg, hy u h, onroBapajyhe Bucune.
Axro ca S obeneRuMO TOBPUIMHY, ca p moayobum, a ca «, [ u 7 yriaoBe TpoyrJja, Tama W3

ha - . .
UOCHTUTETa — = COS s 77 ahy, = 25 = 2pr, a = 2R sin a nobujamo
h ANZ 1 a B~ R-sina-cosQﬁ;7
[ (E)W_a:%'cos 2 pr
( . sin26—|—sin2’y>
= — . |sina+ —

R
2pr
he hy, h R . : . : : .
na je L = Al + Z_Qb + l—; =5 [(sin 4 sin B + siny) + (sin 2a + sin 23 + sin 2)].
a b b pr
. . . @« By _p  a By T
Cauna, xopucrehn nnenrurere sin a+sin f+siny = 4-cos 5 CO8 5 COS o = 5, 4-sin 5 Singsing =

o)
u sin 2a +sin 24 +sin2y = 4 - sinasin fsiny = 32-sin—sin§sin1 -cos—cosﬁcosz7 KOJU BayKe 3a

2 2 2 2 2 2
Vh, Vi, m) )

yIJoBe TpoyTria, nobujamMo jeaHAKOCT ().

Iame, mpumenom Hejemnakoctu Komwu-IlIBapu-BymakoBckor Ha Tpojke ( T
a b c

1 1 1
—\ —,— |, mobujamo
( ha \/Eb \/Ec) !

L1 2< ha+hb+hc Lo 1\ _R+2r (1 1 1
la b 1) S\2 2T he = hy  he)  2Rr \ha  hy  h)’

o1 1 1 a+b+c 1 .
na Kako jJe — + — + — = ———— = —, TO TpaKeHa HeJeIHAKOCT 3aXCTa BayKU.
ha hy  he 28 T
. Iy le . B -
JenHakoCcT BasKM AKO U CAMO aKO je — = — = —, ONHOCHO aKO W CaMO aKO je COS =
ha hy hy 2
v -« a—p ) .
€08 —— = cos . Hocaenme je exkBuBasentro ca |a — 8] = |8 — | = |y — «|. Hera je 6e3

yMamema onmroct v Hajsehn on oBa tpum yraa. Tama m3z v — a = v —  mobujamo o = 3, na
je m v = . [akue, jeqHAKOCT BaKU aKO U CaMO ako je Tpoyrao jemHakocrpanuvas. (Taxrenta
61, crp. 17, Harpanau 3ananu, M903)

IlpBu pa3pen, b kareropuja

W3 upsor ycaosa je B C {a,b,c,d,e, f,g,h,i}, u3 apyror a € B, a u3 nocaenwer {d,e, f,g,h} C B.
W3 tpeher ycaosa ¢ ¢ B u ¢ ¢ B. V3 npsa nBa ycioBa 3aK/bydyjeMo na ce b HAJIA3U Y TadvyHO
jemaom ox ckymoBa A m B, mro 3ajemHo ca uveTBpTuUM ycyaoBoMm npaje b € A u b ¢ B. 3naun
B={a,d,e, f,g,h}, ma je A={a,b,c,i}. (Tanrenra 61, ctp. 31, lucmenn 3anmamu, 3anarax 2)

Tabnuna pesanuje maTa je ca mecHe CTpaHe. p |25 53 71 74
MoskeMO TpPUMETUTH A& YKOJIUKO je apb, na 25T T L T
je a = 25. Cammum TumM, p HHje pedie- 53 L L L 1
KCHBHA, & jecTe aHTUCUMETPHUYHA U TPaH3U- 1L 1L L L
TuBHa. Kako je 25p53, To penamnuja Huje cu- 4L L 1L 1
verpuuna. (Tamrenra 61, crp. 31, I[Mucmenu

3amanu, 3amaTak 3) OIT2011 152

Kako Ama mopa cemeru no Bojama, a Becuna mo I'opama, morpe6uo je pacnopemutu 16 myau u
2 mapa, omgHocHO yrymHO 18 | rpyma”. IIpu ToMe y cBakoj on ABe rpyle ca IO IBa YjaaHa UMaMO
2 pazauuuTa pacmopema, ma je TpaxkeHu 6poj pacmopena jemHar 2 -2 - 18!.

Hexa je z = 5%20-20°. Kaxo je x = 5%20-4°%.5% =210.525 = 1010. 5% 10 je mocaemmux 10 nudpapa



6poja r jemHako HyJM, IOK Cy IpeocTajie TPU HeIo3HaTe muppe mocaeame Tpu mappe 6Gpoja 5o,
[pumernmo ma Bazkn 51° — 53 = 53(512 — 1) = 53(25° — 1). Kako 25° maje ocrarak 1 mpu nememy
ca 8, To 8 | 256 — 1, ma 1000 | 5% — 53. 3aro cy mocaemme Tpu mudpe 6poja 5% mcre Kao u
nocienme Tpu nudpe 6poja 53, OMHOCHO IpeocTale TPU nudpe cy pemom 1, 2 u 5.

(a) o medpununuju pysrnuja f u g je (fog)(2010) = f(¢g(2010)) = f(4020) = 4021 u (go f)(2011) =
g(f(2011)) = ¢(2010) = 4020.
(6) ITorpebHo je pasmMoTpuTH ABa CIydaja:
1° n mapan. Tana je (fog)(n) = f(g(n)) = f(2n) = 2n+1u (gof)(n) = g(f(n)) = g(n+1) = 3(n+1)
(mocnensma jemHAKOCT Baxku jep je n + 1 Hemapas).
2° n memapan. Tana je (fog)(n) = f(g(n)) = f(3n) =3n — 1 (mocaenma jemHAKOCT Ba:kM jep je
3n menapan) u (go f)(n) =g(f(n)) =g(n—1) =2(n—1) (mocaenma jenHakocT Baxku jep je n— 1
napas).

2n+1, n mapan 3(n+1), n napan
Haxne, (f o g)(n) = { 3n —1, n memapan '’ (g0 f)(n) = { 2En — 1%, n HemapaH
(Tanrenra 61, crp. 31, ITucmenu 3axanu, 3anarax 5)

Ipyru paspen, B kareropuja

Buneru npBu 3amarak 3a apyru paspen A karteropuje.

ITorpebro je mokazatu ma je A = m®n—mn® = mn(m* —n?) nemuso ca 30, oxnocuo ca 2, 3 u 5.
p J J ) )

YKOIUKO je m Wiau N AebUBO ca 2, Tanga je mn, na u A, memuBo ca 2. YKOJIUKO CY M U N

mHemapuu, tana cy u m* u n* wemapnu, ma je m* — n* mapan, a camum Tum u A memus ca 2.

YKOJIUKO je m Wiau N JeJbUBO ca 3, Tama je mn, na u A, nesuBo ca 3. YKOJIUKO M U N HUCY

nemuBy ca 3, Tama m? u n? majy ocrarak 1 mpu mememy ca 3, ma je m* —n* = (m? —n?)(m?+n?)

neawuso ca 3. Camum TuM je u A memuso ca 3.

YKOIUKO je m uiu n mesbuBo ca b5, tanma je mn, na u A, memuBo ca 5. Heka 3ato m u n mHucy

nessuBU ca 5. YeTBpTH cTemeH 6poja KOjU HUje NeJLUB ca 5 MOPa JaBaTU OCTATAK 1 IPU AeJLemy

ca 5 (Bazxm (5k +1)* =1* (mod 5), a 1* =1, 2* = 16, 3* =81 u 4* = 256), ma 5 | m* — n*, a 3aro

n 5| A. (Tanrenra 54, crp. 46, I[Tucmenn 3ananu, 3anatax 4)

B 1-iv3  1—-iv3  A=(A+1)i A=A+ 1DV3—(A3+A+1)i
TEONFOAD A+ O+ D A—(A+1)i X (A+1)2 '

Kako je A peanan 6poj, morpebal U IOBOJbAH YCIOB A3 IOCIENHH 0poj Gyae peanan je A3 +

1+V3

Buneru npyru 3amarak 3a npBu paszpen A karteropuje.

A+1=0, omHOCHO A = — (Tanrenra 61, ctp. 32, [lucmenu 3ananu, 3axarak 5)

Herka cy A’, B’, (' Tauke mnpeceka mnpo-
nysxkeraka nysku AP, BP u C'P ca KpysKHUIIOM
onucanuM orko Tpoyraa ABC, pemom. Tana
BAKU

<ABB' = <AA'B’ (maxm retmsom AB')
<JACC" = <AA'C’ (man retmBom AC’),
na je
<B'A'C" = <ABB' + <ACC’

= a—<B'BC+~—<C'CB.

Kako je a+~v =180° -3, a <B'BC +<C'CB =
180° — «BPC, 10 je

4B'ACT = 180° — § — (180° — <BPC)
= <BPC -3 =60°. \\___\367
Amajnormo mobujamo ma je <A'B'C’ = T0° n
OIl2011 255

<A'C'B’ = 50°, na cy yraosu tpoyraa A'B'C’
jemaaxmu 50°, 60° u 70°.



Tpehu pazpen, b kareropuja

. 3 3 . .
YKOJIUKO NPBY jeOHAUNHY IOMHOKUMO PEIOM Cca 5 —1mn —5 u gomamo npyroj, rpehoj m

YeTBPTOj jeaHaunHu, noOMjaMO €KBUBAJIEHTAH CUCTEM

2z +3y 42z +3t =0
5 _3, ~0
2Y 2 -
-y 4z =0
5 + ) t 0
—— —z m— - =0.
27 2
YKOJIUKO cama MOMHOKUAMO APYTY jeTHAUMHY PEeIOM Ca —x u —% u moxamo tpelhioj n yeTBpTOoj

jemHAYMHU, TOOMjaMO €KBUBAJIEHTAH CUCTEM

2¢ +3y +2z +3t =0
3 _3, —0

2Y 2 -
z +t =0

-z +(m-3)t =0.

YKOJUKO caja 4eTBPTOj jenHaunHn mnonamo tpehy, mobujamo

20 +3y +2z +3t =0
D 5 _o
2Y 2 -
z +t =0
(m—2)t =0.

Yroamuro je m # 2, tana je t = 0, ma u3 mpeocrasux jemHaumHa gobujamo z =y = x = 0, Tj.
CUCTEM MMAa jeMHCTBEHO PEIIeHe.

Yrkonukro je m = 2, rana je t = o, THe je o Ipou3BOJbaH peasian Opoj. M3 npeocranux jenHadymHa
mobujaMo z = —q, Yy = —Q U & = (v, T4 CUCTEM MMa DECKOHAUHO MHOTO PEeIleHa.

Harne, cucteM uma 6€CKOHAYHO MHOTO PENIeHa aKO U CaMO aKo je m = 2.

Bunern npyru 3amatak 3a Apyru pa3pen A KaTeropuje.
yCJ'IOBI/I ,ILerI/IHI/IcaHOCTI/I JAaTOT U3pa3a Cy
x>0, T # 1, 341> 0, r+1>0, r+1#1.

ITpumernmo ma ykomuko je x > 0 m x # 1, Tama cy u mpeoctatu yciaoBU 3amoBosreHu. lara
HejeIHAUNHA je €KBUBAJIEHTHA Ca

3
® 41 22 —x+1
log, ———5 log, —————
1 @ 1)2 6o
0<log,(z+1) ————— —2 = (z+1) = z 41
- log, (v + 1) g,z +1)  log,(w+1)
ITorpe6uo je pasmorpuru ciaeneha mpa ciayuaja:
2
— 1
1° x > 1. Tama je log,(x +1) > 0, na je HejemqnauMHa €KBUBAJIEHTHA ca log, % > 0,
x
22—z +1 . .
OJHOCHO Ca S > 1. Kako je z +1 > 0, mocnentme je exkBUBaJeHTHO ca x - (z — 2) > 0.
x
Ilakse, y 0BOM Ciyuajy CKyI pemema je (2,400).
2
. 1
2° 0 <z < 1. Tana je log,(x+ 1) <0, na je nejennauymna exkBUBaJeHTHA ca log, % <0,
x
22—z +1
OJTHOCHO Ca ari > 1. Kako je x +1 > 0, nocuenme je exkBuBajeHTHo ca « - (v — 2) > 0.
x

Iakme, y oBOM ciay4dajy HEMa PEHICHA.
U3 1° u 2° 3akmyuyjemMo ma je ckyn pemema (2, +00).

IIpecer mare 3apyOibeHe Kylle M PaBHU KOja IPOJIA3M KPO3 LEHTPE OCHOBA U HOPMAaJIHA je Ha
OCHOBE je jeTHaAKOKPaKU Tpale3 y KOjU Ce MOXKe yIUCATHU KPYT.



Hera cy a u b pemom moaynpeunuriu Behe u

Mame OCHOBe Kylle, a 1 IOJYIPEYHUK JIOITE

ynucase y oBy kymy. Tazma cy ocHOBe Tparesa

2a n 2b, a Bucunua 2r. Kako je Tpame3 TaH-

DEeHTHH, TO je NYKUHA HErOBOI KPaKa jedHaKa b
a+b. Cana je uz I[luraropune Teopeme

(a+b)2 = (a—0b)2+(2r), 2r| Na+b
omuoCHO 12 = ab.
Hasme, 3anpemuna Kyme je
_ 2r(a® 4+ ab+b*)m a a—b
= 3 ,

Vi

4 3
a sgonte Vi = %, ma je 0JHOC 3alpeMUHA, OI12011 34

Vi a?+ab+0b>  a®+ ab+ b

7 272 2ab

Kako je my:xumHa Kpaka Tpamesa jemnaka | = a+b, To je moppumaa kyne Px = (a?+b%+(a+b)l)m =
2(a® + ab + b*)m, a mospmuHa jonte Pp, = 41?71 = 4abrw, ma je 0AHOC TOBPIIMHA

Pr a® + ab + b2 Vi
PL 2ab v
mTo je m Tpebasio moKa3aTu.

I[Ipumernmo na cy Axrcenruje m Munyrtun ouvesu, a Munytus u Jlakn cunoBuU.

Osmaunmo ca A wucka3z ,,AkceHtuje roBopu

uctuny” (tama je -A =, Axcenrtuje naxke”), ca ‘ A ‘ M ‘ L H D ‘ q ‘ r ‘
M wucras ,Mwunytua rosopu mctuny’ u ca L ololol1lol1
ucka3 ,,Jlaku rosopu uctuny”’. Tama cy mare olol1illiT11
u3jase:
0] 10011

p = A@M:(A/\M)\/(—‘A/\—!M), 0 1 11lololo

g = MYL=(MA-L)V(—-MAL), 11olollololo

ro= pVvg 1[0 |1]0|1|1]| «
IIpencraBumo Tabnumom oBe mckaze (0 ako je 1|1 (0]1]1|1
MCKa3 JaskaH, a | ako je WCTUHUT), a 3a- 11 1)j1(0]1

TUM OApeaArMO W HUCTUHUTOCHY BPEAHOCT WU3-
JaBa p,q,T:

Usjase p,q,r cy mamu Axcenruje, Munytun u Jlaku, na je ¥ HUXOBAa UCTUHUTOCHA BPEIHOCT
jemnaka ca A, M, L (me mopa TuM penocienom!), a BUIUMO A& Ce JIeBa U AeCHA CTPAaHA HOKJIANA]Y
caMo y 6. BpcTu (O3HAYEHA CTPENIMIOM Y IPETXOAHO] TabJINIM).

(a) Ha ocHOBY IpeTxoaHOr MOKEMO 3akbyunTu qa MunyTtun ngake, 10k Akxcentuje u Jlaku yBek
FOBOpE UCTUHY.

(6) Camo 3a Munyrtuna 3HaMO I je U3jABUO P.
YerBpTHu paspern, b kareropuja

dyurnuja y je nepmnucana 3a r # 0 u Ha 00IaCTN AEPUHUCAHOCTU BAKU

, (I em)/ ., €x—-1) , 22-—x+1
e —— =

mna je




m ™
Kako je cos (5 — 3x) = sin 3z, sin (5 — Bx) = cos 3z, a U3 aAUIUOHUX POPMYyIa

cos 2z - cosx — sin 2z - sina = (2cos®>x — 1) - cosz — 2sin® x - cosx = 4 cos® x — 3cosx

cos 3z

sin3z = sin2z-cosx +sinz-cos2z = 2sinz - cos® x +sinx - (1 — 2sin’z) = 3sinx — 4sin® z,
TO je moJla3HA HejeqHAUNHA €KBUBAJICHTA Ca

3v3
8

. . . 3 .
2YY <« 3.sinz-cosPr —3-sin’z-cosx =3 -sinx - cosx - cos 2w = 1 -sindx.

. 3 .
W3 nocnenmer je sindx > — > 12 je CKyI pemema

(LT,
12 276 2 )

keZ

Buneru npsu 3amartak 3a Tpehu paspen b kareropuje.
Buneru npyru 3amarak 3a npBu paszpen A karteropuje.

Buneru npyru 3amarak 3a tpehiu paspen A kareropuje.
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