
REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋEǋA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 22.01.2011.

Prvi razred , A kategorija

Kako za proizvoǉan trougao XY Z, ǌegovo te�ixte T i proizvoǉnu taqku P va�i
−−→
PX +1. −−→

PY +
−→
PZ = 3 · −→PT , to je

−−→
AG1 +

−−→
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1
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+
1

3
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3
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3
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Po Hamiltonovoj formuli je
−→
AO +

−−→
BO +

−−→
CO =

−−→
HO, xto zavrxava nax dokaz. (Tangenta

61, str. 35, Pismeni zadaci, zadatak 5)

Postoje dve mogu�nosti, da u jednom kavezu bude 5 ptica, a u druga dva po tri, ili da u2.
dva kaveza bude po qetiri ptice, a u preostalom tri.

U prvom sluqaju, pet ptica za najpuniji kavez mo�emo odabrati na

(

11

5

)

naqina. Pre-

ostale ptice delimo u dve grupe od po tri, xto mo�emo uraditi na
1

2

(

6

3

)

naqina.

U drugom sluqaju, tri ptice za najmaǌe pun kavez mo�emo odabrati na

(

11

3

)

naqina.

Preostale ptice delimo u dve grupe od po qetiri, xto mo�emo uraditi na
1

2

(

8

4

)

naqina.

Prema tome, ukupan broj rasporeda je

(

11

5

)

· 1
2
·
(

6

3

)

+

(

11

3

)

· 1
2
·
(

8

4

)

= 462 · 10 + 165 · 35 = 10395.

Posmatrajmo deo tablice bez posledǌe kolone. Ovaj deo tablice se mo�e podeliti na3.
20102

4
disjunktnih kvadrata dimenzije 2 × 2, pa je u ovom delu obojeno najvixe 2 · 2010

2

4
poǉa. Dakle, kako posledǌa kolona sad�i 2010 poǉa, u tablici je obojeno najvixe

2 · 2010
2

4
+ 2010 = 2010 · 1006 poǉa.

Primetimo da ukoliko obojimo svaku drugu kolonu, poqevxi od prve, dobijamo bojeǌe koje
zadovoǉava uslove zadatka i u kome je obojeno 2010 · 1006 poǉa, pa je tra�eni broj jednak
2010 · 1006.
Pretpostavimo da tra�eni brojevi n i m postoje. Kako je 2011 prost broj, to su svi4.
umnoxci na levoj strani stepeni broja 2011 ili jednaki 1. Zato je S(n) = 2011α i S(n+1) =
2011β, za neke α, β ∈ N0. Kako za svaki prirodan broj k va�i S(k) ≡ k (mod 3), to je

1 ≡ (n+ 1)− n ≡ S(n+ 1)− S(n) ≡ 2011β − 2011α ≡ 1− 1 ≡ 0 (mod 3),

xto je kontradikcija.

Prvo rexeǌe. Neka su N i Q sredixta stranica AB i AC, redom. Kako je trougao AMB5.
pravougli, a N sredixte hipotenuze, to je MN = NB, pa je ^NMB = ^NBM . Daǉe, kako
je BM simetrala spoǉaxǌeg ugla kod temena B, to je ^NBM = 90◦ − 1

2
· ^ABC, pa je

1



^MNB = 180◦ − 2 · ^NBM = ^ABC.

Iz posledǌeg je MN ‖ BC. Sliqno je PQ ‖
BC. Kako je NQ sredǌa linija trougla
ABC, to je i MN ‖ BC, pa su taqke M , N ,
P i Q kolinearne. Kako je MN = 1

2
· AB,

PQ = 1

2
· AC i MN = 1

2
· BC, to je

MP = MN +NQ+QP =
1

2
· (AB +BC +CA),

xto je i trebalo dokazati. (Tangenta 54,
str. 47, Pismeni zadaci, zadatak 3)

A

B C

N QM P

OP2011 1A 5-1

Drugo rexeǌe. Neka su preseci pravih AM

i AP sa pravom BC taqke N i Q, redom.
Za trouglove NBA i QCA va�i da su sime-
trale uglova kod temena B i C, redom, nor-
malne na naspramnu stranicu, pa su ovi
trouglovi jednakokraki. Samim tim, NB =
AB, QC = AC i taqke M i P su sredixta
stranica AN i AQ, redom. Zato je MP

sredǌa linija trougla ANQ i va�i

MP =
1

2
·(NB+BC+CQ) =

1

2
·(AB+BC+CA),

xto je i trebalo dokazati.
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A

M P

N Q

OP2011 1A 5-2

Drugi razred , A kategorija

(a) Za a 6= −2 su x1 i x2 razliqiti od nule, pa izraz ima smisla. Daǉe, prema Vietovim1.

formulama je x1 + x2 =
3a+ 1

4
i x1x2 = −a+ 2

4
, pa je

1

x2
1

+
1

x2
2

=
x2
1 + x2

2

x2
1x

2
2

=
(x1 + x2)

2 − 2x1x2

x2
1x

2
2

=
9a2 + 14a+ 17

(a+ 2)2
.

Kako je (a+ 2)2 > 0, uslov zadatke se svodi na 9(9a2 + 14a+ 17)> 40(a+ 2)2, odnosno

41a2 − 34a− 7> 0.

Rexeǌa odgovaraju�e kvadratne jednaqine su − 7

41
i 1, pa je skup rexeǌa posledǌe ne-

jednaqine

(

−∞,− 7

41

]

∪ [1,+∞). Kako je a 6= −2, to je

a ∈ (−∞,−2) ∪
(

−2,− 7

41

]

∪ [1,+∞).

(b) Neka je f(x) = 4x2− (3a+1)x−a− 2. Da bi oba rexeǌa pripadala intervalu (−1, 2) do-
voǉno je da f(−1) i f(2) budu istog znaka, odnosno f(−1)·f(2) > 0, da se x-koordinata temena

parabole nalazi u intervalu (−1, 2), odnosno da je −1 <
3a+ 1

8
< 2 i da y-koordinata

temena i f(−1) budu razliqitog znaka, odnosno f

(

3a+ 1

8

)

·f(−1) < 0. Kako je f(−1) = 2a+3,

f(2) = −7a+ 12 i f

(

3a+ 1

8

)

= −9a2 + 22a+ 33

16
, to se posledǌe svodi na

(2a+ 3)(−7a+ 12) > 0, −3 < a < 5,
9a2 + 22a+ 33

16
· (2a+ 3) > 0.
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Iz prve nejednaqine zakǉuqujemo da je −3

2
< a <

12

7
, a za ove vrednosti parametra a

zadovoǉena je i druga nejednaqina. Kako je diskriminanta kvadratnog trinoma 9a2+22a+33
jednaka 222−4·9·33 < 0, to je 9a2+22a+33 > 0, za sve a ∈ R. Samim tim, svako a iz intervala
(

−3

2
,
12

7

)

zadovoǉava i tre�u nejednaqinu, pa ovaj interval predstavǉa rexeǌe zadatka.

(Tangenta 62, str. 36, Pismeni zadaci, zadatak 2)

Po formuli za kosinus dvostrukog ugla imamo2.

cos2
(π

4
+ 5x

)

=
cos(π

2
+ 10x) + 1

2
=
− sin 10x+ 1

2

i sliqno cos2
(π

4
+ 4x

)

=
− sin 8x+ 1

2
, pa se jednakost svodi na

sin 8x− sin 10x = 2 · sin2 x · cos 9x.

Po formuli za razliku sinusa je sin 8x− sin 10x = −2 · sinx · cos 9x, pa je posledǌa jednakost
ekvivalentna sa

sinx · cos 9x · (1 + sinx) = 0.

Dakle, sinx = 0, cos 9x = 0 ili sinx = −1, pa je skup rexeǌa {kπ | k ∈ Z}∪
{

π

18
+

kπ

9
| k ∈ Z

}

∪
{

3π

2
+ 2kπ | k ∈ Z

}

. Kako je

{

3π

2
+ 2kπ | k ∈ Z

}

⊆
{

π

18
+

kπ

9
| k ∈ Z

}

, to se skup rexeǌa mo�e

zapisati i kao

{kπ | k ∈ Z} ∪
{

π

18
+

kπ

9
| k ∈ Z

}

.

(Tangenta 54, str. 47, Pismeni zadaci, zadatak 2)

Neka su uglovi kod temena A, B i C trougla ABC redom α, β i γ. Tada je iz pravouglih3.
trouglova AEB i ADB

AE = AB sinβ, BD = AB sinα.

Kako je ^ABP = 90◦ − α, ^BAP = 90◦ − β i
^APB = α+β, primenom sinusne teoreme na
trougao APB dobijamo

AP = AB · sin(90
◦ − α)

sin(α+ β)
= AB · cosα

sin(α+ β)
,

BP = AB · sin(90
◦ − β)

sin(α+ β)
= AB · cosβ

sin(α+ β)
.

Sada je

AP ·AE+BP ·BD = AB2·cosα sinβ + cosβ sinα

sin(α+ β)
= AB2,

xto je i trebalo dokazati.

A B

C

D

E

P

OP2011 2A3

Primetimo da je 1 + 2 + · · ·+ 50 =
50 · 51

2
= 1275 i

1275− 1

2
= 637. Podelimo sve podskupove4.

skupa {1, 2, . . . , 50} u parove: svaki podskup je u paru sa svojim komplementom. Primetimo
da u svakom paru taqno jedan od podskupova ima sumu elemenata ve�u od 637. Prema tome,

postoji ukupno
1

2
· 250 = 249 tra�enih podskupova.

Pretpostavimo da je ^ACB > 45◦ (sluqaj ^ACB < 45◦ se analogno rexava). Kako je5.
^AMB = ^ANB = 90◦ taqke A, N , M i B su koncikliqne. Samim tim,
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^AMN = ^ABN (uglovi nad tetivom AN)

^MAN = ^MBN (uglovi nad tetivom MN).

Daǉe, kako su trouglovi ANT i BKM

jednakokrako-pravougli, to je

^TAK = ^TAN − ^MAN = 45◦ − ^MBN

= ^KBT,

pa su taqke A, K, T i B koncikliqne. Samim
tim, ^AKT + ^ABT = 180◦, pa je

^TKM = 180◦ − ^AKT = ^ABT = ^ABN

= ^AMN.

Iz posledǌeg je jasno KT ‖MN .

A B

C

M

N

K
T

OP2011 2A5

Tre�i razred , A kategorija

Broj neparnih brojeva napisanih na tabli se ne meǌa ako su izbrisana dva broja razli-1.
qite parnosti ili ako su izbrisana dva parna broja, dok se smaǌuje za 2 ako su izbrisana
dva neparna broja. Dakle, parnost broja neparnih brojeva na tabli je invarijanta (ne
meǌa se) primenom zadatog postupka. Kako je na poqetku bilo 15 neparnih brojeva, za-
kǉuqujemo da �e posledǌi broj na tabli biti neparan. (Tangenta 57, strana 13, Nagradni
zadaci, M804)

Iz sinusnih teorema za trougao ABC, odnosno A′B′C′, je2.

AB

sin^ACB
=

BC

sin^BAC
=

CA

sin^CBA
, odnosno

A′B′

sin^A′C′B′
=

B′C′

sin^B′A′C′
=

C′A′

sin^C′B′A′
,

pa je dovoǉno dokazati

2 · sin^BAC · sin^B′A′C′ > sin^ABC · sin^A′B′C′ + sin^ACB · sin^A′C′B′. (∗)

Neka je ^ABC = β, ^A′B′C′ = β′, ^ACB = γ, ^A′C′B′ = γ′. Iz uslova zadatka (∗) se svodi
na

3

2
> sinβ · sinβ′ + sin γ · sin γ′.

Daǉe, korix�eǌem trigonometrijskih identiteta i β + γ = β′ + γ′ = 120◦, dobijamo

sinβ sinβ′ + sin γ sin γ′ =
cos(β − β′)− cos(β + β′) + cos(γ − γ′)− cos(γ + γ′)

2

= cos(β − β′)− cos
β + β′ + γ + γ′

2
· cos β + β′ − γ − γ′

2

= cos(β − β′)− 1

2
· cos β + β′ − γ − γ′

2
6

3

2
,

xto je i trebalo dokazati.

Doka�imo prvo da je u svakom koraku na tabli zapisan polinom stepena najvixe dva. Neka3.
je na tabli zapisan kvadratni trinom f(x) = ax2 + bx+ c. Tada je

x2 ·f
(

1 +
1

x

)

= (a+ b+ c)x2+(b+2a)x+a i (x− 1)2 ·f
(

1

x− 1

)

= cx2+(b− 2c)x+(a− b+ c).

Daǉe, primetimo da je

(b+ 2a)2 − 4a(a+ b+ c) = (b− 2c)2 − 4c(a− b+ c) = b2 − 4ac,

pa posle svakog koraka polinom zapisan na tabli ima diskriminantu 20102− 4 · 2011 (uzi-
mamo da je diskriminatna polinoma ax+ b jednaka a2, a konstantnog polinoma 0). Kako je
diskriminanta polinoma x2 +2011x+2010 jednaka 20112− 4 · 2010, on ne mo�e biti zapisan
na tabli.
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4. Prvo rexeǌe. Na pravoj CD docrtamo taqku
Z, tako da va�i ^BZC = ^ADB. Zbog jedna-
kosti uglova nad tetivom AB dobijamo da je
^ADB = ^AMB, pa je qetvorougao MXBZ

tetivan. Iz potencije taqke Y u odnosu na
ova dva kruga dobijamo

YM · Y B = XY · Y Z,

odnosno

YM · Y B = Y D · Y C.

Na osnovu prethodnih jednakosti dobijamo

DX · CY = (DY −XY ) · CY

= XY · Y Z −XY · Y C = XY · CZ,

pa je dati izraz jednak CZ i ne zavisi od
izbora taqke M . (Tangenta 54, str. 20, Na-
gradni zadaci, M755)

A B

D
M

C

X
Y

Z

OP2011 3A4

Drugo rexeǌe. Uvedimo kompleksnu ravan, tako da je krug opisan oko qetvorougla ABCD

jediniqni. Neka taqkama odgovaraju kompleksni brojevi oznaqeni odgovaraju�im malim
slovima. Po formuli za presek tetiva jediniqnog kruga imamo

x =
am(c+ d)− cd(a+m)

am− cd
, y =

bm(c+ d)− cd(b +m)

bm− cd
.

Sada je

x− d =
am(c+ d)− cd(a+m)

am− cd
− d =

c(am+ d2 − da− dm)

am− cd
=

c(a− d)(m− d)

am− cd
,

i analogno y − c =
d(b − c)(m− c)

bm− cd
. Tako�e,

x− y =
cdm2(a− b)− cdm(c+ d)(a− b) + c2d2(a− b)

(am− cd)(bm− cd)
=

cd(a− b)(m− c)(m− d)

(am− cd)(bm− cd)
,

pa je
DX · CY

XY
=

∣

∣

∣

∣

(a− d)(b − c)

a− b

∣

∣

∣

∣

=
AD · BC

AB
, xto ne zavisi od taqke M .

(a) Pretpostavimo da ovaj niz sadr�i barem dva potpuna kvadrata i neka je mpk + 1 = a25.
i mpl + 1 = b2, gde je k < l, a a, b ∈ N. Iz ovih jednakosti dobijamo

(a2 − 1)p2s = b2 − 1, (∗)

gde je l − k = 2s. Kako je NZD (b − 1, b+ 1) jednako 1 ili 2, to za p 6= 2 va�i p2s | b − 1 ili
p2s | b + 1. Ukoliko je p = 2, tada je a2 − 1 deǉivo sa 2, pa opet 22s | b − 1 ili 22s | b + 1.
Samim tim, u oba sluqaja mora biti b+ 1> p2s.
Jednakost (∗) je daǉe ekvivalentna sa a2p2s − b2 = p2k − 1, odnosno

(aps − b)(aps + b) = p2s − 1,

pa aps + b | p2s − 1. Me�utim, aps + b > b> p2s − 1, kontradikcija.

(b) Ne. Neka je p = 2 i m = 2. Kako je 2 · 22k+1 + 1 ≡ 2 (mod 3), to je svaki qlan niza
kongruentan sa 2 po modulu 3, pa ne mo�e biti potpun kvadrat.

Qetvrti razred , A kategorija

Oblast definisanosti funkcije je (−∞, 0) ∪ (0, 1) ∪ (1,+∞). Odredimo izvod funkcije u1.
ovoj oblasti:

f ′(x) = (arctgx)′ +

(

arctg
1 + x

1− x

)′

+ 2 ·
(

arctg
1

x

)′

=
1

1 + x2
+

1

1 + x2
− 2 · 1

1 + x2
= 0,

5



xto dokazuje da je funkcija zaista konstanta na svakom od intervala (−∞, 0), (0, 1) i

(1,+∞). Kako je f(−1) = −π

4
+ 0 − 2 · π

4
= −3π

4
, lim

x→0+

f(x) = 0 +
π

4
+ 2 · π

2
=

5π

4
i lim

x→1+

f(x) =

π

4
− π

2
+ 2 · π

4
=

π

4
, to je

f(x) =







− 3π
4
, x ∈ (−∞, 0)

5π
4
, x ∈ (0, 1)

π
4
, x ∈ (1,+∞)

.

Neka je O taqka preseka dijagonala romba EFGH. Kako je ^FOG = 90◦, to je zbog2.
^FOG + ^FCD = 180◦, qetvorougao FCGO tetivan. Zato je ^FOC = ^FGC, kao uglovi
nad zajedniqkom tetivom FC. Analognim razmatraǌem dobijamo da je i ^HOA = ^HEA.
Daǉe, ^FGC = ^HEA, kao uglovi sa paralelnim kracima, pa je zbog pokazanih jednakosti
i ^FOC = ^HOA. Samim tim, taqke A, O i C su kolinearne. Analogno, taqke B, O i D

su kolinearne, pa je O presek dijagonala pravougaonika ABCD.

Neka su taqke F ′ i G′, redom, podno�ja nor-
mala konstruisanih iz taqke O na stranice
BC i CD. Trouglovi 4OF ′F i 4OG′G

su sliqni (imaju jednake sve uglove), pa je
OF

OG
=

OF ′

OG′
=

AB

BC
= 2, pa je

P = 2 ·OF · OG = OF 2.

Kako je rastojaǌe taqke O od proizvoǉne
taqke sa stranice BC bar 1, a maǌe je od
polovine dijagonale pravougaonika, to je

16P = OF 2 <
5

4
, xto je i trebalo dokazati.

A B

CD

O

G

E

H

F

F ′

G′

OP2011 4A2

Neka je n×n najve�i kvadrat koji se mo�e poploqati. Ukupna povrxina svih raspolo�ivih3.
figurica je 100, te je n2 6 100, odnosno n6 10. Uz to, kako je povrxina svake figurice 4,
imamo da 4 | n2, odnosno n je paran broj.
Doka�imo da nije mogu�e poploqati kvadrat stranice 10. Pretpostavimo suprotno. Ako
jediniqna poǉa kvadrata 10 × 10 obojimo naizmeniqno crnom i belom bojom (xahovski),
onda i crnih i belih poǉa ima po 50. Primetimo da svaka figurica, osim tre�e navedene,
prekriva po dva crna i dva bela poǉa. Tre�a figurica prekriva tri poǉa jedne i jedno
poǉe druge boje.

Neka je x figurica koje prekrivaju 3 crna
i jedno belo poǉe, a y = 5− x figurica koje
prekrivaju 3 bela i jedno crno poǉe. Kako
je razlika broja prekrivenih crnih i beli
poǉa jednaka nuli, mora biti (3x+y)− (3y+
x) = 0. Me�utim, iz posledǌeg dobijamo

x =
5

2
, xto nije mogu�e.

Slika sa desne strane pokazuje da se
kvadrat stranice 8 mo�e poploqati, pa je
tra�ena povrxina jednaka 64. OP2011 4A3

Ako broj ab+ 1 deli X = a3 + 3ab2 + 2 i Y = 3b4 − 2b3 + 3, onda deli i broj4.

b3X + Y = (ab)3 + 3b4(ab+ 1) + 3.

Broj (ab)3+1 je deǉiv sa ab+1, jer je (ab)3+1 = (ab+1)((ab)2−ab+1), pa dobijamo ab+1 | 2.
Zato je ab+162, pa (a, b) mo�e biti samo par (1, 1). Provera pokazuje da (a, b) = (1, 1) jeste
rexeǌe.
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Dokaza�emo prvo da u svakom trouglu va�i5.

ha

l2a
+

hb

l2b
+

hc

l2b
=

R + 2r

2Rr
, (∗)

gde su ha, hb i hc odgovaraju�e visine.
Ako sa S obele�imo povrxinu, sa p poluobim, a sa α, β i γ uglove trougla, tada iz

identiteta
ha

la
= cos

β − γ

2
, aha = 2S = 2pr, a = 2R sinα dobijamo

ha

l2a
=

(

ha

la

)2

· 1

ha

=
a

2pr
· cos2 β − γ

2
=

R · sinα · cos2 β − γ

2
pr

=
R

2pr
·
(

sinα+
sin 2β + sin 2γ

2

)

,

pa je L =
ha

l2a
+

hb

l2b
+

hc

l2b
=

R

2pr
· [(sinα+ sinβ + sin γ) + (sin 2α+ sin 2β + sin 2γ)].

Sada, koriste�i identitete sinα+sinβ+sin γ = 4·cos α
2
cos

β

2
cos

γ

2
=

p

R
, 4·sin α

2
sin

β

2
sin

γ

2
=

r

R

i sin 2α+ sin 2β+ sin 2γ = 4 · sinα sinβ sin γ = 32 · sin α

2
sin

β

2
sin

γ

2
· cos α

2
cos

β

2
cos

γ

2
, koji va�e za

uglove trougla, dobijamo jednakost (∗).

Daǉe, primenom nejednakosti Koxi-Xvarc-Buǌakovskog na trojke

(√
ha

la
,

√
hb

lb
,

√
hc

lc

)

i

(

1√
ha

,
1√
hb

,
1√
hc

)

, dobijamo

(

1

la
+

1

lb
+

1

lc

)2

6

(

ha

l2a
+

hb

l2b
+

hc

l2b

)

·
(

1

ha

+
1

hb

+
1

hc

)

=
R+ 2r

2Rr
·
(

1

ha

+
1

hb

+
1

hc

)

,

pa kako je
1

ha

+
1

hb

+
1

hc

=
a+ b+ c

2S
=

1

r
, to tra�ena nejednakost zaista va�i.

Jednakost va�i ako i samo ako je
la

ha

=
lb

hb

=
lc

hb

, odnosno ako i samo ako je cos
β − γ

2
=

cos
γ − α

2
= cos

α− β

2
. Posledǌe je ekvivalentno sa |α − β| = |β − γ| = |γ − α|. Neka je bez

umaǌeǌa opxtosti γ najve�i od ova tri ugla. Tada iz γ − α = γ − β dobijamo α = β, pa
je i γ = α. Dakle, jednakost va�i ako i samo ako je trougao jednakostraniqan. (Tangenta
61, str. 17, Nagradni zadaci, M903)

Prvi razred , B kategorija

Iz prvog uslova je B ⊆ {a, b, c, d, e, f, g, h, i}, iz drugog a ∈ B, a iz posledǌeg {d, e, f, g, h} ⊆ B.1.
Iz tre�eg uslova c 6∈ B i i 6∈ B. Iz prva dva uslova zakǉuqujemo da se b nalazi u taqno
jednom od skupova A i B, xto zajedno sa qetvrtim uslovom daje b ∈ A i b 6∈ B. Znaqi
B = {a, d, e, f, g, h}, pa je A = {a, b, c, i}. (Tangenta 61, str. 31, Pismeni zadaci, zadatak 2)

2. Tablica relacije data je sa desne strane.
Mo�emo primetiti da ukoliko je a ρ b, da
je a = 25. Samim tim, ρ nije refle-
ksivna, a jeste antisimetriqna i tranzi-
tivna. Kako je 25 ρ 53, to relacija nije si-
metriqna. (Tangenta 61, str. 31, Pismeni
zadaci, zadatak 3)

ρ 25 53 71 74
25 > > ⊥ >
53 ⊥ ⊥ ⊥ ⊥
71 ⊥ ⊥ ⊥ ⊥
74 ⊥ ⊥ ⊥ ⊥

OP2011 1B 2

Kako Ana mora sedeti do Bojana, a Vesna do Gorana, potrebno je rasporediti 16 ǉudi i3.
2 para, odnosno ukupno 18 ,,grupa”. Pri tome u svakoj od dve grupe sa po dva qlana imamo
2 razliqita rasporeda, pa je tra�eni broj rasporeda jednak 2 · 2 · 18! .
Neka je x = 520 · 205. Kako je x = 520 · 45 · 55 = 210 · 525 = 1010 · 515, to je posledǌih 10 cifara4.
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broja x jednako nuli, dok su preostale tri nepoznate cifre posledǌe tri cifre broja 515.
Primetimo da va�i 515 − 53 = 53(512 − 1) = 53(256 − 1). Kako 256 daje ostatak 1 pri deǉeǌu
sa 8, to 8 | 256 − 1, pa 1000 | 515 − 53. Zato su posledǌe tri cifre broja 515 iste kao i
posledǌe tri cifre broja 53, odnosno preostale tri cifre su redom 1, 2 i 5.

(a) Po definiciji funkcija f i g je (f ◦g)(2010) = f(g(2010)) = f(4020) = 4021 i (g◦f)(2011) =5.
g(f(2011)) = g(2010) = 4020.
(b) Potrebno je razmotriti dva sluqaja:
1◦ n paran. Tada je (f ◦g)(n) = f(g(n)) = f(2n) = 2n+1 i (g◦f)(n) = g(f(n)) = g(n+1) = 3(n+1)
(posledǌa jednakost va�i jer je n+ 1 neparan).
2◦ n neparan. Tada je (f ◦ g)(n) = f(g(n)) = f(3n) = 3n− 1 (posledǌa jednakost va�i jer je
3n neparan) i (g ◦ f)(n) = g(f(n)) = g(n− 1) = 2(n− 1) (posledǌa jednakost va�i jer je n− 1
paran).

Dakle, (f ◦ g)(n) =
{

2n+ 1, n paran
3n− 1, n neparan

, (g ◦ f)(n) =
{

3(n+ 1), n paran
2(n− 1), n neparan

.

(Tangenta 61, str. 31, Pismeni zadaci, zadatak 5)

Drugi razred , B kategorija

Videti prvi zadatak za drugi razred A kategorije.1.

Potrebno je dokazati da je A = m5n−mn5 = mn(m4−n4) deǉivo sa 30, odnosno sa 2, 3 i 5.2.
Ukoliko je m ili n deǉivo sa 2, tada je mn, pa i A, deǉivo sa 2. Ukoliko su m i n

neparni, tada su i m4 i n4 neparni, pa je m4 − n4 paran, a samim tim i A deǉiv sa 2.
Ukoliko je m ili n deǉivo sa 3, tada je mn, pa i A, deǉivo sa 3. Ukoliko m i n nisu
deǉivi sa 3, tada m2 i n2 daju ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3, pa je m4−n4 = (m2−n2)(m2+n2)
deǉivo sa 3. Samim tim je i A deǉivo sa 3.
Ukoliko je m ili n deǉivo sa 5, tada je mn, pa i A, deǉivo sa 5. Neka zato m i n nisu
deǉivi sa 5. Qetvrti stepen broja koji nije deǉiv sa 5 mora davati ostatak 1 pri deǉeǌu
sa 5 (va�i (5k + l)4 ≡ l4 (mod 5), a 14 = 1, 24 = 16, 34 = 81 i 44 = 256), pa 5 | m4 − n4, a zato
i 5 | A. (Tangenta 54, str. 46, Pismeni zadaci, zadatak 4)

Va�i
1− i

√
3

λ+ (λ+ 1)i
=

1− i
√
3

λ+ (λ+ 1)i
· λ− (λ+ 1)i

λ− (λ+ 1)i
=

λ− (λ + 1)
√
3− (λ

√
3 + λ+ 1)i

λ2 + (λ+ 1)2
.3.

Kako je λ realan broj, potreban i dovoǉan uslov da posledǌi broj bude realan je λ
√
3 +

λ+ 1 = 0, odnosno λ = − 1

1 +
√
3
. (Tangenta 61, str. 32, Pismeni zadaci, zadatak 5)

Videti drugi zadatak za prvi razred A kategorije.4.

5. Neka su A′, B′, C′ taqke preseka pro-
du�etaka du�i AP , BP i CP sa kru�nicom
opisanim oko trougla ABC, redom. Tada
va�i

^ABB′ = ^AA′B′ (nad tetivom AB′)

^ACC′ = ^AA′C′ (nad tetivom AC′),

pa je

^B′A′C′ = ^ABB′ + ^ACC′

= α− ^B′BC + γ − ^C′CB.

Kako je α+ γ = 180◦−β, a ^B′BC+^C′CB =
180◦ − ^BPC, to je

^B′A′C′ = 180◦ − β − (180◦ − ^BPC)

= ^BPC − β = 60◦.

Analogno dobijamo da je ^A′B′C′ = 70◦ i
^A′C′B′ = 50◦, pa su uglovi trougla A′B′C′

jednaki 50◦, 60◦ i 70◦.

A B

C

P

A′

B′

C′

OP2011 2B 5
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Tre�i razred , B kategorija

Ukoliko prvu jednaqinu pomno�imo redom sa −3

2
, −1 i −3

2
i dodamo drugoj, tre�oj i1.

qetvrtoj jednaqini, dobijamo ekvivalentan sistem

2x +3y +2z +3t = 0

−5

2
y −5

2
t = 0

−y +z = 0

−3

2
y −z +

(

m− 9

2

)

t = 0.

Ukoliko sada pomno�imo drugu jednaqinu redom sa −2

5
i −3

5
i dodamo tre�oj i qetvrtoj

jednaqini, dobijamo ekvivalentan sistem

2x +3y +2z +3t = 0

−5

2
y −5

2
t = 0

z +t = 0
−z +(m− 3) t = 0.

Ukoliko sada qetvrtoj jednaqini dodamo tre�u, dobijamo

2x +3y +2z +3t = 0

−5

2
y −5

2
t = 0

z +t = 0
(m− 2) t = 0.

Ukoliko je m 6= 2, tada je t = 0, pa iz preostalih jednaqina dobijamo z = y = x = 0, tj.
sistem ima jedinstveno rexeǌe.
Ukoliko je m = 2, tada je t = α, gde je α proizvoǉan realan broj. Iz preostalih jednaqina
dobijamo z = −α, y = −α i x = α, pa sistem ima beskonaqno mnogo rexeǌa.
Dakle, sistem ima beskonaqno mnogo rexeǌa ako i samo ako je m = 2.

Videti drugi zadatak za drugi razred A kategorije.2.

Uslovi definisanosti datog izraza su3.

x > 0, x 6= 1, x3 + 1 > 0, x+ 1 > 0, x+ 1 6= 1.

Primetimo da ukoliko je x > 0 i x 6= 1, tada su i preostali uslovi zadovoǉeni. Data
nejednaqina je ekvivalentna sa

0 < logx(x
3 + 1) · 1

logx(x+ 1)
− 2 =

logx
x3 + 1

(x + 1)2

logx(x+ 1)
=

logx
x2 − x+ 1

x+ 1
logx(x+ 1)

.

Potrebno je razmotriti slede�a dva sluqaja:

1◦ x > 1. Tada je logx(x + 1) > 0, pa je nejednaqina ekvivalentna sa logx
x2 − x+ 1

x+ 1
> 0,

odnosno sa
x2 − x+ 1

x+ 1
> 1. Kako je x + 1 > 0, posledǌe je ekvivalentno sa x · (x − 2) > 0.

Dakle, u ovom sluqaju skup rexeǌa je (2,+∞).

2◦ 0 < x < 1. Tada je logx(x + 1) < 0, pa je nejednaqina ekvivalentna sa logx
x2 − x+ 1

x+ 1
< 0,

odnosno sa
x2 − x+ 1

x+ 1
> 1. Kako je x + 1 > 0, posledǌe je ekvivalentno sa x · (x − 2) > 0.

Dakle, u ovom sluqaju nema rexeǌa.
Iz 1◦ i 2◦ zakǉuqujemo da je skup rexeǌa (2,+∞).

Presek date zarubǉene kupe i ravni koja prolazi kroz centre osnova i normalna je na4.
osnove je jednakokraki trapez u koji se mo�e upisati krug.
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Neka su a i b redom polupreqnici ve�e i
maǌe osnove kupe, a r polupreqnik lopte
upisane u ovu kupu. Tada su osnove trapeza
2a i 2b, a visina 2r. Kako je trapez tan-
gentni, to je du�ina ǌegovog kraka jednaka
a+ b. Sada je iz Pitagorine teoreme

(a+ b)2 = (a− b)2 + (2r)2,

odnosno r2 = ab.
Daǉe, zapremina kupe je

VK =
2r(a2 + ab+ b2)π

3
,

a lopte VL =
4r3π

3
, pa je odnos zapremina

VK

VL

=
a2 + ab+ b2

2r2
=

a2 + ab+ b2

2ab
.

a

b

a

b

a− b

a+ b2r

OP2011 3B 4

Kako je du�ina kraka trapeza jednaka l = a+b, to je povrxina kupe PK = (a2+b2+(a+b)l)π =
2(a2 + ab+ b2)π, a povrxina lopte PL = 4r2π = 4abπ, pa je odnos povrxina

PK

PL

=
a2 + ab+ b2

2ab
=

VK

VL

,

xto je i trebalo dokazati.

Primetimo da su Aksentije i Milutin oqevi, a Milutin i Laki sinovi.5.

Oznaqimo sa A iskaz ,,Aksentije govori
istinu” (tada je ¬A =,,Aksentije la�e”), sa
M iskaz ,,Milutin govori istinu” i sa L

iskaz ,,Laki govori istinu”. Tada su date
izjave:

p = A⇔M = (A ∧M) ∨ (¬A ∧ ¬M),

q = M Y L = (M ∧ ¬L) ∨ (¬M ∧ L),

r = p ∨ q.

Predstavimo tablicom ove iskaze (0 ako je
iskaz la�an, a 1 ako je istinit), a za-
tim odredimo i istinitosnu vrednost iz-
java p, q, r:

A M L p q r

0 0 0 1 0 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 0 1 1

0 1 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0

1 0 1 0 1 1 ←
1 1 0 1 1 1

1 1 1 1 0 1

Izjave p, q, r su dali Aksentije, Milutin i Laki, pa je i ǌihova istinitosna vrednost
jednaka sa A,M,L (ne mora tim redosledom!), a vidimo da se leva i desna strana poklapaju
samo u 6. vrsti (oznaqena strelicom u prethodnoj tablici).

(a) Na osnovu prethodnog mo�emo zakǉuqiti da Milutin la�e, dok Aksentije i Laki uvek
govore istinu.

(b) Samo za Milutina znamo da je izjavio p.

Qetvrti razred , B kategorija

Funkcija y je definisana za x 6= 0 i na oblasti definisanosti va�i1.

y′ =

(

ex − ex

x

)′

= ex − ex(x − 1)

x2
= ex · x

2 − x+ 1

x2
,

pa je

xy′ + y − xex = ex · x
2 − x+ 1

x
+ ex · x− 1

x
+ ex · x = 0.
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Kako je cos
(π

2
− 3x

)

= sin 3x, sin
(π

2
− 3x

)

= cos 3x, a iz adicionih formula2.

cos 3x = cos 2x · cosx− sin 2x · sinx = (2 cos2 x− 1) · cosx− 2 sin2 x · cosx = 4 cos3 x− 3 cosx

sin 3x = sin 2x · cosx+ sinx · cos 2x = 2 sinx · cos2 x+ sinx · (1− 2 sin2 x) = 3 sinx− 4 sin3 x,

to je polazna nejednaqina ekvivalenta sa

3
√
3

8
< 3 · sinx · cos3 x− 3 · sin3 x · cosx = 3 · sinx · cosx · cos 2x =

3

4
· sin 4x.

Iz posledǌeg je sin 4x >

√
3

2
, pa je skup rexeǌa

⋃

k∈Z

(

π

12
+

πk

2
,
π

6
+

πk

2

)

.

Videti prvi zadatak za tre�i razred B kategorije.3.

Videti drugi zadatak za prvi razred A kategorije.4.

Videti drugi zadatak za tre�i razred A kategorije.5.
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