
REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋEǋA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 23.01.2010.

Prvi razred , A kategorija

Kako je Ti te�ixte 4AiBiCi (za i ∈ {1, 2}), sledi
−−→
TiAi +

−−→
TiBi +

−−→
TiCi = 0, pa je1.

−−−→
A1A2 +

−−−→
B1B2 +

−−−→
C1C2 =

(−−−→
A1T1 +

−−→
T1T2 +

−−−→
T2A2

)
+

(−−−→
B1T1 +

−−→
T1T2 +

−−−→
T2B2

)

+
(−−−→
C1T1 +

−−→
T1T2 +

−−−→
T2C2

)

= −
(−−−→
T1A1 +

−−−→
T1B1 +

−−−→
T1C1

)
+ 3 · −−→T1T2 +

(−−−→
T2A2 +

−−−→
T2B2 +

−−−→
T2C2

)

= 3 · −−→T1T2,

xto je i trebalo dokazati (Tangenta 57, str. 32, Pismeni zadaci, zadatak 5).

Iz n ≡ 35 (mod 2009) sledi n = 2009p+35 za neko p ∈ N0, pa je n+7 = 2009p+42 = 7·(287p+6),2.
tj. 7 | n+7. Iz n ≡ 35 (mod 2010) sledi n = 2010q+35 za neko q ∈ N0, pa je n+7 = 2010p+42 =
6 · (335p + 6), tj. 6 | n + 7. Kako je (6, 7) = 1, sledi 42 | n + 7, pa n pri deǉeǌu sa 42 daje
ostatak 35.

Kako je ^CDB spoǉni u 4ADC, sledi ^CDB = ^CAD + ^DCA > ^DCA = ^BCD, pa je3.
BC > DB. Analogno je CA > AD, pa postoje taqke P i Q na du�ima BC i AC, redom,

tako da je AD = AQ i BD = BP . Kako je
CQ = AC − AQ = AC − AD = BC − BD =
BC −BP = CP , ^DCQ = ^PCD i CD = CD,
sledi 4DPC ∼= 4DCQ, pa je DQ = DP i
^CQD = ^DPC.

Sledi 4ADQ ∼= 4DBP (^ADQ = ^DQA =
180◦ − ^CQD = 180◦ − ^DPC = ^BPD =
^DBP i DQ = DP ), pa je ^CAB = ^ABC, je
4ABC je jednakokrak (Tangenta 56, str. 9,
Nagradni zadaci, M801).
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Neka je x = 20102010+102011 i y = 20102010. Kako je x = 102010·
(
2012010 + 10

)
i y = 102010·2012010,4.

to broj x ima ve�i broj cifara od broja y ako i samo ako broj a = 2012010 + 10 ima ve�i
broj cifara od broja b = 2012010. Poxto je a − b = 10, ako a ima ve�i broj cifara od
b, ostatak b pri deǉeǌu sa 100 je ne maǌi od 90. Me�utim, va�i b ≡ 2012010 ≡ 12010 ≡ 1
(mod 100), pa a nema ve�i broj cifara od b, tj. ni x nema ve�i broj cifara od y (kako je
x > y, ovo znaqi da oni imaju jednak broj cifara).

Neka su boje oznaqene sa a, b i c. Ako je centralno poǉe obojeno bojom a, mogu�i su slede�i5.
sluqajevi:

1◦ Sva qetiri poǉa susedna centralnom su obojena istom bojom. Ta boja se mo�e iza-
brati na 2 naqina i tada za svako ugaono poǉe postoji 2 mogu�nosti za izbor boje
(ako je, na primer, boja poǉa susednih centralnom b, ugaona mogu biti boje a ili c),
pa je u ovom sluqaju broj mogu�ih bojeǌa 2 · 24 = 32.

2◦ Tri poǉa susedna centralnom su iste, a qetvrto je razliqite boje. Takvih bojeǌa
ima

(
4

1

)
= 4 i za svako takvo bojeǌe preostala (ugaona) poǉa se mogu obojiti na

22 naqina (2 ugaona poǉa imaju susedna poǉa razliqite boje, pa je ǌihova boja
jednoznaqno odre�ena; preostala 2 imaju susedna iste boje, pa za ǌihovo bojeǌe
postoje 2 mogu�nosti), pa je broj bojeǌa u ovom sluqaju 2 · 4 · 22 = 32.

3◦ Po dva susedna poǉa su obojena istom bojom. U ovoj situaciji postoji dva sluqaja:
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(a) Poǉa koja su dijametralno suprotna u odnosu na centralno su razliqite boje
(ovakvih bojeǌa ima 4). Tada 2 ugaona poǉa imaju susedna poǉa razliqite boje
(pa je ǌihova boja jedinstveno odre�ena), a 2 ugaona poǉa imaju susedna poǉa
iste boje (pa se ǌihova boja mo�e izabrati na 2 naqina). Sledi da je broj
bojeǌa u ovoj situaciji 4 · 22 = 16.

(b) Poǉa koja su dijametralno suprotna u odnosu na centralno su iste boje (ovakvih
bojeǌa ima 2). Tada svako ugaono poǉe ima susedna poǉa razliqite boje, pa je
ǌihova boja jedinstveno odre�ena, tj. broj bojeǌa u ovoj situaciji je 2.

Dakle, ako je centralno poǉe obojeno bojom a, tra�enih bojeǌa ima 32 + 32 + 16 + 2 = 82,
pa je ukupan broj tra�enih bojeǌa 3 · 82 = 246.

Prvi razred , B kategorija

Iz 1◦ sledi da se elementi skupa {1, 2, 3, 4, 5, 6} nalaze u makar jednom od A i B. Iz 2◦1.
sledi 2 ∈ A, iz 3◦ sledi 3 6∈ A, iz 4◦ sledi 4, 5, 6 6∈ A, a iz 5◦ sledi 1 6∈ B, pa kako je
1 ∈ A ∪ B, sledi 1 ∈ A. Dakle A = {1, 2}. Iz 2◦ sledi 2 6∈ B, iz 3◦ sledi 3 ∈ B, iz 4◦ sledi
4, 5, 6 6∈ A, pa kako je 4, 5, 6 ∈ A∪B, sledi 4, 5, 6 ∈ B, a iz 5◦ sledi 1 6∈ B. Dakle A = {3, 4, 5, 6}
(Tangenta 53, str. 37, Pismeni zadaci, zadatak 2).

(a) Funkcija f : R → R, f(x) = ax + b je bijekcija ako (i samo ako) je a 6= 0. Sledi da je2.

x → 5 − 2x bijekcija. Ako je t = 5 − 2x, sledi x =
5 − t

2
, pa je g(t) = 4 · 5 − t

2
− 7 = 3 − 2t (za

svako t ∈ R).

(b) Za svako x ∈ R va�i f(x) = g (g(x)) = 3 − 2(3 − 2x) = 4x − 3.

(v) Funkcija f : R → R, f(x) = ax + b je bijekcija ako (i samo ako) je a 6= 0. Dakle, f

je bijekcija i va�i f−1 : R → R, f−1(x) =
x + 3

4
(Tangenta 57, str. 28, Pismeni zadaci,

zadatak 4).

Brojevi n i n− 3 su razliqite parnosti, pa je broj n(n− 3) paran. Kako je 14 ≡ 2 (mod 4),3.
ako 2 | m, sledi da su brojevi m i m + 2 parni brojevi koji daju razliqite ostatke pri
deǉeǌu sa 4, tj. 0 i 2, pa 8 | m(m + 14). Specijalno, ovo je taqno za m = n(n − 3), xto je
tvr�eǌe zadatka (Tangenta 57, str. 28, Pismeni zadaci, zadatak 5).

Videti rexeǌe drugog zadatka za prvi razred A kategorije.4.

Videti rexeǌe petog zadatka za prvi razred A kategorije.5.

Drugi razred , A kategorija

Jednaqina iz teksta zadatka je kvadratna i ima realna i razliqita rexeǌa ako i samo ako1.
je ǌena diskriminanta strogo ve�a od 0, tj. ako i samo ako je 0 < (2(m − 1))

2−4 ·1 ·(m+5) =
4 · (m2 − 3m − 4) = 4(m + 1)(m − 4), tj. m ∈ (−∞,−1) ∪ (4,∞).

Kako je f(−2) = 4− 2(m− 1)(−2) + m + 5 = 5(m + 1), f(3) = 9− 2(m− 1) · 3 + m + 5 = −5(m− 4),
f(−2) · f(3) = −20 · (m + 1)(m − 4) < 0 za gore navedene vrednosti m, xto (budu�i da je u
pitaǌu kvadratna jednaqina) upravo znaqi da ona ima taqno jedan koren u (−2, 3).

Neka je N taqka simetriqna sa H u odnosu na M . Na osnovu velikog zadatka sledi da N2.

pripada opisanoj kru�nici 4ABC i da je
^ABN = ^NCA = 90◦, pa sledi da su
qetvorouglovi BNHE i CFHN tetivni i
nad preqnicima EN i FN , redom. Kako je
^NBH = 90◦−^HBE = 90◦− (90◦−^CAB) =
^CAB i ^NCH = 90◦ −^HCF = 90◦ − (90◦ −
^CAB) = ^CAB, sledi da nad (zajedniqkom)
tetivom NH kru�nica opisanih oko ovih
qetvorouglova le�e jednaki uglovi, pa je
EN = FN , odakle sledi i HE = HF (Ta-
ngenta 56, str. 8, Nagradni zadaci, M799).
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Neka je m = 3
√

n ∈ Z. Po uslovima zadatka je m = 3
√

n =
[ n

1000

]
. Kako je x − 1 < [x] 6 x,3.

sledi m 6
m3

1000
⇔ m2

> 1000, odakle je m > 32 i m >
m3

1000
− 1, odakle je m2 < 1000 +

1000

m
<

1000 +
1000

32
< 1032 < 1089 = 332, pa je m < 33.

Dakle, jedino mogu�e rexeǌe je m = 32, tj. n = 323 = 32768; kako je

[
32768

1000

]
= 32, sledi da

ovo i jeste rexeǌe (Tangenta 54, str. 19, Nagradni zadaci, M748).

Neka je x ∈
(
0, π

2

)
i y = x + π

2
(tada i y ∈ (0, π)). Tada je sin2 x + sin2 y = sin2 x + cos2 x = 1 i4.

sin2(x + y) = sin2
(
2x + π

2

)
= cos2 2x 6= 1, pa je

∣∣{sin2 x + sin2 y, sin2(x + y), 1
}∣∣ = 2.

Ako je m ∈ N i x =
π

m
∈

(
0, π

2

)
, tada je sin(n + 4m)x + sin

[
(n + 4m)

(
x +

π

2

)]
= sin(nx +

2π) + sin
[
n

(
x +

π

2

)
+ 2π + 2mπ

]
= sin nx + sin n

(
x +

π

2

)
, tj. niz

(
sin nx + sinn

(
x +

π

2

))
n∈N

je

4m-periodiqan, pa je |{sinnx + sin ny | n ∈ N}| < ∞.

U ,,standardnom” bojeǌu xahovske table, oba izbaqena poǉa su crne boje, pa razlika broja5.
belih i crnih poǉa daje ostatak 2 pri deǉeǌu sa 3. Sa druge strane, i domina 2 × 1 i
domina 1 × 2 pokriva jedno crno i jedno belo poǉe, dok ,,krsti�” pokriva 4 poǉa jedne i
jedno poǉe druge boje, tj. za svaku od figura koje se koriste u poploqavaǌu je razlika
broja belih i broja crnih poǉa deǉiva sa 3. Dakle, ne postoji poploqavaǌe tra�eno u
zadatku.

Drugi razred , B kategorija

Neka je z = x + iy, x, y ∈ R. Jednaqina iz zadatka je ekvivalentna sa 2(y + 1)i =1.
4 −

√
x2 + (y − 1)2. Poxto je leva strana posledǌe jednaqine qisto imaginarna, a desna

realna, posledǌa jednaqina je ekvivalentna sa 2(y + 1)i = 0 = 4 −
√

x2 + (y − 1)2, tj. sa

y = −1 i x2 + 4 = 16 ⇔ x2 = 12 ⇔ x ∈ {−2
√

3, 2
√

3}.
Dakle, rexeǌe zadatka je z ∈ {−2

√
3 − i, 2

√
3 − i} (Tangenta 57, str. 29, Pismeni zadaci,

zadatak 5).

Ako je t = x2 + x + 1 =
(
x + 1

2

)2
+ 3

4
> 0, sledi da je jednaqina korektno definisana za2.

svako x ∈ R i postaje t +
3

t
6 4 ⇔ (t − 1)(t − 3)

t
6 0 ⇔ t ∈ [1, 3], tj. 0 6 x2 + x 6 2. Kako

je x ∈ (−∞,−1] ∪ [0,∞) rexeǌe nejednaqine 0 6 x2 + x, a x ∈ [−2, 1] nejednaqine x2 + x 6 2,
sledi da je rexeǌe nejednaqine iz zadatka x ∈ [−2,−1]∪[0, 1] (Tangenta 54, str. 45, Pismeni
zadaci, zadatak 5).

Kako je ^BEA spoǉaxǌi u 4BCE, sledi ^BEA = ^EBC + ^BCE = ^ABC, pa je3.

4ABC ∼ 4ABE (^BEA = ^ABC i ^ABE =

^BCA), pa je
AB

AE
=

AC

AB
, tj. AB2 = AC · AE

(Tangenta 56, str. 33, Pismeni zadaci, za-
datak 1).

A

B C

E

OP10 2B3

Ako je n = 3, tada je n2 + 9n − 22 = 14 = 2 · 7, tj. ovaj broj je slo�en. Ako je n > 3, tada je4.
n2 + 9n− 22 = (n− 2)(n + 11) i va�i n− 2, n + 11 > 1, pa je i u ovom sluqaju broj n2 + 9n− 22
slo�en, tj. ni za jedno n > 3 broj iz uslova zadatka nije prost.

Videti rexeǌe prvog zadatka za drugi razred A kategorije.5.

Tre�i razred , A kategorija

Nejednaqina ima smisla za 4x − 12 > 0, log2(4
x − 12) > 0, x > 0,

√
x > 0 i

√
x 6= 1, tj. za1.
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x > log4 13. Za takvo x je
√

x > 1 (obe logaritamske funkcije koje se javǉaju u nejednaqini
su rastu�e), pa je

log√ x log2 (4x − 12) 6 2 ⇔ log2 (4x − 12) 6
(√

x
)2

= x

⇔ 4x − 12 6 2x ⇔ (2x − 4)(2x + 3) 6 0,

pa mora biti 2x ∈ (0, 4 ], odakle je x ∈ (−∞, 2 ], xto, uz uslov definisanosti nejednaqine,
daje rexeǌe x ∈ (log4 13, 2] (Tangenta 56, str. 7, Nagradni zadaci, M788).

Neka je x = 1 + 2010! i y = 1 + (2010!)!. Kako je 2011 prost, na osnovu Vilsonove teoreme2.
2011 | x, pa kako je x > 2011, x je slo�en. Poxto je i x > 4, sledi x | (x − 1)!, pa je
y = (x − 1)! + 1 = q · x + 1 za neko q ∈ N. Sledi (x, y) = 1.

Neka su α, β, γ uglovi koji odgovaraju temenima A,B,C, redom, trougla ABC, a R polupre-3.

qnik opisane kru�nice ovog trougla. Kako je D sredixte B̂C, sledi ^DAB = ^CAD =
α

2
,

pa je ^DCA = ^BCA + ^DCB = γ + ^DAB = γ +
α

2
, pa iz pravouglog 4CDM (ugao nad

tetivom CD opisane kru�nice 4ABC je
α

2
) sledi CM = CD · cos ^DCM = CD · cos ^DCA =

= 2R sin
α

2
· cos

(
γ +

α

2

)

= R · (sin(α + γ) − sin γ)

=
2R sin β − 2R sin γ

2
=

AC − AB

2
.

Drugo rexeǌe. Neka je N taqka na AC takva
da je AB = AN . Tada je AD simetrala du�i
BN pa je DN = BD = DC i trougao NDC je
jednakokrak, pa je M sredixte CN , odakle

je CM =
AC − AB

2
.

A

B C

D

M
N

OP10 3A3

Neka je ak (za k ∈ {1, 2, . . . , 10}) broj odabranih taqaka sa prave x = k (k-ta kolona); po4.
uslovu zadatka je a1 + a2 + . . . + a10 = 21. Izbor para taqaka u nekoj koloni se mo�e
poistovetiti za izborom para odgovaraju�ih vrsta, tj. ako ne postoji pravougaonik qija
su temena me�u odabranim taqkama, a stranice paralelne koordinatnim osama, tada je

(
5

2

)
>

10∑

k=1

(
ak

2

)

(vrsta ukupno ima 5, pa parova vrsta ima
(
5

2

)
). Kako je funkcija f(x) =

x(x − 1)

2
konveksna,

iz Jensenove nejednakosti sledi

10 > 10 · f
(

a1 + a2 + . . . + a10

10

)
= 10 · f

(
21

10

)
,

tj. 200 > 231, xto je kontradikcija, pa sledi da postoji tra�eni pravougaonik (Tangenta
56, str. 8, Nagradni zadaci, M797).
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Neka je R presek k sa pravom PM . Kako je ^PMC = ^PCM (jer je PM = PC), sledi da5.
je RBCM jednakokraki trapez i CM ‖ RB. Sledi ^MDA = ^MNA = ^RBA = ^AMR

(uglovi nad istom tetivom i uglovi sa paralelnim kracima), pa je 4DPM ∼ 4MPA i
PA · PD = PM2 = PC2,odakle je 4PDC ∼ 4PCA, pa je ^PCD = ^PAC = ^ABC = ^PBA

(^PAC = ^ABC sledi iz jednakosti tangentnog i tetivnog ugla), odakle sledi CD ‖ AB.

Tre�i razred , B kategorija

Kako je1.

∆ =

∣∣∣∣∣∣

1 1 a

a −1 1
1 −a −1

∣∣∣∣∣∣
= −a3 + 3a + 2 = −(a + 1)2(a − 2),

∆x =

∣∣∣∣∣∣

1 − a 1 a

−1 −1 1
0 −a −1

∣∣∣∣∣∣
= 0,

∆y =

∣∣∣∣∣∣

1 1 − a a

a −1 1
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣
= −a2 + a + 2 = −(a + 1)(a − 2),

∆z =

∣∣∣∣∣∣

1 1 1 − a

a −1 −1
1 −a 0

∣∣∣∣∣∣
= a3 − a2 − 2a = a(a + 1)(a − 2),

za a 6∈ {−1, 2} va�i ∆ 6= 0, pa za ovakve a sistem ima jedinstveno rexeǌe

(x, y, z) =

(
∆x

∆
,
∆y

∆
,
∆z

∆

)
=

(
0,

1

a + 1
,− a

a + 1

)
.

Ako je a = −1, tada je −1 jednostruka nula u ∆y, a dvostruka u ∆, pa u ovom sluqaju
sistem nema rexeǌa.

Ako je a = 2 sistem postaje

x + y + 2z = −1,

2x − y + z = −1,

x − 2y − z = 0.

Oduzimaǌem dvostruke prve jednaqine od druge, odnosno oduzimaǌem prve od tre�e, do-
bija se ekvivalentan sistem

x + y + 2z = −1,

− 3y − 3z = 1,
− 3y − 3z = 1,

odnosno (kako su druga i tre�a jednaqina ekvivalentne)

x + y + 2z = −1,

− 3y − 3z = 1,

odakle je (za proizvoǉno z ∈ R) y = −z− 1

3
i x = −1− y− 2z = −1−

(
−z − 1

3

)
− 2z = −z− 2

3
,

pa u ovom sluqaju sistem ima beskonaqno mnogo rexeǌa

{(
−z − 2

3
,−z − 1

3
, z

)
| z ∈ R

}

(Tangenta 58, str. 28, Pismeni zadaci, zadatak 4).

Neka je A vrh, a B,C,A1 temena osnove piramide iz zadatka. Kako je ona pravilna sa pra-2.
vim iviqnim uglovima pri vrhu A, postoje taqke D,B1, C1,D1, tako da je ABCDA1B1C1D1

kocka. Opisana sfera te kocke se poklapa da opisanom sferom piramide ABCA1 (qetiri
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nekomplanarne taqke jednoznaqno odre�uju sferu). Neka je R polupreqnik te sfere, a

stranica kocke (ona je jednaka boqnoj ivici piramide), a H visina piramide iz temena A.
Osnovne ivice piramide su a

√
2 (dijagonala kvadrata), a kako je dijagonala kocke preqnik

sfere, sledi 2R = a
√

3, tj. R =
a
√

3

2
.

Zapremina piramide ABCA1 jednaka je V (ABCA1) =
P (4BCA1) · H

3
=

(a
√

2)2
√

3

4
· H

3
=

a2H
√

3

6
(gde P (4XY Z) oznaqava povrxinu 4XY Z; 4BCA1 je jednakostraniqan, strani-

ce a
√

2). Me�utim, kako je AA1 visina piramide koja odgovara strani ABC, sledi i

V (ABCA1) =
P (4ABC) · AA1

3
=

a · a
2

· a
3

=
a3

6
, pa je

a2H
√

3

6
=

a3

6
, odakle je H =

a
√

3

3
.

Sledi
H

R
=

a
√

3

3
a
√

3

2

=
2

3
(Tangenta 58, str. 28, Pismeni zadaci, zadatak 1).

Po uslovu zadatka je a, b, c, d 6= 0 i cos x 6= 0, pa sledi i cos(x+ϕ), cos(x+2ϕ), cos(x+3ϕ) 6= 0.3.

Iz uslova zadatka je b = a · cos(x + ϕ)

cos x
, c = a · cos(x + 2ϕ)

cos x
, d = a · cos(x + 3ϕ)

cos x
, pa je

a + c

b
=

a + a · cos(x + 2ϕ)

cos x

a · cos(x + ϕ)

cos x

=
cos x + cos(x + 2ϕ)

cos(x + ϕ)
=

2 cos(x + ϕ) cos ϕ

cos(x + ϕ)
= 2 cos ϕ i

b + d

c
=

a · cos(x + ϕ)

cos x
+ a · cos(x + 3ϕ)

cos x

a · cos(x + 2ϕ)

cos x

=
cos(x + ϕ) + cos(x + 3ϕ)

cos(x + 2ϕ)

=
2 cos(x + 2ϕ) cos ϕ

cos(x + ϕ)
= 2 cos ϕ,

odakle sledi tvr�eǌe zadatka (Tangenta 57, str. 32, Pismeni zadaci, zadatak 2).

Svako k ∈ {1, 2 . . . , n}, po uslovima zadatka, pripada jednom (i taqno jednom, jer su disju-4.
nktni) od skupova X \Y , X ∩Y , Y \X i taj izbor je nezavisan za razliqite elemente skupa
{1, 2 . . . , n}, pa rexeǌa skupovne jednaqine iz zadatka ima 3n.

Videti rexeǌe prvog zadatka za tre�i razred A kategorije.5.

Qetvrti razred , A kategorija

Neka je g(x) = 1 +
3

2
· x +

3

8
· x2 − (1 + x)

3

2 i h(x) = (1 + x)
3

2 − 1 − 3

2
· x − 3

8
· x2 +

x3

16
(za x > 0;1.

g i h su beskonaqno diferencijabilne na [ 0,∞)). Tada je g′(x) =
3

2
·
(

1 +
x

2
− (1 + x)

1

2

)
,

g′′(x) =
3

4
·
(

1 − 1√
1 + x

)
; sledi g′′(x) > 0 za x > 0, pa g′ raste, a kako je g′(0) = 0, sledi

g′(x) > 0 za x > 0; daǉe, g raste, g(0) = 0, pa je i g(x) > 0 za x > 0. Ovim je dokazana
,,desna” od dve nejednakosti iz zadatka.

Sliqno, h′(x) =
3

2
·
(

(1 + x)
1

2 − 1 − x

2
+

x2

8

)
, h′′(x) =

3

4
·
(

1√
1 + x

− 1 +
x

2

)
, h′′′(x) =

3

8
·


1 − 1

(1 + x)
3

2


; sledi h′′′(x) > 0 za x > 0, pa h′′ raste, a kako je h′′(0) = 0, sledi h′′(x) > 0

za x > 0; sledi da h′ raste, a kako je h′(0) = 0, sledi h′(x) > 0 za x > 0; konaqno, h raste, a
kako je h(0) = 0, sledi h(x) > 0 za x > 0, tj. druga tra�ena nejednakost (Tangenta 57, str.
32, Pismeni zadaci, zadatak 3).
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Kako neki top tuqe drugog ako i samo ako drugi tuqe prvog, sledi da se topovi raspore�eni2.
na tra�eni naqin mogu podeliti u parove. Svaki od tih parova se nalazi u nekoj vrsti
ili nekoj koloni. Neka se v parova nalazi u vrstama, a k u kolonama.

Par koji se nalazi u koloni ,,zauzima” dve
vrste, tj. u vrstama u kojima se nalaze ovi
topovi ne sme biti vixe topova. Kako je
vrsta ukupno 8, sledi v+2k 6 8. Analogno je

2v+k 6 8, pa sledi 3(v+k) 6 16 ⇔ v+k 6
16

3
,

tj. v + k 6 5. Sledi da se, pri uslovima za-
datka, na tablu mo�e postaviti ne vixe od
10 topova.

Sa druge strane, 10 topova se mo�e
postaviti na tablu, tako da su ispuǌeni
uslovi zadatka, na primer, kao na slici
OP10 4A2.

y y

y

y

y y

y

y

y y

OP10 4A2

Neka je H ′ taqka simetriqna sa H u odnosu na AB (H ′ pripada opisanoj kru�nici 4ABC).3.
Neka prava FP opisanu kru�nicu 4ABC u U i V , a pravu H ′B u P ′. Poxto je OF ⊥ UV ,
F je sredixte du�i UV , pa je, po lemi o leptiru, F sredixte du�i PP ′. Sledi 4H ′FP ′ ∼=
4FHP (HF = H ′F , ^H ′FP ′ = ^PFH, PF = P ′F ), odakle je ^FHP = ^FH ′P ′ = ^CH ′B =
^CAB (Tangenta 57, str. 15, Nagradni zadaci, M820).

O

FA B

C

H

P

H′

U

V

P ′

OP10 4A3-1

O

PA B

C

D
S

S′

E

F

E1

F2

E2

OP10 4A3-2

Lema. (,,lema o leptiru”) Kroz sredixte P tetive SS′ kru�nice konstruisane su
tetive AB i CD, tako da su taqke A i C sa iste strane prave SS′. Neka AD i BC

seku SS′ u E i F , redom. Tada je EP = PF .

Dokaz. Neka su E1 i E2 podno�ja normala iz E na AB i CD, redom. Neka su F1 i F2

podno�ja normala iz F na AB i CD, redom. Kako je 4EPE1 ∼ 4FPF1 i 4EPE2 ∼
4FPF2 sledi

EP

PF
=

EE1

FF1

i
EP

PF
=

EE2

FF2

. Kako je 4AEE1 ∼ 4CFF2 (^BAD = ^BCD)

i 4DEE2 ∼ 4BFF1 (^ADC = ^ABC) sledi
AE

CF
=

EE1

FF2

i
DE

BF
=

EE2

FF1

.

Kako je SP = SP ′, koriste�i potenciju taqaka E i F , sledi

(
EP

PF

)2

=
EE1

FF1

· EE2

FF2

=

EE1

FF2

· EE2

FF1

=
AE · DE

BF · CF
=

SE · ES′

SF · FS′ =
SP 2 − EP 2

SP 2 − FP 2
, odakle je EP = PF .
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Neka je p rexeǌe zadatka. Tada je 2010p2010

+ 1 ≡ 0 (mod p) i (na osnovu male Fermaove4.
teoreme, tj. ap ≡ a (mod p))

2010p2010

+ 1 ≡
(
2010p2009

)p

+ 1 ≡ 2010p2009

+ 1 ≡ . . . ≡ 2010p1

+ 1 ≡ 2010 + 1 ≡ 2011 (mod p),

pa je 0 ≡ 2011 (mod p), tj. p | 2011. Kako je 2011 prost, p = 2011 je jedino p koje mo�e biti
rexeǌe zadatka.

Neka je s = 20112010. Iz binomne formule sledi

2010s + 1 = (2011 − 1)s + 1 = 1 +

s∑

i=0

(
s

i

)
2011i · (−1)s−i =

s∑

i=1

(
s

i

)
2011i · (−1)s−i. (∗)

Za i > 2010 va�i 20112010 | 2011i, pa s |
(
s

i

)
· 2011i · (−1)s−i. Za 1 6 i < 2010 va�i (i !, 2011) = 1.

Kako je brojilac razlomka

(
s

i

)
=

s · (s − 1) · . . . · (s − i + 1)

i!
deǉiv sa 20112010 (poxto je s =

20112010), sledi da (za 1 6 i < 2010) va�i s |
(

s

i

)
, pa i s |

(
s

i

)
· 2011i · (−1)s−i. Sledi da su

svi sabirci u (∗) deǉivi sa s, tj. p = 2011 je rexeǌe zadatka.

Dakle, jedino rexeǌe zadatka je p = 2011.

Videti rexeǌe petog zadatka za tre�i razred A kategorije.5.

Qetvrti razred , B kategorija

Kako je1.

∆ =

∣∣∣∣∣∣

1 1 −1
2 3 m

1 m 3

∣∣∣∣∣∣
= −m2 − m + 6 = −(m + 3)(m − 2),

∆x =

∣∣∣∣∣∣

1 1 −1
3 3 m

2 m 3

∣∣∣∣∣∣
= −m2 − m + 6 = −(m + 3)(m − 2),

∆y =

∣∣∣∣∣∣

1 1 −1
2 3 m

1 2 3

∣∣∣∣∣∣
= −m + 2 = −(m − 2),

∆z =

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
2 3 3
1 m 2

∣∣∣∣∣∣
= −m + 2 = −(m − 2),

za m 6∈ {−3, 2} va�i ∆ 6= 0, pa za ovakve m (i samo takve) sistem ima jedinstveno rexeǌe

(x, y, z) =

(
∆x

∆
,
∆y

∆
,
∆z

∆

)
=

(
1,

1

m + 3
,

1

m + 3

)

(Tangenta 58, str. 28, Pismeni zadaci, zadatak 5).

Kako su −→c = −→a +2·−→b i
−→
d = −→a −3·−→b kolinearni, sa ǌima su kolinearni i

1

5
·
(
3−→c + 2

−→
d

)
= −→a2.

i
1

5
·
(−→c −−→

d
)

=
−→
b (Tangenta 58, str. 28, Pismeni zadaci, zadatak 3).

Videti rexeǌe drugog zadatka za tre�i razred B kategorije.3.

Nejednaqina je definisana za x > 0. Neka je x = y4, y > 0. Nejednaqina postaje 8 ·4.

3y2
+y + 32y+2

> 32y2 ⇔ 8 + 9 · 3y−y2

> 3y2−y. Ako je z = 3y2−y > 0, nejednaqina postaje

8 +
9

z
> z ⇔ (z + 1)(z − 9)

z
6 0, odakle je z ∈ (0, 9 ], tj. 3y2−y 6 32, odakle je y ∈ [ 0, 2 ] i,

konaqno, x ∈ [ 0, 16 ].

Za x ∈ R posmatrani niz je aritmetiqki ako i samo ako postoji d ∈ R, tako da je5.

d = sin(2n + 1)x − sin(2n − 1)x = 2 · sinx · cos 2nx za svako n ∈ N. (∗∗)
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1◦ Ako je sinx = 0, iz (∗∗) sledi d = 0, tj. ovakvi brojevi su rexeǌa. To su brojevi
oblika x = kπ, za k ∈ Z i, u intervalu

[
20092π, 20102π

]
ih ima 20102 − 20092 + 1 =

2010 + 2009 + 1 = 4020.

2◦ Ako je sin x 6= 0, Iz (∗∗) sledi da je niz (cos 2nx)n∈N
konstantan. Specijalno, va�i

cos 2x = cos 4x = 2 · cos2 2x − 1, odakle je cos 2x ∈
{
1,− 1

2

}
.

(a) Ako je cos 2x = 1, sledi 2 sin2 x = 1 − cos 2x = 0, tj. sin = 0, xto je nemogu�e (u
ovom sluqaju je sin x 6= 0).

(b) Ako je cos 2x = − 1

2
, sledi cos 6x = cos 2x ·

(
4 cos2 2x − 3

)
= 1, pa niz (cos 2nx)n∈N

nije
konstantan.

Sledi da u sluqaju 2◦ nema rexeǌa zadatka.

Dakle, tra�enih x ima 4020.
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U prilogu dopisa xaǉemo Vam zadatke i rexeǌa zadataka Opxtinskog takmiqeǌa uqenika
sredǌih xkola, koje treba da se odr�i 23.01.2010.

Predsednik Druxtva
matematiqara Srbije

Branko Popovi�
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