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IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEITEIHA 3AIJATARKA OIIIIITUHCKOI' TAKMNYEIHA
N3 MATEMATHURE

IIpBu pa3pen — A kareropuja

AC + AC
—_—
Pewewe 1: Taura K je cpemumire ny:xu CCY, Te je AK = e e
— — L = _— 2.
Berkropu AK u AM cy xkonmueapuu, 1j. AK = MAM u xako je Cy
— —_—
cpemumre ny:xu AB, 1j. ACY| = %AB, IPeTXodHa jeIHAKOCT mobuja

— — —_— —_— — —
obaur NAM = %AC + iAB, onHocHo AM = %AC + ﬁAB. Kako

cy tauke C', M u B xronuneapHe TO je % + ﬁ =1, 1. A= %, na je
—_— — —_—
AM = 2AC + 3 AB, ommocro CM : MB =1: 2.
N
C A
M
K
A Ch B
A C1 B
Pewemwe 2: Hera je N tauka Ha npasoj AC, taksa na je BN || CCy
CK
u wexa je AM N BN = {D}. Tana je XC, ~ DB’ na je ND = BD
AC AC

u Clé = o je AC =CN. Ily:xu BC u AD cy TeRUIIHE Ty:KU

rpoyrina AABN, na je M rTexumire TOr TPOyTria, OmaKJIE CIEIA 14
jeCM : MB=1:2.

[IpernocTaBuMo ma cy mpoctu OpojeBu p, ¢ u r MehycobHO pasiu-
untu. Tazma, m3 ycaosa 3amaTka umamo pqr = n(pq + qr + rp), a
KaKO Cy P, ¢ U T PA3JMYUTU TPOCTU OpPOjeBU, OHU CYy U y3ajaMHO
npoctu, Te mobujamo ma p | n, ¢ | n u r | n, tj. n = kpqr, 3a HeKn
npuponan 6poj k. Mebyrum, Tana nobujamo 1 = k(pg + qr + rp),
mTo je Hemoryhe.

[IpernocTaBuMO ma cy TayHO ABa O MPOCTUX OpoOjeBa P, ¢ U I Me-
bycobuo jemmaka. bBe3 ymMamema ONIMITOCTH MOKEMO y3€TU Oa je
p=q #r. Taga nobujamo pr = n(p + 2r). Kako cy mpoctu 6pojesu
r ¥ p y3ajamuo npoctu mobujamo (r,p) =1 = (r,p+2r) =1. Crora
Mopa na 1 | n, omHOCHO n = 1l 3a Heku mpuponan 6poj [. Kako je
p+2r > 1, Touz p=I1(p+2r) nobujamo p+2r = p, wro je memoryhe.
Hakne, p = ¢ = r, mTO KaJa YBPCTUMO Yy TOJIA3HY jeIHAYNHY TOOU-
jaMo ma je p = 3n, a p je mpocT OpOj, Te HAJA3ZUMO j€IUHO PEIIeHe
(p,q,m,n) =(3,3,3,1).

JemnaunHa wmMma TpuBHjasHO pememe ¥ = y = 2z = 0. Iloraxku-



MO Oa HeMa APYyTruX pemema. llpermoctaBuMO CympoTHO na MMa
HeKO pememe (Zg,Yo,20) 7 (0,0,0). Ges ymamema onmrocTu MoKe-
MO y3etu ma je xo # 0 u Hera je 2F majsehu cremen Gpoja 2 koju
nenu xg. W3pa3 ma mecnoj crpanu je memuB ca 4. Kako tavan
kBaapar maje ocrarke 0 m 1 mpum mememy ca 4 mobujamMo ma cBa
Tpu Opoja, xg,Yo, 20, MOpajy OuUTH mapHU: T = 2x1, Yo = 2y1 4
20 = 22z1. YKOJIUKO OBO YBPCTHMO y IOJIA3HY jeIHAKOCT HOOMjamo
4(w12+y12+z12) = 20048211121, OOHOCHO T2 +y12 4212 = 400821y, 21.
Cana aHaAJOTHUM MOCTYIKOM HOOUjaMO U 1a Cy CBU OPOjeBU X1, Y1, 21
napuu. [lonaBmajyhu oBaj moctynak k+1 myTa mobujamo ma je 6poj
zo memuB ca 28Tl mTo je y KOHTpaIMKIMju ca MPEeTIOCTaBKOM 12
je 2% majsehu cremen Gpoja 2 Koju meam x(, YUMe CMO HOKA3aJIM 14
jenHaYMHA MMa CaMO TPUBUJATHO PEIIeIHe.

a) |S| = 4. Csaka 2 esementa u3 S X S mMory 6utu y penauuju p
nnu He Outn y pemamuju. Ctora je yrkyman Opoj pesianuja jemaHakx:
2195 = 244 = 216 = §5536.

Kon cumerpuunux penanuja kama OApeauMO Oa JU CY Yy peJanuju
eJeMEeHTU ca TJaBHEe OujaroHaljie W W3HAMA Hbe y TabJIWIU MOTIIYHO
je onpebeno ma nu cy y pesaluvju U €JIEMEHTH MUCHOJ TJIaBHE IU-
jaromase. Crora je ykyman OpOj CUMETPUUYHUX peJalrja jeaHakr
24+3+2+1 — 910 — 1024, a ykyman 6poj HECUMETPUYHUX pPeJIAIM]ja I0-
OujaMo Kaja MPeTXOoqHU OpPOj Oay3MeMO O YKYIHOT Opoja pesaiu-
ja: 216 — 210 = 65536 — 1024 = 64512.

6) 3a esemeHTe ca riaBHe qujaroHase mMamo 2 moryhxocru (mnu
Cy y peJjlalju WId HUCY, Tj. a4 p a4 WIA a fa), a 33 CBAKU Iap CU-
METPUYHUX MeCTa y OIHOCY Ha TJIaBHy aujaroHaty, (a,b) u (b, a),
nmamo 3 moryhuoctu (unu je a pb u bga, nnu je bpa u aygb, nan
je agbu bga). Crora je ykynan 6poj aHTUCUMETPUYHUX DeJIAIMja
jemmak 24 - 3372+ = 16 - 729 = 11664

Omnosprayhemo tBpheme. Kourpampumep je mectopra 2 -3, 2 -5,
3-5,7-11, 7-13, 11-13, koja He 3aM0BOJbABA HUjEIAH yCIOB 3a0aTKA.



IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEINTEIHA 3AIJATAEKA OIIIIITUHCKOI' TAKMNYEIHA
N3 MATEMATURE

Ilpyru pa3pen — A Kareropuja

Kopuctumo na cy tpoyraosu ABCA u AADB upaBoyriau, Kao u
notennujy tauke E y omnocy mHa kpyr k: AE-ED = BE-EC. Crora
nmamo na je AE - AD = AE? + AE - ED = AC? + EC? + AE - ED =
AC? + EC?+ BE-EC = AC? + EC(EC + BE) = AC?> + EC - BC =
AC? + (BC — BE) - BC = AC? + BC? — BE - BC, na je AE - AD +
BE - BC = AB?.

C

iN

IloBomuO je morazaru — Aro je <AEB # 90°, ouma je AB = CD.
Hera je <AEB # 90°.

Axo je O = E, rana je ABCD npaBoyraonuk, na Basku AB = CD.
[Ipernocrasumo na je O # E. Herka cy M, N, P, Q cpemumra my:Ku
AD, BC, AC, BD, penom, u Heka je R mpecek HOpMaJja U3 TAYaKa
P u Q pemom na BD u AC.

Yersopoyrnosu MPNQ u OPR(@) cy napajgerorpamu, ma ce Iy>KHU
MN, OR u PQ ceky y jemHoj Tauku Koja mx u mojoBu. Ilomro
cpemumre nysxu OF nesxu wa M N nvmamo na je RE || MN. C opyre
crpane, R je opronenrap APQFE, na je RE1LP(Q. Haxkne, MN _LPQ,
Tj. MPNQ je pom6. Canma je mako mokasatu ga je AB = 2PN =
2NQ = CD.

EXBUBaJICHTHUM TpaHChOpMaNujaMa Joda3uMo mo: a? + 2b% — 11 =
(14 — 2ab)V/2. Cana umamo aBa ciydaja: ako je 2ab # 14, mobujamo

o 3= a® + 2% — 11
AICNVET T oah)
6poj, a u3pas ca mecHe crpane panuoHasan. JIpyra moryhuoct je
na Bazku 2ab = 14. Tama Basu u a® + 2b% = 11, na je (a — 2b\/§)2 =
a?+20%—2abv/2 = 11-14v/2 < 0. OBo je KOHTPAIUKINja, Ta 3aJaTaK
HEMA pellena.

, mTo je Hemoryhie, jep je /2 upanuonanan



Pewewe 1: 3a m = (0 monmasna jeqHaumHa je JUHEAPHA jeTHAYUMHA
r —3 =0 u oOHa MMa CaMO IO3UTUBHO pemewne (r = 3).

3a m # 0 TO je KBagpaTHA jeqHAUYMHA W Ja OU OHA WMMAaJIa PeaHa
pemema TOTPEOHO je ma je mena muckpuMmuHanta D = 16m + 1 > 0,
IITO Jaje yCIOB M = &

O0ba pemema cy HeraTuBHa, YKOJUKO Baku D >0, x1 +x9 < 0 u

b 2 1
x1-x9 > 0: :c1+a:2:——:—m+ < 03am € (—oo,—3)U(0,400),
a m
b m-3
X1 Tg = — = > 03am € (—o00,0)U(3,4+00), Te mpecek ycaoBa
a m

m = I—é ca OBa IBa yCJOBa maje m € (3,+oo).
AKO je TauHO jemHO pelleme HEeraTUBHO OHMAA je APYro MO3UTUBHO

ninu 0. JemgHo pememe je HETATUBHO, & APYTO MO3UTUBHO, YKOJMUKO
b m—3

Baku D >0 u 2120 < 0: 2729 = — = < 0 3a m € (0,3)
a m

U IIPECEeK ycJoBa m > I—é ca oBuM ycuaoBoMm naje m € (0,3). Jemmo

pelneme je HeraTuBHO, a apyro 0, ykoauko Baku: D=0, x1+x2 < 0wn

2 1
r1x2 =0 r1+w2 = —— = — m < 03am € (—oo,—3)U(0,400),
a

m
b m—3
1+ Ty = — =

=0, Tj. 3a m = 3 (10 je pememe jep je 3 = 16
a m

n 3 € (—00,—3) U (0,+00)). 3Haum, jenHaynHa UMa TAUHO jeIHO
HeraTuBHO pememe 3a m € (0, 3].

Jennaumna nva Gap jenHo HeratuBHO pememe 3a m € (0,400), a

nBa 3a m € (3,400).

Pewewe 2: 3a m = (0 monasna jemHaumHa je JUHEAPHA jeTHAYUNHA
r —3 =0 u oHa MMa CaMO IO3UTUBHO pemene (T = 3).

3a m # 0 TO je KBagpaTHA jeqHAUYMHA W A OU OHA MMAaJIa PeaHa
pemema mOoTpedbHO je ma je meHa muckpuMmubaanta D = 16m + 1 > 0,
ITO 7aje YCJIOB M > 1 . Ibena pemema cy marta popmymnom

—(2m+1) +16m + 1

2m

T1,2 =

Wcnurajmo xana je |2m + 1] < 4/16m + 1. Ksagpupamo u nobujamo
rejeaaumnay m? — 3m < 0, mrTo je memymeno 3a m € (0,3). Onma je
12m + 1| > /16m + 1 3a m € (—00,0) U (3, +00).

Aro je m € [74,0) onma cy n mvenmnan (2m < 0) m Gpojunan
(=(2m +1) —/16m + 1 < 0) 3a oba pemema HEraTUBHU, Ia Cy 00a
pelemha MO3UTUBHA.

Axo je m € (0,3] omna je mmenunan mosutusad (2m > 0), OOk je
6pojunar jemsom mosutusad (—(2m + 1) +/16m+1 > 0), a jennom
weratuBad (—(2m + 1) —/16m + 1 < 0), na je jemHo pememe mo3u-
TUBHO, & APYTrO je HEraTWUBHO.

Axo je m € (3,+00) onna je mmenunan no3utusBa# (2m > 0), K0k cy
6pojuorm 3a 0ba pemema HeratusHu (—(2m + 1) +1/16m +1 < 0),
ma cy oba peliema HETATUBHA.

Jemmaunua nma 6ap jeqHo HeraTtuBHO pememe 3a m € (0,+00), a
nBa 3a m € (3,400).



a) Mosxke. Huje temro korcTtpyucatu npumep. Ozmaunmo 6poje-
BuMa 1-7 wyjaHOBe. Y KYIHO MMa (;) = 21 mapoBa, ma he pydJroBa
OUTU MAKCUMAJHO aKO CTAJHO WAy MO OB dilaHa. AKO umy Tpu Ty
ce Beh m3rybe 2 Oyayha pyuka, ako umay dyerupu ryou ce b pydro-
Ba, ca 5 ryou ce 9 urn. Mu Tpeba ma m3ryobumo 11 pyukosa. To
MOKEMO HIp. ako Ha mouerky uny {1,2,3,4,5},{5,6,7}, a ocramux

8 PyYKOBa Cy CBH ca IO IBa 4YjlaHa, KOJU JOII IapoBU (daJie:

{1,6},{1,7},{2,6},{2,7},{3,6},{3,7},{4,6},{4,7}.

Hanomena: Moxe ma jom jeman maums ca 1 X 4, 3 x 3 u 6 X 2.

2) = 55. IIpernocraBu-
Mo ma je moryhe. Tpebasno 6mu ma 3a cBaku map ocoba mocToju
TAYHO jelaH pydvak Ha KoMe cy Ouie 3ajemno. Ha pyury 3a k oco-
0a "morpomu’ ce (g) mapoBa. Rako je (g) = 10, a 5-10 < 55,
jacHO je ma onm TUX 5 py4YKOoBa Oap Ha jeIHOM Ol HBUX je MOPaJio
6utu mpucyTHO 6 miu Bume ocoba (y CympoTHOM OuM OCTA0 HEKU
map WiaHOBa KOjU HUje HUKA OMO 3ajeqHO Ha PYUKY, Tj. U HAKOH
tux 5 pyudroBa Ouso 6u moryhe opranuszoBaTy jom Heku). Tako-
be memoryhe je ma cy mpeocraiux 4 pydkoBa CBU ABOUJAHU jep Ou
OIleT OCTAO HEKM Hap KOju Huje Ouo Ha py4YKy 3ajeqHo (jep ounrien-
HO HAajBUIIIE (120) + 4 < 55 pa3znauuuTUX mapoBa YJIaHOBa je OMio
3ajelHO Ha PYUKy). 3HauM mMaMo 6ap jeman pydak ca 6 u Bume
ocoba, u jeman ca 3 u Bume. Ho ta aBa pyuka umajy HajBumie 1 3a-
jemuuvor umana. OHpa 3Haym mMamo O6ap 5 ocoba ca mPBOT PydUKa
KOje jomr HuCy pydaje ca b6ap 2 ocobe ca apyror pydka. 3a TO je
moTpebHO je opranu3oBaTu 6ap jorr 5-2 = 10 pydkoBa ma OU CBaKO
Ol BUX pydao ca CBaKUM. KOHTpaIuKIN]a.

11
0) He moxxe. Haume, napoBa uma yKymHO (



IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEINTEIHA 3AIJATAEKA OIIIIITUHCKOI' TAKMNYEIHA
N3 MATEMATURE

Tpehu pa3zpen — A xkareropuja

Heka je M rtauka crpamune BC rtaksa na je DM || AE. Tana je
EM : MB = AD : DB = EF : FD, na je MF || AB, a ouna
u MF 1 CD. Kakxo je u DE 1 BC, mnobujamo ma je tauka F
opronenTap tpoyraa ACDM, na je CF 1L DM, a tume u CF 1 AE.

3a x > 0 cy cBu JorapuTMu u CTeneHu nepumHucanu. Kakro je

3logy vV _ gilogyx _ y/glogyx , ,logs 3 _ 310827 16 je nara jen

HaUUHA eKBUBAJEHTHA jemuaunnn t2+t—12 = 0 (cmena t = V 3l0g; Ly,
yuja cy pemema t1 = —4 < 0 u to = 3. 306or t > 0 mmamo

V310827 = 3 1a je logor =2, Tj. v = 4.

Heka cy a u b pemom ocramu npu nemerny 100n ca 199 u 201. 3anmara

jemHaYrMHA MIOCTaje 10(1)39_“ + 10331_1’ = @, MTO Ce HAKOH CBODhema Ha
3ajeHUYKM uMeHusal csoau Ha n = 201a + 199b.

C npyre crpane, 3a cse a = 0,1,...,198 u b = 0,1,...,200,

n = 20la + 1990 je pememe jemuaumbe. 3amcTa, OCTAIA NPU le-

mewmy 100n = 20100a + 199000 ca 199 u 201 cy pemom a u b, ma can

100n 100n

99 [ﬁ

yrTe BpeqHocTtu OpojeBa a u b nobujajy pasauyure BpeaHOCTH 3a 1,

perema uMa OHOJIMKO KOJIUKO nMa maposa (a,b), a OBUX MMa TAYHO

199 - 201 = 39999.

JIAKO TpOBepaBaMoO nIa je { ] =n. KRako ce 3a pazmnu-



Heka cy 21, 22 U 23 KOpennu jeanaunte x> 4 ax? +br+c =0, a wy, ws
u w3 Koperu jemnaunue r° + |a|r? + |bjx + || = 0. Tana, xopuctehu
BuetoBe ¢opmyne, Hama3nMO ma BaKwy

la| = | —a| = |21 + 22 + 23] < |21] + |22 + [23] = 3,
1 1 1
|b| = |2122 + 2923 —|— 2321| = |212223||— —|— — —|— —|
Z1 zZ2 z3
=|zZ1 + 22 + Z3| = |21 + 22 + 23| = |21 + 22 + 23] = |a],
Kao u |212223] = | —¢| = |¢] = 1. Ca mpyre crpane, npuMeHOM
BueroBux ¢dopmysna Ha APYry jeAHAUYMHY M YumeHUNA |a| = |b| u
lc|] = 1, mobujamo ma je w; = —1 pememe ucre. [lakme, mpyra

jemHauMHAa je eKBUBAJIEHTHA j€THAYNHU
3+ la|z? + |alz + 1= (z + 1) (2® + (la| — D)z + 1) =0,

na cy we ¥ w3 KOpeHu kpaapatue jemxnaunse 2+ (la|—1)z+1 =0 (u3
Buerosux ¢popmyna umamo na je wows = 1 — rpebahe nam racuuje).
Mebyrum, rako je 0 < |a| < 3, TO 3a QUCKPUMUHAHTY OBe jeqHAYNHE
Baskn D = (Ja|+1)(Ja| —3) < 0. Ako je |a| = 3 rana je wy = wg = —1,
OIHOCHO |wi| = |ws| = |wg| = 1. 3a 0 < |a| < 3 je D < 0 ma nmamo
IIBa KOHjyTOBAHO KOMILUICKCHA KODEHA, W3 = W, W 33 HUX BAKN
lwa|? = wowy = wows =1, kao u |w3|? = wzws = wzwy = 1.

Tume cMo mokazayy na je y cBakoM ciydajy |wi| = |wa| = |ws| = 1.

a) Mosxke. Huje remko roncrpyucatu npumep.O3naunmo GpojesBu-
Ma 1-8 umaHOBe. YKyImHO MMa (g) = 28 mapoBa, ma he pydkoBa
OMTM MaKCUMAJHO aKO CTAJHO WAy HO OBa YiaHa. AKO uay Tpu
wiaHa Ty ce Beh m3rybe 2 Oyayha pydka, ako umy yeTupu ryou ce
5 pyukoBa, ca ner unaHoBa ryou ce 9 ura. Mu tpeba ma m3ryodumo
13 pyurosa. To moskemo Hup ako uny {1,2,3,4,5},{5,6,7},{1,6, 8},
a ocTtayumx 12 pydkroBa CBU IO 2 YJaHa KOJU jOII IapoBU (daJie.

6) He moxke. Hamve, mapoBa nma yKymHO (123) = 78. IIpernocraBu-
Mo ma je moryhe. Tpebasno 6m ma 3a cBaku map ocoba mocroju
TAYHO jedaH pydvak Ha KoMme cy Ouie 3ajemno. Ha pyury 3a k oco-
0a "morpomu’ ce (g) mapoBa. KRako je (g) =10, a 7-10 < 78,
jacHO je ma onm TuUX 7 pyYKOBa Oap Ha jeIHOM Ol HBUX je MOPaJio
6utu mpucyTHO 6 miu Buime ocoba (y CympoTHOM OuM OCTA0 HEKU
map 4iIaHOBa KOjU HUje HUKA OMO 3ajeqHO Ha PYUKY, Tj. U HAKOH
Tux 7 pydroBa Ousio 6u moryhe opranmszoBaTy jom Hekum). Tako-
be, memoryhe je nma cy nmpeocranux 6 py4ykoBa CBU OBOUJIAHU jep OuU
OIleT OCTAO HEKU Hap KOju Huje Ouo Ha pydKy 3ajemqHo (jep ouurien-
HO HajBUIIE (122) + 6 < 78 pa3nmuumTUX IapoBa YJIaHOBa je OMiIo
3ajelHO Ha PYUKy). 3Hauu mMaMo 6ap jenaH pydak ca 6 u Bure
ocoba, u jeman ca 3 u Bume. Ho Ta nBa pyuyka mmajy HajBuiie 1 3a-
jemuuvor umana. Onpa 3Hayr mMmamo O6ap 5 ocoba ca mPBOT PydUKa
KOje jomr HuCy pydaje ca 6ap 2 ocobe ca apyror pydka. 3a TO je
moTpebHO je opranu3oBaTu 6ap jorr 5-2 = 10 pydkoBa ma OU CBaKO

Ol BUX pydao ca CBaKUM. KOHTpaIUKIN]a.



IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEINTEIHA 3AIJATAEKA OIIIIITUHCKOI' TAKMNYEIHA
N3 MATEMATURE

UYerBpTU pa3pen — A Kareropuja

Osmaunmo ca O Tauyky KOja je MCTOBPEMEHO U IEHTAD YIUCAHOT
kpyra y AABK (nonynpednuka p) U MeHTAP OMUCAHOT KPYyTa OKO
AABC (nonyunpeunuka r). Heka cy N, L u P, peCneKTUBHO, Tayke y
kojuma yrucauu kpyr y AABK nomupyje crpanune AB, BK u KA.
Tanma cy momymapuu mpaBoyrau tpoyrioBu AAPO = AANO =
ABNO = ABLO (xumnorenyse cy uMm jennake R, karere r u yrao
nacupam Behe crpaunune je 90°). Omartie umamo ga je <BCO =
<AKAO = «BAO = g Kako je AK cumerpaJja yria mobujamMo
na je <CAK = <KAb = 3. Yrao <AOC je nenTpajHu 3a yrao
<IABC = ( ma je <AOC = 28. W3 tpoyraa AAOC wamazumo
na je <ACO = 180° — %ﬁ, ajii KaKO je Taj TPpOyrao jeTHAKOKPaK
(AO = CO = R) mobujamo ma je [ = 36°. Omarie AUPEKTHO
nobujamo ma cy yruoBu y tpoyriay AABC jemmaku <ABC = 36°,
IBCA =72°n <CAB =T72°.

Oszmaumvo ca (x) ycaos samatka [(f(z —y)) = f(z) — f(y) 3a
Vx,y € R. Kako je f(x) "ma”, omma 3a cBako z € R mocroju HEKO
a € R rarso na je z = f(a). Canma us (x) mmamo f(z) = f(f(a—0)) =
f(a) — f(0) =z — f(0). Aro y (*) 3amenumo y = z nobujamo ma je
f(0) =0, na je f(x) =z 3a cBaro z € R.

Jlako ce mpoBepaBa na oBa (YHKIMja 33T0BOJBABA jeTHAUMHY ().

Hyune ¢yurmuje cy £ = 0 u cBu 6pojesu > 1. f(z) >03a0 < x<1,
a f(z) < 0 muje murkan. Pyurumja f(x) je pacryha 3a 0<z <1,y
r = 1 nma Tayky npekmna, a 3a r > 1 je KOHCTaHTHA.



4. Hexra cy 21, 22 U 23 KOpeHnu jegaaunue x> +ax’+br+c=0, a wi, wo
u w3 Koperu jemnaunue r° + |a|r? + |bjx + || = 0. Tana, xopuctehu
BuetoBe ¢opmyne, Hama3nMO ma BaKwy

la| = [ —a = |21 + 22 4 23] < |z1] + |22| + |23] = 3,
1 1
|b| = |2122 + Z9%23 + Zngl = |212223||— + — —|— —|
<1 z2 <3
= ’21+22—|—§3’ = |21—|—22+Z3| = ‘214-224—23‘ = |a!,

Kao U |212223] = | —¢| = |¢] = 1. Ca ngpyre crpane, IprMeHOM
Buerosux ¢opmysna Ha APYry jeAHAUUHY U uYubeHuna |a| = |b| u
le| = 1, nobujamo na je wy; = —1 pememe ucre. Ilakne, npyra

jemHaumHAa je eKBUBAJIEHTHA j€THAYNHU
3+ lajz® + |alz + 1= (z + 1) (2® + (la| — Dz +1) =0,

ma Cy wo W w3 KOpeHn kpanpatHe jemxaaunse x°+ (|a|—1)z+1 =0 (u3
Buerosux ¢popmyisa umamo na je wows = 1 — rpebahie mam racuuje).
Mebyrum, raro je 0 < |a| < 3, TO 32 QIUCKPUMUHAHTY OBE jeqHAUNHE
Basku D = (|a|+1)(|a] —3) < 0. Axo je |a| = 3 Tana je wy = w3 = —1,
omHOCHO |wi| = |wa| = |wg| = 1. 3a 0 < |a] < 3 je D < 0 ma nmamo
IBa KOHjyrOBAHO KOMILIEKCHA KODEHA, W3 = Wg, W 33 HUX BAKA
lwa|? = wowy = wows = 1, ka0 u |w3|? = wsws = wzwy = 1.

Tume cMoO moOKazain na je y cBakoM ciydajy |wi| = |wa| = |ws| = 1.

5. Kanm ce moMepumMo 13 jeTHOT TEMEHa Y CYCeIHO MPOMEHU Ce MapHOCT
36upa koopauuara. Crora, ako je n Hemapax OpoOj, Kaaa KpEHEeMO U3
jemHOr TeMeHa 1 0O6mheMo ocTajia U BPATUMO Ce Y MOJa3HO, MTapHOCT
36mpa KoopauHaTa OU Oumiia MpoMemeHa IITO Huje Moryhe, Te 3a n
HEapHO HE MOCTOjU TaKaB N-TOYTao.
3a n mapuo, 2005 Tpeba ma mpeacTraBUMO Kao 30Mp IOBa KBagparTa.
Kako je 2004 = 5-401 = (22 + 1) - (202 + 1), kopunthemem dopmyie
(22 +y?)(a® + V%) = (az + by)® + (ay — b2)? = (ax — by)* + (ay + bx)?
nobujamo mpenacTaBmama 2005 = 412 + 182 = 392 + 222 (moxe ce
noka3aTu na cy oHa u jemuna). Crora crpanuny mxyskuse /2005
MOKEMO ,HO6I/ITI/I KaO XUIIOTEHY3y IIPaBOYTJINX TPOYIJOBa Ca KaTe-
Tama 41 u 18 (I/IJII/I 39 u 22). Pememe je maTo xkao Ha caumnm:

Agg—1 Agg—3 Agyo




IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEINTEIHA 3AIJATAEKA OIIIIITUHCKOI' TAKMNYEIHA
N3 MATEMATURE

IIpBu pa3pen — b kareropuja

AC + AC
—
Pewemne 1: Taura K je cpemumre nysxku CCq, Te je AK = St
— — — —
Berkropu AK u AM cy xomuneapuu, tj. AK = MAM u xako je Cy
—
cpemumre ny:xu AB, 1j. AC, = %AB, IPeTXOdHa jeIHAKOCT mobuja
— 12 1503 —_— 1A 15
obaur NAM = §AC + ZAB, onmaocHO AM = ﬁAC + UAB. Kako
cy tauke C', M u B xoaumHeapHe TO je % + ﬁ =1, 1. A= %, ma je

—_— — —
AM = %AC—# %AB, omaocuo CM : MB =1: 2.
N

II \\
c I

|
| N\

Peweme 2: Herka je N tauka ma npasoj AC, taksa nma je BN || CC,

CK ND
u Heka je AM N BN = {D}. Tana je XC, =5p @ je ND =BD
AC AC
u C’lé =N je AC =CN. Hyxu BC u AD cy Texuinne ny-Ku

tpoyrina AABN, na je M rTexuire TOr TPOyTria, OmaKJIe CIEIA 14
jeCM :MB=1:2.

[IpernocraBumo ma cy mpoctu OpojeBu p, ¢ u r MehycobHO pa3iu-
yutu. Tanma, M3 yciaoBa 3aJaTKa UMaMO pqr = n(pq + qr + rp), a
KaKO Cy P, ¢ U T PA3JUYUTU MPOCTU OPOjeBU, OHU Cy U y3ajaMHO
npocTty, Te mobujamo ma p | n, ¢ | nu r | n, tj. n = kpqr, 3a Heku
npuponan 6poj k. Mebyrum, Tana nobujamo 1 = k(pg + qr + rp),
mTo je HeMoryhe.

[IpernocTaBuMO ma Ccy TayHO ABa O MPOCTUX OpoOjeBa P, ¢ U I Me-
bycobno jemnaka. bBe3 ymamema ONIMITOCTA MOKEMO y3€TU Ha je
p=q #r. Taga nobujamo pr = n(p + 2r). Kako cy npoctu 6pojesu
r 1 p y3ajamuao npoctu mobujamo (r,p) =1 = (r,p+2r) =1. Crora
Mopa na 1 | n, omHocHO n = rl 3a Heku mpuponan 6poj [. Kako je
p+2r > 1, Touz p =Il(p+2r) nobujamo p+2r = p, mro je Hemoryhe.
Iakne, p = q¢ = r, WTO KaJ YBPCTUMO Yy TOJIA3HY jeIHAUYUHY T00OU-
jaMo ma je p = 3n, a p je mpocT OpOj, Te HAJIA3UMO jeOUHO PEIIEHe

(p,q,7,n) = (3,3,3,1).



Bamu: a-103+b-102 +¢-10+1=3-(2-103+a- 10> +b-10 + ¢).
Kako ce ©6poj 3c 3aBpmaBa jenwHWoMm, TO je ¢ = 7, Te modOujamo
1000a + 100b 4 71 = 6000 + 300a + (3b + 2) - 10 + 1. Kaxo je b uudpa
(0<b<9), 6uhe 2<3b+2<29. Bpoj 3b+ 2 ce 3aBpmasa uppom
7, ma je 3b +2 € {7,17,27}. Moryhe je camo b = 5. Cana je
1000a + 571 = 6000 + (3b+ 1) - 100 + 71. Kako je u a uudpa, Guhe
1<3a+1<28 u 3a+ 1 ce 3aBpmasa mudppoMm 5, Te je 3a + 1 = 25,
Tj. a = 8.

Tpaxenu Opoj je 857.

CBako om TemeHa He MOKe OUTH CIOjeHO ca caMuM CODOM u ca
cycenuux 6 temena (mo 3 ca cBake crpane). [lakise, cBako ox 15
TeMeHa MO;Ke OMTU CIIOj€HO ca MPEeoCTaJuX & TeMEeHa, a KAKO Ha OBaj
HAUMH CBaKy IqujaroHaiy OpojuMo 2 myta (KOX CBAKOD OX TeMe-

HA [0 jeqHOM) nobujaMo ma je TpaskeHu OpoOj aujaroHasia jeqHak
15-8
— = 60.

2

Heka je AE cumerpada yraa <BAD = 90° — <ABC = 60°. Tana je
AAEB jennakokpaku Tpoyrao (<BAE = 30° = <ABE)u AF = BE.
Kako je u AAFED nosnoBuHa je THAKOCTPAHUUIHOT TPOYIJIA UMaMO 14
) AF BE 3 . 1

je ED = - = 3 omuocHo BD = ZBC’ te je CD = DFE = ZBC’.
Cana u3 nmonymapuoctu NADC = NADE nobujamo AC = AE, a

1
kako je AE = BE = §BC’ = FEC, nanaszumo na je tpoyrao NAAEC

jemnakoctpanuuvas. IIpema Tome, <BAC = <BAFE + <FAC = 30° +
60° = 90°.




IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEIIEILA 3AIJATARKA OIIIIITUHCRKOI' TAKMNYEIHA
N3 MATEMATURE

Ilpyru pa3spen — b kareropuja

Kax<oje9+4f 4+4\/_+5—(2—|—\/_),1/1MaM011aje

A= (V2 vB+ Y2+ vE) Va—VE=2{@+ VB)2-vB) = 2

[IpernocTaBuMoO ma cy mpoctu OpojeBu p, ¢ 1 r MehycobHO paziu-
untu. Tazna, m3 ycaosa 3amaTra umamo pqr = n(pq + qr + rp), a
KaKO CYy P, ¢ U T PA3JIUYUTU ONPOCTU OPOjeBU, OHU Cy U y3ajaMHO
npoctu, Te mobujamo ma p | n, ¢ | nu r | n, tj. n = kpqr, 3a mexn
npuponan 6poj k. Mebyrum, ramna mobujamo 1 = k(pg + qr + rp),
mTo je Hemoryhe.

[IpernocTaBuMO na Cy TayHO ABaA OJX IPOCTUX OpojeBa p, ¢ U r Me-
bycobuo jemmaka. bBe3 ymamema ONIMITOCTH MOKEMO y3€TU Oa je
p=q#r. Taga nobujamo pr = n(p+ 2r). Kako cy npoctu 6pojesu
r ¥ p y3ajamuao npoctu gobujamo (r,p) =1 = (r,p+2r) =1. Crora
Mopa na 1 | n, omHOCHO n = 1l 3a Hekum mpuponan 6poj [. Kako je
p+2r > 1, Tou3 p=I(p+2r) nobujamo p+2r = p, wro je memoryhe.
IHakme, p = ¢ = r, WTO KaJ YyBPCTUMO Yy TOJIA3HY jeIHAUYNHY TO0OU-
jaMo ma je p = 3n, a p je mpocT OpOj, Te HAJA3ZUMO j€OUHO PEIICHE
(p,q,m,n) =(3,3,3,1).

Pemasamem monasse jeqHauYMHEe IO & HAJA3UMO T = 3y +24/25 — 92,
na je |y| <5 u /25 — y? Tpeba ma Gyne neo 6poj. Ilakae, umamo na
je y € {0,£3,+4,+5}. Pemema cy:

(z,y) € {(10,0),(-10,0), (—1,-3),(-17,-3),(1,3),(17,3), (=6, —4),
(—18,—4),(6,4),(18,4), (=15, —5), (15,5)}.

Pewewe 1: 3a m = (0 monmasna jeqHaumHa je JUHEAPHA jeTHAYUMHA
r —3 =0 u oHa MMa CaMO IO3UTUBHO pemene (r = 3).

3a m # 0 To je KBagpaTHA jeqHAUYMHA U A OM OHA MMAaJIa pPeaHa
pemema mOoTpedbHO je ma je meHa muckpuMmubaanta D = 16m + 1 > 0,
IITO Jaje yCIOB M = &

O0ba pemema cy HeraTuBHa, YKOJUKO Baku D >0, x1 +xo < 0 u

b 2m +1
x1- 22 > 0: w1+x2:—az— - <03amée (—o0 )U(O,+oo),
b m-3
1Ty =— = > 03am € (—00,0)U(3,4+00), Te mpecek ycaoBa

a m
m > T4 ca oBa mBa ycioBa maje m € (3,+00).

Ako je TauyHO jemHO pelleme HEeraTUBHO OHMAA jé APYrO MO3UTUBHO

mwm 0. Jenno pememe je HEraTMBHO, a APYrO IO3UTUBHO, YKOJMKO
b m—3

Bk D >0 u 2120 < 0: 27 20 = — = < 0 3a m € (0,3)
a m

1 IPECEK yCJIoBa m > 1—61 ca oBuM ycuaoBoMm naje m € (0,3). Jemmo




pemneme je HeraTuBHO, a Apyro 0, ykoauko Baku: D=0, x1+x2 < 0wu

b 2m +1
x1 e =0: x1+29=——=— < 03am € (—oo,—3)U(0,400),
a m
b m-—3
x1-19=—=——=0, 1j. 3a m =3 (10 je pememe jep je 32%
a

m 3 € (—00,—3) U (0,+00)). 3Haum, jenHauuHa MMa TAYHO jeIHO
HeraTuBHO pemewme 3a m € (0, 3].

Jemnaunua nma 6ap jeqHo HeraTtwuBHO pememe 3a m € (0,+00), a
mBa 3a m € (3,400).

Pewewe 2: 3a m = (0 monasna jegHaumHa je JUHEAPHA jeIHAYUMHA
r —3 =0 u oHa MMa CaMO IO3UTUBHO pemiewne (r = 3).

3a m # 0 TO je KBagpaTHA jeqHAUYMHA U A OM OHA MMAaJIa pPeaJHa
pemema moTpedbHO je ma je meHa muckpuMmubaanta D = 16m + 1 > 0,
IITO Jaje yCJIOB m = I—Gl. Ibena pemema cy mara Gopmyiom

—(2m+1) £ V16m + 1

2m

1,2 =

Ucnurajmo rana je |2m + 1| < v/16m + 1. Kagpupamo u nobujamo
rejeqaaumnay m? — 3m < 0, mro je memymeno 3a m € (0,3). Onna je
|2m + 1| > /16m + 1 3a m € (—00,0) U (3, +00).

Axro je m € [74,0) onma cy n mvenmnan (2m < 0) um Gpojunan
(=(2m+1) — v/16m+1 < 0) 3a 06a pemema HEraTUBHU, Ia Cy 00a
peliema TO3UTUBHA.

Axo je m € (0,3] omna je mmenunan mosutusas (2m > 0), mok je
6pojunarn jemaom nosutusan (—(2m + 1) ++/16m +1 > 0), a jeqaom
weratuBad (—(2m + 1) —/16m + 1 < 0), na je jemHo pememe mo3u-
TUBHO, & APYTrO je HETaTUBHO.

Ako je m € (3,+00) onma je umenunan mosutusa (2m > 0), DOk cy
6pojuonu 3a oba pemema wHeratusau (—(2m + 1) ++/16m + 1 < 0),
ma cy oba peliema HETATUBHA.

Jennaumna nva Gap jenHo HeratwuBHO pememe 3a m € (0,400), a
nBa 3a m € (3,4+00).

Hexka je E nmomuoskje nopmasie u3 D wa npaBy AB. Tana je FACD
IpaBOyraoHWK, cTOora m 300r yciaoBa 3amatka je <ECB = <FECA +
JACB = ¢+ 0 = <DAC + <ACB = 90°. Y mpaBOyIJOM TPOYTJIY
ACEB je EC>?=EB-EA= (a+b)-buCB?=EB-AB = (a+b)-a,

na je AD = EC = \/b(a+b) u BC = \/a(a+ D).




IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEITIEIHLA 3AIJATAKA OIIIIITUHCRKOI' TAKMNYEIHA
N3 MATEMATURE

Tpehu pazpen — B kareropuja

3
Heka je tga = a. Tama je tgf = tg(a + 60°) = M utgy =
1—aV3
a—\/g
tg(a+120°) = ———=. Cana umamo tgatgf+tgftgy+tgytga =
1+aV3

a? + a3 a’? —3 a2—a\/§_9a2—3_

+ + = - -3.
1—a\/§ 1 — 3a? 1—|—a\/§ 1 — 3a?

3a x > 0 cy cBu JorapuTMu U CTeneHu nepumHucanu. Karo je

3log, Vo _ 331087 _ \/slogyx 4 logy 3 310g2m, TO je mara jen-

HAaUMHA eKBUBAJEHTHA jeaHaunnn t2+t—12 = 0 (cmena t = V 308> Ly,
uyuja cy pemema t1 = —4 < 0 m to = 3. 306or t > 0 mmamo

V310827 = 3 a je logor =2, Tj. v = 4.

Pemasamem nosasbe jeqnadnne mo T Hajaasumo & = —4y+34/25 — y?,
na je |y| <5 u /25 — y? Tpeba ma Oyne neo 6poj. lakae, umamo na
je y € {0,£3,+4,+5}. Pemema cy:

(z,y) € {(15,0),(—15,0), (24, -3), (0, —3), (—24, 3), (0, 3), (25, —4),
(17,—-4),(—25,4),(—17,4), (20, —5), (—20,5) }.

Osuaunmo AB = CD = a, AD = BC = b, BD = dy = V7 -k,
AC = dy = V19 -k, <BAD = « (3a kKOju Tpeba ma BUAMMO na
au je 60° mam 120°), <ABC = 180° — a. Ilpumenumo KoCUHYCHY
teopemy Ha Tpoyriose AABD u AABC: di? = a® + b — 2abcosa,
do? = a2 + b2 — 2ab cos(180° — «v), ma rako je di < dy mobujamo ma
je o = 60°. Hakue, di® = a? 4+ b? — ab, dy® = a® + b? + ab, na je

&’ a2+ +ab 19 (974142 19

— = = —, Tj. ~5———" = —, OJaKJie HaJa3UMO
a2 @+ —ab TV (e r1-e 7

KBaAPATHY jeTHAYUHY 1—72 (%)2 — ? (%) + 1—72 = 0. Kan je pemwumo

; S - a _ 2
nobujamo ma je =5 mm = 3.




Osuaummo ca A, B,C temena ocHoBe u ca S BpxX mupamume. Heka
je D cpenumre usune BC (BD = %a) 1 HeKa je F mpecexk paBHU
koja canp:ku BC u mopmasua je ma AS. Tanma je BE 1 AS, ma u3
npasoyryor tpoyriaa ABES mvmamo BE = acos §. Bucuny DE no-

6ujamo u3 Iluraropune teopeme 3a ABDE: DE = BE? — BD? =

n BC-DE _ a?

i

ay/cos? § — ;. Crora je PABCE:T 5 COSQE—i.

2




IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEINTEIHA 3AIJATAEKA OIIIIITUHCKOI' TAKMNYEIHA
N3 MATEMATURE

UYerBpTH; pa3pen — b kareropuja

Hexka cy To 6pojeBu a,b,c. Tama je 2b = a + ¢ u b* = a?c®. Axo

KBaIPUPaMO TIPBY jeTHAUUMHY W MCKOPUCTUMO ma je b? = |ac|, mobu-
jamo a? + 2ac + ¢* = 4lac|.

Axo je ac > 0 mobujamo a® —2ac+c?> =0, na je a = c n a® = 2
nakJye g = 1.

Axo je ac < 0 mobujamo jemmaroct a’ + 6ac + ¢ = 0, omaxie je
¢ = -3+ 8. Karo je 2—2 =¢> = (-3+£V82uq >0 (jep cy
kBagpatn), 6uhe go3 = 3+ /8.

Konuunuk tor Husa Moxe 6utn ¢ = 1, ¢o = 3+ /8 mwim g3 = 3 — /8.

b

3a z > 0 cy cBu JOorapuTMu U CTeNeHW nepuHUCAHU. Kakro je

glogy Vo _ gilogyw _ /glogyw oy ,log, 3 310827 16 je mara jen-

HAaUHA eKBUBAJICHTHA jeaHaumnn t2+t—12 = 0 (cmena t = V 308 Ly,
unja cy pemema t1 = —4 < 0 m to = 3. 306or t > 0 mmamo

V310827 — 3 1a je logox =2, Tj. v = 4.

Hyune ¢ynrmuje cy © = 0 u cBu 6pojesu > 1. f(z) >03a 0 < x<1,
a f(zr) < 0 auje nurkan. Pyuruuja f(x) je pacryha za 0<z <1,y
r = 1 nma Tayky nmpekmna, a 3a x > 1 je KOHCTaHTHA.

n—oo

Tpaxkena rpan. Bpensoct je lim (% + 5%9 +...+ m> =

: 1 (1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 _
lim z(T—5+5—§+§—1—3+1—3—ﬁ+---+4n+1—4n+5>—

1 (1 1) _1
lim Z(T_4n+5> =3

U3 Larccosz = I + 2km, (k € Z) cnemm arccosz = (% + 14k)m.
Ta penamuja HEje ucnymena HU 3a jenno k € 7Z Oynyhu ma Basku
(% —14)r <0< arccosz < < %7?.



