
REXEǋA ZADATAKA OKRU�NOG TAKMIQEǋEǋA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19.02.2011.

Prvi razred , A kategorija

Pretpostavimo da ovakvi brojevi postoje. Kako je 2010 = 30 · 67, a 67 prost, barem jedan1.

od brojeva a + b, b + c i c + a mora biti deǉiv sa 67. Bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo
pretpostaviti da je b+ c deǉivo sa 67, a samim tim i b+ c>67 (b i c su prirodni brojevi).
Daǉe, (a+ b)(c+ a) deli 30, pa je a+ b6 30 i c+ a6 30. Me�utim, tada je

676 b+ c < a+ b+ c+ a6 60

xto je kontradikcija, pa ovakvi brojevi ne postoje.

Neka su ta i tb tangente na kru�nicu k1 u taqkama A i B, redom, a tc i td tangente na2.

kru�nicu k2 u taqkama C i D, redom, i neka
je ta ∩ tc = {K}, tb ∩ td = {L}, ta ∩ td = {M},
tb ∩ tc = {N}, ta ∩ tb = {E} i tc ∩ td = {F}.
Primetimo da je

^NKM = ^KCD + ^KAB,

^NLM = ^DBL+ ^BDL.

Sada, kako je ^DBL = ^ABE = ^KAB

(trougao AEB je jednakokraki) i ^BDL =
^FDC = ^KCD (trougao DFC je jed-
nakokraki), to je ^MKN = ^NLM . Iz
posledǌeg zakǉuqujemo da su taqke K, L, M
i N koncikliqne, xto je i trebalo dokazati.
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Primetimo da je 2 <

√

6 +
√

6 +
√
6 <

√

6 +
√
6 + 3 <

√
6 + 3 < 3.3.

Razmatrimo zato slede�a dva sluqaja:
1◦ n6 2. Iz prethodnog zakǉuqujemo da je dati izraz jednak 3− n ∈ Z, pa su n = 1 i n = 2
rexeǌa zadatka.

2◦ n> 3. U ovom sluqaju izraz je jednak n+3− 2

√

6 +
√

6 +
√
6, xto je ceo broj ako i samo

ako je 2

√

6 +
√

6 +
√
6 ceo broj. Doka�imo da ovo ne va�i, taqnije da je α =

√

6 +
√

6 +
√
6

iracionalan broj. Pretpostavimo suprotno, tj. da je α ∈ Q. Tada je α2 = 6+
√

6 +
√
6 ∈ Q,

pa je β =
√

6 +
√
6 ∈ Q. Daǉe, β2 = 6 +

√
6 ∈ Q, pa je

√
6 ∈ Q, xto nije taqno.

Dakle, jedina rexeǌa su n = 1 i n = 2. (Tangenta 62, str. 38, Pismeni zadaci)

4. Neka je CM ∩BN = {S}. Tada je

^MSN = ^AMC − ^BNM = ^ABC,

i prema tome MN = MS. Osim toga va�i

^CBS = ^ABC − ^ABN = ^BAN

^BCS = ^ABC − ^SBC = ^ABN,

xto zajedno sa AB = BC daje da su trou-
glovi ABN i BCS podudarni. Sledi da je

BN = CS = CM +MS = CM +MN.
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Transliramo datu figuru za vektor du�ine 1 paralelan du�oj stranici pravougaonika.5.

Polazna i dobijena figura imaju zbir povrxina ve�i od 2012, a sadr�ane su u
pravougaoniku 2012 × 1 dobijenom proxirivaǌem datog. Stoga te dve figure imaju
bar jednu zajedniqku taqku, recimo X. Ako je X ′ taqka koja se slika u X pomenutom
translacijom, obe te taqke pripadaju datoj figuri i na rastojaǌu su taqno 1.

Drugi razred , A kategorija

Doka�imo da Pera uvek mo�e pobediti.1.

Pera upisije prvo b = 0. Daǉe, mogu�a su dva sluqaja:

1◦ Mika upisuje nenula broj, tj. upisuje c = m 6= 0 ili a = m 6= 0. Tada Pera
upisuje a = −m, odnosno c = −m i tada je D = b2 − 4ac>−4ac > 0, pa kvadratna
jednaqina ima 2 razliqita realna rexeǌa x1 i x2. Iz Vietovih pravila imamo
da je x1 · x2 = c

a
= −m2 < 0, te su ona suprotnog znaka i Pera dobija.

2◦ Mika upisuje 0 na neko od preostalih mesta. Tada Pera upisuje 0 na pre-
ostalo mesto qime se dobili jednaqinu 0 = 0, koja ima beskonaqno mnogo rexeǌa,
od kojih je jedno npr. 1, a drugo −1, pa Pera ponovo dobija.

Bez gubǉeǌa opxtosti pretpostavimo da je kvadrat stranice 2. Neka je O sredixte2.

stranice AB, ^AOP = x i P ′ podno�je nor-
male iz P na AB. Tada je iz Pitagorine
teoreme

AP 2 = AP ′2 + PP ′2

= (1− cosx)2 + sin2 x = 2− 2 cosx

CP 2 = (PP ′ +BC)2 +BP ′2

= (2 + sinx)2 + (1 + cosx)2

= 6 + 4 sinx+ 2 cosx,

pa je AP 2+CP 2 = 8+4 sinx. Posledǌi izraz

je maksimalan kada je x =
π

2
, tj. kada je P

sredixte luka nad AB. (Tangenta 58, str.
8, M842)
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3. Neka su taqke B′ i E′ podno�ja normala
iz taqaka B i E na pravu DG, redom.
Neka je taqka C′ podno�je normale iz C

na pravu BB′. Kako je ^BC′C = ^DLC =
90◦, ^C′BC = ^LDC (uglovi sa normalnim
kracima) i BC = DC (stranice kvadrata
ABCD), to je

4BCC′ ∼= 4DCL,

pa je CC′ = CL. Qetvorougao CC′B′L je
pravougaonik, pa je iz prethodnog B′L = CL.
Analogno dobijamo i da je E′L = CL, pa je
B′L = E′L. Samim tim, kako su prave CL,
BB′ i EE′ paralelne, a L sredixte du�i
B′E′, to je presek pravih CL i BE taqka K,
xto je i trebalo dokazati.
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Obele�imo poǉa table parovima iz skupa {A,B,C,D,E, F}×{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Uoqimo deset4.

poǉa A1, A6, A7, B1, B2, E6, E7, G1, G2, G7 (koja su oznaqena na slici levo). Svaki koǌ na
tabli mo�e da tuqe najvixe jedno od ovih poǉa, pa na tablu moramo postaviti barem 10
koǌa. 10 koǌa postavǉenih kao na slici desno ispuǌavaju uslove zadatka, pa je tra�eni
broj jednak 10.
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Pretpostavimo da je n = 7q = 7pr11 pr22 · · · prkk , gde su p1, . . . , pk razliqiti prosti brojevi koji5.

nisu jednaki 7. Tada je zbir svih delilaca broja n jednak

σ(n) = (1 + 7)(1 + p1 + · · ·+ pr11 ) · . . . · (1 + pk + · · ·+ prkk ),

odakle sledi da je σ(n) = 2n deǉivo sa 8, tj. 4 | n. Me�utim, tada su
7q

2
,
7q

4
, q,

q

2
,
q

4
,

1 razliqiti delioci broja n koji su maǌi od n, a qiji je zbir jednak 7q + 1 = n + 1.
Kontradikcija.

Tre�i razred , A kategorija

Da bismo dokazali da je 4BEF pravougli dovoǉno je dokazati da je 4FAE ∼ 4EAB.1.

Kako je ^FAE = ^EAB = 90◦, to je dovoǉno

dokazati da je
FA

EA
=

EA

AB
. Neka je AB = a

i BC = b. Kako je 4CFB ∼ 4BDA (odgo-
varaju�i uglovi su jednaki kao uglovi sa
normalnim kracima), to je

FB

BC
=

DA

AB
,

pa je FB =
b2

a
, odnosno FA =

b2 − a2

a
. Daǉe,

iz Pitagorine teoreme je

AE2 = BE2 −AB2 = b2 − a2.

Samim tim je
FA

EA
=

EA

AB
, xto je i trebalo

dokazati. (Tangenta 60, str. 6, M875)
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Primetimo da na xahovskoj tabli dimenzija 2012× 2012 ima 4024 = 2 · 2012 dijagonala koje2.

imaju neparan broj poǉa (po 2012 dijagonala paralelnih glavnim dijagonalama - svaka
druga je neparna) i da one nemaju me�usobnih preseka.

Sa svake od tih dijagonala moramo izbaciti
bar po jedno poǉe da bismo dobili da sve
dijagonale imaju paran broj poǉa. Time smo
pokazali da broj �etona ne mo�e biti ve�i
od

20122 − 2 · 2012.
20122 − 2 · 2012 �etona mo�emo postaviti na
tablu da ispuǌavaju uslove zadatka tako
xto �emo postaviti �eton na svako poǉe
sem na poǉa koja su na glavnim dijagonalama
(to je prikazano za tablu dimenzija 8× 8 na
slici sa desne strane).

• • • • • •
• • • • • •
• • • • • •
• • • • • •
• • • • • •
• • • • • •
• • • • • •

• • • • • •
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Pretpostavimo da ovakvo preslikavaǌe postoji. Neka je ABCDE konveksan petougao i3.

neka je f(A) = A′, f(B) = B′, f(C) = C′, f(D) = D′ i f(E) = E′. Qetvorougao A′B′C′E′

je konkavan, pa bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da je E′ u unutraxǌosti
trougla A′B′C′. Posmatrajmo tri konveksna dela na koje poluprave E′A′, E′B′ i E′C′

(sa poqetkom u E′) dele ravan P . Pretpostavimo da se taqka D′ nalazi u spoǉaxǌosti
trougla A′B′C′ i neka se bez umaǌeǌa opxtosti nalazi u oblasti u kojoj se ne nalazi
C′. Me�utim, tada je qetvorougao A′E′B′D′ konveksan, kontradikcija. Dakle, taqka D′

se nalazi u unutraxǌosti trougla A′B′C′. Neka je A′E′ ∩ B′C′ = {A′′}, B′E′ ∩ C′A′ =
{B′′} i C′E′ ∩ A′B′ = {C′′}. Taqka D′ se nalazi u jednom od trouglova A′E′C′′, B′E′C′′,
B′E′A′′, C′E′A′′, C′E′B′′ i A′E′B′′. Neka se bez umaǌeǌa opxtosti nalazi u trouglu A′E′C′′.
Me�utim, tada je qetvorougao A′D′E′C′ konveksan, kontradikcija.
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(a) Primenom binomnog obrasca dobijamo4.

A =
2010
∑

k=0

(

2010

k

)

· 20112010−k · ik +
2010
∑

k=0

(

2010

k

)

· 20112010−k · (−1)k · ik

= 2 ·
1005
∑

k=0

(

2010

2k

)

· 20112010−2k · i2k = 2 ·
1005
∑

k=0

(

2010

2k

)

· 20112010−2k · (−1)k,

odakle sledi da je A ceo broj.
(b) Koriste�i rezultat iz dela pod (a) dobijamo

A = 2 ·
1005
∑

k=0

(

2010

2k

)

· 20112010−2k · (−1)k ≡ 2 ·
1005
∑

k=0

(

2010

2k

)

· 20112010−2k · 100k = S (mod 101).

Daǉe imamo

S = 2 ·
1005
∑

k=0

(

2010

2k

)

· 20112010−2k · 100k = 2 ·
1005
∑

k=0

(

2010

2k

)

· 20112010−2k · 102k

=

2010
∑

k=0

(

2010

k

)

· 20112010−k · 10k +
2010
∑

k=0

(

2010

k

)

· 20112010−k · (−1)k · 10k

= (2011 + 10)2010 + (2011− 10)2010,

pa je A ≡ (2011 + 10)2010 + (2011 − 10)2010 (mod 101). Prvi sabirak 20212010 daje ostatak 1
pri deǉeǌu sa 101, jer je 2021 ≡ 1 (mod 101). Prona�imo koji ostatak pri deǉeǌu sa 101
daje drugi sabirak, odnosno 20012010. Kako je 101 prost broj, koji ne deli 2001, na osnovu
Male Fermaove teoreme je 2001100 ≡ 1 (mod 101), a odatle i 20012000 ≡ 1 (mod 101). Jox je
ostalo da na�emo ostatak pri deǉeǌu broja 200110 sa 101. Jednostavnim raqunom ostataka
nalazimo da je 200110 ≡ 87 (mod 101), pa je

A ≡ 1 + 87 = 88 (mod 101).
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Sabiraǌem nejednakosti 2ak−2−5ak−1+2k60, za 26k6n, dobijamo 3an−2an−1−3a1+2a060,5.

tj. za n ∈ N
3an 6 2an−1 + 3. (∗)

Tvr�eǌe sada dokazujemo indukcijom. Za n = 0 tvr�eǌe oqigledno va�i, pa je dovoǉno
dokazati da ako va�i za n− 1 da va�i i za n. Iz (∗) je

3an 6
2

3
an−1 + 16

2

3
· 3

[

1−
(

2

3

)n−1
]

+ 1 = 3

[

1−
(

2

3

)n]

,

xto je i trebalo dokazati.

Qetvrti razred , A kategorija

1. Prave DH i AF su paralelne, pa je iz

Talesove teoreme
CH

HF
=

CD

DA
. Tako�e, kako

je DF ‖ CB sledi
CD

DA
=

BF

FA
, pa kako je

BF = DE (qetvorougao FBED je paralelo-

gram), va�i
CD

DA
=

DE

FA
. Kako je

4AFG ∼ 4EGD,

to je
DE

FA
=

DG

GF
. Iz prethodnih jedanakosti

dobijamo
CH

HF
=

DG

GF
,

odakle je iz Talesove teoreme GH ‖ AC.
(Tangenta 6, str. 6, M874)
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Obele�imo poǉa table parovima iz Dekartovog proizvoda {A,B,C,D} × {1, 2, 3}.2.

(b) Jednu dominu mo�emo postaviti na 17 razliqitih naqina (8 vertikalnih i 9 horizon-
talnih). Ukupan broj pozicija je jednak broju neure�enih parova domina od koga treba
oduzeti sluqajeve gde se neke domine preklapaju. Dve vertikalne domine se preklapaju u
4 sluqaja, dve horizontalne u 6 sluqajeva, a horizontalna i vertikalna u 24 sluqaja, pa

je tra�eni broj jednak

(

17

2

)

− (4 + 6 + 24) = 136− 34 = 102.

(a) Kako je ovde bitno koja je domina postavǉena 1. a koja 2. to svakoj poziciji nakon
postvaǉene 2 domine odgovaraju 2 naqina za ǌihovo postavǉaǌe (prvo jedna pa druga
domina i obratno). Stoga ima ukupno 2 · 104 = 204 naqina da se postave 2 domine.
(v) Pobedniqku strategiju ima prvi igraq. Prvu dominu stavǉa u centar, tj. stavi
dominu na poǉa B2 i C2, a zatim domine postavǉa centralno simetriqno dominama koje
je postavio drugi igraq.

Neka je3.

f(x) =
1

n

n
∑

i=1

|x− xi |.

Za x = 0 imamo f(0) =
1

n

n
∑

i=1

xi, dok za x = 1 sledi f(1) =
1

n

n
∑

i=1

(1 − xi) = 1 − f(0). Iz

relacije f(0) + f(1) = 1 dobijamo da va�i ili f(0) = f(1) =
1

2
ili f(0) <

1

2
< f(1) ili

f(1) <
1

2
< f(0). Kako je f neprekidna funkcija na [0, 1], to po Vajextrasovoj teoremi mora

postojati x ∈ [0, 1] takvo da je f(x) =
1

2
.

Dokaz izvodimo indukcijom po n. Tvr�eǌe trivijalno va�i za n = 1, pa je dovoǉno4.
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dokazati induktivni korak. Neka je zato tvr�eǌe taqno za n − 1 i doka�imo da va�i za
n. Neka je b1 = ai i b2 = aj. Razmotrimo slede�a dva sluqaja:
Prvi sluqaj. Neka je i neparan i j = i+1, ili i paran i j = i− 1. Tada je b1b2+ t = aiai+1+ t

ili b1b2 + t = ai−1ai + t, pa tvr�eǌe va�i na osnovu induktivne pretpostavke.
Drugi sluqaj. Neka i i j nisu kao u prvom sluqaju. Tada se za

i′ =

{

i− 1, 2 | i
i+ 1, 2 - i

j′ =

{

j − 1, 2 | j
j + 1, 2 - j

qlanovi b1ai′ + t i b2aj′ + t ne nalaze sa desne strane nejednakosti. Primetimo da je

(b1b2 + t)(ai′aj′ + t)− (b1ai′ + t)(b2aj′ + t) = t(b1 − aj′ )(b2 − ai′)> 0,

tako da se zamenom qlana (b1ai′ + t)(b2aj′ + t) (koji se nalazi sa leve strane nejednakosti)
sa (b1b2 + t)(ai′aj′ + t) leva strana nejednakosti ne smaǌuje. Kako je ovako dobijen izraz po
induktivnoj pretpostavci ne ve�i od desne strane date nejednakosti, dokaz je zavrxen.

Neka je q > 2. Na osnovu Male Fermaove teoreme imamo q2q + (2q)q ≡ 1 + (−1)q ≡ 0 (mod p),5.

te broj n sa navedenom osobinom postoji. Dokaza�emo da je broj n deǉiv sa q. Uvedimo
oznake x = qn i y = nq. Iz navedene deǉivosti broj n ne mo�e biti deǉiv sa p, te je na
osnovu Male Fermaove teoreme y2 ≡ n2q ≡ np−1 ≡ 1 (mod p). Odavde, kako je p prost broj,
imamo y ≡ ±1 (mod p). Zato je x ≡ ∓1 (mod p), te je x2 ≡ 1 (mod p). Kako za poredak broja
q po modulu p va�i rp(q) | p−1 = 2q, to je rp(q) ∈ {1, 2, q, 2q}. Kako je 1 < q < p, to je rp(q) 6= 1.
Ispitajmo da li je mogu�a jednakost rp(q) = 2. Ukoliko bi ovo va�ilo, onda bi imali
q2 ≡ 1 (mod p), te bi va�ilo (q2 − 1, 2q + 1) = p. Odavde p | (q · (2q + 1)− 2 · (q2 − 1)) = q + 2.
Daǉe, p | (2 · (q + 2) − (2 · q + 1)) = 3, pa je p = 3, odnosno q = 1. Kontradikcija. Ovim smo
dokazali da je rp(q) ∈ {q, 2q}, pa q | rp(q). Sada imamo 1 ≡p x2 ≡p q2n, odakle rp(q) | 2n.
Imaju�i na umu da q | rp(q), kao i da je q neparan broj, odavde konaqno dobijamo q | n.
Kako p - qq + qq, to je za q > 2, najmaǌa tra�ena vrednost broja n jednaka 2q.
Za q = 2, odnosno p = 5, neposrednom proverom se utvr�uje da je n = 8.

Prvi razred , B kategorija

Skicarajmo grafik funkcije f(x) = |x− 1| − |x− 2|+ |x− 3|. Razmotrimo slede�a qetiri1.

sluqaja:

1◦ x6 1. Tada je f(x) = −x+ 2.

2◦ 1 < x6 2. Tada je f(x) = x.

3◦ 2 < x6 3. Tada je f(x) = −x+ 4.

4◦ x > 3. Tada je f(x) = x− 2.

Potrebno je odrediti sve vrednosti za a

tako da prava y = a ima taqno qetiri
preseqne taqke sa ovom funkcijom. Sa
grafika funkcije f(x) prime�ujemo da ovo
va�i ako i samo ako je a ∈ (1, 2). (Tangenta
61, str. 31, Pismeni zadaci)

2

1

y = a

f(x)

O

OK2011 1B1

Neka je
−−→
AB = −→a i

−−→
BC =

−→
b . Kako je

−−→
AM :

−−→
MB = 2 : 1, to je

−−→
AM =

2

3
· −→a , a kako je2.

−−→
BN :

−−→
NC = 1 : 1, to je

−−→
BN =

1

2
· −→b . Kako su A, S i N kolinearne taqke, to za neko λ va�i

−→
AS = λ · −−→AN = λ · (−−→AB +

−−→
BN) = λ · −→a +

λ

2
· −→b . Sa druge strane, kako su taqke M , S i D

kolinearne, postoji realan broj µ tako da je
−−→
MS = µ ·−−→MD = µ · (−−→MA+

−−→
AD) = −2µ

3
·−→a +µ ·−→b .

Kako je
−→
AS =

−−→
AM +

−−→
MS, to iz prethodnog dobijamo λ · −→a +

λ

2
· −→b =

(

2

3
− 2µ

3

)

· −→a + µ · −→b .

Kako su −→a i
−→
b linearno nezavisni vektori, to je λ =

2

3
− 2µ

3
i

λ

2
= µ. Rexavaǌem ovog

sistema dobijamo da je λ =
1

2
, pa je AS : SN = 1 : 1.

6



Primetimo da su Aca, Bojan i Veǉko ukupno pogodili taqan pola�aj za 7 cifara, pa su3.

neka dvojica pogodila taqan polo�aj iste cifre. Kako su jedino na 3. mestu neka dvojica
pretpostavila polo�aj iste cifre, to 3. cifra mora biti jednaka 3. Ovo je jedina taqno
pretpostavǉena cifra za Veǉka, pa se broj 5 ne nalazi na 6. mestu, a kako se ne mo�e
nalaziti ni na 3., to se broj 5 nalazi na 5. mestu i ǌen polo�aj je pretpostavio Aca.
Daǉe, cifra 6 se ne nalazi na 2. i 5. mestu, pa se nalazi na 6. mestu, a i ǌen polo�aj je
pretpostavio Aca. Polo�aj ostalih cifara je pretpostavio Bojan, tj. 2 je na 1. mestu, 4
na drugom, a 1 na 4. mestu, pa je tra�eni broj jednak 243156.

Pogledati prvi zadatak za prvi razred A kategorije.4.

Neka je bez umaǌeǌa opxtosti ^ABC > 90◦. Kako je AB = CD, to su kvadrati ABB′A′ i5.

CDD′C′ podudarni, pa je O1B = CO3.

Kako u kvadratu BB′′C′′C va�i BO2 = CO2,
to je dovoǉno dokazati da je ^O1BO2 =
^O3CO2. Imamo

^O1BO2 = ^O1BB′ + ^B′BB′′ + ^B′′BO2

= 45◦ + ^B′BB′′ + 45◦

= 90◦ + ^B′BB′′,

a kako je ^B′BB′′ = 360◦ −^B′BA− ^ABC −
^CBB′′ = 180◦ − ^ABC, to je ^O1BO2 =
270◦ − ^ABC. Sa druge strane,

^O3CO2 = ^O3CD + ^DCB + ^BCO2

= 45◦ + 180◦ − ^ABC + 45◦

= 270◦ − ^ABC,

pa je ^O1BO2 = ^O3CO2. Sada je po stavu
SUS 4O1BO2

∼= 4O3CO2. (Tangenta 58,
str. 27, Pismeni zadaci)
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Drugi razred , B kategorija

Rasporedimo prvo onih 5 kǌiga koje mogu stajati u proizvoǉnom me�usobnom poretku.1.

To mo�emo uqiniti na 5! naqina. Preostale kǌige se mogu nalaziti izme�u prvobitno
postavǉenih, na poqetku ili na kraju reda, tj. na ukupno 6 mesta, i to tako da na svakom
od ovih mesta stoji taqno jedna kǌiga. Dakle, jox je potrebno 5 od 6 mesta i zatim na

ǌih rasporediti posledǌih 5 kǌiga. Kako je ovo mogu�e uqiniti na

(

6

5

)

· 5! = 6!, to je

tra�eni broj rasporeda jednak 5! · 6!. (Tangenta 60, str. 22, Pismeni zadaci)

Da bismo dokazali da su taqke D, E i F kolinearne dovoǉno je dokazati da je ^DEA +2.

^AEB + ^BEF = 180◦. Kako je AEB jednakostraniqan trougao, to je ^AEB = 60◦ i
EB = AB = EA. Daǉe, kako je BFC jednakostraniqan trougao, to je BF = BC = AB = EB.

Samim tim, trougao EBF je jednakokraki,
pa je ^BEF = ^BFE. Kako je

^EBF = ^EBC + ^CBF

= 90◦ − ^ABE + ^CBF = 90◦,

to je iz prethodnog ^BEF = 45◦. Daǉe,
trougao DAE je jednakokraki (DA = EA),
pa kako je ^DAE = ^DAB − ^EAB = 30◦, to
je ^ADE = ^AED = 75◦. Sada je

^DEA+^AEB+^BEF = 75◦+60◦+45◦ = 180◦,

xto je i trebalo dokazati. (Tangenta 54,
str. 47, Pismeni zadaci)
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Nejednakost
2x2 + 2x+ 3

x2 + x+ 1
6 d je ekvivalentna sa

(2− d)x2 + (2− d)x + (3− d)

x2 + x+ 1
6 0. Imenilac3.

ove nejednaqine je uvek pozitivan, jer je diskriminanta odgovaraju�e kvadratne jednaqine
jednaka −3, a vode�i koeficijent 1, pa �e polazna nejednaqina biti ispuǌena za svako x

ukoliko je brojilac prethodnog razlomka uvek negativan. To je ispuǌeno kada su vode�i
koeficijent i diskriminanta maǌi od nule, tj. 2 − d < 0 i (2 − d)2 − 4 · (2 − d) · (3 − d) =

(2− d) · (3d− 10)6 0. Iz prve nejednaqine je d > 2, pa iz druge dobijamo d>
10

3
. Samim tim,

skup dobrih brojeva je interval

[

10

3
,+∞

)

.

Na osnovici AB odredimo taqku K tako da je ^ACK = 36◦. Neka je |AB| = c, |AC| = |BC| = b4.

i |AK| = x.

Trouglovi ACK i ABC su sliqni, jer imaju

sve jednake uglove, pa je
x

b
=

b

c
. Kako

je |BK| = c − x = b, to se posledǌa jed-

nakost svodi na
c− b

b
=

b

c
. Ukoliko uvedemo

smenu t =
c

b
dobijamo ekvivalentnu jednaqi-

nu t2 − t + 1 = 0. Rexeǌa ove jednaqine su
1±

√
5

2
, pa kako je

c

b
> 0, to je

c

b
=

1 +
√
5

2
.

C

A BK

OK2011 2B4

Iz date jednakosti je a2 = c2 − b2 = (c − b)(c + b), pa kako je a prost broj, a c − b < c + b5.

(b i c su prirodni brojevi), to je c − b = 1 i c + b = a2. Iz ovih jednakosti je c = b + 1 i
a2 = 2b+1. Kako za b = 1 i b = 2 broj a nije prost, to je b> 3. Za b> 3 je b2 > 3b > 2b+1, pa
je a2 < b2, tj. a < b, xto je i trebalo dokazati.

Tre�i razred , B kategorija

Neka je oxtar ugao romba jednak β. Kako je lopta upisana u prizmu, to je visina prizme1.

kao i visina romba jednaka 2R, gde je R polupreqnik lopte. Sada, iz definicije ugla α,

zakǉuqujemo da je tgα =
2R

d
, gde je d du�ina du�e dijagonale datog romba. Ukoliko je a

stranica romba, to je d = 2a cos
β

2
i a sinβ = 2R. Sada je

tgα =
a sinβ

2a cos
β

2

= sin
β

2
,

odnosno β = 2arcsin (tgα). (Tangenta 62, str. 37, Pismeni zadaci)

Prvu cifru broja mo�emo izabrati na 9 naqina. Druga cifra mo�e biti razliqita od2.

prve cifre ili jednaka prvoj cifri. U sluqaju da je druga cifra razliqita od prve
mo�emo je izabrati na 9 naqina. Tada za tre�u i qetvrtu cifru mo�emo odabrate jednu
od cifara koje se nalaze na prvom i drugom mestu, pa je ukupan broj brojeva u ovom sluqaju
jednak 9 · 9 · 2 · 2. Razmotrimo sada sluqaj kada je druga cifra jednaka prvoj. Sliqnim
razmatraǌem kao u prethodnom sluqaju zakǉuqujemo da postoji 9 · 9 · 2 brojeva kod kojih je
tre�a cifra razliqita od prve dve. Na kraju, ukoliko su prve tri cifre jednake qetvrtu
mo�emo odabrati na 9 naqina, pa je broj ovakvih brojeva jednak 9 ·9. Dakle, tra�eni broj
je jednak 9 · 9 · 2 · 2 + 9 · 9 · 2 + 9 · 9 = 567. (Tangenta 56, str. 24, Pismeni zadaci)

Data nejednaqina definisana je za brojeve x ∈ [2,∞). Kako za svako x > 2 va�i3.

√

x2 − 3 +
√
x− 2 + x >

√

22 − 3 + 0 + 2 = 3,

a x = 2 nije rexeǌe date nejednaqine, to su rexeǌa elementi skupa (2,∞).

Oblast definisanosti za polaznu jednaqinu je skup [−1, 1]. Kako za svako x ∈ [−1, 1] va�i4.
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arcsinx+ arccosx =
π

2
, to je data jednaqina ekvivalentna sa

4x arcsin x + 4x(
π

2
−arcsin x) = 2

2+πx

2 .

Ukoliko ovu jednaqinu pomno�imo sa 4x arcsin x, dobijamo ekvivalentnu jednaqinu

(4x arcsinx)2 + 4
πx

2 − 2
2+πx

2 · 4x arcsin x = (4x arcsin x − 2
πx

2 )2 = 0.

Dakle, rexeǌa polazne jednaqine su rexeǌa jednaqine 4x arcsin x − 2
πx

2 = 0. Ova jednaqina

je ekvivalentna sa 2x arcsinx =
πx

2
, pa je x = 0 ili arcsinx =

π

4
, tj. x ∈

{

0,

√
2

2

}

.

5. Neka je KL∩MN = {S}. Oznaqimo ^SKC =
α, ^SMA = β, ^SNL = γ, ^LSN = ω. Neka,
bez umaǌeǌa opxtosti, va�e slede�i ras-
poredi A −K −M − C i B − N − L − C. Iz
sinusnih teorema primeǌenih na trouglove
KMS i LNS dobijamo

KS = MS · sinβ
sinα

= MS · sin(α+ ω)

sinα
,

SL = SN · sin γ
sinα

= MS · sin(α− ω)

sinα
.

Sada je

KL = KS + SL = MS · 2 sinα cosω

sinα
= 2 ·MS · cosω

i samim tim KL = MN ·cosω, xto je trebalo
dokazati.

A B

C

M

N

K L
S
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Qetvrti razred , B kategorija

Iz a = log10 2 sledi
1

a
= log2 10 = log2 2 + log2 5 = 1 + log2 5. Odatle je log2 5 =

1

a
− 1 =

1− a

a
,1.

xto povlaqi log5 2 =
a

1− a
.

Iz a = log10 2 i b = log10 3 dobijamo da je
a

b
=

log10 2

log10 3
= log3 2.

Iz b = log10 3 sledi
1

b
= log3 10 = log3 2 + log3 5 =

a

b
+ log3 5. Odatle je log3 5 =

1

b
− a

b
=

1− a

b
,

xto povlaqi log5 3 =
b

1− a
.

Konaqno imamo da je log5 216 = log5(2
3 · 33) = 3(log5 2 + log5 3) = 3 · a+ b

1− a
.

Koordinate taqke A su rexeǌa sistema y = mx, y = x2. Kako je k > 0, to je iz prethodnog2.

A(k, k2). Sliqno, B je rexeǌe sistema y = −
(

k +
1

k

)

· x, y = x2. Kako je −k − 1

k
< 0, to je

iz prethodnog B
(

−k − 1
k
, k2 + 1

k2 + 2
)

. Sada je

−→
OA · −−→BA = (k, k2) ·

(

2k +
1

k
,− 1

k2
− 2

)

= 0,

xto znaqi da je ^OAB = 90◦, pa 4OAB nikad nije oxtrougli.

Funkcija f je neprekidna na svakom od intervala [0, 64) i (64,+∞), pa je dovoǉno odrediti3.

a takvo da je funkcija neprekidna u taqki 64, tj. da je lim
x→64

f(x) = f(64) = a. Kako je

lim
x→64

√
x− 8

3
√
x− 4

= lim
x→64

( 6
√
x)3 − 8

( 6
√
x)2 − 4

= lim
x→64

( 6
√
x− 2)( 3

√
x+ 2 6

√
x+ 4)

( 6
√
x− 2)( 6

√
x+ 2)

= lim
x→64

3
√
x+ 2 6

√
x+ 4

6
√
x+ 2

= 3,

to je a = 3. (Tangenta 62, strana 37, Pismeni zadaci)

Prvo rexeǌe. Oznaqimo sa ^BAE = ϕ, AE = h, BE = y, BD = DC = x.4.
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A

B CDE

h

y x x

ϕ

45
◦

30
◦

Iz jednakokrako–pravouglog 4AED imamo da je x+ y = h. Iz polovine jednakostraniqnog
4AEC imamo da je 2x+ y = h

√
3.

Rexavaǌem ovog sistema (po x i y) dobijamo da je x = h(
√
3− 1) i y = h(2−

√
3).

Odavde dobijamo da je tgϕ =
y

h
= 2 −

√
3. Kako je tg 2ϕ =

2 tgϕ

1− tg2 ϕ
=

4− 2
√
3

1− 7 + 4
√
3

=

√
3

3
,

dobijamo da je 2ϕ = 30◦ odakle sledi ϕ = 15◦.

Drugo rexeǌe. Neka je M podno�je normale iz B na AC.

A

B CDE

M

h

x x

ϕ

x x

x

45
◦

30
◦

45
◦

Trougao 4BCM je polovina jednakostraniqnog, a trougao 4BDM je jednakostraniqni,
pa va�i

BM = BD = DC = DM = x.

Daǉe, ugao ^ADM iznosi 15◦ (^ADM = ^BDM −^BDA = 60◦−45◦), pa je trougao 4ADM

jednakokrak, odakle je (uz gorǌe jednakosti) AM = DM = x, tj. AM = BM . Dakle, trougao
4AMB jeste jednakokrako-pravougli, pa ugao ^BAM iznosi 45◦. Kako je 4CEA pravougli,
dobijamo da je ^CAE = 90◦−30◦ = 60◦, a odatle je ugao ^BAE = ^CAE−^BAM = 60◦−45◦ =
15◦.

Parovi najve�e i najmaǌe cifre mogu biti (9, 2), (8, 1), (7, 0). Za ostale 4 cifre tih xesto-5.

cifrenih brojeva u svakom od ova tri sluqaja imamo po 6 mogu�nosti, pa ih mo�emo iz-
abrati na

(

6
4

)

naqina. Odabranih 6 razliqitih cifara mo�emo raposrediti na 6! naqina.
Od ukupnog broja rasporeda ovakvih rasporeda treba oduzeti broj onih rasporeda koji
poqiǌu cifrom 0, jer oni ne predstavǉaju xestocifrene brojeve. Ti rasporedi se javal-
jaju kada je najve�a cifra 7, a najmaǌa 0, i ima ih

(

6
4

)

· 5!. Dakle, ukupan broj xestocif-
renih brojeva sa tra�enim svojstvom je

3 ·
(

6

4

)

· 6!−
(

6

4

)

· 5! = 30600.

(Tangenta 60, str. 5, M864)
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