PEIMEIHA 3AJATARKA ORKPYRHOI' TAKMUYEILEIHA M3
MATEMATHURE YYJEHUKA CPEIILNX ITKOJIA, 19.02.2011.

IIpBu pa3spen, A kareropuja

IIpernocraBumo na oBakBu OpojeBu moctoje. Kako je 2010 = 30 - 67, a 67 mpoct, Hapem jeman
on 6pojeBa a+ b, b+ c u ¢+ a mopa Outu memus ca 67. Bes ymamema ONIITOCTA MOKEMO
IpernocTaBuTu na je b+ ¢ nemwuso ca 67, a camum tuM u b+c¢>67 (b u ¢ cy nupuponnu 6pojesn).
Hame, (a+b)(c+a) meau 30, na je a +b<30 u ¢+ a<30. Mehyrum, tana je

67<b+c<a+b+c+a<60

mITO je KOHTPAAUKIMja, Ia OBAKBU OPOjEeBU HE MOCTOjeE.

Heka cy t, u tp Tanrenre Ha kpysxauny ki y taukama A u B, penom, a t. u ty TaHTeHTE HA

KpysHUIY ko v Taukama C' u D, penom, u HEKa
je ta Nte = {K}, ty Nty = {L}, to Nty = {M},
tbﬂtCZ{N}, ta Nty = {E} nt.Nitg = {F}
IIpumerumo ma je

<NKM = <KCD+<KAB,
<NLM = <DBL+ <BDL.

Canma, rako je <DBL = <ABFE = <KAB
(tpoyrao AEB je jemnakokpaku) u <BDL =
<FDC = <«KCD (rpoyrao DFC je jen-
HaKOkpaku), To je <MKN = <NLM. Ws
nocyeamer 3akpydyjemo na cy tauke K, L, M
u N KOHIUKJIWYHE, TITO je 1 Tpebasio ToKa3aTu.

OK2011 1A 2

IMpumernvo aa je 2 < \/6+ V6 +v6 < /6 +6+3<6+3< 3.

Pasmarpumo 3aro cieneha npa cayuaja:

1° n < 2. V3 nperxomHOr 3akmydyjeMo na je matu m3pas jeqHak 3 —n € Z,nacyn=1un=2
pelema 3amaTKa.

2° 0 >3. Y oBoM cayuajy m3pa3s je jemrak n -+ 3 —21/6 + /6 + /6, mro je meo 6poj axo u camo
ako je 21/6 + /6 + /6 meo 6poj. Jlokaskumo ma OBO He Baxku, TauHmje aa je o = \/6 4+ /6 + /6

upamuonanan 6poj. IIpermocraBuMo cynporHo, Tj. ma je o € Q. Tana je o = 64+ 6 + /6 € Q,
na je B=6+v6 € Q. Hame, f2=6+6 € Q, na je V6 € Q, mro muje Tavmo.

Iakne, jemquua pemema cy n =1 u n = 2. (Tanrenra 62, crp. 38, [ucmenu 3anaunu)

Hera je CM N BN = {S}. Tana je B

<IMSN =<AMC — <BNM = <ABC,
u mpema tome M N = MS. Ocum Tora Bakmu

<CBS = <ABC — <ABN = <BAN

BCS = <ABC —<SBC = <ABN,
mro 3ajenno ca AB = BC naje ma cy Tpoy- N
riosu ABN u BCS nonynapuu. Crenu na je
BN =CS =CM+ MS = CM + MN. A ¢
OK 2011 1A 4



TpancaupaMo maty GuUrypy 3a BEeKTOp Ay:KuHe 1 mapaJiesaH Ay:KOj CTPAHUIV IPABOYTAOHUKA.
Ilonaszua m mobujena ¢urypa wmmajy 306up mnospmwmuaa Behm onxn 2012, a cangpxane cy y
npaBoyraouuky 2012 x 1 mobujernom mpomupuBamem garor. (Crora Te nBe (urype wumajy
bap jemmy 3ajemHuuky Tauky, penuMo X. Awro je X' taura koja ce camka y X HTOMEHYTOM
TpaHcaanujoMm, obe Te Tauvke NMpUNANAjy MaTOj GUIYyPU U HA PACTOjamy Cy TadHo 1.

Ipyru pa3pen, A rareropuja

Hoxkaxumo na Ilepa yBer moske mobemuTu.
Ilepa ynucuje npeo b = 0. Hame, moryha cy nBa ciayuaja:

1° Muka ynucyje wemymna Opoj, Tj. ymucyje ¢ =m # 0 uau a = m # 0. Tana Ilepa

yIuCyje @ = —m, OJHOCHO ¢ = —m u Tajga je D = b? — 4ac > —4ac > 0, ma kBangpaTHa
jenHauymHa MMa 2 pa3imuuTa peasiHa pellema T U To. VI3 BueroBux mpasuia mMamo
na je x1-ry =5 = —m? < 0, Te cy oHa cympoTHOT 3Haka u llepa moGuja.

2° Muxka ynucyje 0 Ha HerKo on mpeoctanux Mmecta. Tana Ilepa ymucyje 0 mHa mpe-
0CTaJIO MeCcTO yuMe ce mobunm jequaumuy 0 = 0, koja uMa H€CKOHAYHO MHOTO PEIICHA,
on Kojux je jemuo Hup. 1, a apyro —1, na Ilepa monoBo mo0Ouja.

Bes rybmema ommrocTy mpeTnocTaBuMo na je kBanpar crpanuie 2. Heka je O cpemumire
crpanune AB, <AOP = z u P’ nomuoxje HOP-

vase uz P wa AB. Tana je u3 Iluraropune
TeopeMe

AP? = AP?+ pPP”
= (1—cosz)? +sin®z=2—2cosx
CP? = (PP +BC)*+ BP"?

= (2+4sinz)? + (1 + cosx)?
= 6-+4sinz+ 2cosz,
na je AP?+CP? = 8+4sinz. Iocnemmu uzpas
T

je MakcmMaJiaH Kama je © = —, Tj. kKama je P

cpemumre nyka Han AB. (Tamrenra 58, cTp.
8, M842)

Heka cy mauke B’ w E’' mommoskja HOpMaJa
u3 tavaka B wu FE mwa mnpaBy DG, pemowm.
Hera je Taurka C' mommoskje mopmane nz C
Ha npaBy BB’'. Kako je <BC'C = <«DLC =
90°, <«C'BC = <LDC (yrioBu ca HOPMAJIHUM
kpammMma) n BC = DC (crpanune kBazpata
ABCD), 1o je

ABCC' = ADCL,

na je CC’ = CL. Yersopoyrao CC'B'L je
NpaBOYTaOHUK, na je us nperxomuor B'L = CL.
Amrasorno nobujamo u na je E'L = CL, na je
B'L = F'L. Camum TuwMm, kako cy mnpase CL,
BB’ u EE' nmapanenne, a L cpenumTe my:H&u
B'E’, To je npecek npasux CL n BE Taura K,
mTOo je m Tpebaso MOKa3aTH. OK2011 2A 3

OGenesxumo noma Tabie naposuMa u3 ckyna {A, B,C, D, E, F} x{1,2,3,4,5,6,7}. Younmo mecer
noma Al, A6, A7, B1, B2, E6, E7,G1,G2,G7 (roja cy o3HaueHa Ha cannu jeBo). CBaku KO Ha
Tabau MOMKe [a Tyde HajBUINE jeIHO O OBUX IOJha, Ia Ha Tabiay mMopamo mocraButu dapem 10
roma. 10 Koma mOCTaB/LEHMX KAaO HA CJIWMON HECHO UCIYHaBajy yCJIOBe 3anaTKa, IIa je TPpaKeH!
Opoj jemnax 10.
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OK 2A 4a OK 2A 46
IIpernocraBumo na je n = 7q = Tpi*p5? -+ pi*, v.o€ CY P, ..., Pk PA3IUUNTU IPOCTU GPOjEBU KOjU

Hucy jemuaku 7. Tana je 30mup cBux menmiana 6poja n jenHax

on)=0+7)1+pr+-+p') .- (L+pe+-+pt),
. B . Tq Tq q q
omakrse caemu na je o(n) = 2n memuso ca 8, tj. 4 | n. Mebyrum, tana cy —, R q, 3 1
1 pazmuuntu menuonm 6poja n KOju Cy Mamu On n, a yuju je 30mp jemHak 7q¢ + 1 = n + 1.

Kourpamuknuja.
Tpehu pa3pen, A kareropuja
Ila 6ucmo mokazanu na je ABEF mpaBoyriau moBOJbHO je mokasatu na je AFAE ~ AEAB.

Kako je <F'AE = <FAB = 90°, T0 je MOBOJLHO
FA EA

nokaszatu na je — = ——. Herka je AB = a
u BC = b. Kako je ACFB ~ ABDA (oxnro- 5 o
Bapajyhu yrioBm Cy jemHakud Kao yTJOBUA Ca
HOPMAJIHUM KDaIUMa ), TO je
FB DA 5
BC  AB’
b2 b2 2
na je FB = —, onnocuo FA = . Hame,
a
u3 [luraropume Teopeme je |
F A B
AE? = BE* — AB* = b* — d*.
C . FA FA ) 5
aMUM TUM je — = ——, WTO je u Tpebaso
Y FA T 4B e OK 2011 3A 1

nokazaru. (Taurenra 60, ctp. 6, M875)

IIpumeTumo na Ha maxoBckoj Tabau mumensuja 2012 x 2012 uma 4024 = 2 - 2012 aujaronasa roje
rMajy Hemapan 6poj moma (mo 2012 mumjaromana mapaJiesHUX TIABHUM IUjarOHAJAMa - CBAKA
ApyTa je HemapHa) U na oHe HeMajy MeDycobGHux mpeceka.

Ca cBake ol TUX AMjaroHAJIA MOPAMO U30AIUTH
Oap 1o jemHo moJse ma OucmMo mOOWIM ma CBe

OujaroHalie UMajy mapaH O0poj nospa. Tume cMo o 0|0 0|0
mokazayu na Opoj »keToHa He Moxke Outu Behim ° °
on oo oo
2012% — 2 - 2012. ol ol
20122 — 2 - 2012 ;xeTOHA MO:KEMO HOCTABUTU HA, bl Bl g il Bl g
Tallly Ja MCIOyHaBajy YCJIOBe 3alaTKa TaKO °l° °|°
mTo heMO MOCTaBUTH KETOH HA CBAKO I[OJbE ° °
CeM Ha MMoJba KOja Cy Ha TJIABHUM IUjarOHAJaMa e|o o |0 0o o
(To je mpuraszano 3a Tabay mumensuja 8 X 8 Ha
CIUIU Ca JecHe CTPaHe). OK 2011 3A2



IIpernocraBumo ma OBakBO mpeciukaBame nocroju. Heka je ABCDE koHBeKcaH meTOyrao u
uera je f(A) = A, f(B) = B/, f(C)=C", f(D) =D'un f(E) = E'. Yersopoyrao A'B'C'E’
je KOHKaBaH, ma 06e3 yMameHma ONIMTOCTH MOKEeMO HPEeTHOCTABUTHU Ha je F' y yHyTpalmmocTh
tpoyrana A'B'C’. TlocmaTpajMo Tpu KOHBEKCHa nesa Ha koje noaynpase E'A’, E'B' w E'C’
(ca mouerkom y E’) mese pasam P. IIpernmocrasumo na ce tadka D' HaJmasu y CIOJbANIEOCTH
tpoyraa A'B'C’ u mera ce 6e3 yMamema ONIMTOCTY HaJas3u y O0JAacTH y KOjO] Ce He HaJa3u
C'. Mebyrum, tana je uerBopoyrao A'E’'B’'D’ komBekcan, koHTpaauknuja. lakmae, tauka D’
ce manasu y ymyrtpammoctu tpoyraa A'B'C’. Hewa je AE' N B'C' = {A"}, BENC'A =
{B"} u C'E' N A'B" = {C"}. Taura D’ ce Hanasu y jemaom ox tpoyraosa A'E'C", B'E'C”,
B'E'A", C'E'A”, C'"E'B" u A’E'B”. Heka ce 6e3 ymamema ommnrocTtu Hagazu y Tpoyray A’ E'C”.
Mebyrm, Tana je yeropoyrao A’D'E’'C’ koHBeKcaH, KOHTpaIUKIM]a.

Cl

AII
B//

A’ B’

D/

Dl

OK 2011 3A 3a OK 2011 3A 36

(a) IIpumenom GunomuOr O06pacua xo6Ujamo

2010 2010
2010 2010
A > ( L ) L201120107 K ik N ( L ) L201120107 kL (—p)k ik

k=0 k=0
1005 1005
2010 2010
= 2. i 201120107216 L2k 2. . 201120107219 (=1 k7
g;% ( 2k ) ! g;% 2% (1)

omakiye ciaenu na je A meo 6poj.
(6) Kopucrehn pesyarar uz nena moxn (a) mobujamo

1005 1005

201 201

A=2.) ( gko) 2011201072k (L) =2 ) ( gk0> -20112919=2F . 100k = S (mod 101).
k=0 k=0

Hame mmamo

1005 1005
2010 2010
2-) -20112010720 1008 = 2. ) -20112010=2k 12k
~ ( 2% ) o\ 2k

2010 2010

2010 2010

= § ( L ) -20112010=F . 10F 4 E ( L ) -20112010-F (_1)* . 10F
k=0 k=0

= (2011 + 10)®' + (2011 — 10)2°1°

S

ma je A = (2011 + 10)2°10 + (2011 — 10)?°1° (mod 101). Ipsu cabupax 20212°1° naje ocrarax 1
npu pemeny ca 101, jep je 2021 =1 (mod 101). IIpornabumo koju ocrarakx mpu gemeny ca 101
naje mpyru cabupak, omaocuo 20012°19. Kako je 101 mpoct 6poj, koju me memu 2001, Ha OCHOBY
Maige ®epmaose teopenme je 2001'°° =1 (mod 101), a omarae u 20012°° = 1 (mod 101). Jomr je
ocraso ma Habhemo ocraTak mpu mememy 6poja 20010 ca 101. JemHOCTaBHUM pauyHOM OCTATAKA
masasumo ma je 20011° = 87 (mod 101), ma je

A=1+87=88 (mod 101).



CabupameM Heje THAKOCTU 20,2 — Hap_1+ 2, <0, 3a 2<k<n, nodujamo 3a, —2a,_1—3a1+2a0<0,
Tj. 3a n €N
3an < 2an-1 + 3. (*)

Tepbeme cana mokasyjemo muayknujom. 3a n = 0 TBpheme ounmrienHo Basku, ma je TOBOJLHO
MOKA3aTU Ja aKO Baku 3a N — 1 ma Basku u 3a n. U3 (x) je

n—1
2 2 2
W<t 1< 31— (2
3a 3a ! 3 3[ (3)

mTo je m Tpebasio MOKa3aTu.
UYerBpTH pa3pen, A kKareropuja

Ilpase DH u AF cy mnapaJende, na je us

CH CD
TanecoBe Teopeme H—gD_ mB.FTaKobe, KaKO
je DF || CB cnenn DA = T4 D Kawo je
BF = DFE (uerBopoyrao FBED je mapaJeio-
) CD_DE .
rpam), Baku - = - Kako je
ANAFG ~ AEGD,
L DE_DG |
TO Je.FA = op - Y3 nperxommmx jenanaxocTn
nooujamo
o _pG
HF  GF’
omarse je u3z Tamecose Teopeme GH | AC. OK 2011 4A 1

(Tanrenra 6, ctp. 6, M874)

OGenesxumo nosba Tabine maposuMa n3 Jlexkaprosor npoussona {4, B,C, D} x {1,2,3}.

(6) JenHy MOMUHY MOMKEMO MOCTABUTH Ha 17 pasnnuutux HauyuHa (8 BEPTUKAIHUX U 9 XOPU30H-
TajgHUX ). YKymaH Opoj mosunuja je jeaHak Opojy meypehenux maposa momuua ox kora tpeba
ONy3eTH CJIydJajeBe I'Je Ce HeKe NOMUHE Ipekyaanajy. JlBe BepTukraJHe NOMWHE Ce IPEeRJIanajy y
4 cnyuaja, OBe XOpU30HTAJHE y 6 ciaydajeBa, a XOPM3OHTAJHA U BepTUKaJHA y 24 ciaydaja, ma

17
je TpaskeHu 6POj jemHAK (2> —(4+6+24) =136 — 34 = 102.

(a) Kako je oBme 6uTHO KOja je HOMMHA IIOCTaBJLEHA 1. a KOja 2. TO CBAKOj HO3UNUjU HAKOH
nocTBa/beHe 2 NOMUHE OAroBapajy 2 HauuHa 3a HBUXOBO IOCTaBbame (IPBO jenHa ma apyra
nomuua u o6patno). Crora mma yrynuo 2 - 104 = 204 Haunna ma ce mocTase 2 TOMUHE.

(B) IoGemunuky crparerujy uMa IpBUA urpad. IIpBy NOMUHY CTaBba y LHEHTAp, Tj. CTABU
noMuHy Ha mosba B2 m C2, a 3aTuM JOMUHE MOCTAB/bA [EHTPAJHO CUMETPUYHO TOMUHAMA KOje
je mocTaBuUO APYTUW UTPad.

Heka je
f@) == o —ail.
i=1
3a x = 0 nmamo f(0) = %wa mok 3a ¢ = 1 cunemn f(1) = %Z(l —z;) = 1— f(0). U3
i=1 i=1
penamuje f(0) + f(1) = 1 mobujamo na Baku wian f(0) = f(1) = % nmu f(0) < % < f(1) nmm

() < 3 < f(0). Kako je f menpermana ¢yurunja za [0, 1], To mo BajemrpacoBoj TeopemMn Mopa
1
nocrojaru z € [0,1] raksBo ma je f(x) = 7

Ilokas m3BoMMO WHOYKIUjoM 1mo n. TeBpheme TpuBujasHo Baku 3a n = 1, ma je TOBOJHHO



[OKa3aTy WHIYKTUBHU KOopak. Heka je 3aTo tBpheme Tauno 3a n — 1 1 HOKaXKUMO Ia BayKU 3a
n. Hewa je by = a; m by = aj. Pasmorpumo creneha nsa cmyuaja:

IIpsu cayuaj. Hera je i Henapan u j =i+ 1, man ¢ mapas u j =4 — 1. Tana je biba+t = a;a;41 +1t
unu bibs +t = a;—1a; +t, na TBpheme BaKku HA OCHOBY WHIYKTUBHE MPETIOCTABKE.

Lpyeu caywaj. Hera ¢ u j Hucy kao y npBoMm cayuajy. Tana ce 3a

Sl 20 [, 2]
Tl 24 T T 41, 24
unagoBu biay +1t u beaj + 1t He Hamase ca JecHe cTpaHe HejemHakocTu. IIpmmvermvo na je
(blbg + t)(ai/aj/ + t) - (blai/ + t)(bgaj/ + t) = t(bl - aj/)(bg - (Li/) > 0,

Tako ma ce 3aMeHOM unaHa (biay + t)(bea; +t) (Koju ce Hama3m ca neBe cTpaHe HejeTHAKOCTH)
ca (biby +t)(araj +t) neBa crpana HejemHakocTH He cMamyje. Kako je oBako mobujeH uspas mo
MHIYKTUBHOj IpeTnocTaBiu He Belin o mecHe cTpaHe nare HejeTHAKOCTH, NOKA3 je 3aBPIIeH.

Heka je ¢ > 2. Ha ocnoBy Maise ®epmaose Teopeme mmamo ¢27 + (2¢)9 =1+ (—1)?7 =0 (mod p),
Te 6poj n ca mHaBemeHoM ocobuuoM moctoju. llorazahemo ma je O6poj n memuB ca q. Y BeauMo
osnake r = ¢" m y = n%. V3 maBemene mesmBOCTH OpOj N HE MOKe OUTH me/LUB ca p, Te je Ha
ocuoBy Maise ®epmaose teopeme y? = n?¢ =nP~! =1 (mod p). Omasze, kKako je p mpocT Gpoj,
maamo y = +1 (mod p). 3aro je 2 = F1 (mod p), Te je > =1 (mod p). Kako 3a mopenak 6poja
q mo Momyuwy p Baxku mp(q) | p—1 = 2¢, 10 je rp(q) € {1,2,¢,2¢}. Karo je 1 < ¢ <p, 1o je rp(q) # 1.
Wcnurajmo ma s je moryha jemmakoct rp(¢) = 2. Yrouuko 61 0BO BaKWIO, OHNA OM HMMAaiM
¢®> =1 (mod p), Te 6u Bazmio (¢> —1,2¢+1) =p. Onmasme p| (¢-(2¢+1) —2-(¢*> —1)) = q + 2.
Hame, p| (2-(¢q+2)—(2-¢+1)) =3, na je p=3, omocuo ¢ = 1. Kourpamurnuja. OBum cmo
nokazamu ma je r,(q) € {q,2¢}, ma q | r,(q). Cama mmamo 1 =, 22 =, ¢*", omakmne 7,(q) | 2n.
Muajyhu va ymy nma ¢ | rp(¢), kao u ma je ¢ Hemapan 6poj, omaBae KOHAUHO mobHjaMo ¢ | n.
Kako p{¢?+ ¢4, To je 3a ¢ > 2, HajMama TpaskeHa BPEIHOCT Opoja n jenHaka 2.

3a ¢ = 2, omHOCHO p = b, HemocpeaHOM IpoBepoM ce yTBphyje ma je n = 8.

IlpBu pa3pen, b kareropuja
Crunapajmo rpadur ¢pysrmuje f(x) = |z — 1| — |v — 2| + |« — 3|. Pazmorpumo caenehia uetupn
craydJaja:
1° 2 < 1. Tana je f(x) = —z +2.
2° 1< x<2. Tanaje f(z) =
3°2<x<3. Tana je f(x) = —x +4.

4° x> 3. Tana je f(x) =z — 2. \//\\/

IloTpebHO je ompemuTu CBe BPEAHOCTU 33 « 1
TAKO Ma mpaBa Yy = a WUMa TAYHO YEeTUPU
IpecevyHe TadyKe Ca OBOM (DYHKIVjOM. Ca o

rpadura ¢yurnuje f(x) mpumeliyjemo na oBo
Bayk1 ako 1 caMmo ako je a € (1,2). (Tarrenra
61, crp. 31, Tlucmenu 3amamm) OK 2011 1B1

— — ? -_— 2
Heﬁajeﬁ:_)MB?: .KaHojeAM:M =2:1, TojeAM:§-7 a Kako je
—

BN:]W—I 1, To JGBW b Kako cy A, S u N ronuHeapHe Tauke, TO 3a HEKO A\ BayKU

ﬁZA'ﬁZ/\' E—FBTV} :/\-74——- b. Ca gpyre crpane, Kako cyTaquM SuD

e —[5 —
KOJIMHeapHe, IOCTOju peasan Opoj p Tako na je M MA—}—AZ; = —? 74- b
? ﬁ )\ — 2 2 —
Kako je A AM + MS, To u3 nperxomHor mobujamo \ - d + 5" b = <§ — ?M) A+ b.
- 2 2 A
Kako cy @ m b JMHEADHO HE3aBUCHM BEKTOPHU, TO je A = 3~ ?M u o = g Pemasamem oBor

1
cucrema nobujamo ma je A = 3 I je AS: SN =1:1.



ITpumernmo na cy Ana, Gojan n Besmko ykynHO moroamiam TadaH mojaskaj 3a 7 mudapa, ma cy
HEKa [BOjUIA IOrOIWJIa TAYaH MOJOXKa]j ucrte mudpe. Kako cy jenmuo Ha 3. MeCcTy HEKa ABOjUIA
MIPeTHoCTAaBUIIA MOJIOXKA] ucTe mudpe, To 3. nuppa mopa dbutu jennara 3. OBO je jemuua TayHO
npernocTaBibeHa mudpa 3a Bemka, ma ce 6poj 5 He Hasa3m Ha 6. MecTy, a Kako ce He MOKe
HaJa3UTU HU HA 3., TO ce Opoj 5 Hamasu Ha 5. MECTYy M H-eH MOJIOXKA] je MpeTmocTaBuo Ama.
Hame, mudppa 6 ce He HaANa3u HA 2. U 5. MecTy, Ia ce HajJa3W Ha 0. MECTy, a U HEH IOJIOKA] je
npernocraBuo Arna. [Tomoxkaj ocranmux nudapa je mpernocraBuo Loja, Tj. 2 je na 1. mecry, 4
Ha aApyroM, a 1 Ha 4. Mecry, ma je TpaskeHu 6poj jemuar 243156.

IMornematu mpBu 3amaTak 3a TpBU pa3pen A kareropuje.

Heka je 6e3 ymamema ommroctu <ABC > 90°. Kaxo je AB = CD, to cy kBaapatu ABB'A’ n
CDD'C" nomynapuu, na je O1B = COs.

Kako y kBanpary BB"C"C Bazxu BOy = COq, D’ c’
TO je MmOBOJHO morazatu na je <<O1BO0; =
<03C05. Nmamo
<01BOy = <O1BB' +<B'BB" + <B"B0O,
= 45° 4+ <B'BB" + 45°
= 90°+ <B'BB”,
a xKako je <B'BB" =360° — <B'BA — <ABC —
<CBB"” = 180° — <ABC, to je <O1BOy; =

270° — <ABC. Ca mpyre crpase,
<03C0Oy = <03CD + <«DCB + <<BCOq
= 45° +180° — <ABC + 45° s
270° — <ABC,
ma je <O1 B0y = <03C04. Capna je mo craBy o 3
CYC AO1BO; = AO3CO,. (Tamremra 58, B
crp. 27, Ilucmenu 3anamnm) OKR2011 1B5

Ilpyru paspen, b kareropuja

Pacnopenumo mpBo oHux 5 KmWra Koje MOIY CTajaTW y MPOU3BOJBHOM MelycOOHOM MOpeTKy.
To mosxkemo yuumnutu Ha 5! maumna. Ilpeocrtane kmure ce Mory Hasgazutu usMebhy TpBOOUTHO
IIOCTABJLEHUX, Ha IIOYETKY WM Ha Kpajy pela, Tj. Ha YKyOHO 6 MecTa, M TO TAKO Aa HA CBAKOM
Ol OBUX MeCTa CTOju TauvHO jenHa kmura. Jlakme, jom je morpebuo 5 om 6 MecTa m 3aTUM HA

6
BUX PACIOPEeIUTU MOCHeIHhUX D Kmura. Kako je oo moryhe yuuHATH HA (5> -5l = 6!, To je
TpaskeHu Opoj pacmnopena jemnak b! - 6!. (Taunrenra 60, crp. 22, [Iucmenu 3anamm)

Ila 6ucmo mokazamu nma cy tauke D, E u F ronuaeapHe MOBOJBHO je mokasatu na je <DEA +
<AEB + «BEF = 180°. Kaxko je AEB jemmakocTpanuuyad Tpoyrao, 1o je <AEB = 60° u
EB = AB = FA. Ilame, kako je BFC jemnakoctpanunuad Tpoyrao, to je BF = BC' = AB = EB.

Camum tum, Tpoyrao EBF je jenHakokpaku,
na je <BEF = <BFE. Kaxo je

<EBF = <EBC + <CBF
= 90° — <ABE + <CBF = 90°,

1O je m3 mperxomuHor {BEF = 45°. Ilame,
tpoyrao DAFE je jenmarorxparu (DA = EA),
ma kKako je <DAE = <DAB — <FAB = 30°, To
je <ADE = <AED = 75°. Cana je

<IDEA+<AEB+<BEF = 75°+460°+45° = 180°,

o

B
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wro je u Tpebano gokazaru. (Tamrenra 54,
crp. 47, Tlucmenu 3amanuy)



222 + 27 + 3 . 2—-d)z?+ (2—d)x+ (3—d)
————— < d je eKBUBAJEHTHA Ca

22+r+1 2+r+1
OBe HejeHAUMHE je YBEeK MO3UTUBAH, jep je NMCKPUMUHAHTA OAroBapajyhe KBaapaTHe jeqHadnHe
jemnaka —3, a Bonehu rkoedpunujert 1, na he mosnasna HejenHadymHa OUTU UCHOYHEHA 33 CBAKO T
VKOJUKO je Opojuiar mpeTxomaHOT pa3JjiOMKa YBEK HeraTwuBaH. 10 je MCOymeHO Kama cy Bomehu
KOeDUIUjeHT U AUCKPUMUHAHTA Mamu on Hyse, Tj. 2—d < 0u (2—-d)? —4-(2—-d)-(3—-d) =

< 0. Nmennar

Hejennaroct

(2—d)-(3d—10)<0. U3 upse mejequauune je d > 2, na u3 apyre gobujamo d > 3 CamMum TiM,

3

Ha ocnosunu AB onpenumo tauky K tako na je <ACK = 36°. Heka je |AB| =c¢, |AC| = |BC| =b
u |[AK| = z.

10
Ccryn mobpux OpojeBa je MHTEpPBAJ {—, —|—oo).

Tpoyraosu ACK nu ABC cy cauunu, jep umajy
x b

CBe jemHake yriyioBe, Ia je 7 = o Kako
c

je |BK| = ¢ —x = b, T0 ce mocuenma jen-

c—b b

—. YKOJUKO yBeaeMo
c

HAKOCT CBOIU HA

c . .
cMeHy t = 5 noOMjaMO €KBUBAJIEHTHY jeIHaYN- A K B
ay 2 —t+1 = 0. Pemema oBe jenmaumue cy

1+ 1
2\/57 a Kako je g >0, To je [E) = +2\/5. OK 2011 264

W3 mate jemmaxoctu je a? = ¢> —b? = (¢ — b)(c + b), ma xako je a mpoct 6poj, a c —b < c+b
(b u ¢ cy mpupomau 6pojesu), T0 je ¢ —b =1 u ¢+ b = a®. U3 oBux jemmaroct je c =b+ 1 u
a? =2b+1. Kako 3a b=1u b= 2 6poj a muje npocr, To je b>3. 3ab>3 je b>>3b>2b+1, na
je a® < b2, 1j. a < b, mTo je um Tpebaso mOKA3ATH.

Tpehu pazpen, b kareropuja
Heka je omrap yrao pomba jemnak . Kako je jmomra ynucawa y NpU3My, TO je BUCUHA MPU3ME
kao u BucuHa pomba jemuaka 2R, rme je R momynpeunwuk jonre. Cana, n3 mnepuHuUImje yria «,

3aKbydyjeMo na je tga = — 0 THe je d my:kuHa myske aujaroHajie mator pomba. Y KOJIHUKO je a

crpanuia pomba, To je d = 2a cosg u asin = 2R. Cana je

asin g .
tga = ————— =sin —,

2
2(1 COS _2

omHocHO 3 = 2arcsin (tg«). (Tanrenra 62, crp. 37, Ilucmenu 3amarm)

IIpBy mudpy 6poja moxkemo mzabparu mHa 9 Haumba. Jlpyra mudpa Moske ODUTH Pa3IUUUTA OJ
IpBe nUpe UIN jefHAKA IPBOj nmuppu. Y ciaydajy ma je apyra mudpa pa3iumdura oJ IpBe
MO:keMO je mzabparu Ha 9 maumna. Tana 3a tpehy m dyerBpTy nmudpy Moxkemo omabpare jemHy
on nudapa Koje ce Hajla3e HA IPBOM U APYIOM MECTY, IIa je yKynaH Opoj OpojeBa y OBOM Cirydajy
jemsak 9-9-2.2. Pasmorpumo canma ciayuaj kana je apyra mudpa jennaka npsoj. CamyHuM
pazMaTpameM Kao Y MPETXOMAHOM CIYYajy 3akbydyjeMo ma moctoju 9-9-2 OpojeBa KOI KOjUX je
tpeha mudpa pasznuuura ox npse ase. Ha Kpajy, YKOJIMUKO Cy IpBe TpU MU(PE jeAHAKE YETBPTY
MOKeMO onabparu Ha 9 HaumHa, 1a je 6poj oBakBux Opojesa jemuak 9-9. Ilakie, Tpaskenu 6pPOj
je jemnax 9-9-2-249-9.-249.9 =567. (Taurenra 56, crp. 24, [lucmenu 3anaunn)

Ilara mejemmaunna nepunucana je 3a 6pojese z € [2,00). Kako 3a cBako z > 2 Bakn

Vrz—=3+vVr—-2+zx>v22-3+0+2=3,

a ¢ = 2 Huje pelleme AaTe HejelHAUMHE, TO Cy Dellelmha eJEeMEeHTU CKyna (2,00).

O6Gnact mepuHUCAHOCTH 3a MOJa3Hy jenHaunuy je ckym [—1,1]. Kako 3a cBaro x € [—1,1] Bamnu



. ™ . .
arcsinx + arccosr = E, TO J€ OdaTa JeOHaUYHa €KBUBAJICHTHa Ca

4 arcsin z + 4x(%7arcsina:) _ 22+T7f1

YKOJMUKO OBY jeTHAUUHY MOMHOKUMO ca 47T mobujaMo eKBUBAJEHTHY jeIHAUNHY

24 7mx
2

(4marcs1nm)2 +4 5 _9
Ilakmne, pemema MoJga3He jeqHAUNHE CY PeIlenha jeIHaunHe =
. ) T . . T V2
je eKBUBaJEHTHA ca 2z arcsinx = o na je x = 0 unu arcsinx = 1 Tj. * € {O, —}

Hera je KLNMN = {S}. Osnaunmo <SKC =
a, KSMA =5, <SNL =+, <LSN = w. Heka,
6e3 ymMamema OIMTOCTH, Baxke ciaemehwm pac-
mopetu A— K- M —-CuB-N-L-C. U3
CUHYCHUX T€OpeMa NPUMEHCHUX Ha TPOYTJIOBE

KMS u LNS nobujamo

KS = mg.SnB _ g, sinlatw)
SN & Sin o
SL — §N.SRY _ g sin(a—w)
SN & S1n &
Cana je

KL = KS+SL=MS- Zsino cosw

= 2-MS - cosw

sin «

OK 2011 365

u camuMm TuM KL = M N -cosw, mrto je Tpebaio
MOKA3aTH.

UYerspTH; pa3pen, b kareropuja

1 1 1-—
N3 a =log,y2 cremn — = log, 10 = logy 2 + logy 5 = 1 + logy 5. Opmarie je logy b =— —1= a’

a a a
mTo moBJsaun logy 2 = ¢

1—a | )
N3 a =log,,2 n b =log,,3 nobujamo na je % = 12223 = log; 2.

1 a . 1 a 1—a
W3 b =log,y3 cuenn 5= log; 10 = logs 2 +logs 5 = 3 + logs 5. Omarae je logs 5 = 3y

mTo moBJsaun logy 3 =

l1—a’
b
Komauno mvamo na je logs 216 = logs (22 - 3%) = 3(logs 2 + logs 3) = 3 - ?—i— .
—a
Koopmunare Tauke A cy pemema cucrema y = mz, y = x2. Kako je k > 0, To je U3 IpPeTXOIHOT
1 1
A(k,k?). Cmmuno, B je pememe cuctema y = — ( k + E) -z, y =2?. Kako je —k — Z <0, To je

u3 mperxomHor B (—k - % k2 + 1%2 + 2). Cana je
1 1
OA-BA = (k,1?) - <2k+E,—ﬁ—2> —0,
mro 3uaun na je <OAB = 90°, na AOAB Hukan HUje OMTPOYTIIN.

dynrnmja [ je HemperugHa Ha cBakoM ox maTepBadsa [0,64) n (64, +00), ma je TOBOLHO oxpeanuTH
a TaKBO Ha je (yHKIUja HempekumHa y Tauku 64, Tj. ma je 1ing4f(x) = f(64) = a. Kaxo je
r—r

VT —8 . (YE)P-8 . (Vz-2(YT+2¥z+4) . Yr+2yz+4
lim = lim ———— = lim = lim ————— =3,
264 Yx— 4 264 (Yx)2 -4 a—64 (Yx —2)(Yr+2) 2564 Jx+2
1o je a = 3. (Tanrenra 62, crpana 37, Ilucmenu 3ananu)

IIpBo pememe. Ozuauumo ca <BAE = o, AE =h, BE =y, BD = DC = z.




B 45° 30°

E y B T D T C

N3 jemnarkorkparo—npasoyraor AAED nvmamo na je x+y = h. V3 nonoBuHe je tHAKOCTPAHUUHOT
AAEC wvamo na je 2z +y = hy/3.
Pemasamen oBor cucrema (mo x u ) mobujamo ma je = h(v/3 —1) my = h(2 —V/3).

2tg 4-2v3 V3B

Onasne mobujamo na je tgp = % =2 — /3. Kaxo je tg2p = —te?p = — 7543 =35

nobujamo na je 2 = 30° omakne caenu ¢ = 15°.

Ipyro pememe. Heka je M momuoskje nopmase u3 B uwa AC.

Tpoyrao ABCM je momoBuHa jeAHAKOCTpAHUYHOT, a Tpoyrao ABDM je jenHakoCcTpaHUYHU,
ma BaKU
BM = BD =DC =DM = z.

Hame, yrao <ADM wuznocu 15° (<ADM = <BDM —<BDA = 60° —45°), ua je rpoyrao AADM
jemHakokpak, onakie je (y3 ropme jemnakoctu) AM = DM = x, 1j. AM = BM. Ilakue, Tpoyrao
AAM B jecrte jenHakoKpako-mpaBoyriu, na yrao <BAM wusunocu 45°. Kako je ACEA npasoyriu,
nobujamo na je <CAE = 90°—30° = 60°, a onatae je yrao <BAE = <CAE—<BAM = 60°—45° =
15°.

ITaposu najsehe un najuame nuppe mory ouru (9,2), (8,1), (7,0). 3a ocrane 4 nudpe Tux mecro-
nudpeHnx O6pojeBa y CBAKOM O OBa TPHU ciydaja mMmamo 1mo 6 moryhHOCTH, a MX MOMKEMO W3-
abparu Ha (4) maunna. Onabpanux 6 pasnuuuTux mUdapa MOKEMO pamocpenutu Ha 6! mauuna.
Opn yrymaor Opoja pacmopena OBaKBUX pacropena Tpeba omaysetru OPOj OHUX pacropena Koju
nounsy nuppom 0, jep oHM He mpencrTasibajy mecronudperne 6pojese. Tu pacmopenu ce jaBad-
jajy ranma je majseha mudpa 7, a Hajmama 0, u nMma ux (i) -bl. Ilakme, yryman Opoj mecrorud-
penux O6pojeBa ca TPaKEHUM CBOjCTBOM je

6 6
. .6l — .5l =
3 <4> 6! <4) 5! = 30600.

(Tarrenra 60, crp. 5, M864)
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