PEHIEIHLA 3AIATAKA ORKPYKHOI' TAKMUWYEILEIHLA N3
MATEMATHURE YYEHVUKA CPEIILNX IMIKOJIA, 28.02.2009.

IlpBu pa3pen, A rareropuja

Ananuza. Kako je <BMA = <BNA =90° cienu na gpysxauna Han AB Kao IPEeYHUKOM Caap:KU
M u N.

Fonwempyxyuja. Axo cy M m N cumerpudHe y OTHOCY Ha P, HEKa je X IPOU3BOJLHA TAYKa KOja
npunamna p, a ue npunana M N. Herka cy A u B npeceune Tauke npase p U KPYKHUAIE Ca IEHTPOM
y X koja canpsu M. Tauka C je upeceuna tauka npasux AN u BM (couka OK09 1A 1-4).

Axo M N Huje mopMmaJsiHO Ha p, Heka je X mpecek cumerpadse aysku MN u npase p. Taure A
u B cy mpeceuHe Tadke mpaBe p U KpykHUNe ca neHrpoMm y X roja canpsku M. Taura C je
npeceuna tauka npasux AN u BM (cauke OK09 1A 1-(1-3)).

Joxas. Tlo roucrpykuuju tauke M u N npunanajy npasama BC u AC, pemowm, a npasa AB ce
noksaamna ca p. Kako je <BMA = <BNA = 90° (yrao manm mpeunurom), ciemn na cy M u N
nomuoxkja Hopmasia uz A u B wa BC u AC, penowm.

OK091A1-1 OK091A1-2

OK091A1-3 OK091A1-4

Aucxycuja. Cpenumire nysku M N #e cMme npunagatu p. Y Tom ciyuajy 6u uerBopoyrao AMN B
6uo napaJesorpaMm (aujaronase my ce mosose), Tj. ase crpanune AABC 6u Guie napaJesse.
Axo je MN L pu M u N HuCYy cUMeTPpUYHE y ONHOCY HA P, TPaKEHU TPOYTao He mocToju (He
nocroje A, B € p rako na je <BMA=<BNA=90°). Ako je MN Lpu M u N cy cumerpuyne
y OOHOCY Ha p, KOHCTpykKnuja je moryha 3a 6umno koje X € p, rako na X ¢ MN (X € MN je
memoryhe mo ropmem kKomenrapy). Jlakie, y OBOM Ciydajy MOCTOjU GECKOHAUHO MHOTO PEIICHA.
Axko nuje MN L p u cpenuure nysku M N He npunazna p (MHAUe HeMa Pellema 10 FOPHEM KOMe-
HTAPY ), KOHCTPYKIMja je KOPEKTHO nedunucana. Tana mocToju gsa pelema 3a1aTka (KPyKHALA



ca menrpoMm y X Koja caapsxku M cede p y mBe Tauke; obe mory Oumru tauka A (mpeocrana je
trauka B)) (Tamrenra 51, crp. 50, [lucmenu 3amannm, 3anarax 1).

N3 %—i—%—i—% =0 caemu na je pg+qr+rp =0, na je 1 = (p+q+7)% = (p*+¢*+r%)+2(pg+qr+rp),
omarie je p? + ¢2 +r2 =1. Cnemn (pa + gb + rc)® + (qa + b+ pe)® + (ra + pb + qc)* =
= P*+ @+ + 0>+ )+ 2(pg + rq + pr)(ab + be + ac)
L-(@®+ b2+ ) +0=a®+b*+ 2
Herka je M mpoum3BoJ/bHA Tauyka OPBOT KBaApaHTa, M MpaBa Koja canp:ku M u cede MO3UTUBHE

nesoBe KoopamHATHUX oca y taukama A (z-ocy) m B (y-ocy). Hera cy O', A', B’ tauke cume-
Tpuune y oxuocy Ha M ca O, A, B, penowm.

Cinemn AOAB =~ AO'A'B'.  Heka cy X 4
nu Y mnommosxja HOopMasa uz O mHa T UM Yy
ocy, pemoMm. Yuwuja mospimu Tpoyriosa OAB
u O'A'B’" canpxu mpasoraonuk OXO'Y, ma
je 2P(OAB) = P(OAB) + P(O'A'B") >
P(OXO'Y); jemHakocT ce HOCTUAKE AKO U CAMO
akoje A= X =B uB=Y=A".

Ilakne, TpaskeHa mnpasa je aujaroHasa XY
(M € XY) nupasoyraouuka OXO'Y

OK091A3

Jenan Takas 6poj je n = 1. Heka je n > 1 mekn Gpoj 3a roju je tpaskeno tepbheme Tauno, S(k)

36up mudapa npupoauor 6poja kuax =11...11, y=11...1102. Kako je S(z) = S(y) = n cuenn
n n—2

man|x (Jepn|S)unly (epnl|Sly)), nan|xz—y=9. Oryna cy jexuan 6pojesn Koju

Mory butu pemema n =3 un = 9. V3 kpurepujyma 3a memuBoct ca 3 u 9 cuaenu na je tBpheme

TAYHO 3a OBe OpojeBe.

Haxrne, Tpaskenu 6pojesu cy 1, 3 u 9.

Jeman TuM He MOKE MMAaTU WCTOBPEMEHO ABE KapaKTepUCTUdHe 0oje, jep ONEBHUX mpeIMeTa y
npeocrasno] 60ju uMa 8, mro je Mame ox 2 -6 (Tj. urpaym apyror tTuma He OM MOIJIMA OA Ce
0BYKY).

Ilakne, urpaum jeIHOr TMMa MOPA]jy HOCUTHU CBUX 8 OIEBHUX IIPEIMETa y CBOjO] KAPAKTEPUCTHU-
yHOj 60ju, a BUXOBa MpeocTaja 4 oneBHA IpeaMeTa MOpajy OUTH Ha YETUPU PA3IUYNTa Urpada,
u TO y 60ju KOja HUje KapAKTEePUCTUYHA 3a APYIW TUM. 10 je M3BOMLUBO CAMO AKO y TUMY IBA
¢pynbanepa nMajy 1 Majuly M HIOPTC y KaPaKTEPUCTUYHO] OOju, ABa CaMO Majuly, a ABa CaMO
MIOPTC.

KRapaxkrepuctuune 60je TuMOBUMAa Cce MOTY MOJEJIUTUA HA 3 -2 = 6 HAUMHA; UTPAYU J€THOT TUMA
!

MOr'y ma ce OOyKy Ha = 90 mHaumHA, U TO HE3ABUCHO O Obadema apyror tuma. llakie,

6!
21.21.2!
yEyImas 6poj pasmmanTux obmadema je 6 - 902 = 48 600.
ITpBu paspen, b kareropuja

Kaxko je Va2 =la|, V7 —1>0u 2V7—6 <0, crean

2\/8—T V (2Vi- 2\/12ﬁ+(ﬁ)2+\/(2\/76)2
= 2\/(\/71)2+\/(2\/76)2

= 2-‘\/7—1‘4-‘2\/7—6‘:2-(\/7—1)—1—(6—2\/7):

Tj. oBaj Opoj je paunonanan (Taurenra 54, crp. 46, [lucmenu 3ananu, 3anarak 5).

ITo mejemnakoctu Tpoyraa je BC > AB + AC, onakue je C — E — D — B.



AABE je jemHakokpak, ma je

AB £
4DEA = <BBA = 90° — ZABC
2 D
ANADC je jemnakokpak, na je 7
BCA ~
<ADE = <ADC = 90° - S22 >
Komauno, uz AADFE cnemn OK0915 2
AB BCA

<DAE = 180° — <DEA — <ADE = “AB¢ — “4 _ s,
Jennauuna |r| = @ uma mBa pemema ako je a > 0, jenno ako je a = 0, a Hema pemema ako je
a < 0. Caemn, aro je |y| > 2009 jenmaumna mema pemema; ako je |y| = 2009, nmocroju TauHO

jemHo (u TO meJO) T Koje je pememe jemHauune; ako je |y| < 2009, y € Z, mocToju Tayno nsa (u
TO meJa) X Koja Cy pellelmha jeIHadnHe.

Ilakse, ykynan 6poj pemema ose jemnaunue (y Z2) je 1-2+2-(2-2008+ 1) = 8036.

1 1
W3 popmyrne 3a moBpmury Tpoyraa je P = 3 ch = 3 (a+ b+ c)r, a 10 HejeIHAKOCTU TPOYTIIA
a+b>c, naje

r
[ < _
h a+b+c c+c 2
Kako je ¢? = a® + b? > 2ab, cnemn 2¢® > (a +b)?, 1j. a +b < V2, ma je

r c c 2
- = > =v2-1>=.
h atbte” c(1+V2) 5

c c 1

Tpaskenu Opoj je jemmar Opojy m3bopa 10 rapara (ox 20), meby rojuma cy tauno 3 nawme.

Cenam kapara on 16 (koje mucy mame) Mory ce mszabparu Ha (7 HaunHa, a 3 (o 4) mame

4 16 4
HA (3) HaunHa (HE3aBUCHO O MPETXOAHOT M360pa), ma je TPaskeH:u Opoj (7) . (3) = 45760

(Tamrenta 52, crp. 38, [Tucmenu 3amanu, 3anarak 9).
Ilpyru pa3pen, A kareropuja
Jemmaunna nma cmuciaa 3a x > 0.

Kaxo je (a+ b)® = a® + 3a%b + 3ab® + b* = a3 + b® + 3ab(a + b), cnenn </2+\/E+ €/27\/E:1

o 2+\/E+2—\/5+3-€/(2+\/5)(2—\/5)-(§/2+\/E+€/2—\/5)=1
= 4+3~§/(2+\/E)(27\/E)~1:1
& VYi-z-1=-1lez=5.

IIposepoMm ce mobuja ma © = 5 u jecre pememe (Tamrenrta 54, crp. 46, Ilucmenn 3anmanmy,
3amarak 4).

Hanomena. Ilpoepa pemema je HeONXOomHA 1a OU pemierme OUIIO MOTIYHO. 3aucTa, TPUMEHOM
HCTOT TOCTYTKa Ha jemHaumuy v/ 1-+x + v 1—x = —1 momasu ce mo moryher pemema x = 0.
Mebytum, 0BO HUje peleme Moas3He jeaHadnHe.

Jenmnauuna sin ¢ = ¢ uMa permema ako U caMo ako je a € [—1,1], ma je DOBOMHO mOKA3aTH Ia

. sin Bsin~y

je € [—1,1]. Karo 3a z € (0,7) Bawku |cosz| < 1, caemu |cosacos G cosy| =
n — CoS a cos 3 cos 7y

|cosal - |cosf| - |cosy| < 1, omakie je cosacosfcosy < 1 < n, na je UMEHUJIAL TOCMATPAHOT

pasaomika nosurtuBan. Cuenu na je TBpheme eKBUBAJIEHTHO Ca

+sin Gsiny + cos a.cos Fcosy < n. (%)



Kako je £sinfsiny < = - (sin26 + sin? fy) (momrro je 0 < (sinf8 F sin’y)Q) u

N | =

. (cos2 B + cos? fy) ,

N

cos v cos Fcosy < |cosacos fcosy| = |cosal - |cosFcosy| < 1-]|cosfcosy| <
cuenu

1
+sin Bsiny + cosacos Beosy < = (sin® B+ sin®v) + 3 (cos? B+ cos®y) =1 < m,

N =

Tj. (%).
. . m
Axo je n meo 6poj, anamoruo tBpheme He Bazku. 3aumcra, 3an =0, a ==y = i BPEOHOCT
sin §sin 7y . . .
jemmaka je —y/2, ma He HOCTOJU TPAKEHO .

u3pasa
N — COS (¢ COS [3 oS Y

Hanomerna. CnmvHO TPETXOMHOM PEIICHY, MOKE CE NOKA3ATHU Oa 33 CBAKW HETATUBAH IO OPOj
n TBpbeme Baxku, Tj. jeauHa BPEAHOCT IEeJOr Opoja n 3a KOjy TBpbheme uHuje tavno je n = 0.

3. Jlema. O0 ceur mpoyzaosa ynucaruz y kpyz noaynpeunurae R, najsehy nospwuny uma jednaxocmpa-
HUYHU TP OY2a.0.

Jokas. Temena Tpoyria najsehe nospmuue npunanajy kpyskannu. O CBUX TPOYIVIOBA YIMCAHUX
y KpYI KOjuMa je jenHa cTpaHnna (UKCHA TeTUBa TOT KPyra, HajBeny HOBPIIMHY uMa
jeIHAKOKpAKU TPOYrao 4uuja je OCHOBUIA Ta TETUBA, a yrao Hpu BpXy Huje Tyn (jep mma
najseny Bucuny).

Jlakme, MOBOJHO je na mocMaTpaTy jeJHAKOKPaKe TPOYIJIOBE YIMCaHe y Taj KPYr. Y KOJINUKO

2
x
je ocnosuna ny:xuue x (0 < z < 2R), onrosapajyha sucuna je R+14/ R? — [ @ moBpummHa

1 2
P:§~ Rx+ux- sz‘%

Ha ocuoBy mHejemnakocTu m3mehy apuTMeTUUKe U KBaIpaTHE CpEIUHE je

22 Rr Rz 72
2P = R ot Rl T
r+x 1 5 4+ 5 + 1

2 2 2

< V3-§2 L + 2 (32_%)

KBanparna ¢yuruuja t — 6R%*t — t? mocTmxe MakcuMyM 3a ¢ = 3R?, omakie ciemu na ce
najsehia BpemHOCT M3pasa IO IPETXOIHMM KOPEHOM HocTwxe 3a & = Ry/3. Tama Baxn
JeIHAKOCT M Yy NPUMEHEHO] HEjeTHAKOCTU CPennHa.

Kako ce oBa curyanuja memasa y (1 caMo y) jeJHAKOCTPAHUYHOM TPOYIILY, ciequ TBp heme
jeMe.

Tepbemwe 3anmarka ciegu wu3 TOpHmE JeEMe,
IIOIITO j€ IOBPUIMHA jeHAKOCTPAHUYHOD TPOY-
IJla YOUCAHOT y KPYT mojynpedHuka R jenHaxa

3v/ 3R2
4

je TpOoyrao jemHAKOCTPAHUYHU).

(je,Z[HaKOCT ce NOCTUXRE aKO 1 caMO aKO

Hanomewna. ITlpumeHa HejeTHAKOCTU CpeIUHA
ce Mmorza m3behu nokasmBamem onrosapajyhe
TPUTOHOMETPHUjCKE HEjeTHAKOCTU WJIU TPU-
MEHOM AU(EPEHNINjaJTHOT PAdyHA. OK092A 3




W3 ropmer m3pasa 3a MOBPUMHY TPOyTJa, caemu na je ¢pyurmuja P(z) menpermmna ma (0,2R)]

OR? — 2% + R/ ARZ — 22
un mupepennujabuana na (0,2R). Ha (0,2R) Basu 2P(z) = : ZRQ 2 =, ma je
—x
P'(z) >03ax € (0,RV3) u P'(x) <03azc (RV3,2R), 1j. makcumym ¢ymrnuje P : (0,2R] — R
ce mocTmwwe 3a * = Ry 3.

p mnaBux Kyrimna tpeba pacmopemutu Ha b+ ¢ + 1 Mecra (npe npse Gesie WM NpHE KyTJIUIE,
n3meby k-te u (k + 1)-Be Gese mam upue xyraune (3a k € {1,2,...,b+ ¢ — 1}), nmocue mocnenme
BeJie MM NpHE KyTJImIe).

Axo je p > b+ c+ 1 oBo muje moryhe ypamutu (Tj. y 0BOM ciyuajy ce y GUIO KOM PacHOpery
HEKe IUIaBe KyTJuile HaJla3e jelHa mopel Apyre), ma je Tpaskenu 60poj nauumna 0.

Axo je p < b+ c+1, 3a pacnopen mirasux kKyraumna tpeba uzabparu p on b+ c+ 1 mecta, mTo ce
(b+c)!

b+c+1 ;
MOKe ypaauTu Ha HaUMHA; pacrmopena 0eanx u MPHUX UMa el (mepmyranuje
. : . . (bF+c+1\ (b+¢)!
ca MOHABILAILEM ), Tj. y OBOM CJIy4yajy Tpa:KeHU OpOj HAUMHA je W o
p T

Axo je n = 1, caemum 2! + 3! +4' = 32, 1j. n = 1 je jemo pememe. Hexka je n > 2 u Baxn
2" 4 3" + 4" = 22, 3a mexo = € N. Kaxko je 6poj 2" + 3" + 4" memapan, To je u 6poj = Hemapas,
na je 2 =1 (mod 4), a xako je 2" = 4" =0 (mod 4) 3a n > 2, crequ 3" = 1 (mod 4), oaHOCHO
(=1)" =1 (mod 4). Cnemu ma je n mapan 6poj. Hera je n = 2k (k € N). Jemmauuna mocraje
4% 49k 4 (4%)2 = 22, Kako je4 =1 (mod 3) u 9 =0 (mod 3), cremm 4% + 9% + (4¥)2 =14+0+1=2
(mod 3), ma je #2 = 2 (mod 3), mTo je memoryhe (kBaapaTu mesux GpojeBa MOTY JATH OCTATKe
0 u 1 upu mememy ca 3).

Harise, jequno pememe je n = 1.
Ilpyru paspen, B kareropuja

(a) Karo je 5=1 (mod 4), 3= -1 (mod4) u 357 =1 (mod 4), cremm (5* +2) (3'%° — 1) + 357
(57+1)=(1"+2) ((-1)'*°=1)+1- (17 +1) =3-(-2)+1-2=-4=0 (mod 4).

(6) Karo je 26 = 64 = —1 (mod 13), cremu 2% = (26)10 = (-1 = 1 (mod 13). Kaxo je
3% =27 =1 (mod 13), cremn 37 = (3%)*.3=12.3 =3 (mod 13). Jlarme, 2°° + 30 =143 =4
(mod 13), Tj. oBaj 6poj muje nemwus ca 13 (Tamrenmra 54, ctp. 46, Ilucmenn 3amanm, 3anaTak
3).

Yraosu <APB u <AQB cy yruosu Han retuBom AB y kpyrosuma ki u ko, pemowm, na cy

KOHCTAHTHU U He 3aBuce ox u3dbopa rtavaka P
u @, tj. ABPQ uma ucre yriose, 6e3 o63upa
Ha mMoJiokaj mpase PQ).

Hera cy P11 n P>(Q)2 nBa moryha mososkaja
npase PQ. Caemu ABPQ1 ~ ABPQQQ, na

BP,  BP,
BAKN , OMHOCHO OJHOC —— He 3a-
BQ1 BQ: B
BUCH O] IOJIOKaja npase PQ). OK092B2

Mopa 6urn 1, 29,23 > 0.
Heka je r1 < zo. Opy3smamem mpBe nBe jemHauube ce nobuja xp — To = /X3 — /T2, ma je
r3 < To. AHAJIOIHO, M3 To — X3 = /o1 — /T3, KAKO je T3 < T, Ciaenu T, > T3. KoOHAUYHO, U3
21 — 23 = /a1 — /T2, Kako je 11 < X2, caemu x1 < x3. Hawue, 1 = 29 = x3(=t). Pemasamem
. . —-1++5
jemmaunme ¢ + \/t = 1, nobuja ce Vit = —

Vi TitVE . 3-V5

5 , OIAKJE je X1 = Xo = T3 = >

Cunyuaj x1 > w9 ce pa3Marpa aHAJIOLHO.

Kako je v/t > 0, jemuma moryhmocr je

3
2

=

Iakme, jenuHO pememe OBOT CUCTEMA je T = Ty = T3 =



Crpanune AABD cy AB=a+b, AD = a+ c; vera je X momupua tauka crpanutie BD u kpyra
yrnucanor y AABD; no jemaakoctu tanreHTHux nyxu je BX =bu DX =c¢, na je BD =b+ c.

Hexka je r; momympeunur kpy:kuuie ynucane y AABD u s weros nonyobum. Cuemu s =

HN =

((a+b)+(b+c)+(c+a)) = a+b+c a mo popMyrama 3a HOBPIIUHY OBOT TPOYTJIA CJIE
rms=P=+/s(s—(a+b)(s—(b+c)(s—(c+a) =+ abc(a+b+c), ma je

v abe(a+b+c) \/ abe
a+b+c Va+b+e

u

r>ry =

Buneru pememe npsor 3amatka 3a apyru paspen A kareropuje.
Tpehu paspen, A kareropuja
. T m T ™ w3 .
Kako je 0 < — < —mutge >x 3azx € (0,—), cnemu tg — > — > —, onakie je
n 2 2 non n

71' tg? = 1 1 9
SinQ_: ggﬂ':li 27r>]‘7 2~ 9 )
n  l4+tg=7 1+tg= 7 1+(%) n? +9

.. T 3
Tj. Sin — > ——.
n n?+9

Heka je w = cos il +1-sin il . Axo je Tpoyrao ogpeben Taukama a, b U ¢ HIO3UTUBHO OPUjEHTUCAH,
Baskn ¢ —a = (b—a) - w, a aKo je HEraTUBHO opujeHTUCAH Baku ¢ —a = (b— a) - W.
1° Ako je a = 0, mopa 6utu b # 0, na je z = —E; Yy 3aBUCHOCTU OPUjEHTAIMje, CJIenud WU
z=—wunu z = —w. Kaxko je | —w| =|—u| =1, caenqu tBpheme 3anarka.

2° Heka je a # 0. Axko je Tpoyrao ompeben Taukama a, b U ¢ TO3UTUBHO OPUJEHTUCAH, KAKO je
w?=w-—1 (w# —1 je pememe jemmaunne —1 = w? ma je 0 =1+ w? = (1 +w)(1 — w+ w?)),
caenu

a(—w)2 +b(~w)+c=aw? —bwtc=a(w—1)—bwt+c=c—a—(b—a) w=0.

Hakme, 2 = —w je pememe jennauune az?+ bz +c = 0, ma xaxo je | —w| = 1, ciemu Tepheme
3amaTka. AKO je Tpoyrao HeraTWBHO OPUjEHTHCAH, aHAJOTHO Ce IOKasyje na je z = —w
jemno pememe jemnaumne az? + bz +c =0 u Bawn | —w| = 1.

Tauka X' je momupHa Tauka CmoJba IPUIKACAHE KPYKHUIE KOja oarosapa temeny C' U cTpaHuie
AB, na je X'B = AX u AX’' = BX (Benuku 3anarak; xomoreruja ca nearpom y C Koja cauka
YIUCAHU KPYT y CIIOJba MPUNUCAHN KPYT Koju onroBapa tremerny C cimka M y X'; Besa X'B = AX
clemm M3 pavyHa TaHTEHTHUX nys&wW, jep je 2- X'B=2-AX = AB+ CA — BO).

OK 09 3A 3-1 OK 09 3A 3-2



ITo Menenajesoj Teopemu npumenenoj #a AX X'M u tauke A € X X', L e X'M, S € MX caenn
XA X'L MS AB+CA-BC LX' 1

AX' LM SX  AB+BC —CA LM

Ia Cy OBe TayKe KOJUHeapHe aKo M caMO ako je 1 =

. .M LX' 1 1 AB + BC — CA
T]. aKO 1 CaMO aKO e = = =
! CMXTTIXVIM T 1+ L T T4 4BCAIC T T 2 4B

Hera je C' mommoxje Bucune u3 temena C, a r nomynpednuk ymucane kpyskaune NABC. U3
u3pasa 3a noppmuny nospmuny tpoyria ABC (P) cnequ CC'- AB =2P =1r-(AB+ BC + CA),

! AB+ B A AB+ B A
olaKIiIe je cc = +BCHC Kako je ACC'X' ~ AMXX', caemnn AB+BC+CA =
r 2-AB 2-AB
CCIfClelJrCM . CM  —AB+ BC+CA
or  Mx' o Mx ORRICIC yxo T 2. AB

W3 nperxonuor ciaemu ma cy tauke A, L, S KoauHeapHe akO U CaMO aKO BaKU

AB+BC-CA  CM —AB+ BC+CA

2-AB COMX 2-AB ’

Tj. ako u camo ako Baxku AB = CA (Taurenra 54, crp. 20, Harpamuu 3anauu, M756).
Heka je d tpaskenu 6poj. Kako d | n'® —n 3a csako n € N, cnermjanmo 3a n =2 u n = 3 ciaemn
d | 2¥-2=2.(2%-1)=2-(2~-1)-(2°+1)=2-63-65=2-3%-5-7-13,
d | 3%-3=3-(3%-1)=3-(3"-1)-(3°+1)=3-728-730=2"-3-5-7-13- 73,
ma jed< (2-3°-5-7-13,2*.3.5.7-13-73) =2-3-5-7-13 = 2730.
Ca xgpyre crpase, o MaJjoj Pepmaosoj Teopemn, 3a cBako n € N 6poj n'® —n je memus ca 2,

3, 5, 7 u 13. Baucra, ako je p upoct 6poj, 3a cBaku npuponan 6poj n Baxku n’ = n (mod p)
(mocnemuna mane Pepmaose Teopeme), na ce (mpumenom 3a p € {2,3,5,7,13}) mobuja

nt—n = n-(n—1)- ;21:0 nk = (n*—n) - kzon = 0 (mod 2),
n—n = n-(n?-1)- an = (n*—n)- Zn = 0 (mod 3),
n*—n = n-(n*-1)- kﬁ:{)n‘lk = (n°—n)- Z n** = 0 (mod 5),
nt—n = n-(nﬁ—l)-(ng—l— 1) = (n"—n) (n —|—1) = 0 (modT7),
nt¥—n = 0 (mod 13).

Iakne, Tpaskeru 0poj je d=2-3-5-7-13 =2730.

Ha tabay ce moske cmectutu 41 soBal, Tako na je ucnymen ycuaoB 3anarka (cauka OK 09 3A5).

Heka je ronpurypanuja xoja ucnymaBa ycaIoBe
3amaTka Jonycmusa.

Jlema. He mocroju momycTtuBa KOHGUrypamuja
y K0joj je 6poj mosama Behu om 41.

Joxas. Tpeba moraszatu na je G6ap 8 mosma
npas3Ho (Tj. Ha BUAMA Ce He HAJA3WU JIOBAI). ()

AxO ce HA HEKOM YTaOHOM TI0JbY HAJA3U JIOBAII,
Taga ce Ha OUjarOHAJM Ha KOJOj ce HaJja3W He
cMe HAJA3UTW BUINE JoBalna, Tj. uma oap 6 o

Mpas3Hux mosba. Ha Apyroj aujaroHasum my:KUHE
7 cy wiau mpasHa yraoHa mosma (makie jom 2)
WM, aHAJIOTHO, aKO je JOBAIl HA YTAOHOM IOJBY, OKO093A5

ocranux 6 je mpas3nHo. Kako je 3a oBe mBe mmjaroHaJje 3ajeqHUYKO CAMO jeIHO IOJbE, CIEOUN A U
¥ OBOM ciiy4ajy uMma 6ap 8 mpa3Hux mosba.

Axo cy yraoma moJba mpas3Ha, Tpeba mokazaru na moctoju bap jom 4 mpasHa mosba. Ako je
HEKa Ol AWjaroHaJjia Ay:KWHE 7 y MOTIYHOCTHU mpa3Ha, TO je 0be3bebheno. Muaue, Ha cBakoj on
oujaroHaaa Ly:KUHe 7 TOCTOju Oap 2 JOoBIA, IIa HA CBAKO] O OBUX AUjarOHAJIA MOCTOje W KPajhu



JIOBIIY, Tj. JIOBLIM KOjU Ha AMjaroHAJN Ha KOjO] Ce HaJla3ze Halanajy yraoHo moJsse. Kpajmu jgoBalg
Yy OBOM Ciyuajy Mopa Hamazaty TadHo 2 sosua (me moxke 0, jep Beh mananma jemuor; He Moxke 4,
jep je Kpajmu), ma je OH KpajibU U HA APYroj AUjarOHAJU HA KOJO] Ce HAJA3U.

1° YkKoaukO ce Kpajimu JIOBAIl HAJA3W U MOJBY KOje je 3ajeHWYKO 3a AujaroHaJe Ty:KuHe 7
(yenmpaaro nowe), IpasHa Cy IO TPU MOJba Ha 00e AujaroHaJe Ha KOjuMa ce Hajasu (Tama
OH Hamaja 2 yraoHa moJjba), Kao U Ipeocrasa 2 yraoHa mosba. Ilakie, mpasHo je Gap 8
oJba.

2° YKOJMKO ce JIOBAIl HAJIA3W Ha MOJbY KOje MMa 3aje THUUKO TeMe Ca YTaOHUM MOJLeM, TPA3HO
je jemHo oxm mosba HA APYrOj AUjArOHAJU HA KOjOj ce Haua3u (HEKa je OBO HoJbe 000eneHo
TOM JIOBIY). AKO je JOBal Ha MOJbY KOje UMa 3ajeTHUYKO TeMe Ca MEeHTPAJHUM MOJLEM,
IIopes yraoHOT IOJba KOje My OArosapa, IPas3HO je U IoJbe Koje ce Hajas3m uaMmebhy tor
YTAOHOT TOJba U MOJba Ha KOMe Ce JOBAIl Haja3u (HeKa je OBO MOoJbe 000eneHo TOM JIOBILY ).
Kako cy mosa Koja Cy Home/beHa JOBHOUMA PAa3auuuTa (CIOpPeAHe AWjaroHale Ly:KuHe 2
HEMA]y 3ajeIHUYKUX [0Jba), CJAEAN Na Uy OBOj CUTYAUUjU IOCTOju Oap 8 HpasHUX HOJba.

W3 mperxomne jgeme ciemu na He IMOCTOjU OONYyCTUBA KOHGUIypalmja y K0joj je Opoj goBama
Behu onx 41, ma je oaroBop Ha nmurame 3amaTka 41.

Tpehu paspen, b kareropuja

)
Kako # npunana pasau onpebhenoj Bekropuma @ u 5, OH je OPTOTrOHAJAaH Ha axb=| —1

2
(1,3,-2) (4,4, k cy jenuauynu BexTOpU T, y U z oce, penoM). Hera je & = (k,l,m). U3

—

b-Z=0mu (1,3,-2)-Z=0 ce nobuja

QL O .

-k + I + m = T,
2k + m = 0,
kK + 3 — 2m = 0.
OBaj cucrem mma jemuHCTBeHO pememe (k,l,m) = (—% , g ,3), Tj. TPaKeH!W BEKTOD IIOCTOjU U

jenHak je (—% , g ,3) (Tamrenra 54, crp. 45, [lucmenu 3amany, 3amaTak 2).

Heka je <BAC = a n meka cy M’ u N’ npojernuje tauaka M u N na npase AC mu AB, penow.

Tana je
MM’ AC NN’ AB
AM = N = — n = N - 9
sin av sin « sinae  sinao
AM  AC
ma je AN = AB° 1j. Tpoyriaosu ABC' u AMN
Cy CJIVMYHU Ca KOEe(PUIN]EHTOM CIUYHOCTU — .
sin «v
MN 1 BC
Crnemn ——— = —— , nma je MN = — =2R. OK093B 2
BC sin «v sin av

Jemnauwmna 2% = @ mMma pemema ako 1 caMo ako je a > 0, ma je 3aXTeB 3aMaTKa CKBUBAJECHTAH Ca
onpebuBamem cBux p 3a Koje jemmaumua (p — 1)t* —4 -t + (p+2) = 0 uma 6ap jeqHO TO3UBUBHO

pememe. Ako je p =1, oBa jenHauuHa je JUHEApHA U HEHO PelIene je t = 1 >0. Axko je p# 1,

OBa jeHAUMHA je KBAJApATHA U HeHa MUCKpuMuHanTa je 16 —4-(p—1)(p+2)=4-(2—p)(p+3).
Cuenu, ako je p € (—o00,—3) U (2,00), OBa jenHAUMHA HEMA DELICHA.



1° Axo je p € (1,2], Tama je p— 1 > 0, na jenHaunna mMa 6ap jeAHO MO3UTUBHO PENIEHE aKo

2 2 — 3
7 CaMO aKo je + v ( ﬁ)(er ) >0 2++/(2—-p)(p+3) >0, wro je Tauno.
D

2° Axo je pe [—3,1), rana je p—1 < 0, na jenquayuna uMa 6ap jeAHO HO3UTUBHO DELICHE aKO
2 — 2 — +3
( ?@ ) 0o BT <0e i< —p)p+3) o
p—
(p—1)(p+2) <0, mwro je rauno aro je p € (—2,1).

U caMO akKo je

Iakne, nonasua jemHaurHa uma 06ap jeHO pelleme ako u camo ako je p € (—2,1)U{1}uU(1,2] =
(—=2,2] (Tanrenra 51, crp. 49, Iucmenu 3ananu, 3anarax 1).

—_— —
Heka je ¢ = 1 u Hera je KOIKa CMemTeHa y KOOPAUHATHU cucTeM, Tako na cy AB, AD n
e

AA, jenHUYHU BEKTOPU T, Yy U 2z OCe, peaoM. Y OBOM KOODIAMHATHOM cucremy je P (% 7O,O)7

— — — — . ;!

Q(L3.0). R(LLY), PO = (1.5.0), PR=(1,1,1), PG x PR = (£, 1. 1) ma je panan xoja
canpsxu tauke P, Q u R 2z — 2y + 3z = 1. OBa paBan caup:ku tauke R (0,0, %) u D1(0,1,1), ma
KaKO je Ipecek IBe HemapaJjeslHe PaBHU IpaBa, CIeIN na je IpecedHa (Urypa KOIKe U PaBHU

PQR neroyrao PQRD1R;.

Kaxko je meroyrao cumerpudan y OQHOCY HA pa-
BaH KOja canp:ku Tauke B, By, D, D1, cienu na
K — — P

je meros obum O = |PQ|+2-|QR|+2-|RD,| =

\/1+1+0+2M0+1+1+2M1+0+4—
4 4 49 9

%?+JE.

Axo je ¢ yrao uzmeby pasuu PQR u xy-pasuu,
(0,0,1)-(2,-2,3) 3
Ako cy P u P’ moBpmuna Heke purype u meHe
IpojeKnnje Ha HEKYy paBaH, PEIOM, U IPUTOM
yrao uamehy paBHU y KOjoj ce Hama3u Gurypa
U PaBHU Yy KOjy Ce€ HPOjeKTyje, OK 09354

Tana je cosp =

. 1 . . . .
Taga je — = Kako ce meroyrao m3 3amaTka OPOjEeKIMjOM HA TY-pABAH IPOjEKTyje ¥y

P cosp
7
neroyrao APQCD u Bawu P(APQCD) = 1 — P(APBQ) = g cmema na je P(APQCD) =
$ o WIT
cosp 24
XomoTeruja ca HeHTpoM y A u KOeUIIIjeHTOM ¢ CIUKA jeIMHUYHY KOIKY y KOIKY UBHUIE a. Rako

je omHOC ny:KWHa CJIUKEe U OPUTMHAJIA jeJHAK KOe(UIMjeHTYy XOMOTeTH]e, a OIHOC IOBPIINHA
CIVIKE ¥ OPUTMHAJIa jeqHAK KBaApaTy Koe(UIMjeHTa XOMOTETUje, Clenu Oa je OoDUM IeToyria

2 A
g + Vv 13), a moBpmmHa a? - 72—47 .

APQCD jenmnax a - <
Buneru pememe npsor 3anarka 3a rpehu paspen A kareropuje.

UYerBpTH pa3pen, A Kareropuja

Hexa je g(z) = 2¢¥ — y? — 4. ®ynrnuja g je n06po medunmcana u GECKOHAUHO TyTa AU(DEpEHITH-
jabumma ma [2,00). Ipurom je ¢'(y) = 2¢¥ — 3y%, ¢’ (y) = 2¢¥ — 6y, ¢"'(y) = 2¢¥ — 6. Kopucrehn
e > 6, pemom ciaenu:

- g"(y) =2e*—6>0, vj. pyrrmuja ¢” je pacryha ma [2,00);

- g"(2) = 2¢%2 — 12 > 0; xaxko je ¢” je pactyha ma [2,00), caemu na je g"(y) > 0 3a y € [2,00),
na je ¢pyurnuja ¢’ pacryha ma [2,00);



- ¢'(2) > 2¢? — 12 > 0; xaxo je ¢’ je pacryha ma [2,00), ciemu na je ¢'(y) > 0 3a y € [2,00),
na je pynrnmja g pacryha ma [2,00);

- g(2) = 2e? — 12 > 0; kaxko je g je pactyha ma [2,00), caemu na je g(y) > 0 3a y € [2,00).
OpnaBne ce Henmocpenno noduja TBpheme mpBOr mena 3anaTKa.

Oyuruuja [ je ropexTHO neduHMcaHa ¥ aBa nyta mupepenuujabunna ma (0,00), ma je 3a
IpYyTH Ieo 3alaTKa MNOBOJBHO mokazatu ma je f’(x) > 0 (3a x € (0,00)). Ha (0,00) je

1 1
o
(1)
= n

!
fla) = ——
o+ 1 2 x4+ 1 ;c—‘,—l :C-‘rl 1 z+ 1 1
e l——= | +e"z - — (e w—l)—e o (l—— € 1-—
") T T T
) =
)
e - O_if+&ﬁ_3_0_if_2_&# O_if
- 2 2 3 2 3 2
(ea‘+§ B 1) x T T T x
i 2 2 2 1
= ) 2 {6”3” 3—1+—2——3——4}
(ea‘+§ B 1) T T
et
Kako je ———— > 0, noBosHO je mokazaTu na je u3pa3 y HOCJIEIH0j 3arpaiyd HO3UTUBAH.

()

Kako je z + p > 2 3a x € (0,00), kopucrehu HejenHAKOCT HPBOr mesa 3aJaTKA, NOCIEIHE CJIEAN

nu3
3
el 2 2 2 1 1 2 2 1
e’ —3*1+—2*E*E > IL’+5 +4 —3*1+—2*—3*E
5 2 2 1
= l‘2+§ _4+E>O

IIpasa CY je pamukaaua oca onucanux kpyrosa AAHC u AEBC, na je 10BOJHO JOKA3aTU Ha
X mma mcTy moTeHnujy y omHOCy Ha oBe kpyrose. Ilorenmnuja rauke X onHOCY Ha Kpyr OmuUcaH
oko AAHC je XA-XH, ay onnocy Ha kpyr onucan oko ABCE je XE - XF (kpyr omucasn oKo
ABCE je kpyr man upeunurkoM BC u canpsu taury F, jep je <BEC = <BFC = 90°). Kako
je uerBopoyrao AFHE rerusan (<AFH = <HEA = 90°), u3 noreanuje tauke X y OOHOCY Ha
omMCcaHu KpyT 0BOr uerBopoyriaa, caiemn X F-XF = XA-XH (Taurenra 54, crp. 20, Harpanan
samamu, M754).

OK094A2

10



Jlpyzo pewene. Heka je T uusepsuja ca nearpom y C u nmonynpeunuxom v CA-CE =+ CD-CB
(jep je uerBopoyrao ABDE rerumsan (<BEA = <BDA = 90°), a mpousBoJ MOX KOPEHOM je
noreniuja tauke C'y ogHoCcy Ha omnucanu kpyr yersopoyria ABDE). Kako je u uerBopoyrao
AFHE retusan (<AFH = <HEA =90°), cneau CE-CA=CF-CH,na je I(A) = E, I(B) = D,
I(F)=H. Caenu na 7 cauka npaBy EF y onucanu kpyr AAHC, a npaBy AH y onucanu Kpyr
ACEF (omaocuo onucanu kpyr ACEB).

Hakne, rauka X (upecek npasux EF u AH) ca Z ce cauka y Y (upecek onrosapajyhux kpy-
rosa), na cy tauke X, Y u nenrap unsepsuje (C) ronuneapse.

Tpeba oxpemuru ocratak 6poja = = 22 + 1 mpu nememy 100, 1j. mpum mememy ca 4 u npu
nememy ca 25. Kako je 2P > 1, cremu 4 | 22”, ma je z =1 (mod 4).

Axo je p > 2 mpoct 6poj, ou je memapan. Heka je p = 2k +1 (k € N). Cuemn 2P = 22F+1 =
2-4% = 2. (=1)* (mod 5), ma je 2”7 = 2 (mod 5) ako je k mapwo, omrocHo 2P = 3 (mod 5) ako je
k memapuo. Tarobe je 27 = 0 (mod 4), ma je mmm 2P = 12 (mod 20) nmm 2P = 8 (mod 20) (no
KUHECKO] TEOPEMU O OCTAIUMAa, MPETXOMAHU CUCTEMU jeTHAUYWHA UMAajy jeAWHCTBEHO PeIleHhe Yy
cucreMy ocrtaraka 1o momyiay 20).

Ha ocuoBy Ojmepose Teopeme je 22° =1 (mod 25) (Bamu (2,25) = 1), ma je

mwmr = 22 +1=2241=4097=22 (mod 25)
wmr = 22 +1=2841=257=7 (mod 25).

ITowro je n = 1 (mod 4), aro je p > 2 Bawku wim & = 97 (mod 100) niam z = 57 (mod 100) (mo
KUHECKO] TEOPEMU O OCTAIUMAa, MPETXOMHU CUCTEMU jeTHAUYWHA UMAajy jEeAWHCTBEHO pPeIleHme Yy
cucreMy ocrtaTaka 1o moxyiry 100).

Ilakne, ako je p HemapaH IpocT Opoj, ocrarak npu gemeny x ca 100 jemnar je wau 57 nawm 97
wiau 17 (oBo y cayuajy p = 2), omakie ce no0uja OArOBOD HA IUTAHE 3a4ATKA.

k
Heka je p(x) = Z anz" (k = degp). U3 ycnosa je p(x) = p(ex) = p(e?z) (3a caro x € C), ma je
n=0

k
1
p(x) = 3 Z anx™ (14" + ") = Z anz"”
n=0 3|n
o<n<k
(jep je 14+¢&™ +¢&2" =0 ako 3{n, onHocHo 1+ &" + &2 =3 axo 3 | n).
3a meqe m,n u k € Ny sazgu m?® — n® | m3* — n®* ma cmemn m?® — n® | p(m) — p(n), omarme
23 — 13 =7 p(2) — p(1) = 8, mro je memoryhe.
Ilakmie, HE OCTOjU MONMMHOM €& HABEAECHUM OCOOMHAMA.

Bunmeru pememe meror 3anatka 3a rpehu paspen A rareropuje.
YerBpTHu paspen, b kareropuja

dynrmja f : R — R, mepunucana ca f(z) = 23 — 322 — 9z, je mudepenmmjabunaa va R u Bamn
f'(x) = 32> —62—9 = 3(z+1)(2—3), ma cTporo pacte Ha (—oc0, —1) u Ha (3,00), a cTpOro omara Ha
(—1,3). Ha cBakoM mHTEpBay CTPOre MOHOTOHOCTH f MO:Ke y3UMATH (PUKCHY BPEAHOCT HA]BUIILE
jemsoM, na je Opoj pemema jemmauuue f(r) = ¢ HajBume 3 U jedHAK je 3 AKO OBa jeqHAYUHA
uMa IO jemHO pellemhe Ha CBAKOM O MHTepBajJa MOHOTOHOCTH. Kako je zEmooj"(:c) = —00,
f(=1) =5, f8) = =27, lim f(x) = oo, caenn na je f(—o0, 1) = (=00,5), f(~1,3) = (=27,5),
f(3,00) = (—27,00), ma jemnaumna f(r) = a UMa TPU PA3IUYUTA DEIICHA aKO U CAMO aKO je
a € (—27,5) (Taurenra 52, crp. 44, [lucmenu 3ananu, 3anatax 1).
. T .

Heka je r momynpeunnk mame, a R moynpeunuk Belie ocHoBuie kyme m « = — . Herka je s

R

u3BoqHUNA, a h BucuHa kyne. OCHU IpECek KyIe je je JTHAKOKPAKU TPAIle3 Y KOjU Ce MOKE YIUCATU
Kpy/RHUIOA. Kakro cy Kpauu TOT Tpamesa S, a Ay:kuHe ocHOoBuUIA 21 um 2R, cnemu 2s = 2r + 2R,
Tj. 8 = r+ R. V3 nonarka o mospmman omoTtada caem 4(R? —r?)r = (R +r)st = (R +r)?m,

3
omakie je 4R—r) = R+r, 1j. a = 5 13 Tluraropure Teopeme je h? = s> — (R —r)? =

(R+7)> —(R—7r)* = 4rR = 4R%a.
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Ilonynpeunuk sonTe ynucane y Kymy jeaHak je
MOJIOBUHU BUCUHE Kyne (Tpamesa), ma je meHa

3anpeMuHa Vi = (R\/_) 4R i

™
IpeMmuHa KyIe je VK =3
2 3
Rﬂ~\/E~(1+ o?). Komaumo, Yo _
3 Vi
4R37T 3 Rr
3 Q2 20 30
2R3T C l4a+a® 49 OK094B 2

Va - (1+a+a?)
(Tamrenta 54, crp. 45, Iucmenn 3amanu, 3a-
nartak 1).

W3 Bese xkojoM je medunmcan HU3 ce nmoduja x4 = 2, x5 = 1, v = 2, vy = 3, 23 = 2. nayruujom
je Tpya = xp, 3a cBarko n € N. 3awncra, 6a3za MHAyKOMje je cagp:kaHa y ropmaM padyHy. Heka
je TBpbeme Tauno 3a cBe unaHoBe HU3a uuju je mHmekc He Behm om n+4 (n > 3). Tama je
Tpts5 = Tpgd — Tpgs + Tppo = Ty — Tp—1 + Tp—o = Tpy1. arme, Bakm wop = 2 3a cBakro k € N;
Typ+1 = 1 3a cBako k € Ny; 24143 = 3 3a cBako k € Ny.

Pen u3 3anmaTra je pen ca mo3auTUBHUM UJIAHOBUMA, IIa je MOryle MePMYTOBATU HErOBE UIaHOBE.

Kako je Z ¢ =
k=0

1
1 3a |q| < 1 (36up reomerpujcke nporpecuje), cienu
—q

oo

oS
Z +3 Z 34k+3

n=1 = k=1

1
34k+1 +2 Z 32k

Mz
co|3
I
M¢
w0
? —_
t

Il
CJJ|H> TN
—_
+
. Wl
~
8

1
9
Buneru pememe rpeher 3anartka 3a apyru paspen A kareropuje.

Axo je a =0, 3a cBako x > 0,  # 1 Bazku log, ¥? = 2, ma je (y osom cayuajy) = € (0,1) U (1,00)
CKyIl peulemha Hejennauunne (1 OH je GeCKOHAYAH).

Heka je a # 0. Hejemnaunna uma cymucaa 3a ¢ € (—a,1 —a) U (1 — a, 00).

1° Ako je z € (—a,1 —a), tana je 0 < x + a < 1, a nonasHa HejeAHAUMHA j€ €KBUBAJIEHTHA Ca
22 +a? < (v +a)?, ommocro ca 0 < azx. Axo je a > 0 pemema cy x € [0,00) N (—a,1 —a), ma
3a 1 —a > 0 #HejenHaumHa mMa OECKOHAYHO MHOT'O pellena, I0K 3a 1 —a < 0 HeMa pemema.
Axo je a < 0 pemema cy z € (—00,0]N (—a,1 —a) =0, na 3a 0BaKBe BPEAHOCTU HAPAMETPA
a HeMa pellemna.

2° Ako je z € (1 —a,00), Tana je 1 < = + a, a mona3Ha HejeNHAUMHA je €KBUBAJEHTHA Ca
22 +a? > (z+a)?, ommocuo ca 0 > ax. Axo je a > 0 pemema cy x € (—o0,0]N (1 —a,o0), ma
3a 1 —a < 0 HejenHaumHa mMa OECKOHAYHO MHOT'O pPeIlena, MO0K 3a 1 —a > 0 HeMa pemema.
Ako je a < 0 pemema cy x € [0,00) N (1 —a,+00) = (1 —a,00) (1j. y OBOM cityuajy uma
BeCKOHAYHO MHOTO DEIIeHna).

N3 1° cnemm na mosasHa HejeqHAUMHA MMa OECKOHAYHO MHOTO pemema ako je a € (0,1). U3 2°
CIenn A moJa3Ha HejelHAUMHA MMa OECKOHAUHO MHOIO pellena ako je a € (—oo,0)U(1,00). U3
1° u 2° cnenm ma mosa3Ha HejeAHAUMHA HEMa pemema ako je a = 1.

Ilakine, jenMHCTBEHA BPENHOCT IapaMeTpa a 3a KOjy IIOJIa3Ha HejeqHAUYMHA UMa KOHAUYAH CKYII
pemena je a = 1.
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Y upusory mommca maJjsemMo Bawm 3amarke m pemema 3amaraka OKPY:KHOT TAKMUYEHA YUYEHUKA
cpemmux IMKOJIA, Koje Tpeba ma ce ompsxku 28.02.2009.

I[Mpencenuur lpymrsa
maremarnyapa Cpbuje

Bpanro ITomosuh
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