PEIMIEIHLA 3AITATARKA ORPYKHOI' TAKMUYEILEIHLA N3
MATEMATHWRE YYEHUKA CPEIILUX IMTKOJIA, 23.02.2008.

IlpBu paspen, A kareropuja

Jema. Axo mexa mpasa cewe kpyacwuyy y mawkama P u S, a woj napasearna npasa y mawkama Q
u R, mada je PQ = RS.

fokas. PQ v RS cy miu Kpauu uiau aujaroHaljie jeIHAKOKPAKOD Tpame3a (mpaBa Koja IpoJiasu
KPO3 IeHTap KPY:KHULE, a HOPMAJIHA je Ha yOUueHy IIPaBy je 0ca CUMETPUje).

@OQ

OK081A1-1 OK081A 1-2

W3 nperxonne neme npumemene Ha ki caemqu CD = AB, nok ce npumenoMm Ha ko mobuja AB =
EF, onarne je CD = EF.

C

AR

OKO081A 1-3 OK081A1-4

90
(a) Isomudpanux Gpojesa mma 99 —9 = 90, ma naposa aBommdpperHnx GpojeBa nma ( 9 ) = 4005,

a mapoBa y3acTomHux asouu¢ppenunx Opojea 90 — 1 = 89. Ilakse, mBa Hecycemna ABoIudpEHA
O6poja ce mory m3abparu za 4005 — 89 = 3916 naymHa.

. 5
(6) Mecra ma kKojuma ce Hasmasm madppa 5 ce MOry m3abparu Ha <2 HaunWHa, TpeocTae 3
mudpe u3 youeHoOr CKyla Ha q ) HAHMHA M Ha IDEOCTANA TPV MECTa Ce MOTY DACIODEIUTH Ha

5 6
) . (3) -31 =1200 (Taurenra 46, crp. 39, [Tucmenu 3ananu,

3! mauwnna, ma je TpaskeHu OpoOj je <2

3azarak 1).

Ha Tabau 5 X 4, npu ycaoBuMa 3aaTKa, Ce MOMKe HOCTABUTU 6 TOmOBa (BUIETHU CIUKY ).

Hera je ma Toj Tabau pacmopeben majBehm
moryhu O6poj TomoBa, TAKO na Cy UCOYHEHU [ J
ycaoBu 3anartka. [lo mperxonnoM npumepy Taj o
6poj Huje Mamu ox 6. AKO ce y CBAKO] KOJIOHU
HaJa3W HAjBUIIE jeNaH TOI, OpOj TOINOBa HA o
Tabau je HajBume 4, ma MOCTOjU KOJOHA KOja
canpsku 6ap aBa toma. Kako ce onu mehycobmO ®
Hamaznajy, y TOj KOJIOHM, KaOo U y BpcTama y YK )
KOjuMa ce Hajiaze oBa 2 Toma, HE CMe OuTu
OPYTUX TOMOBA, Tj. CBU C€ HAJA3€ y IPEOCTAJIE OKO0O81A3
3 Bpcre u npeocradsie 3 KoJoHe (Ha IPeoCTaaux

9 nosma).




AmHaJOrHO, aKO Ce y CBAaKO] O IMpeocTalie 3 KOJOHEe HaJia3u HajBuie 1 TOI, YKymaH Opoj TOIOBa
Ha Tabuaum je HajBume 2 + 3 = 5, ma ce y HEKOj Ol BUX HaJa3u Oap aBa Toma. Kako ce OHU
MmeDhycobHO Hamanmajy, y TOj KOJOHU, KAO0 U y BpPCTaMa y KOjUMa Ce Haja3e OBa 2 Toma, HE CMe
OuTu Opyrux TOMOBA, Tj. CBU Ce Hajia3e y IpeocTaka 2 moJea, na je Hajpehum moryhum 6poj
TonoBa 2+ 2+ 2 = 6.

Iakne, Tpaskenu 6poj je 6.

AnrebapckuM TpanchopManujama qoduja ce ga je MoJa3Ha je THAKOCT €KBUBAJEHTHA Ca

(z-yly-2)(-2)=r+y+z (%)

Axo 6w T, y U z mABaJM PA3IUYUTE OCTATKE NMPU JELelmy ca 3, Tala OU HBUXOBU OCTAIU MPU
nesbewy ca tpu ommm 0, 1 u 2 (y HekoMm penocieny), na je x +y+z=0+14+2 =0 (mod 3),
a(x—y)(ly—2)(z—x) Z0 (mod 3), Tj. HEeKa mBa O1 X, Yy U z MOPAjy HATU UCTU OCTATAK [PU
nebemy ca 3.

Hera je, 6e3 rybmema onmrocty, ¢ =y (mod 3). Mebyrum, rana 3 | (z —y)(y — 2)(z — ), na je,
HA OCHOBY (%), 0 =2 +y+2=22x+2=—2+ 2z (mod 3), omrocuo = z (mod 3). akiue, cBaku
ymuomar y (z —y)(y — 2)(z — x) je nemus ca 3, 1j. 3% | (z —y)(y — 2)(z — x), ma u3 (x) cremu ma
2|z +y+ 2.

Heka je AABC rakas na je AB =3, BC =4 u CA=2 (takaB TpOyrao mocToju).

Heka cy K, L, M cpemumra crpannna BC),
CA, AB, penom, N cpemumre ny:xu LM, a P
cpemumre ny:xu CK.

Tana je ML =2 u ML || BC (cpenma nunuja
AABC), na je MN = NL =1 u MN | NL ||
BC. Tlo koucrpykuuju je CP = PK =1 (u,
mapasro, CP || PK || BC). Ananorao (KM je
cpenmwa nunuja AABC) je KM =CL=NP = OKO081A5

1
5 ACu KM || PN | CL || AC.

Crnenu na cy gersopoyraosu NMKP v LN PC nonynapau napadseaorpaMu (poMGOBU CTpaHULE
1), kao u na je AAML =2 AMBK (AM = MB, AL= MK, ML = BK), na nonurouu M BPN
u AMNPC umajy jemmake nospmune (0ba ce ,cactoje® on jemnor pomba crpanune 1 u jemmor
Ol TOpE MIOMEHYTUX TPOYTJIIOBA).

Iakmne, monuronaana auHUja cactaBmena on aysku M N u NP 3amoBosmaBa yCcaoBe 3amaTKA.
IIpBu paspen, b kareropuja

Ila me 6u gonuIo MO mebema HyJoM, Mopa outu |22 — 3| — 5 # 0, a kako je u |[x — 3| +2 > 0 3a
CBAKO PEAJIHO T, CJIeIU Ha je HejelHauunHa U3 3aJaTKa eKBUBAJIeHTHaA ca |2z — 3| — 5 < 0.

3 3
Ba x> 5 OHa je ekBuBasIeHTHa ca 2x — 3 < 5, Tj. < 4 (0OmHOCHO pemema Cy T € {5 ,4)), a 3a
3
x < 5 ca 3—2x <5, 1j. > —1 (ogHOCHO pemema cy x € <1, 2))

Hakae, pememe je x € (—1,4) (Tanrenra 44, crp. 33, [lucmenu 3amanu, 3anarar 2(a)).

— — —_—

Hera cy M, N, P,Q cpemumra nysku AF, CE, BF u DFE, penom, u @ = DA, DB u ¢= DC.
Tana je
—_— — —_— 1 —
MN = DN-DM=_-(¢+DE —§-<6+DF
1 2, 7, 2
= 3 (—a +b+ c) U, aHAJIOTHO,
—_—

QP = DP-DQ=




. — —— .
1j. MN = QP, onakue ciemu na je M N P(Q) napaJesorpam.

CpebuBamem m3pasa u3 3amaTra nobuja ce
(a®* —6a+b+2) +v2-(2a—6) =0.

MebyTuMm, kako je 6poj v/ 2 npanmonamnan, caenn na je p++v/2-¢ =0 3a p,q € Q ako u camo akro
jep=q=0,majea’—6a+b+2=2a—6=0, omarme jea =3, b="7 (Tanrenra 45, crp. 38,
IMucmenn 3amanu, 3anaTak b).

Bunmeru pememe npBor 3agaTka 3a IpBU paspen A kareropuje.

Bunmeru pememe apyror 3anaTtka 3a OpBu paspen A rareropuje.
Ilpyru pa3pen, A kareropuja

JenHaqMHa je ﬂec})MHHcaHa 3a cBako T € R. HeKa jey=va—x. Taﬂaje r = a—y>, ma jenmauunna,
mocraje y° +y = a® +a, 1j. (y—a)(y*+ya+a®>+1) =0. Kaxo je y? +ya+a +1>0 (KBa;[paTHa
pyHEmMja ca BogeNWM KOe()UIMjeHTOM MOZUTUBHUM W MACKpUMUHAHTOM a® — 4 -1 - (a? + 1) =
—3a? —4 < 0), jenuHO pememe MOCAeNme jeHaunHe je y = a, omakie je v/ a — & = a, Tj. jemauHo
pememe je  =a — a® (Tanrenra 50, ctp. 10, M673, Harpanuu 3anamm).

Hanomena. Ila jenHaunHa mMa HajBUIIE jeIHO DeEIIEHe Ce MOIJIO BUIETU U 0e3 pacTraBjbarba, HA
OCHOBY CTPOTOr pacTa (yHKIUuje y — >+ .

ITo ycaoBuma 3amarka, uersopoyrao MCAB je terusan, ma, no [ItomomejeBoj Teopemu, cienn
MA-BC =MB-AC+ MC - AB. Kako je AABC jemnarkoctpanuuan, ciemqu BC = AC = AB,
omarie je MA=MB+ MC.

Lpyzo pewewe. Hexa je R poramumja ca me-

HTpOM y B, Koja cauka tauky C'y tauky A (mo A
yCJIOBUMA 33JaTKa, OBa poTaruja je mau 3a 60°

unu 3a —60°, y 3aBUCHOCTH OJZ OPHjEHTAIN]e

AABC) n ueka je R(M) = D.

ABMD je jemnakocrpanuuan (BM = BD u

<DBM = 60°), ma je MB = MD. Taxkobe, B c
MC = DA (jep je R(IM) =D u R(C) = A). M

ITpurom je u <BDA = <BMD = 120° (jep je

R(ABMC) = ABDA), a waxo je <MDB = OR082A2

60°, cnemu ma cy tauke M, D u A xonuneapwe.
Haxne, MA=MD+ DA=MB+ MC.

3
W3 marux orpanmuema 3a « u [ cienu na je g <a+28< g
. . 2tg 3 2t 1—-tg?p 1-¢t2
Heka je t = tgB. Tama je sin2(8 = = cos2( = = , a, I0
! gf. Tana b=Tres "1+ ¥~ s 1720 0
) 2t
YCTOBMMa. 33JaTKa, SinQ = 7 e

Kako je a omrap, cremu na je

2t \° (122
1+¢2)  1+41¢2

Cremn ma je cos’a = 1 —sina =1 — (

2 —
cosa>0,al<;a1{ojet:tgﬁ>1(jepjeﬁe[%,g)),Cnennﬂajecosﬂzm,naje
sin(a+28) = sinacos28+ cosasin 2
2t 1—t* *—-1 2t
= . + . :O,

14+¢2 14¢2 14+¢2 14+¢2
OMHOCHO, o+ 23 = km, 3a Heko k € Z. V3 ropmer orpannyemna, Caeay na Mopa outu o -+ 23 = 7.
Cucrem a —b=a Aab= (> 0 no Heno3uaTMa @ U b UMa yBEK OBa PEIICHa

R P VA T VAl O I I (e VAl A e Sl VA Gl
1,Y1) — ) 9 2,02) — 9 ) 2 .

2




2

1. ako je a > 0, cnemm max(a1,b;) = a1 n max(az,by) = ag, na je x° — ar — [ KBaApaTHA

MOJIMHOM YUjU Cy KOPeHu aj u ay (ommocuo 22 — |alr — f3);

2

2. ako je a < 0, cnemu max(ay,b1) = by u max(as,be) = be, ma je z* — ax — [ KBagpaTHU

TIOJIMHOM YUju Cy KopeHu cy by u by (ommocno 22 — |alz — 3).

Ilakse, Tpasenu nonuroM je 22 — |alz — B (1j. p=|a| u ¢ = —3).

JlupT ce (Ges MKAKBUX yCIOBA) MOMKE WCIPa3HATH Ha 5° = 3125 maumHa, jep cBaka om TWX
ocoba Moske cmhum ma Ouso KoM cupaty on 1. mo 5.

Hera je N 6poj maumsa Ha KOJU OHM MOTY M3Ja3uTé u3 jaupra Taro na Auna m llema ocramy
camu. lyman, Jlyrka u Harama Mory Hamyctutu mupT 10 k-TOr cnpaTta Tako na 6ap HeKo cube
ma k-tom copary ma k® — (k — 1)3 maumma (taza cy Ama u Ilema ocramu cavm y muadry). CBako
oI BUX OBOje MOyke na nszabe Ha HEKOM on mpeocranux 5 —k cuparoBa. Kako k moske 6utum 6mito
koju cupar oxn 1. mo 4. (jep Aua u Ilema mopajy ma ocrany camu) TO je

N =
k

[(* = (k= 1)%)- (5 k)] =42 +7-32+19-2% 43712 = 192.

4
=1

Yumecro Ane m llene Ty mMoske octaTtu OMIO KOJU MYIIKO-KEHCKU Map, a TAKBUX MapoBa MMa

1 1
TPEHYTKY MYIIKapall U :KeHa HUCY caMHU y JU(PTY jeTHaK

3 2
55—<1)-<1)-N=3125—6-192=1973.

3 2
( ) . ( ) = 6, ma je Opoj HaumHa na oBuUX 5 ocoba HamycTu JuUdT, TAKO Aa HUA Y jEeITHOM

Ipyru paspen, B kareropuja

Mopa 6utu |1 —iz| #0. Tj. 2 # —i. Axo je z =z +iy, x,y € R, cnemu 2% +y* = |2])* = |1 —iz|* =
1

(1 +y) —iz|* = (1 +y)? + 22, onakne je y = —5-

1 1
Ilakae, ckyn pememna je {z | Imz = —5} (Tj. cBu GpojeBu obsMKa T — i - 5322 €R).

Buneru pememe npsor 3anatka 3a apyru paspen A rkareropuje.

3 . . .
Mopa 6utu a # 3 (unaue jennauuna Huje kBagpartHa). Ilo ycaoBuMa 3a0aTka, jeIHAUMHA UMa

peasiHa pemema, ma joj je mackpuMuHAHTa HemeratusHa, Tj. 0 < 4(a +1)? —4(2a — 3)(a +7) =
—4(a+11)(a — 2) = 4D;, Tj. Mopa Gutu a € [—11,2].

Iakne, Tpeba pasMOTPUTU CUTYAIU]E:

) . a+1—-+vD;
1. - < a < 2; Taga je MamU KOPEH jefHAYMHE O = —————— , [1a Tpebda UCOUTATH 14

2 2a -3

am je aw > 1, mITO je eKBUBAJIEHTHO Ca \/31 < 4 — a, ma Kako cy obe cTpaHe NOCIeNHe
HejenuakocTy (y OBOM CIIydajy) HEHEraTUBHE, MOCIEIH€ je eKBUBaIeHTHO ca (a+2)(2a—3) >
0, mTo je TayHO;

a+1++D;
2a — 3

je a > 1, mTO je eKBUBAJIEHTHO Ca \/E < a—4, a mocienme HAje TAUHO, jep je \/E >0,

a (y oBoM cayuajy) a —4 < 0, Tj. y OBOM CiIyuajy HEMa pelema.

3 . .
2. 11 <a< 5; Tala je MalkbW KOPEeH jeJHadynHe o = , Ia Tpeba UCIUTATHU 18 JIU

Ilakse, o6a xkopena jemmaumue (2a — 3)z% —2(a+ 1)z +a+ 7 =0 cy Beha ox 1 ako u camo axo

3
jeaé€ (5 ,2} (Tanrenrta 49, crp. 29, ITucmenu 3ananu, 3anarar 4).

IIpaBa koja He canpsku Temena youenor 2008-yrma ceue myk onpebeHy ca Heka aBa HEroBa
TEeMEHa aKO M CaMO aKO Ce OHa HaJla3e y Pas3IMdynTUM IoJdypaBHMMa onpebhenmm Tom mpasBoM.
Ilakne, ako ce y jemHO] ON TUX HOJIYPAaBHU Haja3W T TeMeHa, y Apyroj ce mazxasm 2008 — z,
OIHOCHO OPOj youeHUX my:KU Koje cede Ta mpasa je x(2008 — x).



Kaxko je, na ocnosy Hejemnarkocty uameby apurmeruuke u reomerpujcke cpemmue, (2008 —x) <
(m + 2008 — x

2
on nosypasuu onpebennx Tom npasom Hagazu 1004 temena youenor 2008-yria.

) = 10042, cremu ma je Taj 6poj me Behu ox 10042 u mocTmke ce Kaga ce y CBAKO]

Bunmern pememe apyror 3amaTtka 3a Apyru paspen A kareropuje.

Tpehu pa3pen, A kareropuja

Kako je DE || AC, caemu ma je <DAC = <EDA. Kako je AD cumerpana <BAC, cuenu
<DAC = <FEAD. Narune, <EDA = <FAD, na je AADFE jemnarokpaku, onariue je AE = DE.

Kako je DE | CF u EF || CD, yerBopoyrao DEFC je napanenorpam, na je u DE = FC.
Harne, AL = DE = FC.

OKO083A1
tgk® 4+ tg1°
Ba ke {l1,2,...,29} Baxnu tg(k+1)° = lgT—t’gtlo , a ako je tgk® € Q cunemu tg(k+1)° € Q.
—lgr"-1g
W3 mperxomuor, ako je tg1° € Q, caemu ma cy panuonaiauu, pemoMm, tg2° tg3°, ... tg30°, mro je

KOHTpaauknuja, jep je tg30° = KR upanuoHajas 0poj.

W3 nobujene koHTpamuknuje ciaemu na je 6poj tg1° mpanmonanas.
W3 ycaosa 3amarka ciemu:

ai

CL% + 2(11(12

a% + 2a1a3 + 2a2a3

oo

Q

[\S] )
IN NN

ai + 2a1a, 4 ...+ 2ap_10p,

S
S
|
=
S
[~}
N

omakJe je, cabupameM,
2 2 2 2 2 _
aj +3a5+5a5+...+(2n—1)a; < (a1 +az+...+a,)” =1

Csaka ol cTpaHa KOIKe He MOKe OUTU CTpaHa TeTpaeipa, Ia Ha By HAJeXYy OCHOBaMa Oap ABe
CTpaHe TeTpaelfapa Ha KOje je pa3JjioykeHa, Tj. MBUIE OBUX TeTpaenapa pasjarmy CBaKy CTPaHY
KOIIKe Ha Oap 2 Tpoyria.

Bes ymamema ommrocTy, HEKA je CTpaHa KOIKE
1. Hera ce ronmgka ABCDA{B:C1D; wMoxe
ucehu mwa 4 Tterpaenpa. Tama wHa crpane
ABCD wu A;B1C1D;, manexy cBa 4 terpae-
opa, ma cBa 4 3a OCHOBY MMajy jeIHaKOKPaKO-
OpaBoyrJid TpPOyrao kpaka 1 (kBagpar ce
IPABOM MOYKE PA3JIOKUTU HA 2 TPOYTJIA jeIqUHO
aKO ce Ta IpaBa IOKJAala ca HEKOM OJ Iujaro-
HaJIa KBaApaTa), HOK UM jé BUCUHA KOja OIro-
Bapa T0j ocuoBu He Behia ox 1. Cuenu na je 3a-
mpeMuHa CBAKOT OJ OBUX TeTpaenapa Ha Beha

on 375" 1= 5’ na je yKyIHa 3alpeMUHa OBa
1 2
4 Terpaenpa me Beha onx 4 - 5= 3 mTo je
HeMoryhe, jep je 3ampemuna Komke 1 OK083A4



Kougra ce moske ncehn na 5 rerpaenapa (caurka OK 08 3A 4; to cy rerpaenpu ABDA,, BCDCh,
A1B1C1B, AyC1D1D u BDA;C) (Taurenra 43, ctp. 43, Harpanuu 3anam, M543, pememe y
Taurentu 44, cTp. 29)

Jeman L-TpuMUHO TOCTAB/LEH HA yOdeHy Tabily MOKE MMATHU 3ajeJHUYKMX TOJha Ca HAjBUIIE
jemruM on uvermpu yraona kBaznpara 2 X 2 (caumka OKO083A5-1). Cuemu ma je 3 L-rpumwuna
HEIOBOJLHO, jep Cy Ta1a HeHOIyH.eHa CBa YeTUPH II0Jba Y jJeTHOM OJf TMX YraoHUX KBaJpaTa, Ia
ce Moxke nomaru (y Taj KBaapar) jour jexaH L-TpummHO.

OK 08 3A 5-1 OK 08 3A 5-2

Yertupu L-Tpumuna cy moBosbHa. 3aucta, Ha cauru OK 08 3A 5-2 cy ma Ttabay 5 x5 mocrasmena
4 L-TpuMumHAa, a HE MOKE Ce€ MOCTABUTU BUIIE HUjenaH L-TPUMUHO.

Tpehu pazpen, b kareropuja

T+ 1 r+1

Ila 6u jemuaunHa Onia meduHUCAHA, MOpa OuTm T # 3, 3 >0 u log: 3 > 1, 7j. (wora-
2

puTaMCcKa QyHKOUja ca OCHOBOM MamoM of 1 je omamajyha)

r+1 r+1 4
0 1 < 0A 0
< 3 (ac—3> -3 ° )’

omakje ciemu na Mopa outu x € (—oo,—1).

Kako je morapuramcrka ¢yuruuja pacryha ako joj je ocuoBa Beha on 1, a omanajyha ako joj je
ocHOBa Mama ox 1, 3a z € (—oo,—1) caenn

r+1 r+1 1 3r+7

226 — <o —= <0,
x—3 xr—3 4 4(x—3)

r+1
log, log 1 > 1< log:
2x—3 2
. . 7 . . 7
1j. (3a x € (—oo,—1) jex—3<0) x> —3 Ua je pememe ope jelsaunne x € 75771
(Tanrenra 47, crp. 36, [lucmenu 3ananu, 3anartak b).
Kako je 7§ = |7] - |§] - cos <(Z,¥) (cnenujammo, ¥ ¥ = |F|]? u &+ § = - ¥), 00 ycaoBUMa 3a1aTKa

cirenn na je

0 = m-ii=(2a—b)-(@+5b)=2|a*+10ad-5—b-a -5/

= 2~22—i—9~|c_i|~‘l_f|-cos<I(c'i7 )—5-32=-37+9-2-3-cos<(d,b),

-,

- 37
omaxkie je cos<((d,b) = , Tj. yrao uamebhy @ u b je arccos 01 (Tamrenra 50, ctp. 33, [ucmenn

54
3amany, 3amaTak 2).
Buneru pememe Tpeher 3anarka 3a apyru pazpen A kareropuje.
Buneru pememe npsor 3amartka 3a tpehu paspen A rareropuje.

Buneru pememe meror 3amartka 3a Tpehu paspen A kareropuje.



UerBpTH pa3pen, A Kareropuja

Hera je f(z) =(r—a)(xr —b) + (z —b)(z —¢) + (x — ¢)(x — a) n Heka je a < b < ¢ (Ge3 ymamema
ommroctu). Ako je a =b unu b = ¢, razna je f(b) = (b—a)(b—c) =0, ma ce MOKe IPETIOCTABUTH
ma je a <b<ec Kakoje f(b)=(b—c)(b—a) <0u f(a) =(a—"b)(a—c) >0, nocroju nyna f koja
je mameby a n b (nocroju n uameby b u ¢, jep je u f(c) > 0) (moamHOM je HempekugHA PYHKIM]A).

Heka cy a, b m ¢ ropeHu jemHaumHe u3 3amaTKa, KOJjU Cy CTPAHUIE OPABOYIJIOL TPOYyIJa U

meka je (6e3 ymamema ommroctu) ¢ = a® + b?>. W3 Buerosux mpasuna je a + b+ c = 12
u ab+bc+ca = m, ma je 2¢2 = a®> + b+ = (a+ b+ c)* — 2(ab + be + ca) = 144 — 2m,
Tj. m = 72— % Karo je u ¢® — 12¢> + mc — 60 = 0 (c je xKopem oBe jemHaumse), CiemA

0=c®—12¢2 + (72— *)c— 60 = —12¢2 + 72¢ — 60, Tj. 0 =c? —6¢c+5=(c—5)(c—1).
Axro jec=1, cnemn a+b=11 u a®> +b?> = 1, ma je, Ha ocHOBY HejemHakxocTu u3Meby KBagpaTHe
U apuTMEeTHUKe cpeaumHe (Kao CTPAHUIE TPOyTria, a u b cy mo3uTusmu Gpojesu), 1 = a® + b* >

L

V3 nobujene KOHTpaAWKNUje caelu na je ¢ = 5 u Taga je m = 72— 52 = 47 (mposepom ce nobuja
na cy 3a m = 47 xkopenu nave jemnaumne 3, 4 u 5) (Tamrenra 44, ctp. 45, Iucmenn 3amany,
3a1aTaK 5).

Herka cy M u N, penom, cpemumra nyxu AB u PQ. W3 nomymapuoctu tpoyriaosa OAP u
OBQ (AP = @B, OA = OB, <OAP = 90° = <0OBQ) caenu AOPQ ~ ANOAB (OP = 0Q,
OA = 0B, <AOB = <AOP + <POB = <BOQ + <POB = <P0Q), onariue je AOMN ~ AOAP
(OM : ON = OA : OP, <MON = <PON — <POM = <AOM — <POM = <AOP). Ilakne,
<OMN =90° = <«OMB, na A, B u N nexe HA UCTO] IPAaBOj.

OK084A3

Heka cy A u B tauke Heke kpy:kHuie, a P u () tauke, takse na cy npase AP u B(Q) tanrenre
Ha Ty kpyskHuiy, AP = BQ u npasa P(Q Huje napaienna ca upasoM AB. Jlokasatu na mpasa
AB nososu PQ.

Hera je f mepunmcana mHa ckymy npoctux OpojeBa ca:
f@)=3% fB3)=2>  fp)=p", za p>3,
a 3a npowussossad (caoxken) n € N ca

fn) = flp)* fp2)* - fps)™,

rme je n = pi'ps? - ... - pSe (rkaHOHCKA (arropusanuja 6poja n).
OBa ¢yHKNUja 3a0BOHABA YCIOBE 3aaTKA.

Hera ce HM3y KOju 3aI0BOJABA yCJIOBE 3alaTKa Ha Kpaj OoJajy jom ase Hyse (Tako ce mobuja
HU3 ay:uHe 12). Y CIoBU 3a0aTKA 38, J0BOJBEHU aKO 1 CaMo ako ce (y HOBOXOOUjeHOM HU3Y ) HAKOH
CBake jeqUHUIE Hajase ase HyJe. Ipyrum pednMa, CBaKO] jeJUHUIM Ce MOKE IPUIAPYHRUTHA OJIOK
nyskuHe Tpu (KOJU CANDIKUA jeIUHUIy U ABE HapPeIHEe HyJle), TAKBU OJIOKOBU CE HE IPEKJIANajy, U
U3BaH TUX OJIOKOBa Cy CBe HYyJE.



12 — 2k
Ako jemuHuna y HU3Y UMa k, TAKBUX HA30Ba MMA ( e > (koMmOunaiuje k 6nokosa u 12 — 3k

HyJa), IIa je yKyloaH 0poj OBAKBUX HU30Ba

S =) (D) () () () -

YerBpTHu paspen, b kareropuja

Homurom 22 + 2+ 1 uma 1Be pazamynTe HyIsIe, Ta je JOBOJBHO MoKazatu ma je (a+1)P —af —1 =0,
rae je a mymna mommEoMa 2 +x + 1, Tj. Bawu o +a+1=0u0= (> +a+1) - (a—1)=a%—1
(ommocno o = 1).

13 oBux Besa u Kako je p Hemapas ciaean a je (a+1P —af —1 = (—a?)P —a? —1 = —(a* +-aP +1).
Kako je cBaku npoct 6poj Behu on 4 unu obauka 6k + 1 3a werko k € N unu oGnuka 6k 4+ 5 3a
umeko k € Ny, cuemqu:

1. ako je p=6k+1 3a merxo k € N, tana je o +aP +1 =22 4 o 1 =02 +a+1=0,
Tj. (@ +1)P —a? —1=0;

2. aro je p = 6k+5 3a mexo k € Ny, tanga je a?P +aP+1 =204 o5 L1 —a4+a?+1=0,
Tj. (a+1)P —aP —1=0.

Kako je 74 = |Z| - |§] - cos <(%, 7) (cnermjamno, & = |7|? u - § = ¢+ T), 1 Kako je, Mo ycaoBuMa

3amaTka, |d| = ’5‘ = |¢] = 1, ommocHO Kako je yrao mameby Guio Koja ABa pa3ianunTa BEKTOpa U3
OBOT CKyTIa g, caenm
- - 2 - - -
li+b+e” = (&+b+5) =1@)* +|b|* + |e]* + 2 - |@| - |b| - cos <t(a, b)

216 - & - cos<a(b, &) +2-|d - |al - cos «(G, @)
3+2- (cos (@, b) + cos <(b, &) + cos <(G, EL’)) = 6.

_|_

i+b+e=Ve.

AKO ce m KyrynIle u KyTHuje Pas3inKyjy, CBaka KyIJUIa ce, He3aBUCHO O OCTAJIUX, MOKE PaCIIO-
pemuTy y TpOUW3BOJLHY ON 7 KyTHja, Ia je OAroBOp Ha muTame merta (a) 74 = 2401.

Iakne,

AKO ce He pa3iUKyjy HU KyTHje HU KyTJUlle, TpaskeHu Opoj je jemHak Opojy meypebenux pas3du-
jama Opoja 4 ma 7 nenosa (Tj. Opoj pemema jemHaunHe T1 + To + ...+ Ty = 4 Opu ycaosuMa
X1 =229 > ... 2 w7 > 0). 3a oBe 6pojesBe ce oBa pasbujama JAKO MOTY ucnucatu (y OUTamy Cy
,Maau“ 6pojesu):
7 = 440+0+04+04+0+0=34+14+0+04+04+0+0=24+24+0+04+04+0+0
24+141404+0+04+40=1+1+14+14+0+0+0,

Tj. oarosop ma nurame peaa (0) je 5 (Tamrenra 48, crp. 14, Harpamuu 3amanu, M626(a)(r),
pememe y Tanrentu 49, crp. 16).

Bumeru pemene npBor 3amaTka 3a 4eTBPTU paspeln A KaTeropuje.

Buneru pememe apyror 3amgaTka 3a 4eTBPTU pa3pen A kareropuje.



