Ressenja JBMO 2006

Resenje 1. Podjimo od ocigledne nejednakosti za pozitivne realne brojeve:
(a—=b)2+(b—c)+(c—a)*>=0.
Sredjivanjem izraza dobijamo i primenom uslova 3abc > a + b + ¢ imamo:
(a+b+c)* = 3(ab+ be + ac).

3abc(a +b+c) = (a+b+c)* = 3(ab + be + ac).
Sada skratimo trojke i sve podelimo sa abc:

1 1 1
- +-+-<atb+ec
a b ¢

Jednakost vazi ako i samo ako su a, b, c medjusobno jednaki.

Alternativno reSenje 1. Dokazimo slede¢u nejednakost za pozitivne realne brojeve:
a’ +b* + ¢* > ab + ac + be.

Transformacijom izraza i koris¢enjem nejednakosti izmedju aritmeticke i geometrijske
sredine imamo:
@+ PP+ P4ad?
2 + 2 + 2
Dodavanjem izraza 2(ab + bc + ac) sa obe strane nejednakosti dobijamo:

> ab+ be+ ac

(a+b+c)* = 3(ab+ ac+ be).

Jednakost vazi akko vazi jednakost u AG nejednakostima, odnosno a = b = c.
Podjimo od uslova 3abc > a + b+ ¢ i pomnozimo obe strane sa (a + b+ ¢), dobijamo:

3abc(a +b+c) = (a+b+c)* = 3(ab + ac + be).

Sada imamo nejednakost abc(a+b+c) > ab+ac+be, koja je ekvivalentna sa trazenom.

Resenje 2. Dokazacemo da igra¢ B ima pobednicku strategiju. Posle poteza prvog
igraca, B drzi jednu kartu vise nego igra¢ A. Ukoliko B ima kartu sa kojom je zbir karata
na talonu deljiv sa 2n+ 1, on je baca i pobedjuje. U suprotnom, za svaku od karata prvog
igraca B ima najviSe po jednu kartu koju ne sme da odigra. Prema tome, igra¢ B ukoliko
ne moze da pobedi, on baca preostalu sigurnu kartu. Ovom strategijom igra¢ B ne moze
da izgubi partiju. Kako je je suma svih brojeva na kartama jednak

14243+ +2n—-1)+2n=n2n+1)

on je deljiv sa 2n 4+ 1 i igra¢ B, ako ne ranije, pobedjuje na kraju.



Ovo je igra sa konac¢no mnogo pozicija, gde svaki igra¢ ima kompletan uvid u svoje i
poteze protivnika i igra u kojoj nema neresenog ishoda.

Resenje 3. Oznacimo presecne tacke dva kruga sa X i Y. Neka su F’ i E' podnozja
normala iz F' i E na stranice AC i AB. Kako je LFF'C = 90°, dobijamo da tacka
F' pripada krugu k; nad precnikom C'F. Analogno i tacka E’ pripada krugu ks nad
precnikom BE.

Obelezimo centre krugova ki i kg sa O; i Oy. Tacke O; i Oy su, naravno, sredine
precnika BE i C'F. Kako je ¢etvorougao BC'EF trapez, to dobijamo da je 010, par-
alelno osnovicama trapeza, odnosno O10 || BC. Sada je ocigledno da je XY 1 BC.

Ostaje da pokazemo da tacka A pripada pravoj XY. Cetvorougao EFF'E’ je tetivan, a
centar tog kruga je na sredini FF'. Kako je zbir naspramnih uglova u tetivnom ¢etvorouglu
jednak 180°, dobijamo LAE'F' = {FEFA = {BCA i L{AF'E = AEFA = £ABC. Sada
je i cetvorougao E'F'BC tetivan, i iz potencije tacke A u odnosu na krug opisan oko
E'F'BC sledi:

AF'- AC = AE' - AB.

Lema 1. Neka su data dva kruga sa centrima Oy i Oy koja se seku u tackama X i Y.
Geometrijsko mesto tacaka sa jednakim potencijama u odnosu na krugove je prava XY

Dokaz. Svaka tacka A sa prave XY ima jednaku potenciju sa oba kruga i iznosi
AX - AY. Pretpostavimo sada da A ima jednaku potenciju u odnosu na ova dva kruga i
dokazi mo da se nalazi na pravoj XY . Neka prava AX sece krugove opet u tackama Y’
i Y'. Iz uslova imamo AX - AY' = AX - AY”, pa zakljuc¢ujemo da je AY' = AY". Sada
mora biti A kolinearno sa X 1Y, pa je lema dokazana.

Lema 2. Neka su date tacke A, B,C,D u ravni, tako da formiraju konveksan
¢etvorougao ABCD. Tada je AC L BD ako i samo ako je AB? +(CD? = BC? + AD?.

Dokaz. Neka je presek dijagonala tacka E. Pretpostavimo da su dijagonale nor-
malne, sada iz Pitagorine teoreme za cetiri pravougla trougla dobijamo:
AB? + CD? = (AE® + BE?) + (CE* + DE?)
BC? + AD? = (BE® + CE*) + (AE® + DE?)

pa dobijemo jednakost AB? + CD?* = BC? + AD?.
Za suprotan smer dokaza, koristimo ¢injenicu da je trougao ostrougli ako je a? < b* + 2,
pravougli ako je a® = b?+¢c? i tupougli ako je a? > b? +c?. Bez gubljenja opstosti moZemo
da pretpostavimo da su uglovi L AEB = £C'E D tupi, dok su njihovi suplementarni uglovi
ostri. Sada imamo:

AB?+CD? > (AE* + BE?) + (CE® + DE?)

BC? + AD? < (BE® + CE*) + (AE® + DE?)

Sto je u kontradiciji postavke zadatka. Dakle, uglovi {AEB = £CED moraju biti
pravi, pa se onda dijagonale seku pod pravim uglom.



Resenje 4. Proverimo Sta se deSava za male vrednosti n - dobijamo S = 2,5 =
5,53 = 10,54 = 17,55 = 28 i vidimo da izmedju svaka dva uzastopna ¢lana niza postoji
potpun kvadrat. Pretpostavimo da tvrdjenje ne vazi za neki prirodan broj n, tj. da S, i
Spa1 leze izmedju dva potpuna kvadrata.

m? < S, < Spy1 < (m+1)%4
Sada imamo nejednakost:
— 2 2 _
Prni1 = Sni1 — Spn < (m+1)"—=m*=2m+ 1.

Svaki od n prostih brojeva ps, ps,...,pne1 je neparan, a izmedju 1 i 2m + 1 postoji
tacno m neparnih brojeva veé¢ih od 1. Zato je n < m. Slucaj n = m je mogué¢ samo u
slucaju da su svi neparni brojevi od 3 do 2m + 1 prosti. Ovo je ekvivalentno sa n < 4,
§to smo proverili na pocetku. Dakle, n < m. Ostaje da procenimo sumu

Sn:pn‘i‘pnfl—i-+p2+p1<(2m—1)+(2m—3)++(2(n—m+1)—1)

S,<(2m—-1)+2m—3)+---+3+1=m’

Ovo je kontradikcija sa pretpostavkom da je S, > m?.

tizastopna clana S, postoji potpun kvadrat.

Dakle, izmedju svaka dva

Alternativno reSenje 4. Proverimo Sta se desava za male vrednosti n - dobijamo
S1=2,8 =5,53 =10,5, = 17,55 = 28 i vidimo da izmedju svaka dva uzastopna ¢lana
niza postoji potpun kvadrat. Dovoljno je pokazati da u intervalu (v/S,, v/Sn11) postoji

ceo broj, odnosno:
\/ Sn—H — \/ Sn > 1.

Poslednja nejednakost je ekvivalentna sa S,.1 > (1v/S, + 1)2, i najzad dobijamo:

pn+1:Sn+1_Sn>1+2\/Sn

Zan > 4, imamo da je S, ve¢e od sume svih neparnih brojeva od 1 do 2n — 1. Ukoliko
pretpostavimo suprotno i iskoristimo zadnju ¢injenicu, imamo:

Pt S 14+2v/S, <14+2y/14+2+--+(2n—1)=1+2n

Poslednja nejednakost je moguca ako i samo ako su svi neparni brojevi od 1 do 2n+1
ujedno i prosti, odnosno za slucaj n < 4, koji smo proverili.

Suma svih neparnih brojeva od 1 do 2n — 1 je jednaka n?. Ovo se lako dokazuje:
I1+3++2n—-1)=0+2+3+4+--+2n—1)+2n) - 2+4+ - +2n) =

2n(2 1
= 2D a2 ) = nn 1) (1) =



