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Racionalni i iracionalni brojevi

Malo teorije

Definicija. Realan broj a nazivamo racionalnim ako se moze zapisati u obliku %
gde je p ceo broj p € Z i q prirodan broj ¢ € N.

1z definicije sledi da racionalan broj mozemo zapisati u obliku f]l idaje NZD(p, q)
1. Ovo je veoma vazna osobina racionalnih brojeva.

Definicija. Ukoliko realan broj nije racionalan za njega kazemo da je iracionalan.
Neki iracionalni brojevi su: 7, v/2,/3, ...

Primer 1. Broj v/2 je iracionalan.
Dokaz: Pretpostavimo, suprotno tj. da je v/2 = § racionalan broj i NZD(p, q) =
1.

Kada kvadriramo dobijamo da je

a odavde je 2¢% = p?. Kako je leva strana deljiva sa 2 ti desna mora biti deljiva sa 2,
pa je p = 2p;. Kada uvrstimo i podelimo sa 2 dobijamo

q° =2p;

Odavde ponovo zaklju¢ujemo da mora i ¢ = 2¢;. Ali, iz p =2p; i ¢ = 2¢; sledi da
2|p i 2|q, a to je kontradikcija sa tim da je NZD(p, q) = 1. Dakle, v/2 je iracionalan.
Sledeca tvrdenja su jako vazna.

Teorema. Zbir, razlika, proizvod i kolicnik (kada su oba razlicita od 0) dva
racionalna broja je racionalan broj.

Teorema. Zbir, razlika, proizvod (ako su oba razli¢ita od 0) i koliénik jednog
racionalnog i jednog iracionalnog broja je iracionalan broj.

Zbir, razlika, proizvod i koli¢nik dva iracionalna broja moze da bude i racionalan

i iracionalan broj.

Primer 2. Dokazati da je \/2 + /3 iracionalan broj.
Dokaz: Pretpostavimo da je /24 v/3 racionalan. Neka je v/2+ V3 = % i

NZD(p, q) = 1. Posle kvadriranja ove jednakosti dobijamo da je 2+ /3 = f;—z. Posto
je leva strana iracionalan broj kao zbir racionalnog i iracionalnog broja (dokazite da



je /3 iracionalan) iracionalan broj, a desna ocigledno racionalan broj, to je jednakost
nemoguéa. Dakle,\/2 + /3 je iracionalan broj.

Svaki realan broj ima svoj decimalan zapis.

Primer 3. Decimalni zapisi nekih racionalnih brojeva:

2 1 19
S04 -=03333... —=21111...
£ =04 5 =03333 5

Teorema. Realan broj je racionalan ako i samo ako ima konacan ili periodican
zapis.

Primer 4. Napisati broj x = 0.20072007 ... u obliku razlomka.
Resenje: Primetimo da je 2007 niz cifara koji se ponavlja. Pomnozimo z sa 10000
i dobijamo 10000z = 2007.20072007 . ... Dalje je 10000x — z = 2007.20072007 ... —

: . 2007 _ 223
0.20072007 ... = 2007 pa je konacno x = 5555 = 1777~

Primer 5. Dokazati da je broj 0.101001000100001 . .. iracionalan broj (iza svake
Jjedinicese svaki put nalazi po jedna nula vise).

Resenje: Ocigledno nas broj nema konacan decimalni zapis. Dokazimo da nema
ni periodican. Zista ako bi zapis bio periodican tada bi se pocev od nekog mesta
ponavljao neki konacan niz cifara. Neka se od neke m-te pozicije iza decimalnog
zareza ponavlja niz od k cifara ajaz...am,. Neka je N > max{m + k,3k + 1}.
Posmatrajmo $ta se desava na pozicijama iza N te jedinice iza decimalnog zapisa.
Tu se nalazi N nula. Posto je N > m + k to znaci da su te nule u delu broja koji
se ponavlja. Kako je N > 3k + 1 to se u tih N nula sadrzi bar jedan period tj, niz
103 - - - G- Medutim do povlaéi i da su tih k cifara sve nule. Medutim, to znaci da
se posle m te pozicije nalaze samo 0, a to je nemoguce jel imam beskona¢no mnogo
jedinica iza decimalnog zareza.

Teorema. NZD(p, q) = 1 ako i samo ako postoje celi brojevi «, 8 takvi da je
ap+ Bqg=1.

Primer 6. Dokazati da se razlomak 22£3 ne moze skratiti.

Resenje: Imamo da je 5- (2n+3) 4+ (=2) - (5n 4+ 7) = 1 pa je saglasno gornjoj
teoremi NZD(2n + 3, 5n+ 7) = 1, a to znadi da se razlomak ne moze skratiti.

Zadaci za samostalan rad

1. Dokazati da su sledeéi brojevi iracionalni:

a) Vb b)V3+v5 o) \1+V2+V3
2. Napisati sledece brojeve u obliku razlomka:
a) 0.121212... b) 2.0072007... c¢) 2007.200820072008...

3. Sta je vece: 5+ 2/7 ili 3v/3 + 26?7



4. Dali je vrednost izraza 1.494949...+ \/7 +4v3 4+ \/7 — 4+/3 racionalan ili
iracionalan broj?

5. Nadi cifru koja je na 2007. mestu u broju %.

6. Akosua, b, ci Z:gi\/* v;())(o)fé racionalni brojevi, dokazti da je tada ac = b2.

7. Ako je a ceo broj razli¢it od 1, dokazati da je a + é nije ceo broj.

8. Odrediti najmanji prirodan broj n za koji je vrednost izraza

V1998 + /i
V1998 — /n

prirodan broj.

9. Tzracunati (4 + v/15)(v/10 — v6)v/4 — V/15.

10. Da li postoje racionalni brojevi z, y, z, t takvi da vazi

(x+yV2)? + (2 +tV2)? =5+ 4V2.

12n+1 i 21n+4
30n+2 14n+3

11. Dokazati da se razlomci
broj n.

ne mogu skratiti ni za jedan prirodan

12. Dokazati da je broj

1+ 2—}—\/3—}—\/...—&-\/71—14-\/5

iracionalan za sve prirodne brojeve n > 1.
13. Data su tri broja: 2, 1 + \/§, 1—+/2.

a) Jednim potezom dozvoljeno je zameniti svaki od napisanih brojeva poluzbirom
druga dva. Da li se ponavljajuci ovaj postupak konac¢an broj puta moze doé¢i do
brojeva: 1,2+ /2,2 — /27

b) Jednim potezom dozvoljeno je bilo koja dva broja zameniti njihovim zbirom

podeljenim sa v/2 i razlikom podeljenom sa v/2, ostavljajuéi treéi broj neprome-
njenim. Moze li se posle konacnog broja poteza doéi do brojeva: 1, v/2, %?

\/2+\/2+\/...+\/§<2

nkorena

14. Dokazati da je

za, svaki prirodan broj n.



15. Dokazati da je

1+ 2+\/3+\/...+\/n—1+\/ﬁ<4.

16. Nadi sva resenja (a, b) u skupu racionalnih brojeva jednacine
(a+bvV2)? =11+ 14V2.
17. Dokazati da je V2 + /3 + /5 iracionalan broj.

18. Ako su a, b, ¢ pozitivni racionalni brojevi, dokazati da je i
a+b+c \?
ab+be + ca

19. Dokazati da jednaéina x2 + px + ¢ = 0 ne moze imati racionalna resenja ako su p
i g racionalni brojevi.

takode racionalan.

20. Dokazati jednakost
2
( 2+3 2-V3 ) .y
VIiV2iE V2

21. Za koje prirodne brojeve n je izraz

V1997 + 2y
21997 — /n

ceo broj?

3n+1

22. Dokazati da je razlomak 3 5= neskrativ.

23. Ako su z, y, z realni brojevi takvi da su xy, yz, zx racionalni brojevi razliciti od
0. Dokazati:

a) broj 2% + y? + 2?2 je racionalan;

b) ako je 2% + 3 + 23 racionalan broj razli¢it od nule, tada su x, y, z racionalni
brojevi.

24. Izracunati vrednost izraza za = = 3 — V/2:

VBz—1)(z—2) —2z(z — 2) — V2.

25. Neka su n i m prirodni brojevi takvi da je broj v/n + /m racionalan. Dokazati
da su n i m potpuni kvadrati.



26. Odrediti 2005-tu cifru broja v/a, gde je a broj:
a=0.444...444.
——

2005

27. Izracunati zbir:
1 1 1 1
+ + 4+t
VI+V2  V24+V3  V3+V4 V99 + /100

28. Neka su a i b prirodni brojevi ¢iji je zbir 1. Ako su a® i b racionalni brojevi,
dokazati da su a i b racionalni brojevi.

29. Dokazati da za svaki prirodan broj n postoji prirodan broj m takav da je

(V2—1)" = Vi — vim— L

30. Ako su brojevi = + /¥, ¥y + vz, /= + \/y celi. Dokazati da su i brojevi = i y celi
brojevi.

31. Dokazati da je broj 0.123456789101112. .. (ispisivanje svih prirodnih brojeva iza
decimalnog zareza) iracionalan.

32. Dokazati da su brojevi 0.1491625364964 . .. (ispisivanje svih kvadrata prirodnih
brojeva iza decimalnog zareza) iracionalan.



