MATEMATNYRA TAKMNYEIDA
YUEHWUKA OCHOBHMX IIKOJIA

JlpskaBHa KOMUCH]ja 3a TAaKMUYEHa U3 MATEMATHUKE
YUYE€HNKA OCHOBHUX IITKOJIA

np 3opan Ramenbypr, Mumom bopuh, Bemko huposuh
Beorpan, 12.02.2017.

I neo — O TakmMmuuemUMa

1. YBon

Pan ca mmaauma je BepoBaTHO jemaH O HAjBAKHUJUX, & CUTYPHO HAjOOJbEe OPraHU30BAH BU 1€JIaT-
Hoctu Hpymrea maremarnyapa Cpbuje, IpakTUYHO OJ HeroBor ocauBama. OH ce 0JBUja0 U OABUja Y
BuIe 00JIUKA — KPO3 IPUIpPEMe MIAJNX MATEMATHYapa U IporpamMepa Ha PA3HUM HUBOWMA, HA JIETIHUM
7 3UMCKUM IIKOJIaMa, y OKBUPY U3JaBayKe IEJATHOCTU YKjU je BelM €0 OKPEHYT MIAMUMA U Y, aKO
HE HajBAKHUjEM, OHO CUT'YPHO HAJIO3HATU]EM U HAjaTPAKTUBHUjEM OOJIUKY — TAKMUUEHUMA.

Tarmuuema Maaaux mMareMaTuyapa [IpymTBo je modesno ma opramm3yje jom 1958. rommue u on
Tala OBaj BUI AKTMBHOCTU C€ YCTAJIWO UM IIOCTAO0 He3aobwiasan obauk pamga ca yuenmmuma. Hehemo
IpEeTePaTH aKO KAKEMO Ja CY y MOMJIABYU PA3HOPA3HUX TAKMUYEHA M3 MHOTUX 00JIACTH KOja Ce OPraHu3y-
jy v mocienme BpeMe, TaKMUUEHa Koja opramu3dyje pymrTBo MaremMaTudapa CUTypPHO U HAjCTapuja, 1
HAjMaCOBHUja U HAjOObE OpPraHn3oBaHa. ¥ HUXOBOj PEANU3AIAjU, TIOCPEIHO U HEOCPEIHO, YIECTBY]Y
IPAKTUYHO CBU M3BODAUM HACTABE M3 MATEMATWKE M PAYYHAPCTBA Y OCHOBHUM U CPEIIHbUM IIKOJIAMA,
Ka0 U OHM 3aII0CJI€HN y Pa3HUM IPOCBETHUM MHCTUTYIMjaMa, & HeIOCPEIHY OPraHU3aln]y U KOHTPOIY
usBoze lp:aBHe KOMUCHje 38 TAKMUUECHA (MM UX YKYIHO YETUPH).

He mocToje cacBum mpernusnu nogai 0 OPOjy y4YeHWKa KOjU Ce TaKMUJe, aJd CUTYPHO je ma Ha
IOYETHUM CTYNHEBUMA, HA CBA YETUPHU BUJA TAKMUYEHA YKYIHO, YYECTBYje MOIUINIE BUIIE TeCETUHA
XUJba,Ja TaKMUYapa. Kpo3 omTpy Cesernujy, o IKOJICKUX U OMIITAHCKAX TajMUAYEHha, MTPEKO OKPYKHUAX
7 ap:xkaBHUX, 00 CPICKUX MaTeMATHYKMX OJUMIAjana monaasum ykynmHo oko 100 majbomux, ma O6u ce
y OJNIUMIIUjCKe ekuie koje mpenctasmajy Cpbujy Ha MehyHApOmHMM TakMUUemUMa U3 MATEMATHUKE U
pavyHapCTBa MIACUPAJO BUX 25.

2. Kparak ucropujar

HpymTBo mMaremarnuapa CpOuje je HEMOCPETHO MO YCTPOJCTBY TAKMUUEHA 32 YUEHUKE CPeTEmUX
mKoJa (KpajeM mefeceTux TOAMHA IPONUION BEKA) 3al0uesio Ca OPraHM3aljoM MATEMATUYKAX TaK-
MUYEHa YYEHWKa OCHOBHUX mkoja. llle3mecTux roavua TakMuyema Cy C€ OIBUjaja HA MIKOJICKOM,
OIIITUHCKOM U MeDyonmTurckoM HUBOY. Kana cy TakMudema MOCTUTIA JOBOJBHY MACOBHOCT MPUPOTHO
je DUI0 OTIMOYeTH U ca PemyOIUUYKIM TAKMUICHUMA.

[IpBo Pemybauuko TakMudeme U3 MATEMATHKE 33 YUEHUKE OCHOBHUX INKOJA OAPKAHO je 4. jyHa
1967. ronuue ma Ilpuponno-marematuurkoMm ¢daxynrery y beorpany. Hapensux romuna takMuyema cy
mobuina Ha 3amaxy. Ha 4. Pemybauukom taxmuueny 1970. roguue mo npeu nyT ocuM 65 yuenuka VIII
paspena, yuectBoBado je u 85 yuenuka VII paspena.

MareMaTnuka TaKMUYCHA CYy Ce TUX TOAMHA YCIEITHO OMBUjajia U y APYTUM pemyOankama ,,mpeT-
xomue “ Jyrociasuje, Tako aa je ta ucta 1970. roauHa KapakTepUCTUYHA U O TOMe TITo je 14. jyra 1970.
romure onpskano u 1. CaBe3Ho TakMUUene MJIAAUX MareMarhyapa JyrociaBuje 3a YUEHUKe OCHOBHUX
mkosa. OpraHu3aTop U Ayro 3aTUM IOKPOBUTEs TakMUUeHma je 0uo ,MareMaTnuky JUCT 3a yUEHUKE
OCHOBHUX IKOJA .

IIpBo penmybanuko TakMuueme Koje je omp:kaHo BaH Deorpama je OUIO O0CMO, KOje je Omp:KaHO
1974. romuae y Humy. IIpBO caBe3no takmMuueme Koje je opranm3oBaHO BaH Beorpana je 6uio mero,
Koje je onpxano y Tyszmu 1976. romnune.



Yuennnu VI paspena yrmpydeHu cy y penyOinuka TaKMUUEHa M0UYeB O 14. TakMudYema Koje je
peamusoBano y Apanbenosmy 1980. romume. Ha capesmum takmuyemuma yuenumu VI paspema cy
OPUCYTHU TeK on 27. TakMudema y Jlo3uuim.

Y 10 Bpeme cy ypabheHu u IpupydyHUNN 3a IOJATHY HacTaBy marematuke 3a V u VI, omrocro VII
u VIII paspen. OcMmuimibaBame 1eor OBOT CUCTEMA, KOHIEINI]CKa TOCTaBKa, ypehuBame IpupyYHUKa,
7 OKYIJBAIe OKO CBUX OBUX MJ€ja BEJIWKOT OpOja BeoMa CTPYUHWUX CAPATHWUKA je BEJIWKA U HEMEDPJbUB
noupunoc npod. 0p Munuye Uauh-ajosuh.

[Ipencenuuuu Penybanukux (kacuuje JpsraBHUX) KOMUCHja 38 TAKMUYCHA YUCHIKA OCHOBHUX IIKO-
na ounu cy Bozonyd Mapunxosuh, Usuja Mumposuh, Bojucaas Andpuh, dp Zpazocaas Jbybuh,
Muanan Josanosuh, op Dpanucaae Honosuh u 0p 3opan Kadeabype.

Baxna moBumna je yBemena 1986. rommue — cBake roawHe ce Ha maH JIp:kaBHOT TakMUYewma 00-
jaBmyje T3B. bunten, raunuje 30MpKa pemieHNX 3a0aTAKA Ca CBAX TAKMUYCHA YUCHUKA OCHOBHUX IMIKOJA
OIPKAHUX T€ T'ONUHE.

Ocum MaremMaTUUKOr JIUCTA 33 YUEHUKE OCHOBHUX IIKOJIA, KOJU jeé Y TOKY CBUX MPOTEKIUX IOJAUHA
romuHa O6MO jemaH O KHYUYHAX OCJIOHAIA TAJEHTOBAHMM YUEHANVUMA ¥ HACTABHUIUMA y IPUIPEMU 3a
MaTeMaTHYKa TaKMUYEHha, NOCTa NOIPUHOCA Jaje Cy U CIelujalJu3oBaHe 30MpKe 3aJaTaka ca MaTepu-
jaJIoM ca MPEeTXOMHUX TAKMUYEHa, 00jaBiheHe mpeTeskHo y equnuju Mamepujasu 3a maade mamema-
muwape. [locebHO ce mcTrue 30upra CBUX pemeHMX 3amaraka u3 10 OIPOTERIMX IOAWHA KOja Ce, IOX
pPa3HMM Ha3WBUMA U CTAJHO OOHaB/baHa, 00jaBbyje ox 1997. romune n mocan je m3maTa y yKyIHO BHUIIE
MECeTHHA XMbada MPUMEPAKA.

HpymTBo marematuuyapa Cpbuje je OMIIO MHUNM]ATOP U MPBU OPraHU3aTOp JYHUOPCKUL OAAKAH-
crux mamemamuuxur osumnujada. Ilpsa Dankanujana je oprammsosana y Beorpaay 1997. romume,
a IpeJCceIHUK OpraHu3anuoHor onbopa 6uo je dp Baadumup Muhufi. Bankanujane ce otana pemaoBHO
onpskasajy cake romuue, a Cpbuja je 6una momahuu jom gsa myra (Hosu Can 2004, Beorpan 2015).

3a um3bop ekune 3a Danakuujany y mOUeTKy Cy OpraHu3oBaHa moceOHa m300pHA TaKMUYEHA,
obuyno onMax nocie CaBe3Hor TakmMuuema. 1y yiory cy, moueB ox 2007. romuue, npey3sene Cprcke
MaTeMaTUJKe OJMMINjae Ha KOjUMa YUECTBYje ABaleCeTak HajyCIeMHNjUX YUeHNKa CTPAoCTH 10 15,5
roausa (WTO je TOpHma cTapocHa rpanune 3a yuemhe Ha Dankanujamm).

3AJIAIIM HA 1. PEIIYBJINYKOM TAKMUYEILY
MJTAJINX MATEMATUYAPA OCHOBHUX IITKOJIA
BEOTPAI - 4. jyr 1967.

8. PA3PED

1. Ilat je cucrtem jeaHaumHAa:

2z —3)(y+1)— (z—2)2y+1) =3m — 2
r+y 2x—y
2 6

=m+ 0,5.

a) Pemuru oBaj cucrem cmarpajyhin m nosmatum Gpojem.

T
6) OmpenuTy HyMepUYKY BPEIHOCT 3a M Tako 1a Oyne 3 =y —3.

2. Tomonpuspeaso n06po 3acejaso je MIeHnIoM Tpy BuBe. 1loBpmuHa npse muse usnocu 37% o1
YEKYIHE MOBPINUHE CBe TPU HUBE, & MOBPIIKHE Apyre u Tpelie \mUBe OJHOCE Ce Kao 15 : 3,5. Ilopmmua

npBe muBe je Beha on moBpmuHe apyre muse 3a 4,56 xekrapa. OxpemuTu yKymHY TOBPIIUHY KOjy je
IOJLOTPUBPEAHO JOOPO 3aCejasio MIMEHUIIOM U MOBPIIMHY CBaKe HUBE MOCEOHO.

3. Hyx AB uma mysuny 4cm. W3 kpajwux Tavaka A u B Te Iy:u ommcame Cy KpYy/KHUIE
noaynpeunukom AB. Hera je M jemna ol BUXOBUX IPECEUYHUX Tadaka. ¥ Tako NOOUjeHU ,,KPUBOJIU-
uujcku Tpoyrao” ABM ymnucana je kpy:xuuna. OapemuTy MOMYNPEUHUEK Te YIUCAHE KPYKHUIE.
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4. Koman nena koju nma obsuk kBaapa muMensuja 0,60 m; 0,60 m u 0,40 m craB/beH je y IUInH-
nmpuunu cyn npeunnka 90 cm. Konuka he Oury BucuHa ciioja BoJe y TOM Cymy MOIITO CE JIeN UCTOMA?!
Cremrduuna resxuna gena je 0,92 —;.

cm3
5. llara je nysx M N = 2a.

a) Koncrpymcarn nomykpyskauiyy kojoj je mpeunuk M N u Ha ®0j ogpemutu tauky P Koja Ty
HOJNYKPY:KHULYY neiu y pasmepu 1 : 2.

6) Wspauynatu obum u nospmuny tpoyriaa MNP y ¢yuruuju ox a.

B) OnpemuTy MOBPIIVHY ¥ 3allPEMUHY Tesa Koje HacTaje obpramem Tpoyriaa M N P oko cTpaxune
MN.

r) Ozpemuru pasMepy 3alpeMuHa Tesaa Koja HacTajy obpramem tpoyraa MNP oko crpanuia
MN u MP.

3. AKTyeJsIHU CHCTEM TAaKMUYEHa

AxTyenHu cucrem TakMuuema je mo0po MO3HAT, ma ce oBie HeheMO 3anp:KABATA HA IETAJBUMA.
YKparTko, Opramusyjy ce MKOJCKA U ONNITUHCKA TaKMUUema (3a ydenuke on 3. mo 8. paspema OIII),
OKpyskHa (rpajcka) 3a yspact 4-8. paspen, ap:xasaa (6-8. paspen) u, Hajzan, Cprcka MaTeMaTHdka
ONUMINjana 38 YUEHUKE OCHOBHUX IMKOJIA HA KOjO] yUYECTBY]y yueHUnu 7. u 8. pa3peaa Koju Cy OCTBap-
niau HajOo/ke pe3yaTaTe HA APKABHOM TaKMUUYEHY, Ka0 U yueHuIm 1. pa3pena CpeImUX IIKOJIA KOju
HUCY crapuju on 15,5 rogusa y TpeHYTKY OoAp:KaBama JyHHODCKe OaikaHujane (0BO mociaenme jep je
TO yCJIOB Ha y4yecTBoBame Ha JGMO).

Bpoj rakmuuapa Ha mpBa TPU CTYIHA TAKMUYEHA j€ YCIOBHEH TPOCTOPHUM U TEXHUYKAM yCJIOBU-
Ma opranmsamuje. Ha np:xasHoM TakMuueny ydectByje oko 300 yuenwka (IO CTO M3 CBAKOT OJ TPU
paspena), a Ha JCMO mux nsanecerak, onpeheHrx Ha OCHOBY NpPENM3HMX IPABUIA KOja IPONKUCY]je
[IpaBumauk o Takmuuemuma JIMC.

3aJaTKe 3a CBE CTYNHeBe TAKMUUEHa CacTaBba [[p:kaBHA KOMUCHja 33 TAKMUYEHA U3 MaTeM-
ATUKE YUYEHWKA OCHOBHUX IMKOJA Koja obuuno Opoju 8-10 umanoBa u kojy umenyje V3ppmuu ombop
IMC. 3a mMKOJICKO TAKMUYEHE MO3BOJLEHO je Ia IIKOJCKA aKTUBY MATEMATHKE CACTaBe CBOje mocebHe
3anarke. [locebHO je QpukcmpaHOo na meo 3a7aTaka Ha HIDKUM CTYIHEBHMA TAKMUYEHA MOpa Ja Oyne Ha
HEeKV HaYMH y3eT u3 MareMaTUYKOr JuCTa 38 yUYeHUKEe OCHOBHUX IIKOJA — OBO je YUMIEHO Kao moMoh
VUEHUIIIMA, OJ KOjUX Ce MHOTW IO IPBU IyT cycpehy ca HecTammapIHUM TaKMUYAPCKAM 33,JaIUMa, a
Hemajy oarosapajyhy momoh y cBojuM cpemuHaMma.

Pamose yuennka Ha cBUM TakMHUUeHUMa Tperaenajy omrosapajyhe takmuuapcke komucuje. Manma
Hp:xkaBHa kKOMECHja Y3 3amaTKe IMajbe U CKUNE pelema W KPaTka YIyTCTBa 3a 00ZOBame, jacHO je
4 Cce Tako He MOke 00e30eInTy MOTmyHA YHU(DOPMHOCT Kpurepujyma. 3 To cy Moryhe u rperke
upersnenada, mocebHO 300T BeIMKor Opoja TAaKMUYApa M YeCTO NOCTA KPATKUX POKOBA 33 MPErielane.

36or cBera oBora je mpegsubera U MOryNHOCT IpuroBopa Ha nonesmsern 0poj 6omosa. IIpurosope
nperiienajy nocebuo oxpebene komucuje (06UUHO cacTaBLEHe OJ UIAHOBA TAKMUYADCKUX KOMHUCH]A),
¢ TUM ma je, 6ap Teopujcku, 00aBE3HO Ma CBAKWM MPUTOBOP IMperjelna HajMame OBa WwiaHa. YecTo cy
YUEHUIM, NN BHUXOBU HACTABHUIM (& jour yemhie poauTessn), HE3a,I0BOHHY M OJIyKaMa KOMUCH]a 32
IPUTOBOPE, HO ¢ 0O3UPOM Ha KpaTKe POKOBE U UMILEHUIYy Na TAKMUUEHa MOPAajy Ha ce OaJbe OIBUjajy,
npeasuheHo je ma je oaroBop Kommcuje 3a mpuroBop konauan. O jemmom moryhem msyserky Oulie peun
y HAPETHOM OJEJbKY.

4. Heke yBeneHne M HEeKe IIpeJIosKeHe HOBUHE

Cucrem TragkMuuena ce y mporekaux 50 u Bume roguHa HenpecTano nopabusao u yuanpebusao. On
TAKMUYeHha CaMo y4YeHuKa 7. u 8. pa3pesa (Ha HUKUM CTYIBEBUMA) U caMo 8. pa3pena 3a Pemy6anukom
TaKMUYEHY, JOILIO Ce BPEMEHOM 10 JaHAIMke OpraHu3anuje Koja 00yxBara yueHnke o1 3. 10 8. pa3pena
OLI. Mummema cMmo ma ce Ty Tpeba m 3aycraButu, Dap Kala je OBAj TUN TAKMUYEHA Y MUTAHY
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(rakMuuema yuenuka Mmiabux yspacra cy moryhia Ha peBUjasHOM HUBOY, KAKBO j€ HIP. TAKMUYEHE
14
77KeHpr )'

JemHy o BemMKMX HOBUMHA je CBOjeBPEMHO IpencTaBibalo yBoheme moryhnoctu npurosopa (o ce
IEeCUIIO OCAMIECETHUX IOAMHA MPOILION BEKA — IPe TOTa TAKO HEIITO Huje MoCTojato). Koauko rox je To
OYUIJIeHO TOTPEOHO 1 OIPaBAAHO, 300T CKOPO HEM3OEKHNX IPENIaKka KOMUCH]ja IIPY IPBOM IIpPeriieIamny,
oBakBa MOryNHOCT je mocrana cBOjeBpcHA ,HONHA MOpa“ CBUX TaKMUYApPCKUX KoMucuja. lIpaxTudno
je memoryhe cnpeuntn yueHuke (Ka0 ¥ BUXOBE HACTABHUKE U DOAWTENhE) A YIAkKy HPUTOBOPE KOJU
Cy vy BeJuKoj BeNMHM ciIydyajeBa HEOUPABIAHU, aly MOpajy OuTu mperienanu. Amenn HACTABHUINIMA
4 CABETYyjy VUYEHUKE Oa HEe yJasKy OPUTrOBOD KAl je OH OYUIJIETHO HEYyTEeMEJbeH YTJIaBHOM HEMAjy
omjera. OBo je mocebHO m3paskeHo Ha Jp:KABHOM TAKMUYCHY TAE CE OUCKYje a Ce KOHAUHU Pe3yITaTH
TaKMUUeHa 00jaBe y TOKY UCTOT JaHa KaJla je TaKMUdeme oap:kaHo. HamkaaocT, IpUTHUCaK KOju CTBapa
BeJNUKM OPOj MPUrOBOpa CTBAPA U MOTYNHOCT HEOBOJLHO MAKJLUBOL TIPETJIE Ak A YaK U OHUX IPUTOBOPA
re MO MOCTOjU TTOTPeda 3a MCIPABKOM.

Haskamoct, nocroje ydyeHnnu, ma 4ak U HACTABHUIM KOJU HU HOCIE OOPA3JI0KEHUX (HEraTUBHUX )
OJroBOPA HA HUXOBe IpuUrosope Hucy ybehenu. O jeqnoM TakBOM CJIyuajy KOjU je CTUra0 U IO HOBUHA
bruhie peun y mpurasy 3amaTaka ca OBOrOMMIIEEr JIpyKABHOT TAKMUYCHA.

Y Be3u ca MPEeTXOIHUM, OBe ToauHe je v [IpaBuiHuk yHeTa jeHa HOBUHA 3a KOjy Tek Tpeba BUIeTH
Kako he m3riemaTu y mpakcu u na jau he dutu 3anp:kana. Hawmme, JIp:kaBHa KOMUCH]a je Y IPOTEKINX
HEKOJIMKO roAuHA TOOUjaia M3BECTaH MPUTOBOPA HA 0DOJIOBaHmAa 3aJaTAKA HA OKPY/KHAM TAKMIUCHUMA.
Crporo rienano, TakBe IPUroBOpe HUje TPebao MPeriaefaTy, aJu je TeMKO OUI0 1 ONOUTH UX KAAa Ce
YCTAHOBUJIO 14 j€ 3a1CTa YUMH-eHa IPElKa Koja je MOryia yTUIATH Ha IJIacMaH yueHuka Ha Jlp:raBHO
TaKMUYehe (TAKBUX je CiIydajeBa OOMUHO OMIIO HEKOJIMKO, HajBume 2-3).

C npyre crpane, Ip:aBHa KOMUCH]a je U paHUje TPaKMAIA HA YBUI PAJOBE CBUX yUEHUKA KOjU Cy
KaHIUAATY 3a miacMal Ha JIp:kaBHO TakMUUene, HO JI0 Calla Ce YMHUIIO fa HeMa noTpebe fa ce Ty BpIn
HEKa peBu3uja (y CMUCIY CMabUBaba JOJELEHNX TOEHA ), HUTH je TO 6uno npexsubeno [IpasuiHukom.
MebyTuM, oBe roguHe CMO 3aIa3niIu HeKe HEOUEKMBAHE PE3yJITaTe Ha M0jeINHIM 33 JAIIMa Y [0je INHAM
okpy3uma. JleTasmHUM MpEraeaoM CMO YCTAHOBUIN A j€ 3aucTa OMII0 HEKOJIUKO CIIyYajeBe HEONPABIAHO
MHOTO [OAE€J/hEHUX MOEHA.

360r HaBeneHor, oBe roauue cy y IlpaBunnuk yHera ciaemehie ompeaHure:

»JpskaBHA KOMUCHja MMa MPABO Aa JTOCTABJBEHE PAIOBE [CA OKPY/KHUX TAKMUUECHA| IOHOBO Ipe-
riefa u 1a, y UMby yjeqHavaBamba KPUTEPUjyMa, U3BPIIA PEBU3UjY HOAE/HEHUX MOeHA.

»Ha pesyarare OKpysKHOT TakMudema 6, 7. u 8. pazpena moryhe je yaosxkutu npurosop p:kaBHO]
KOMUCHJU ¥ POKY OX b maHa O OAp:KaBama OKPY:KHOT TakMuuema. [lucMmenu n oOpa3iioskeHu TPUroBop
MOMKE I8 YJIOKU YUEHHKOBA IIKOJIA, & IPUTOBOP MOTIKCYje MPeIMETHA HACTABHUK yYEHUKA.

IT neo — 3ATAIIN

Y npyrom meny Ouhe mpukasana perrema n3abpaHnX 3aJaTaKa Ca TAKMUAYEHA OCHOBAIA Y TPOTEK-
J10j WKOJICKO] TOAMHY, 1 TO ca JlpskaBHor TakMuuema, Cprcke u Dankancke (jyHMOPCKe) MaTeMaTUUKe
onummnujane. lahemo cTaTUCTUKY pPEmMBOCTU TUX 33JaTaka, a OCBPHyNleMO Cce U HA TUIMYHE TPEIIKe
yUEHUKa, TTOCEOHO OHe 300T KOjuX je OMJIO HAjBUIE HEONPABIAHUX IPUTOBOPA.

NP RABHO TAKMUYERE 2016.

VI paspen

1. lujaronane meaTowzaa Ca HETOBUM CTPAHMIIAMA 3aKJaamajy ocam yriaoBa. IBa om tux ocam
yriaoBa cy 78° u 43°. Oapenu yriose HeJITOUIA.
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2. Heka cy a1 < ag < - -+ < ag015 y3aCTONHY 1€ OPOjeBM TaKBU 14 je
ap —az +az — ag + - -+ az013 — a2014 + azp15 = 2016

(mam3menuuno ce pebajy smakosu + u —). V3spauynaj Bpegnoct uspasa

1008 Q1948

4 asges — ai27

3. Ha tabuu cy manmcama msa mpupoana 6poja. Mapro je momMHOKMO TpBU OPOj ca 30mpom
madapa Apyror u nobuo 6poj
201620162016201620162016,

a Unuja je moMHO%MO npyru 6poj ca 36upoM nudapa npsor u nobmo 6poj
201720172017201720172017.
Ioraxn ma je 6ap jeman on BUX IOTPEMNO y PadyHY.

4. Y paBuu je maro 27 Tavaka, TakKBUX Aa je 7 o0ojeHO mpBeHOM, a mo 10 miIaBoM U 3eJ€HOM
6ojom. Aro mMeDy oBuM Taukama He IOCTOje 3 TAUKe KOje IPUIAIa]y jelHOj IPaBoj, KOJUKO je oapebheno
TPOYTJIOBa UHMja Cy TeMeHa 00ojeHa ca TauHo aBe paziuuute 6oje’?

5. Tpoyrao ABC je omrpoyrau. Hera cy AD u BFE Bucume, H opromnenrap, M cpemumre
crpanune AB u G cpemumre nysxu CH. Iloraxu na je mpasa MG cumerpana mysu DE.

VII paspen

6. Hexa cy a, b u c mudpe Taxse ma je jeman on nsomudpennx 6pojesa ab, bc u CG apuTMeTHUKA
cpemuua apyra nsa. okaxu ma je a = b = c.

7. Ha jemmoMm maxoOBCKOM TYPHUPY CBaKM WCPad je UCPao0 Ca CBAKAM APYTUM UCPAYEM IO IBE
napruje. [lo3naTo je ma cy HemocpeaHO mpen mOYeTak TypPHUPA ABA WU TPU Urpada OTKasaja ydemhe,
a je OUrpaHo TauHo 84 mapTuje Mame Hero mTo je IaHUpaHo. KoJduKo urpada je ocTasio Ha Ty pHUDY !

8. Oapemu cBe TPOjKe MO3UTUBHUX peasHux OpojeBa a, b U ¢ Takse na je

abc=1 u ab+bc+ca+a+b+c=56.

9. Hera cy A’ u B’ nomnosxja HOpMaaa u3 kpajeux Tadaka A u B npeunuka AB nator Kpyra
k Ha mpOM3BOJLHY TAHTEHTY TOT Kpyra. Ilokasxku ma je 30up mysxm AA’ + BB’ koncranTas, Tj. na He
3aBUCH OJ 30OpPa TAHTEHTE.

10. IHar je xBampar ABCD crpanune a. Ha crpamummu AB mara je tauka F TakBa na je
AFE : EB =2:1. Hera je I npousBosua Tauka mujaromaie BD. Ilokaxu na je

AF + EF > a”310.

VIII paspen

11. Onpemu cBe npupoare OpojeBe N TakBe na je
24.316 4 52.3M 4 3

KBaIPAT HEKOT IPUPOAHOT OPOoja.



12. Oxpemu Henosuatu 6poj Tyzt ako 3a merose madpe Bake caepehie jemmakocTu:
xt+2t =18, xz+tz=8, xz+xt=14, x-y-z-t=0.
13. Hara je xomka ABCDA,B,C1D; unja je 3anpemuma 1000cm?®. Hexa cy E, F,G,H,I,J
penom cpemumta usuna BC,CD, DDy, DAy, A1 By, B1B.
a) Iokaxu na rauke E, F, G, H, I, J npunanajy jeqHoj paBHu.
6) Uspauynaj nospumny u 3anpemuny mupavune AEFGHIJ.

14. Ilepuna u Jona cy ymim y yYrOHUIY U BUIEJIU Oa je HA TaOJIU HAIUCAHO
CPIICKA MATEMATUYKA OJIMUMIINJA ITA

Onwu cy ce moroBopuau ga urpajy ciaegehy urpy. Hamsmenwuno he Gpucatu cioBa Tor 3amwmca,
U YeMy Ce jeJHUM MOTE30M MOke M30PUCATU CAMO HEKOJMKO MCTUX ciIoBa (6ap jeaHo u He Mopajy
cBa ucTa caoBa na ce u3bpumry ). [loGennuk je urpau Koju uzbpuie nociemme ca0Bo. [lepuna nounme
npsu. Koju urpau nma nobGemuuuky crpaTerujy?

15. IIpasa p canp:xu optonenrap H omrpoyraor Tpoyria ABC u ceue merose crpanune AB u
CA, npu yemy crpanuny C' A y rausku P. IIpasa g rakobe canp:xu rauxky H, HOpMaJHa je Ha p U ceue
crpanune AB u BC, upu uemy crpanuny BC' y taukm (). IlpaBa kpo3 A mapasernna ca ¢ u mpasa
Kpo3 B mapasenna ca p ceky ce y tauku R. [lokaxku na cy tauke P, (Q u R Konuneapwe.

CraTucTuKa pEemmMBOCTU 330aTaKa U JUCTPUOYyIHja mMOoeHa

6. pa3pen

3a0aTaK 1. 2. 3. 4. 5. YKyIHO
0o moBU 10,09 12,63 2,84 13,7 5,2 44,46




7. pa3pen

3a1aTaK 1. 2 3. 4. 5. YKyIHO
00,10BU 8,14 11,29 6,11 13,99 4,1 43,63

Wl - "

35} | 50T

ol *

15 I | | | 20

10 — \ i 10

5 L\ \\al\\ - 0

paspen

3a0aTaK 1.

YKymHO
0o10BU 5,72

40,06

19,13 9,9

4,69 0,62




IOECETA CPIICKA MATEMATUYKA OJIMMIINJA ITA

16. [lar je Tpoyrao ABC' ca npasum yriom kox temena C'. Heka je D momHokje BUCHEHE TPOyTIa
u3 temena C, a k kpyxkHura koja gomupyje ayx BD y raukn E, nyxx CD y taukn F' u omucany
kpyskuuy tpoyraa ABC' y rauku G.

a) Hokazaru ma cy tauke A, F' u G ronuneapwe.

6) V3pa3utu nosynpeuHuk KpyskHULE k y 3aBUCHOCTY OJ Ay:KUHA cTpaHuia garor rpoyriaa ABC.

17. Onpemuty MuHMMAIHU OpOj Hesauiana KOju y CKyIy TPUPOIHUX OpojeBa Mo:ke mMaTu Opoj
obmuka [2016™ — 36™|, roe cy m u n upupoaHu GPOjeBU.

18. Y nBa cycemna nosa (mumensuja 1 X 1) kBagpatre Tabie 10 x 10 manasu ce 6aaro. Iepuna
Tpeba ma moroau Koja Cy TO mOJba. JeTHMM IOTEe30M OH MOke na u3abepe HeKo mospe Tabie u na qoduje
“HOOPMAIAjy A& JIK ce y meMy Hajnasu Oxaro wnu #e. OnpemuTu MuHUMATIHA OpPOj TOTE3a KOjU je, y3
oaroBapajyhy crparerujy, yBek moBosan na Ilepuna ca curypromhy oapenu momsa y KojuMma ce 0aro
HAJA3MU.

19. Jlokazatu ma 3a mO3UTUBHE peatHe Opojese a,b, ¢ BaKu HEjeTHAKOCT

2 2 2
a4 b ¢ < V3la+b+ o).

+ + <
V3a+b V3b+c V3c+a

JlomaTHO M300pPHO TAKMUUEH>€

20. loka3atu na 3a CBe MO3UTUBHE peajiHe OpojeBe X, Yy, 2 BaKU HEjeTHAKOCT

2 2 2
a zZ A xr —z — X
— % —5 Z y+ +y + 3.
Y z T T Y z

21. Yuyrap tpoyriaa ABC onabpana je mpoussosmna Tauka X. IIlpae AX, BX, CX mo apyru
OyT CeKy KpyskHUIy omucany oko Tpoyria ABC penom y taukama P,(Q, R. Hera je K mpousBomma
rauka ay:xu X P. Ilpase kpo3 K mapanenne ca AB u AC ceky pemom X u X R y raukama M u N.
Hoxrazaru na tauke R,Q), M u N npunaznajy jemoj Kpy:KHUIM.
8



22. Oppenutu cBe mpupogae 6pojese a, b, ¢ TakBe na BaKu

2001% + 15° = 2016°.

IBAINECETA JYHMOPCKA DAJIKAHCKA
MATEMATUYKA OJIMMIINJAITA

Cnarnna (Pymynuja), 2016.

23. Tpames ABCD (AB || CD, AB > CD) onucas je OKO Kpy:KHUIlE. Y IMCAHA KDPY:KHALA
tpoyrna ABC' nomupyje crpamune AB u AC y taukama M u N, pemom. Jlokasatu ma meHTap
yroucane kpysxkaune tpamnesa ABCD npunana nysxu MN.

24. JlokasaTu na 3a MO3UTUBHE peajHe Opojese a, b, ¢ BaKu HejeTHAKOCT

5 + 5 + i TP R S N .
a > .
(a+b)2+4abc  (b+c)? +4abc = (c+ a)? + 4abc a+3 b+3 c+3

25. Oxpenutu cse Tpojke (a, b, c) nemux Gpojesa Takse ga je GpO]

N — (a—b)(b;c)(c—a)+2

crerner Opoja 2016 ca HEHEraTUBHUM U3JIOKUOIEM.

26. 3a Tabeny 5 X 5 KakeMO 1a je pe2yaapha akO CBAKO HEHO MOJBE CAAPIKU jelaH O UETHUPHU
nara MebhycoOHO paznuumra peanHa Opoja, TakBa Ja Ce CBakKM OJ HUX I0jaBJbyje TAUHO jeTHOM Yy
cBakKoj 2 X 2 moxrabesu. 36up cBux OpojeBa y peryaaproj tabemu 30Be ce yxynan 30up te tabere. 3a
cBaka yeTupu Opoja KOHCTpyucaHe cy cBe Moryhe peryinaphe Tabeje U MU3PaduyHATH BUXOBU YKYIHU
36upoBu. Oxpeantu MarcuMaJgHu Moryhm 6poj pesynrara.

Pemema

1. Pasaukyjemo 4 cayuaja mpema ToMe KOja OJ AMjaroHaJa 3akiana Koju yrao (ca jeJHOM CTpaH-
UIOM JEJITOUIA).

[Ipsu cayuaj. Oba yraa cy ma mujaromanu di (cauka). Tama cy
mBa yraa 2 - 78° = 156° u 2 - 43° = 86°, a mpyra [Ba Cy jeIHaka u

/dz j mnoce (360° — (156° + 86°)) : 2 = 59°.
1

Hpyru cayuaj. O6a yraa cy Ha mujaroHanu do. Tama mmamo nBa
jemuaka yria 78°+43° = 121°, a rmaBHa qujaroHaja ca CTpaHUIAMa,
3akiaamna yriaose ox 90° — 78° = 12° u 90° —43° = 47° na cy yriosu
KOJ KpajeBa riaBHe Aujaronate on 24° m 94°.

Ca. y3 3an. 1

Tpehu cayuaj. ¥Yrao ox 78° je ma mujaronasnu dp, a yrao on 43° ua mujaronanu ds. pyru yrao
Ha mujaroHaau di ouhe 47°, a ma mujaronanu do 12°, ma cy yraosu mearouma: 156°, 94°, 55°, 55°.

YerspTtu cayuaj. Yrao on 43° je ma mujarosamu di, a yrao ox 78° ma mujaroaiu ds. Ipyrum
yrao Ha mujaronanu di 6whe 12°, a ma mujaromasu ds 47°, ma cy yraosu mearompa: 86°, 24°, 125°,
125°.

2. Kako cy OpojeBu y3acTOIHE, TO je a1 — Qg = G3 — Q4 = +++ = (9013 — 2014 = —1. 3aT0 je
—1007 4 a2915 = 2016, omakie je asg1s = 3023, nma je a; = 1009 u Baskn a1gps = 1009 + 1007 = 2016.
9



Amnasnorno je ajgsgs = 2956, agge — a127 = 865 — 126 = 739, a BpeIHOCT TPaKEHOT U3Pa3a je
a1008 1948 . 2016 2956

= = 2016.
4 agee — A127 4 739

3. Hexra cy a u b natu 6pojesu, a s(a) u s(b) pexom 36upoBu wuxosux nudapa. [Ipumernmo na
je 6poj as(b) = 201620162016201620162016 xemus ca 9 (jep My je 36up mudpapa memus ca 9), a 6poj
bs(a) = 201720172017201720172017 uuje mesmus ca 9 (jep my je 36up mudapa 60). Axo je Mapros
pauyH TavaH, OHIa WK je jemaH on OpojeBa a u b memus ca 9 uau cy oba memusa ca 3. U y jemnom
Uy ApyroM ciyuajy je u bs(a) memus ca 9, mTo je KOHTpAAUKIH]A.

4. Tpoyrmnose unja cy TemeHna obojeHa y TauHO IBe 0oje, OO TPU JATE, MOKEMO MOJAETUTHA V TPU
rpyle Tako Ja y CBAKOj O mUX OyIy OHM KOjU MMajy IO IBE TeMeHa jemHe Ooje, a Tpehe Teme je
obojeHo jemHoM on mpeocTade nse 6oje. Pazmorprumo oxrosapajyhe ciyudajese.

1° [TpoyraoBu umja cy mBa TemeHa upsena, a Tpelie Gmio koje mpyre 6oje] Bpoj pasmuumrux
u3bopa ABa TeMeHa IpBeHe 0oje uctu je kao u 6poj nyxu oxpebennx Taukama Te 6oje, a o je (7-6) :
2 = 21. Tpehe Teme mo:ke 6utu ogabpano Ha 20 paznuuntux HaurHa. lakne, TAaKBUX TPOYIJIOBA UMa
21 -20 = 420.

2° [rpoyrmoBu umja cy ABa TeMeHa IaBe, a Tpehe 6uio koje mpyre Goje] Temena miase Goje

mozxeMo oxabparu Ha (10-9) : 2 = 45 maunna, a tpehie Teme Ha 17 Haumna. Jlakie, TAKBUX TPOYTIOBA
uMa 45 - 17 = 765.

3° [rpoyrnosu umja cy nBa TemeHa 3eiene, a tpelie 6uio koje apyre 6oje] Ha uctu maumu kao y
cayuajy 2° ce mobuja ga mocroju 765 TAKBUX TPOYTJIOBA.

Hakae, ykyman Opoj Tpaskenux tpoyriaosa je 420 + 765 +
765 = 1950.

5. Kako je M cpemumre 3ajeHUYKE XUMOTEHY3€ MPABOYTIUX
tpoyriosa ABE u ABD, 10 ¢y nysku ME u M D jennake kao
TMOJIYIIPEYHUII ONIMCAHUX KPY/KHUIIa OKO OBUX TPOYTJIOBA. AHaJIOF—
HO u3 npasBoyriux tpoyriaosa CHE u CHD, nyxwu GE u GD cy
jemnake jep je G cpemumre xunorenyse. llakiae, obe rauke M u
G cy nomgjenHako ymnasbeHe on kpajeBa nysxku DFE, Te one onpebyjy
BEeHy CUMETpaJy.

Cu. y3 3a1. 5

6. Ilpeo pewewe. 300r CUMETPUUHOCTH U3PA3a MOKEMO, HE CMAKHY]yU OMIITOCT, TPETIOCTABUTI
ma je a < b < c. Axo je mputom a < b = ¢, orzma je ab < ca < bc, na je €@ = ba apuTMeTHUKA
cpemuna 6pojesa ab u bc = bb, Tj. 2 - ba = ab + bb, onmocuo 20b + 2a = 10a + 12b, onaxre je a = b,
cympoTHO mpernocTaBn. Y ocrammm Moryhum ciaydajesuma be he GuTy apuTMETHUKA CPEeIMHA IPYTa
nBa 6poja, Tj. 2-be = ab+¢a, onmocuo 20b+2¢ = 1la+10c+b, Tj. 19b = 11a+8c. C o63upom ma cy
b u ¢ Behu unu jenHaku ox a, MO¥kEMO CcTaBuTh Aa je b=a+d u c = a+e, rue cy d u e jenHonuppeHn
opojesu. Umamo 19(a + d) = 11a + 8(a + €), marue 19d = 8e. Omasze 19 | 8e, na je e = 0. Cana je
a<b<c=a+e=a,majea=b=c

Jlpyeo pewewe. IlpermocraBumo na je, Ha mpumep, 2 - bc = ab + ca (ocTamu cayuajeBu ce
pasMarpajy Ha MCTU HauuH). Kao y mpBoM pememy ce nobuja ma mopa aa Baxku 190 = 1la + 8c,
omuocuo 19b — 11a = 8c. Kako je mecHa cTpana mpeTXO[HEe jeIHAKOCTU AEHUBA ca 8, TO MOpa OuTH
u geBa. Y HapenHuM Tabiuumama cy gatu ocranu Opojesa 1la u 19b mpu mememy ca 8 (y 3aBUCHOCTH
0 BpenHoCTH mupapa a u b):

a |112(3 141|516 |7(819 b |1 1213 1(4 |56 (7|89
11a |3 (6 |1 (4|7 |2 |5 |0 |3 19a (3 |6 |1 |4 |7 |2 |5 |0 |3

Bumumo ma 6pojesu 196 u 1la najy metm ocrarak npu gesemy ca 8 (IWTO je HEONXOAHO 1a Ou
190 — 11a 6uno memuBo ca 8) camo y ciaydajy kazga je a = b (a ranga je ounraenHo u ¢ = a = b).
Cnyuajesu a = 1, b =9, omsocuo a = 9, b = 1 majy memoryhe BpensocTu 3a c.
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7. Ha je Ha TypHUPY Urpaso n urpava, omino 6u omurpano n(n—1) napruja. Typrup je omurpas
ca Mame Urpava Hero ITo je INIAHUPaHo, Ia je omurpano (n — 2)(n — 3) napruja ako Cy oaycrana IBa
urpava win (n — 3)(n — 4) naptuja ako cy ogycraia Tpu. Y IPBOM CIyuajy, U3

nin—1)—(n—-2)(n—-3)=n>-n—(n*>—5n+6)=4n — 6 = 84
jen =225. Y mpyrom cayuajy, u3
nn—1)—n-3)(n—4)=n>-n—(n*>—-Tn+12) =6n— 12 =84

je n = 16. Ilakme, npBu ciayuaj ombaiyjemMo, a U3 APYTOr 3aKbyUyjeMO [a je Ha TypHUpY octano 13
urpada.

1 1 1
8. Ilpso pewemwe. 3amenom ab = —, be = —, ca = 7 u 6 =2+ 2+ 2 mobujamo ma je
c a

1 1 1
ab+bc+ca+a—|—b—|—c—6:a—2+f—|—b—2—|—g+c—2—|—f
a c
1\2 1\2 1\2
(i ) (B (e )
( Va Vb Ve
Ipu YeMy jeHAKOCT BasKM caMoO Kaja Cy CBU cabupIy jeHAKM HYJIMW, a TO je Moryhe camo 3a ¢ = b =
c=1.
Lpyzo pewemwe. IlpuMenom HejenHakocTy uaMehy apuTMeTHUKe ¥ T€OMETPHUjCKE CpeluHe 3a Opo-
jese ab, bc, ca, a, b, ¢ mobujamo ma BaKu
ab+bc+ca+a+b+c
6

tj. ab+ bc+ ca + a+ b+ ¢ > 6. Kako, mo npermocrasuu, y TpeTX0AHO] HEjeHAKOCTH MOPA Na BAKU
jemmakrocT, TO cy OpojeBu ab, be, ca, a, b, ¢ jennaku meby cobom, ma je a =b=c=1.

> Vab-bc-ca-a-b-c=Vadbdcd = V1 =1,

9. U3 ycnosa 3anatka je AA' 1. A’B’ u BB’ 1. A’B’ na je uersopoyrao ABB’A’ npasoyriu
tpamne3 (caura). Osmaunmmo ca O nenrap kpyra, a ca T Tauky y Kojoj tanrenra goaupyje kpyr (OT = r
je monynpeunuk kpyra). Kako je TaHreHta HOpMaJHA Ha MOJYIPEUHUK KPYra y TAUKM AOJUDA, TO je U
OT L A'B'. Cana je AA" || BB' || OT. Kako je O cpemumre nysxu AB, to je OT cpenma nuxuja
tpamnesa u Baxu AA' + BB’ = 20T = 2r. Ilakne, Tpaskenu 306up He 3aBucU o1 u3b0pa TaHTEHTe U
jeITHAK je IPEYHWKY KPyTa.

' D C
B F J
T
A
’ F1
Al 0 & A £ B
Ca. y3 3an1. 9 Ca. y3 3an. 10

10. 36or cumerpuyHOCTH KBaapara y oxHocy Ha mujaronany BD je AF = C'F (cmugka). 3aro je
36up AF+ FE najuamu kana je 36up CF'+ FE najuamu. To ce noctuwxke 3a {F'} = {F1} = CENBD.

Us AE : EB =2 : 1 nobujano EB = g Cana je

> 1
AF+FE > CF = (7) +a2=“3 0,

11. Ilatu 6poj ce moske 3amucatu kao A = 314.(24.32 +52) + 3" = 169 - 314 + 3". Pasmorpmio
tpu Moryha ciydaja.
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1) n < 14. Ago 6u 6mro A = 3" - (169 - 34~ " + 1) = 22 3a merw npupomsan 6poj =, Mopamu 61
3" u 169 - 37" + 1 ma 6yay xBanpatu (jep cy ysajammo mpoctu). MebyTmu, Tama 6 n Mopao aa
Gyme mapas 6poj, a Kako je 6poj 169 - 314~ + 1 mapam, om 6u Morao ma Gyne KBaIpaT caMo ako je
nemwus ca 4. O TO HUje jep ce JakKo mpoBepasa Aa (3a mapHO M) Upu Aemeny ca 4 maje ocrarak 2.

2) n = 14. Henocpenno ce Bumu na 314. (169 + 1) muje kBagpaT IpUpOIHOT GpPOja.

3) n > 14. Cana tpeba na 6yne A = 314. (169+3”*14) =22, mau 16943714 = 42, Onarne je
3n~14 = (y—13)(y+13). Kaxo ce 6pojesn y— 13 u y+ 13 pasmukyjy 3a 26, me Mory 06a GuTH cTemeHn
TpOjKe, M3y3eB y cayuajy kana je y — 13 =1, y + 13 = 27 (1j. y = 14). HuperrHo ce nmpoBepasa aa
je n =14+ 3 = 17 (jenuno) pememe 3amaTKa.

12. U3 npBe Tpy jeOHAKOCTU 3aKLydyjeMo na muppe x, z u t Mopajy Outu pasznuunte oxn 0, ma
je n3 yeTBpre jemHaroctu Yy = 0.

Cabupamewm mpee Tpu jemaaroctu mobujamo xz + xt + 2zt = 20. Canma ce jemnocrasHo mobuja
xz =2, 2t =12 u zt = 6 (*). MuOKemeM TOCTEmHE TPU jeHAUNHE T00UjaMo (azzt)2 = 144, onmaxie
je xzt = 12. U3 nocuenme jemnakoctu u (*) je x = 2, z =1 u t = 6. Tpasenu 6poj je 2016.

13. a) Hyxu AE, AF, AG, AH, Al, AJ xao u nyxu C1E, C1F, C1G, C1H, C1I, C1J cy
XHHOTQHySe HpaBoyFJII/IX TpoyFHOBa IH/I_]'e Cy KaTeTe jeHHaI{G NBUIIX OOHOCHO IIOJIOBMHN MBUIE KOIIKE
(cnmka). To 3maum ma cy rauke F, F, G, H, I, J nonjensako ynamene ox tauaka A u C, 0IHOCHO
Ila Ce HAJIA3e y PaBHU KOja je HOpMaJHa Ha mujaroHaixy AC v MOJOBU UCTY, Tj. KOMILUIAHAPHE CY.

0) HaBemenux mecr Tadaka Cy TeMeHa IPABUIIHOL IIECTOYIJIA U G D, G
. a2 D F
jenHa CTPaHMIA TOT WECTOYTIA je —— = 5v/2cm. Bucuna mu- C
. . . av3 H
paMuzie je NONOBMEA JWjaroHalle KOLke, Tj. — — = 5v3cm. Iy- E
’KUHA alloTeMe je TPU UYETBPTHMHE AWjaroHaJe KBaapara (CTpaHe 4 \
) /
KOIIKe) 1 M3HOCU h = ?ﬂcm 3ampemuna mupamuze je 375 cm?, B,
J
a nosprmna 75(3 + 1/3) cm?. A B
Can. y3 3an. 13

14. Tlepuma (upsu urpau) uma nobemauuky crparerujy. OH IpBuM mOTE30M OpHIne TET CaoBa A
(kojux mma 6). Ha tabum ocrajy mo 3 cmosa M u M, no msa cnosa K, II, C u T u mo jenso cioBo
A I E, J, JI, O, P u Y. 3arum u3Bpmu cnapuBame CIOBA, TAKO da ce 00a CI0BA Y OKBUPY UCTOT
mapa jaBiajy ucTu Opoj myTa. lasme omroBapa cuMeTpu4HO — ako Joma m3Opuile jefaH WU BUIIE
IpUMEpakKa jelHOr cioBa, llepuna pamm To UCTO ca APYTUM CIOBOM K3 KUCTOT Tapa.

15. Heka je M mupecek npaBux AR u HP, a N npecek npasux BR u H(Q). Tspheme 3anartka
Mo0ujaMo YKOJIUKO TOKa:KeMO 1a cy mpaBoyriau tpoyriosu M PR u N R() ciuyau, mTO jé eKBUBAJIEHTHO
ca

MP NR
() MR~ NQ
Yersopoyrao M HNR je npaBoyraonuk, na je MR = NH u NR = M H. O3naunMmo omTap yrao
KOju mpaBa p rpama ca crpaaunom AB ca x. ¥Y3umajyhu y 063up ma mpase p u ¢ caapike OPTOIEHTAP
H, raga ce nako pauyna ga tpoyraosu AM P u BN H umajy yraose o —90° + 2, 90° u 180° —a — z,
T€ Cy 3aTO CJIUYHU. I/IS T€ CJINYHOCTU CJieau

<MP > MP  AM

MR~ ) NH BN’
a, Ha, AHAJOrAH HAUWH, U3 CIAUYHOCTU TpoyraoBa BNQ u AMH cnemn
(N R _) MH  AM
NQ NQ BN~
U3 mocaenme aBe jeHHAKOCTY CJEAM jeHAKOCT (%), ma u TBpheme 3amaTka.
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16. (a) Hera je M cpemumre xunorenyze AB tpoyrna ABC (cmuka). Tana cy tauke M,O,G
konuueapue. Kako je OF L CD u AB L CD, 10 je OF || AB, na je LAMG = LFOG. Ilaxue,
tpoyraosu AMG u FOG, xoju cy jemHaKOKpaku, UMajy jeHAKe yTIOBe MpU BPXY, Ma CIEIN Ha je
AMGA = LOGF. Caemu na cy tauke A, F' u G KoauHEapHE.

Ca. y3 3anm. 16

(6) Ako je T TpaKEHM NOJYNPEYHUK, TalJa BAKM OMzg—r, ME = |AE — g] =
2

b

|AD +r — g\ = |AD — OM|, AD = —. W3 Iluraropuse teopeme npumewmene sa AOME nobu-
c

jamo OM? =72 + (AD — OM)?, na je

a?b?  2rb?

r? =2AD-OM — AD? =

c? c
b2 2 2b2 b4 b2 blc—b
Callaje<7”+*) ZaT+—2=b2,0ﬂaKnejer:b——:M,
c c c c c

17. Ouwurnemuo je ma je matu OpPOj, 3a IPOM3BOJBHE M U N, AewuB ca 4 u 9. Kako ce 6pojeBu
2016™ u 36™ yBek 3aBpmaBajy ca 6, natu 6poj ce 3aBpuIaBa HYJIOM, Tj. JeJLUB je U ca D. 3HAUU, OH je
obmura 2% - 3% - 5¢ wmm 2% -3%-5¢- P, rne je a,b > 2, ¢ > 1, a P je Ipou3Boa HEKUX IPOCTUX Gpojesa
pa3IM4IuTUX Ox 2, 3 1 5.

Kako 2° | 2016, jemuma moryhmoct ma 6yme a = b = 2 jecre kama je n = 1. Ho, taza je
natu 6poj mim obmmka 22 - 32 - 5¢ ca ¢ > 4, mwmm je obmmka 22 - 32 - 5¢. P. Y npeoM cayuajy je
6poj WeroBux HpUPOAHUX Aemwiana Hajmame (2 4+ 1)(2 + 1)(4+ 1) = 45, a y apyrom je HajMame
2+D2+1D(1+1)(1+1)=236.

Pasmorpumo cnyuaj n > 2. Tama je a > 4, ma je TpaskeHu Opoj meIUIana HajMAme
4+ 1)(2+ 1)1 +1) = 30, upu yeMy ce Ta BPEJHOCT HOCTIKE Aa m = 1, n = 2 jep Taga 1o-
oujamo 6poj 2016 — 362 = 720 = 2% - 32 . 5. Jlakie, TpaxkeHn MUHUMAJIHA Opoj nemuiana je 30.

18. Horaxumo na je Ilepuru morpedno 6ap 50 moresza ma 6w CUTYyPHO OAPEANO MObHA CA OIATOM.
[Momenumo maty tabay Hajupe Ha 50 ,, xOopm3oHTAJHUX “ mpaBoyraonuka 2 X 1. Bumno xoju 6poj moresa
vamu ox 50 6u 3maumo ma [lepumna mHmje mpoBepmo HuUjemHO mOJbe OAp jeOHOT OO TUX IPABOYTAOHU-
ka. Cununo Baskyu ako je Tabja mogesbeHa Ha oarosapajyhe ,,BepTurajHe mpaBoyraoHuke. Kako
ce ,,XOPM3OHTAJHU“ U ,,BEPTUKAJHEA" IPABOYTaOHUK HE MOIY MOKJIONWTH, 3HAUM Oa HOCTOje Oap aBe
MoryhuocTr 3a cycemna mosba y KojuMma ce Hasasu Onaro, ma [lepuma me Moske ca curypuomhy pehn
KOja Cy TO TOJBA.

Hoxrasxrmo 1a je HaBemeHu Opoj moresa moossaH. O60juMo mosba Tabie NPHO-6EN0 HA MAXOBCKU
HAUMH — CBAKAKO, MOJa C OsaroMm cy jemuo 6eso u jemuo npuo. [lame hemo pasmuroBaTtu Tpu BPCTE
noma: ,meHTpatHa‘ (OHAa Koja HMCY Ha pyOy Tabie, mux mMa 82 = 64, on uera 32 mpHa), 4 yraoHa u
npeocTalia UBMUHA 10sba (Bux nMa 4 - 8 = 32, ox tora 16 uprux). Ilepuna npBo npoBepasa cBa IpHA
nenTpasiHa mopba. Axko meby muma Habe mome ¢ GaaroM, oHIa My je TOBOJLHO Ja TPOBEPH 3 O HEroBa
4 cycenna Gexna mosma. lakie, y oBoM ciayuajy je usseo majBume 32 + 3 < 50 moresa. Axro Ilepuna
He Hahe mose ¢ Garom mMely IPHUM MEHTPAJHUM IOJbKMA, OHIA MPOBEpaBa IPHA WBUYHA MOkA. AKO
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veby mwuma mHabe mome ¢ Gmarom, oHZA My je 3a HaJa:KeHe€ APYror MoJba MOBOJLHO Ha MPOBEPU 2 Of
merosa 3 cycensa Oerna mosba. YKymaH Opoj u3Bemenux motesa je majpume 32 + 16 + 2 = 50. Hajzan,
ako He Habe MpHO moJbe ¢ GiaroM HE MeDy MBUUHMM, Tana je CUTYPHO 14 je TAKBO jeIHO OX ABa IPHA
yraona. bupa mpou3BOSHO O BUX — aKO MOTOIM, OHAA je HOBOJLHO Ma TPOBEPU jeIHO OJ ABa HEroBa
cycemHa 0Oeja mMOJba; ako He, 3HAUM I je TPa:KeHO IPHO IMO0Jbe OHO APYTO YTAaOHO, [ je OmeT TOBOJBHO
14 TIPOBEpPU jeMHO O] HErOBUX CycemHux Oenux. Bpoj m3BemeHmx mores3a je MCTU KAO Y IPETXOTHOM
clyJajy.

2a
19. IIpumenom Komu-IlIBapmose uejemuaroctu Ha 6pojese \/3 \/3b \/3 , OJTHOC-
HO V2a, V2b, /2¢, nobuja ce HejeTHAKOCT @+ +e cta

2a 2b 2c . a b c
<\/3a+b * V3b+c * \/30+a> s <3a+b * 3b+c * 36+a> (a+b+0).
Hejennakoct xoja ce mokasyje he 3aro cienutu ako ce JOKAKE 14 YBEK BAKU
a b c_ < 3

3a+b+3b+c+3c+a\4‘

[IpoumpuBameM IpBOr pa3ioMKa Ha JIEBO] CTPAHU MOCHeAme HejemHakoctu ca 1/a, npyror ca 1/b u
tpeher ca 1/¢, ta HejeqHAKOCT NOOUja €KBUBAIEHTHU OOJIMK
1 n 1 N 1
3+ 3+y 3+z

> w

c a
— (m, makne, Baxu xyz = 1). Hakon ocmobabama on nmennmtana
c

b
u cpebuBama, OBa HEjeIHAKOCT MOCTAje

TIEe je O3HAUEHO T = —, Y =
a

3(x+y+2)+5(xy+yz+ zz) > 24.

OsBo, mak, caemu u3 HejeoHAKOCTH T + Yy + 2z > 3 u 2y + yz + zx > 3 Koje ce mobujajy (360r ycmosa
xyz = 1) u3 HejemnakocTu u3Mely apuTMETHUKe M IeOMETPUjCKe CpeiuHe, MpUMEHmeHe Ha OpojeBe
Z,Y, 2, OMHOCHO XY, YZ, 2.

(z +y)(z —y)?
2

20. Ilpso pewemwe. llomazehu on HejemnarocTu > 0 Koja ouuryIeHO BaKU 32

xy
CBe MO3UTUBHE peajHe OpojeBe, mOOUjaMO HejeTHAKOCT
2
S R
Y y oz
y2 z 22 z x
Amnasnorno ce mobujajy u mejemnakoctu — > 1 + = —-u—5 >1+ - ——. Cabupamwem nocrezme
22 Yy oz x oz
TpU HejemHaKOCTH HOOMjaMo HEjeTHAKOCT KOja ce ﬂomsyje.
Zpyeo pewemwe. O3naUMMO - a, = =0, E = ¢ (tazma je abc = 1). Ha ocroBy HejenmakocTu
Y z
n3MeDy apuTMeTUdKe U TeOMETPHUjCKe CPeIuHe IIO6I/IJaMO ITa Bazke HejeqHakocTy a+b+c > 3vabe = 3
1 1 1 /11 1
u 7+g+f > 3¢~ 3o 3, a Ha, OCHOBY HejeIHAKOCTU m3Mehy KBaapaTHe U apUTMETUYKE CPEIUuHE
a c a c
1
ma Basd a2 + b2 + ¢2 > g(a + b+ ¢)?. 3aro je
2, 42, 241
a®+b"+c g(a—i-b—i-c)(a—i-b—l—c)
1 1 1 1 1 1 1
>--3a+b+c)— - +-+—-)+3+|-+-+--3
3 a b ¢ a b ¢
za+btc——— - —— + 3,



ITO je Ha APYTW HAUWH 3amuicaHa HejeIHAKOCT Koja ce ITOKa3syje.

21. W3 ycaosa matux y 3amatky mobujamo ma Baxku LAPR = LACR = £LKNC, onmakie
crnenu na je yerBopoyrao PK N R teruBan. Ha wctu mauwn nobujamo na je u yerBopoyrao PQM K
treruBal. Cana, kopucrehin norennujy tauke X y OJHOCY HA ONUCAHE KPYMKHUIE OBUX TPOYTJIOBa (WMin
u3 cauuroctu oarosapajyhux tpoyriosa) mvamo XN - XR = XK - XPu XK - XP = XM - XQ.
Omarne je XN - XR= XM - XQ, na ciequ na je uerBopoyrao QRN M tetusan.

22. IIpermocraBuMo na npupoauu OPojeBu a, b, ¢ 3aK0BobaBajy naTy jemHaumny. Kako je 2001¢ =
12 =1 (mod 4), 15° = (—1)° (mod 4) u 2016° = 0 (mod 4), To 6poj b Mopa 6uru Hemapas. Ciwaro,
u3 2001 = (—1)* (mod 7), 15> =1 =1 (mod 7) u 2016 = 0 (mod 7) cremu ma 6poj a Mopa GuTh
menapan. Kako cy 3%, 3° u 3¢ najsehin cremenu Tpojke koju, pexom, neie Gpojese 2001%, 15° u 2016°¢,
HajMama 1Ba MeDy muMa Mopajy OuTu jenHaku (e€BEHTyasHO, MOT'Y CBa Tpu Aa Oynay jemHaka). Kako
cy a u b HemapHu, He MO:Ke Ha Baku a = 2¢ Hu b = 2¢, na je a = b u, npu tome, a = b < 2¢. Ako oBo
YBPCTUMO Y JATy jeJHAUUHY, TOOUjaMo

(%) 2001 + 15% = 2016°.

OunrnenHo pememe oBe jenHaunse je a = ¢ = 1 (mpu ToMe, ako je jenan ox Opojesa a, ¢ jelHAK jelaH,
oHza je To u Apyru). JlOoKamKMUMO Aa je OBO pelleme U jeIuHO.

IIpeu navun. Ako je a > 1 u ¢ > 1, ¢ ob3upom ma je Opoj a HemapaH, pacTaBhbameM U3pas3a Ha
neBoj crpanu u ckpahuBamewm ca 2016, mobujamo

200121 —2001%72 .15+ --- — 2001 - 15*~ 1 + 15% = 2016°!

(Ha JeBOj cTpaEm uMa HemapaH Opoj cabupaxka). IlecHa cTpana nobujeHe jeqHAKOCTH je IejbuBa Ca
2016, a meBa TO HUje, YuMe NOOMjaMO KOHTPA,IUKIH]Y.

Apyeu wavun. Mocmarpajyhu jemnaunny (*) mo Mmoayny 13 mobujamo ma mopa outu a = 12k +1,
k € NU{0}. 3arum, mocmarpajyhu Ty jenmaumny mo moxyiy 9, nobujamo nxa je ¢ = 6k + 1. Ilocie
ckpahuBama nobuja ce jemmaumna 667 + 5% = 672 - 224%. Hbeno jemuno pememe je a = 1, jep je 3a
a > 1 ounraenno 672 - 224 < 667* < 667% + 5°.

JenuHo pememe mare jemnaummbe je a = b= c = 1.
23. Heka je I nenrap ymumcanor kpyra tpoyraa ABC u meka je R Taura mpeceka npasux Bl u
1
MN (cnuga). Kako je LANM = 90° — iiMAN u £BIC =

1
D c 90° + iiMAN, gerBopoyrao IRNC' je teruBan. Cremu na
/, } je £ BRC = 90° u 3ato je

’)( Caemn ma je momynpasa C'R cumerpasia yrina DC B, na je tau-

ka R menTtap ymmcaHor Kpyra mATOr Tpame3a, IITO I0Ka3yje
Tepheme 3amaTKA.

1 1
£BCR = 90°~£CBR = 90°~ (180°~£BCD) = J £BCD.

A M B
Cua. y3 3anm. 23

24. U3 ounrnense mejemnaroctu 2ab < a? + b? cremm na je (a+ b)2 < 2(a2 + b2), ka0 1 4abc <
2c(a?+b?). Cabupamem nocaenme aBe Hejeagakoctu nobujamo aa je (a+b)%+4abe < 2(a?+b%)(c+1),
a omaTie je

(1) 8 4

> .
(a+b)2+4dabc = (a2 +b2)(c+ 1)

Kopucrehu mejemnarkoct uamelhy apurMeTudke u reOMETPHUjCKe CpearHe No0ujaMo ma je

4 a’® +b? 2 4
(2) + =2 = )
@1t | 2 c+1 et )
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Kao 1 3 3 Z 1 » 1)
4 8
(3) > :
2(c+1)  c¢+3
4 2+ b? 8
Us (2) u (3) cremm na je RISy L@ ‘21‘ > g o sajenso ca (1) maje

8 a® 4 b 8
5 + > -
(a+ b)? + 4abe 2 c+3

CabupameM mociemme HEjeIHAKOCTH Ca OBE AHAJOTHE HEejeTHAKOCTH MOoOUjeHe MUKIMYHOM 3aMEHOM
OPOMEHLUBUX a, b, ¢, M00OUWja ce HEjeMHAKOCT KOja ce ITOKa3yje.

25. IIpernocraBuMo ma 3a Heke mese Opojese a, b, c m HeHeraTUBaH €0 OPOj N BAKU
(a—b)(b—c)(c—a)+4=2-2016".

Pasmorpumo majupe cayuaj n > 0 u o3aaunmo a —b = —z, b—c = —y. Tanma ce mperxoana jeaHaxkocT

3amucyje Kao
zy(z+y)+4=2-2016".

Kaxko je meBa cTpana OBe jeQHAKOCTH HeJbUBa Ca 7, TO MOpa OWUTH ¥ JEecHa, Tj.
(%) 2y(r+y)+4=0 (mod7),

onarzne je 3zy(z +y) =2 (mod 7) u (z +y)® —2® —y3 = 2 (mod 7). Jlaro ce mposepasa na cy,
opu geewmy ca 7, Moryhu ocramu Ky6osa nenux 6pojesa —1, 0 u 1. Onmatie caemu na jeman onx 6pojesa
(x+y)3, 23, y> Mopa GuTu nemus ca 7, ma TO BaxkU u 3a 6poj Ty (T +y), MTO je y CyIpPOTHOCTH ca ().

Iakne, ocraje jemuma moryhinocr n = 0, 1j. jemnaunua zy(x + y) + 4 = 2, omaocuo zy(x + y) =
—2. Ibena pemema cy (z,y) € {(—1,—-1),(2,—1),(—1,2)}. Csa pemema mnoiasHe jefHaA4nHE CY
(a,b,c) = (k+2,k+ 1,k), k € Z u muxoBe LUKINYHE IIEPMYTaL]e.

26. Ilokazahemo ma je TpakeHm MakcuMajJHuH Opoj MehycoOHO pazauunTux yKymHUX 30UpOBa
jemnak 60. Iokaskumo majupe cienehe momohno tepheme.

Jlema. Y cBakoj peryiaaproj Tabesu WM CBaka BPCTA CAAP/KM TAYHO OBA O AaTUX OpojeBa mim
CBaKa KOJIOHA CAAPIKU TAYHO IBA O TUX OPOjeBa.

Zloxaz neme. Hera cy matu 6pojeBu x,, z,t. [IpermocraBumo ga moctoju Bpcta V' Koja camp:ku
HajMame Tpu o4 Tux OpojeBa. Tama y Toj BpcTu Mo:kemo Hahwm Tpm Opoja, Ha Tpumep, T,y, 2, Ha
y3aCTOMHUM MO3UNMjaMa y BpcTu. lIlpema mpermocTaBmu ga ce y C¢Bakoj momrabenu 2 X 2 cBaku OpOj
jaBma TAyHO jegHOM, y BpCTE m3HaA V (AKO TakBa MOCTOjU) TauHO M3HAK OpPOjeBa I, Y,z MOpajy outu
Opojesu z,t, x, Tum pegom. Vsmanm 6pojesa z,t, x omer Mopajy Outu x,y, z, TuM pemoM. CIudYHO BayKU
¥ 3a BPCTE KOje ce Hajla3e UCIon Bpcre V.

* T Yy z *
x z t x %
x T Yy z %
*x z t x %
x T Yy z %

[lonywasajyhu Ha oBaj HauuH meay Tabeny, BUANMO Oa CBAaKa HEHA KOJOHA CAAP:KU TAYHO 1BA OI
matux OpojeBa, umMe je jemMa JOKa3aHa.

Porupajyhu rabeny (ako je morpebHO), MOKEMO MPETHOCTABATY Ja CBAKA BPCTA CAADKU TAYHO
IBa paznuumra O6poja. Aro m3ocraBmmo mpBy BpCTy Vi m upBy kosony Ki, mobmjamo tabemy 4 x 4
KOjy MO:KEMO IomenuTu Ha 4 moarabese 2 X 2 y KojuMa ce CBaku OpoOj jaBjba TAYHO jeIHOM, Ia je
VKyTIaH 30up y muMa 4(:c+ y+z+t). Ilpeocraje ma oapeamMo Ha KOJUKO PA3IMYMTUX HAUMHA MOKEMO
ymucaTtu OpojeBe y Bpety Vi u rosnony K.
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Axo ca x1,91, 21,t1 o3HaumMo Opoj mojaBimuBama OpojeBa .y, z,t, pemom, v V4 m Ki, tama
yKyman 30up OpojeBa y Tabenu b X 5 msHocu

S=4(x+y+z+t)+r-z+y-y+tz-y+a-z+t -t

Axko npsa, tpeha u mera BpcTa caapske 6pojese x u y, rae je x 6poj Ha nosunuju (1, 1), onga apyra u
YyeTBpTa BPCTa caapske caMo 6pojese z u ¢, nue je ca z o3Hauen 0poj Ha nosuuuju (2,1) (apyra Bpcra,
npBa KouoHa). Tama je z1+y1 =7, x1 =23, y1 =2, 21 +t1 =2 u 21 > t1, na je {x1, 11} = {5,2}
u{z1,t1} ={2,0}) wmm ({x1,y1} = {4,3} u {z1,t1} = {1,1}). Hakne, uersopra (x1,y1,21,t1) je
nepMyTanuja jeaHe onx cienehux yerBopru

(5,2,2,0), (5,2,1,1), (4,3,2,0), (4,3,1,1).

[TocToju mo 12 mepmyTamuja mpBe, APYyre U YETBPTE OO TUX UETBOPKM, a 24 mepMyTaluja JeTBOPKe
(4,3,2,0). Hakne, nocroju 60 moryhux paznmuuurux ykyneux 36uposa.

[Torasxumo jom ma ce cBakra on 60 koMmOmHaNMja 3ancTa Moske nooOutu. MoskeMo y3eTu Tpu BpCTE
obuka TYryr HAM3MEHWUHO ca ztztz ma Gucmo mobunm cayuaj (5,2,2,0); 3atum 3 Bpcre TYITyT
HAU3MEHUYHO Ca jeJHOM BPCTOM ztztz W jemHoM BpcToM tztzt ma Gucmo mobumm ciyuaj (5,2,1,1).
Cayuaj (4, 3,2,0) nobujamo nomohy 3 Bpcre Tyryz HAM3MEHNYHO ca ztztx, a cayuaj (4, 3,1, 1) momohiy
3 BpcTe Tyztr HAM3MEHWYHO ca ztxyz. Ysumajyhw, ma mpumep, x = 103, y = 10%, z = 10, t = 1,
MOKEMO CB€ YKYIHE 30MPOBE YUUHUTU PA3TAYUTUM.

Haxrme, 60 je Makcumasan Moryhu 6poj pasauuuThX YKYTHAX 30MpOBA.
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