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I deo – O takmiqeǌima

1. Uvod

Rad sa mladima je verovatno jedan od najva¼nijih, a sigurno najboǉe organizovan vid delat-
nosti Druxtva matematiqara Srbije, praktiqno od ǌegovog osnivaǌa. On se odvijao i odvija u
vixe oblika – kroz pripreme mladih matematiqara i programera na raznim nivoima, na letǌim
i zimskim xkolama, u okviru izdavaqke delatnosti qiji je ve²i deo okrenut mladima i u, ako
ne najva¼nijem, ono sigurno najpoznatijem i najatraktivnijem obliku – takmiqeǌima.

Takmiqeǌa mladih matematiqara Druxtvo je poqelo da organizuje jox 1958. godine i od
tada ovaj vid aktivnosti se ustalio i postao nezaobilazan oblik rada sa uqenicima. Ne²emo
preterati ako ka¼emo da su u poplavi raznoraznih takmiqeǌa iz mnogih oblasti koja se organizu-
ju u posledǌe vreme, takmiqeǌa koja organizuje Druxtvo matematiqara sigurno i najstarija, i
najmasovnija i najboǉe organizovana. U ǌihovoj realizaciji, posredno i neposredno, uqestvuju
praktiqno svi izvo±aqi nastave iz matematike i raqunarstva u osnovnim i sredǌim xkolama,
kao i oni zaposleni u raznim prosvetnim institucijama, a neposrednu organizaciju i kontrolu
izvode Dr¼avne komisije za takmiqeǌa (ima ih ukupno qetiri).

Ne postoje sasvim precizni podaci o broju uqenika koji se takmiqe, ali sigurno je da na
poqetnim stupǌevima, na sva qetiri vida takmiqeǌa ukupno, uqestvuje godixǌe vixe desetina
hiǉada takmiqara. Kroz oxtru selekciju, od xkolskih i opxtinskih tajmiqeǌa, preko okru¼nih
i dr¼avnih, do Srpskih matematiqkih olimpijada dolazi ukupno oko 100 najboǉih, da bi se
u olimpijske ekipe koje predstavǉaju Srbiju na me±unarodnim takmiqeǌima iz matematike i
raqunarstva plasiralo ǌih 25.

2. Kratak istorijat

Druxtvo matematiqara Srbije je neposredno po ustrojstvu takmiqeǌa za uqenike sredǌih
xkola (krajem pedesetih godina proxlog veka) zapoqelo sa organizacijom matematiqkih tak-
miqeǌa uqenika osnovnih xkola. Xezdestih godina takmiqeǌa su se odvijala na xkolskom,
opxtinskom i me±uopxtinskom nivou. Kada su takmiqeǌa postigla dovoǉnu masovnost prirodno
je bilo otpoqeti i sa republiqkim takmiqeǌima.

Prvo Republiqko takmiqeǌe iz matematike za uqenike osnovnih xkola odr¼ano je 4. juna
1967. godine na Prirodno-matematiqkom fakultetu u Beogradu. Narednih godina takmiqeǌa su
dobila na zamahu. Na 4. Republiqkom takmiqeǌu 1970. godine po prvi put osim 65 uqenika VIII
razreda, uqestvovalo je i 85 uqenika VII razreda.

Matematiqka takmiqeǌa su se tih godina uspexno odvijala i u drugim republikama ,,pret-
hodne“ Jugoslavije, tako da je ta ista 1970. godina karakteristiqna i po tome xto je 14. juna 1970.
godine odr¼ano i 1. Savezno takmiqeǌe mladih matematiqara Jugoslavije za uqenike osnovnih
xkola. Organizator i dugo zatim pokroviteǉ takmiqeǌa je bio ,,Matematiqki list za uqenike
osnovnih xkola“.

Prvo republiqko takmiqeǌe koje je odr¼ano van Beograda je bilo osmo, koje je odr¼ano
1974. godine u Nixu. Prvo savezno takmiqeǌe koje je organizovano van Beograda je bilo peto,
koje je odr¼ano u Tuzli 1976. godine.
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Uqenici VI razreda ukǉuqeni su u republiqka takmiqeǌa poqev od 14. takmiqeǌa koje je
realizovano u Aran±elovcu 1980. godine. Na saveznim takmiqeǌima uqenici VI razreda su
prisutni tek od 27. takmiqeǌa u Loznici.

U to vreme su ura±eni i priruqnici za dodatnu nastavu matematike za V i VI, odnosno VII
i VIII razred. Osmixǉavaǌe celog ovog sistema, koncepcijska postavka, ure±ivaǌe priruqnika
i okupǉaǌe oko svih ovih ideja velikog broja veoma struqnih saradnika je veliki i nemerǉiv
doprinos prof. dr Milice Ili�-Dajovi�.

Predsednici Republiqkih (kasnije Dr¼avnih) komisija za takmiqeǌa uqenika osnovnih xko-
la bili su Bogoǉub Marinkovi�, Ilija Mitrovi�, Vojislav Andri�, dr Dragoslav ǈubi�,
Milan Jovanovi�, dr Branislav Popovi� i dr Zoran Kadelburg.

Va¼na novina je uvedena 1986. godine – svake godine se na dan Dr¼avnog takmiqeǌa ob-
javǉuje tzv. Bilten, taqnije zbirka rexenih zadataka sa svih takmiqeǌa uqenika osnovnih xkola
odr¼anih te godine.

Osim Matematiqkog lista za uqenike osnovnih xkola, koji je u toku svih proteklih godina
godina bio jedan od kǉuqnih oslonaca talentovanim uqenicima i nastavnicima u pripremi za
matematiqka takmiqeǌa, dosta doprinosa dale su i specijalizovane zbirke zadataka sa materi-
jalom sa prethodnih takmiqeǌa, objavǉene prete¼no u ediciji Materijali za mlade matema-
tiqare. Posebno se istiqe zbirka svih rexenih zadataka iz 10 proteklih godina koja se, pod
raznim nazivima i stalno obnavǉana, objavǉuje od 1997. godine i dosad je izdata u ukupno vixe
desetina hiǉada primeraka.

Druxtvo matematiqara Srbije je bilo inicijator i prvi organizator Juniorskih balkan-
skih matematiqkih olimpijada. Prva Balkanijada je organizovana u Beogradu 1997. godine,
a predsednik organizacionog odbora bio je dr Vladimir Mi�i�. Balkanijade se otada redovno
odr¼avaju svake godine, a Srbija je bila doma²in jox dva puta (Novi Sad 2004, Beograd 2015).

Za izbor ekipe za Balaknijadu u poqetku su organizovana posebna izborna takmiqeǌa,
obiqno odmah posle Saveznog takmiqeǌa. Tu ulogu su, poqev od 2007. godine, preuzele Srpske
matematiqke olimpijade na kojima uqestvuje dvadesetak najuspexnijih uqenika straosti do 15,5
godina (xto je gorǌa starosna granice za uqex²e na Balkanijadi).

ZADACI NA 1. REPUBLIQKOM TAKMIQEǋU
MLADIH MATEMATIQARA OSNOVNIH XKOLA

BEOGRAD – 4. jun 1967.

8. RAZRED

1. Dat je sistem jednaqina:

(2x− 3)(y + 1)− (x− 2)(2y + 1) = 3m− 2
x + y

2
− 2x− y

6
= m + 0,5.

a) Rexiti ovaj sistem smatraju²i m poznatim brojem.

b) Odrediti numeriqku vrednost za m tako da bude
x

3
= y − 3.

2. Poǉoprivredno dobro zasejalo je pxenicom tri ǌive. Povrxina prve ǌive iznosi 37% od

ukupne povrxine sve tri ǌive, a povrxine druge i tre²e ǌive odnose se kao 1
2
5

: 3,5. Povrxina
prve ǌive je ve²a od povrxine druge ǌive za 4,56 hektara. Odrediti ukupnu povrxinu koju je
poǉoprivredno dobro zasejalo pxenicom i povrxinu svake ǌive posebno.

3. Du¼ AB ima du¼inu 4 cm. Iz krajǌih taqaka A i B te du¼i opisane su kru¼nice
polupreqnikom AB. Neka je M jedna od ǌihovih preseqnih taqaka. U tako dobijeni ,,krivoli-
nijski trougao“ ABM upisana je kru¼nica. Odrediti polupreqnik te upisane kru¼nice.
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4. Komad leda koji ima oblik kvadra dimenzija 0,60m; 0,60m i 0,40m stavǉen je u cilin-
driqni sud preqnika 90 cm. Kolika ²e biti visina sloja vode u tom sudu poxto se led istopi?

Specifiqna te¼ina leda je 0,92
G

cm3
.

5. Data je du¼ MN = 2a.

a) Konstruisati polukru¼nicu kojoj je preqnik MN i na ǌoj odrediti taqku P koja tu
polukru¼nicu deli u razmeri 1 : 2.

b) Izraqunati obim i povrxinu trougla MNP u funkciji od a.

v) Odrediti povrxinu i zapreminu tela koje nastaje obrtaǌem trougla MNP oko stranice
MN .

g) Odrediti razmeru zapremina tela koja nastaju obrtaǌem trougla MNP oko stranica
MN i MP .

3. Aktuelni sistem takmiqeǌa

Aktuelni sistem takmiqeǌa je dobro poznat, pa se ovde ne²emo zadr¼avati na detaǉima.
Ukratko, organizuju se xkolska i opxtinska takmiqeǌa (za uqenike od 3. do 8. razreda OX),
okru¼na (gradska) za uzrast 4–8. razred, dr¼avna (6–8. razred) i, najzad, Srpska matematiqka
olimpijada za uqenike osnovnih xkola na kojoj uqestvuju uqenici 7. i 8. razreda koji su ostvar-
ili najboǉe rezultate na dr¼avnom takmiqeǌu, kao i uqenici 1. razreda sredǌih xkola koji
nisu stariji od 15,5 godina u trenutku odr¼avaǌa Juniorske balkanijade (ovo posledǌe jer je
to uslov na uqestvovaǌe na JBMO).

Broj takmiqara na prva tri stupǌa takmiqeǌa je uslovǉen prostornim i tehniqkim uslovi-
ma organizacije. Na dr¼avnom takmiqeǌu uqestvuje oko 300 uqenika (po sto iz svakog od tri
razreda), a na JSMO ǌih dvadesetak, odre±enih na osnovu preciznih pravila koja propisuje
Pravilnik o takmiqeǌima DMS.

Zadatke za sve stupǌeve takmiqeǌa sastavǉa Dr¼avna komisija za takmiqeǌa iz matem-
atike uqenika osnovnih xkola koja obiqno broji 8–10 qlanova i koju imenuje Izvrxni odbor
DMS. Za xkolsko takmiqeǌe dozvoǉeno je da xkolski aktivi matematike sastave svoje posebne
zadatke. Posebno je fiksirano da deo zadataka na ni¼im stupǌevima takmiqeǌa mora da bude na
neki naqin uzet iz Matematiqkog lista za uqenike osnovnih xkola – ovo je uqiǌeno kao pomo²
uqenicima, od kojih se mnogi po prvi put susre²u sa nestandardnim takmiqarskim zadacima, a
nemaju odgovaraju²u pomo² u svojim sredinama.

Radove uqenika na svim takmiqeǌima pregledaju odgovaraju²e takmiqarske komisije. Mada
Dr¼avna komisija uz zadatke xaǉe i skice rexeǌa i kratka uputstva za bodovaǌe, jasno je
da se tako ne mo¼e obezbediti potpuna uniformnost kriterijuma. Uz to su mogu²e i grexke
pregledaqa, posebno zbog velikog broja takmiqara i qesto dosta kratkih rokova za pregledaǌe.

Zbog svega ovoga je predvi±ena i mogu²nost prigovora na dodeǉeni broj bodova. Prigovore
pregledaju posebno odre±ene komisije (obiqno sastavǉene od qlanova takmiqarskih komnisija),
s tim da je, bar teorijski, obavezno da svaki prigovor pregleda najmaǌe dva qlana. Qesto su
uqenici, ili ǌihovi nastavnici (a jox qex²e roditeǉi), nezadovoǉni i odlukama komisija za
prigovore, no s obzirom na kratke rokove i qiǌenicu da takmiqeǌa moraju da se daǉe odvijaju,
predvi±eno je da je odgovor komisije za prigovor konaqan. O jednom mogu²em izuzetku bi²e reqi
u narednom odeǉku.

4. Neke uvedene i neke predlo�ene novine

Sistem takmiqeǌa se u proteklih 50 i vixe godina neprestano dora±ivao i unapre±ivao. Od
takmiqeǌa samo uqenika 7. i 8. razreda (na ni¼im stupǌevima) i samo 8. razreda za Republiqkom
takmiqeǌu, doxlo se vremenom do danaxǌe organizacije koja obuhvata uqenike od 3. do 8. razreda
OX. Mixǉeǌa smo da se tu treba i zaustaviti, bar kada je ovaj tip takmiqeǌa u pitaǌu
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(takmiqeǌa uqenika mla±ih uzrasta su mogu²a na revijalnom nivou, kakvo je npr. takmiqeǌe
,,Kengur“).

Jednu od velikih novina je svojevremno predstavǉalo uvo±eǌe mogu²nosti prigovora (to se
desilo osamdesetih godina proxlog veka – pre toga tako nexto nije postojalo). Koliko god je to
oqigledno potrebno i opravdano, zbog skoro neizbe¼nih grexaka komisija pri prvom pregledaǌu,
ovakva mogu²nost je postala svojevrsna ,,no²na mora“ svih takmiqarskih komisija. Praktiqno
je nemogu²e spreqiti uqenike (kao i ǌihove nastavnike i roditeǉe) da ula¼u prigovore koji
su u velikoj ve²ini sluqajeva neopravdani, ali moraju biti pregledani. Apeli nastavnicima
da savetuju uqenike da ne ula¼u prigovor kad je on oqigledno neutemeǉen uglavnom nemaju
odjeka. Ovo je posebno izra¼eno na Dr¼avnom takmiqeǌu gde se oqekuje da se konaqni rezultati
takmiqeǌa objave u toku istog dana kada je takmiqeǌe odr¼ano. Na¼alost, pritisak koji stvara
veliki broj prigovora stvara i mogu²nost nedovoǉno pa¼ǉivog pregledaǌa qak i onih prigovora
gde mo¼da postoji potreba za ispravkom.

Na¼alost, postoje uqenici, pa qak i nastavnici koji ni posle obrazlo¼enih (negativnih)
odgovora na ǌihove prigovore nisu ube±eni. O jednom takvom sluqaju koji je stigao i do novina
bi²e reqi u prikazu zadataka sa ovogodixǌeg Dr¼avnog takmiqeǌa.

U vezi sa prethodnim, ove godine je u Pravilnik uneta jedna novina za koju tek treba videti
kako ²e izgledati u praksi i da li ²e biti zadr¼ana. Naime, Dr¼avna komisija je u proteklih
nekoliko godina dobijala izvestan prigovora na bodovaǌa zadataka na okru¼nim takmiqeǌima.
Strogo gledano, takve prigovore nije trebalo pregledati, ali je texko bilo i odbiti ih kada se
ustanovilo da je zaista uqiǌena grexka koja je mogla uticati na plasman uqenika na Dr¼avno
takmiqeǌe (takvih je sluqajeva obiqno bilo nekoliko, najvixe 2–3).

S druge strane, Dr¼avna komisija je i ranije tra¼ila na uvid radove svih uqenika koji su
kandidati za plasman na Dr¼avno takmiqeǌe, no do sada se qinilo da nema potrebe da se tu vrxi
neka revizija (u smislu smaǌivaǌa dodeǉenih poena), niti je to bilo predvi±eno Pravilnikom.
Me±utim, ove godine smo zapazili neke neoqekivane rezultate na pojedinim zadacima u pojedinim
okruzima. Detaǉnim pregledom smo ustanovili da je zaista bilo nekoliko sluqajeve neopravdano
mnogo dodeǉenih poena.

Zbog navedenog, ove godine su u Pravilnik uneta slede²e odrednice:

,,Dr¼avna komisija ima pravo da dostavǉene radove [sa okru¼nih takmiqeǌa] ponovo pre-
gleda i da, u ciǉu ujednaqavaǌa kriterijuma, izvrxi reviziju dodeǉenih poena.“

,,Na rezultate okru¼nog takmiqeǌa 6, 7. i 8. razreda mogu²e je ulo¼iti prigovor Dr¼avnoj
komisiji u roku od 5 dana od odr¼avaǌa okru¼nog takmiqeǌa. Pismeni i obrazlo¼eni prigovor
mo¼e da ulo¼i uqenikova xkola, a prigovor potpisuje predmetni nastavnik uqenika.“

II deo – ZADACI

U drugom delu bi²e prikazana rexeǌa izabranih zadataka sa takmiqeǌa osnovaca u protek-
loj xkolskoj godini, i to sa Dr¼avnog takmiqeǌa, Srpske i Balkanske (juniorske) matematiqke
olimpijade. Da²emo statistiku rexivosti tih zadataka, a osvrnu²emo se i na tipiqne grexke
uqenika, posebno one zbog kojih je bilo najvixe neopravdanih prigovora.

DR�AVNO TAKMIQEǋE 2016.

VI razred

1. Dijagonale deltoida sa ǌegovim stranicama zaklapaju osam uglova. Dva od tih osam
uglova su 78◦ i 43◦. Odredi uglove deltoida.
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2. Neka su a1 < a2 < · · · < a2015 uzastopni celi brojevi takvi da je

a1 − a2 + a3 − a4 + · · ·+ a2013 − a2014 + a2015 = 2016

(naizmeniqno se re±aju znakovi + i −). Izraqunaj vrednost izraza

a1008

4
· a1948

a866 − a127
.

3. Na tabli su napisana dva prirodna broja. Marko je pomno¼io prvi broj sa zbirom
cifara drugog i dobio broj

201620162016201620162016,

a Ilija je pomno¼io drugi broj sa zbirom cifara prvog i dobio broj

201720172017201720172017.

Doka¼i da je bar jedan od ǌih pogrexio u raqunu.

4. U ravni je dato 27 taqaka, takvih da je 7 obojeno crvenom, a po 10 plavom i zelenom
bojom. Ako me±u ovim taqkama ne postoje 3 taqke koje pripadaju jednoj pravoj, koliko je odre±eno
trouglova qija su temena obojena sa taqno dve razliqite boje?

5. Trougao ABC je oxtrougli. Neka su AD i BE visine, H ortocentar, M sredixte
stranice AB i G sredixte du¼i CH. Doka¼i da je prava MG simetrala du¼i DE.

VII razred

6. Neka su a, b i c cifre takve da je jedan od dvocifrenih brojeva ab, bc i ca aritmetiqka
sredina druga dva. Doka¼i da je a = b = c.

7. Na jednom xahovskom turniru svaki igraq je igrao sa svakim drugim igraqem po dve
partije. Poznato je da su neposredno pred poqetak turnira dva ili tri igraqa otkazala uqex²e,
pa je odigrano taqno 84 partije maǌe nego xto je planirano. Koliko igraqa je ostalo na turniru?

8. Odredi sve trojke pozitivnih realnih brojeva a, b i c takve da je

abc = 1 i ab + bc + ca + a + b + c = 6.

9. Neka su A′ i B′ podno¼ja normala iz krajǌih taqaka A i B preqnika AB datog kruga
k na proizvoǉnu tangentu tog kruga. Doka¼i da je zbir du¼i AA′ + BB′ konstantan, tj. da ne
zavisi od izbora tangente.

10. Dat je kvadrat ABCD stranice a. Na stranici AB data je taqka E takva da je
AE : EB = 2 : 1. Neka je F proizvoǉna taqka dijagonale BD. Doka¼i da je

AF + EF > a
√

10
3

.

VIII razred

11. Odredi sve prirodne brojeve n takve da je

24 · 316 + 52 · 314 + 3n

kvadrat nekog prirodnog broja.
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12. Odredi nepoznati broj xyzt ako za ǌegove cifre va¼e slede²e jednakosti:

xt + zt = 18, xz + tz = 8, xz + xt = 14, x · y · z · t = 0.

13. Data je kocka ABCDA1B1C1D1 qija je zapremina 1000 cm3. Neka su E, F, G,H, I, J
redom sredixta ivica BC, CD, DD1, D1A1, A1B1, B1B.

a) Doka¼i da taqke E,F, G, H, I, J pripadaju jednoj ravni.

b) Izraqunaj povrxinu i zapreminu piramide AEFGHIJ .

14. Perica i Joca su uxli u uqionicu i videli da je na tabli napisano
SRPSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Oni su se dogovorili da igraju slede²u igru. Naizmeniqno ²e brisati slova tog zapisa,
pri qemu se jednim potezom mo¼e izbrisati samo nekoliko istih slova (bar jedno i ne moraju
sva ista slova da se izbrixu). Pobednik je igraq koji izbrixe posledǌe slovo. Perica poqiǌe
prvi. Koji igraq ima pobedniqku strategiju?

15. Prava p sadr¼i ortocentar H oxtrouglog trougla ABC i seqe ǌegove stranice AB i
CA, pri qemu stranicu CA u taqki P . Prava q tako±e sadr¼i taqku H, normalna je na p i seqe
stranice AB i BC, pri qemu stranicu BC u taqki Q. Prava kroz A paralelna sa q i prava
kroz B paralelna sa p seku se u taqki R. Doka¼i da su taqke P , Q i R kolinearne.

Statistika rexivosti zadataka i distribucija poena

6. razred

zadatak 1. 2. 3. 4. 5. Ukupno

bodovi 10,09 12,63 2,84 13,7 5,2 44,46
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7. razred

zadatak 1. 2. 3. 4. 5. Ukupno

bodovi 8,14 11,29 6,11 13,99 4,1 43,63

8. razred

zadatak 1. 2. 3. 4. 5. Ukupno

bodovi 5,72 19,13 9,9 4,69 0,62 40,06
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DESETA SRPSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

16. Dat je trougao ABC sa pravim uglom kod temena C. Neka je D podno¼je visine trougla
iz temena C, a k kru¼nica koja dodiruje du¼ BD u taqki E, du¼ CD u taqki F i opisanu
kru¼nicu trougla ABC u taqki G.

a) Dokazati da su taqke A, F i G kolinearne.

b) Izraziti polupreqnik kru¼nice k u zavisnosti od du¼ina stranica datog trougla ABC.

17. Odrediti minimalni broj delilaca koji u skupu prirodnih brojeva mo¼e imati broj
oblika |2016m − 36n|, gde su m i n prirodni brojevi.

18. U dva susedna poǉa (dimenzija 1× 1) kvadratne table 10× 10 nalazi se blago. Perica
treba da pogodi koja su to poǉa. Jednim potezom on mo¼e da izabere neko poǉe table i da dobije
informaciju da li se u ǌemu nalazi blago ili ne. Odrediti minimalni broj poteza koji je, uz
odgovaraju²u strategiju, uvek dovoǉan da Perica sa sigurnox²u odredi poǉa u kojima se blago
nalazi.

19. Dokazati da za pozitivne realne brojeve a, b, c va¼i nejednakost

2a√
3a + b

+
2b√

3b + c
+

2c√
3c + a

6
√

3(a + b + c).

Dodatno izborno takmiqeǌe

20. Dokazati da za sve pozitivne realne brojeve x, y, z va¼i nejednakost

x2

y2
+

y2

z2
+

z2

x2
> z − y

x
+

x− z

y
+

y − x

z
+ 3.

21. Unutar trougla ABC odabrana je proizvoǉna taqka X. Prave AX, BX, CX po drugi
put seku kru¼nicu opisanu oko trougla ABC redom u taqkama P,Q, R. Neka je K proizvoǉna
taqka du¼i XP . Prave kroz K paralelne sa AB i AC seku redom XQ i XR u taqkama M i N .
Dokazati da taqke R, Q,M i N pripadaju jedoj kru¼nici.
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22. Odrediti sve prirodne brojeve a, b, c takve da va¼i

2001a + 15b = 2016c.

DVADESETA JUNIORSKA BALKANSKA
MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Slatina (Rumunija), 2016.

23. Trapez ABCD (AB ‖ CD, AB > CD) opisan je oko kru¼nice. Upisana kru¼nica
trougla ABC dodiruje stranice AB i AC u taqkama M i N , redom. Dokazati da centar
upisane kru¼nice trapeza ABCD pripada du¼i MN .

24. Dokazati da za pozitivne realne brojeve a, b, c va¼i nejednakost

8
(a + b)2 + 4abc

+
8

(b + c)2 + 4abc
+

8
(c + a)2 + 4abc

+ a2 + b2 + c2 > 8
a + 3

+
8

b + 3
+

8
c + 3

.

25. Odrediti sve trojke (a, b, c) celih brojeva takve da je broj

N =
(a− b)(b− c)(c− a)

2
+ 2

stepen broja 2016 sa nenegativnim izlo¼iocem.

26. Za tabelu 5 × 5 ka¼emo da je regularna ako svako ǌeno poǉe sadr¼i jedan od qetiri
data me±usobno razliqita realna broja, takva da se svaki od ǌih pojavǉuje taqno jednom u
svakoj 2×2 podtabeli. Zbir svih brojeva u regularnoj tabeli zove se ukupan zbir te tabele. Za
svaka qetiri broja konstruisane su sve mogu²e regularne tabele i izraqunati ǌihovi ukupni
zbirovi. Odrediti maksimalni mogu²i broj rezultata.

Rexeǌa

1. Razlikujemo 4 sluqaja prema tome koja od dijagonala zaklapa koji ugao (sa jednom stran-
icom deltoida).

Prvi sluqaj. Oba ugla su na dijagonali d1 (slika). Tada su
dva ugla 2 · 78◦ = 156◦ i 2 · 43◦ = 86◦, a druga dva su jednaka i
iznose (360◦ − (156◦ + 86◦)) : 2 = 59◦.
Drugi sluqaj. Oba ugla su na dijagonali d2. Tada imamo dva
jednaka ugla 78◦+43◦ = 121◦, a glavna dijagonala sa stranicama
zaklapa uglove od 90◦− 78◦ = 12◦ i 90◦− 43◦ = 47◦ pa su uglovi
kod krajeva glavne dijagonale od 24◦ i 94◦.

Sl. uz zad. 1

Tre²i sluqaj. Ugao od 78◦ je na dijagonali d1, a ugao od 43◦ na dijagonali d2. Drugi ugao
na dijagonali d1 bi²e 47◦, a na dijagonali d2 12◦, pa su uglovi deltoida: 156◦, 94◦, 55◦, 55◦.

Qetvrti sluqaj. Ugao od 43◦ je na dijagonali d1, a ugao od 78◦ na dijagonali d2. Drugi
ugao na dijagonali d1 bi²e 12◦, a na dijagonali d2 47◦, pa su uglovi deltoida: 86◦, 24◦, 125◦,
125◦.

2. Kako su brojevi uzastopni, to je a1 − a2 = a3 − a4 = · · · = a2013 − a2014 = −1. Zato je
−1007+a2015 = 2016, odakle je a2015 = 3023, pa je a1 = 1009 i va¼i a1008 = 1009+1007 = 2016.
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Analogno je a1948 = 2956, a866 − a127 = 865− 126 = 739, a vrednost tra¼enog izraza je
a1008

4
· a1948

a866 − a127
=

2016
4

· 2956
739

= 2016.

3. Neka su a i b dati brojevi, a s(a) i s(b) redom zbirovi ǌihovih cifara. Primetimo da
je broj as(b) = 201620162016201620162016 deǉiv sa 9 (jer mu je zbir cifara deǉiv sa 9), a broj
bs(a) = 201720172017201720172017 nije deǉiv sa 9 (jer mu je zbir cifara 60). Ako je Markov
raqun taqan, onda ili je jedan od brojeva a i b deǉiv sa 9 ili su oba deǉiva sa 3. I u jednom
i u drugom sluqaju je i bs(a) deǉiv sa 9, xto je kontradikcija.

4. Trouglove qija su temena obojena u taqno dve boje, od tri date, mo¼emo podeliti u tri
grupe tako da u svakoj od ǌih budu oni koji imaju po dve temena jedne boje, a tre²e teme je
obojeno jednom od preostale dve boje. Razmotrimo odgovaraju²e sluqajeve.

1◦ [trouglovi qija su dva temena crvena, a tre²e bilo koje druge boje] Broj razliqitih
izbora dva temena crvene boje isti je kao i broj du¼i odre±enih taqkama te boje, a to je (7 · 6) :
2 = 21. Tre²e teme mo¼e biti odabrano na 20 razliqitih naqina. Dakle, takvih trouglova ima
21 · 20 = 420.

2◦ [trouglovi qija su dva temena plave, a tre²e bilo koje druge boje] Temena plave boje
mo¼emo odabrati na (10 ·9) : 2 = 45 naqina, a tre²e teme na 17 naqina. Dakle, takvih trouglova
ima 45 · 17 = 765.

3◦ [trouglovi qija su dva temena zelene, a tre²e bilo koje druge boje] Na isti naqin kao u
sluqaju 2◦ se dobija da postoji 765 takvih trouglova.

Dakle, ukupan broj tra¼enih trouglova je 420 + 765 +
765 = 1950.
5. Kako je M sredixte zajedniqke hipotenuze pravouglih
trouglova ABE i ABD, to su du¼i ME i MD jednake kao
polupreqnici opisanih kru¼nica oko ovih trouglova. Analog-
no iz pravouglih trouglova CHE i CHD, du¼i GE i GD su
jednake jer je G sredixte hipotenuze. Dakle, obe taqke M i
G su podjednako udaǉene od krajeva du¼i DE, te one odre±uju
ǌenu simetralu.

Sl. uz zad. 5

6. Prvo rexeǌe. Zbog simetriqnosti izraza mo¼emo, ne smaǌujui opxtost, pretpostaviti
da je a 6 b 6 c. Ako je pritom a < b = c, onda je ab < ca < bc, pa je ca = ba aritmetiqka
sredina brojeva ab i bc = bb, tj. 2 · ba = ab + bb, odnosno 20b + 2a = 10a + 12b, odakle je a = b,
suprotno pretpostavci. U ostalim mogu²im sluqajevima bc ²e biti aritmetiqka sredina druga
dva broja, tj. 2 ·bc = ab+ca, odnosno 20b+2c = 11a+10c+b, tj. 19b = 11a+8c. S obzirom da su
b i c ve²i ili jednaki od a, mo¼emo staviti da je b = a+d i c = a+ e, gde su d i e jednocifreni
brojevi. Imamo 19(a + d) = 11a + 8(a + e), dakle 19d = 8e. Odavde 19 | 8e, pa je e = 0. Sada je
a 6 b 6 c = a + e = a, pa je a = b = c.

Drugo rexeǌe. Pretpostavimo da je, na primer, 2 · bc = ab + ca (ostali sluqajevi se
razmatraju na isti naqin). Kao u prvom rexeǌu se dobija da mora da va¼i 19b = 11a + 8c,
odnosno 19b − 11a = 8c. Kako je desna strana prethodne jednakosti deǉiva sa 8, to mora biti
i leva. U narednim tablicama su dati ostaci brojeva 11a i 19b pri deǉeǌu sa 8 (u zavisnosti
od vrednosti cifara a i b):

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9

11a 3 6 1 4 7 2 5 0 3

b 1 2 3 4 5 6 7 8 9

19a 3 6 1 4 7 2 5 0 3

Vidimo da brojevi 19b i 11a daju isti ostatak pri deǉeǌu sa 8 (xto je neophodno da bi
19b − 11a bilo deǉivo sa 8) samo u sluqaju kada je a = b (a tada je oqigledno i c = a = b).
Sluqajevi a = 1, b = 9, odnosno a = 9, b = 1 daju nemogu²e vrednosti za c.
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7. Da je na turniru igralo n igraqa, bilo bi odigrano n(n−1) partija. Turnir je odigran
sa maǌe igraqa nego xto je planirano, pa je odigrano (n− 2)(n− 3) partija ako su odustala dva
igraqa ili (n− 3)(n− 4) partija ako su odustala tri. U prvom sluqaju, iz

n(n− 1)− (n− 2)(n− 3) = n2 − n− (n2 − 5n + 6) = 4n− 6 = 84

je n = 22,5. U drugom sluqaju, iz

n(n− 1)− (n− 3)(n− 4) = n2 − n− (n2 − 7n + 12) = 6n− 12 = 84

je n = 16. Dakle, prvi sluqaj odbacujemo, a iz drugog zakǉuqujemo da je na turniru ostalo 13
igraqa.

8. Prvo rexeǌe. Zamenom ab =
1
c
, bc =

1
a
, ca =

1
b

i 6 = 2 + 2 + 2 dobijamo da je

ab + bc + ca + a + b + c− 6 = a− 2 +
1
a

+ b− 2 +
1
b

+ c− 2 +
1
c

=
(√

a− 1√
a

)2

+
(√

b− 1√
b

)2

+
(√

c− 1√
c

)2

> 0,

pri qemu jednakost va¼i samo kada su svi sabirci jednaki nuli, a to je mogu²e samo za a = b =
c = 1.

Drugo rexeǌe. Primenom nejednakosti izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine za bro-
jeve ab, bc, ca, a, b, c dobijamo da va¼i

ab + bc + ca + a + b + c

6
> 6
√

ab · bc · ca · a · b · c = 6
√

a3b3c3 = 6
√

1 = 1,

tj. ab + bc + ca + a + b + c > 6. Kako, po pretpostavci, u prethodnoj nejednakosti mora da va¼i
jednakost, to su brojevi ab, bc, ca, a, b, c jednaki me±u sobom, pa je a = b = c = 1.

9. Iz uslova zadatka je AA′ ⊥ A′B′ i BB′ ⊥ A′B′ pa je qetvorougao ABB′A′ pravougli
trapez (slika). Oznaqimo sa O centar kruga, a sa T taqku u kojoj tangenta dodiruje krug (OT = r
je polupreqnik kruga). Kako je tangenta normalna na polupreqnik kruga u taqki dodira, to je i
OT ⊥ A′B′. Sada je AA′ ‖ BB′ ‖ OT . Kako je O sredixte du¼i AB, to je OT sredǌa linija
trapeza i va¼i AA′ + BB′ = 2OT = 2r. Dakle, tra¼eni zbir ne zavisi od izbora tangente i
jednak je preqniku kruga.

Sl. uz zad. 9 Sl. uz zad. 10

10. Zbog simetriqnosti kvadrata u odnosu na dijagonalu BD je AF = CF (slika). Zato je
zbir AF +FE najmaǌi kada je zbir CF +FE najmaǌi. To se posti¼e za {F} = {F1} = CE∩BD.
Iz AE : EB = 2 : 1 dobijamo EB =

a

3
. Sada je

AF + FE > CE =

√(a

3

)2

+ a2 =
a
√

10
3

.

11. Dati broj se mo¼e zapisati kao A = 314 · (24 · 32 +52)+ 3n = 169 · 314 +3n. Razmotrimo
tri mogu²a sluqaja.
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1) n < 14. Ako bi bilo A = 3n · (169 · 314−n + 1) = x2 za neki prirodan broj x, morali bi
3n i 169 · 314−n + 1 da budu kvadrati (jer su uzajamno prosti). Me±utim, tada bi n morao da
bude paran broj, a kako je broj 169 · 314−n + 1 paran, on bi mogao da bude kvadrat samo ako je
deǉiv sa 4. On to nije jer se lako proverava da (za parno n) pri deǉeǌu sa 4 daje ostatak 2.

2) n = 14. Neposredno se vidi da 314 · (169 + 1) nije kvadrat prirodnog broja.

3) n > 14. Sada treba da bude A = 314 · (169+3n−14) = x2, pa i 169+3n−14 = y2. Odatle je
3n−14 = (y−13)(y+13). Kako se brojevi y−13 i y+13 razlikuju za 26, ne mogu oba biti stepeni
trojke, izuzev u sluqaju kada je y − 13 = 1, y + 13 = 27 (tj. y = 14). Direktno se proverava da
je n = 14 + 3 = 17 (jedino) rexeǌe zadatka.

12. Iz prve tri jednakosti zakǉuqujemo da cifre x, z i t moraju biti razliqite od 0, pa
je iz qetvrte jednakosti y = 0.

Sabiraǌem prve tri jednakosti dobijamo xz + xt + zt = 20. Sada se jednostavno dobija
xz = 2, xt = 12 i zt = 6 (∗). Mno¼eǌem posledǌe tri jednaqine dobijamo (xzt)2 = 144, odakle
je xzt = 12. Iz posledǌe jednakosti i (∗) je x = 2, z = 1 i t = 6. Tra¼eni broj je 2016.

13. a) Du¼i AE, AF , AG, AH, AI, AJ kao i du¼i C1E, C1F , C1G, C1H, C1I, C1J su
hipotenuze pravouglih trouglova qije su katete jednake ivici odnosno polovini ivice kocke
(slika). To znaqi da su taqke E, F , G, H, I, J podjednako udaǉene od taqaka A i C1, odnosno
da se nalaze u ravni koja je normalna na dijagonalu AC1 i polovi istu, tj. komplanarne su.

b) Navedenih xest taqaka su temena pravilnog xestougla i

jedna stranica tog xestougla je
a
√

2
2

= 5
√

2 cm. Visina pi-

ramide je polovina dijagonale kocke, tj.
a
√

3
2

= 5
√

3 cm. Du-

¼ina apoteme je tri qetvrtine dijagonale kvadrata (strane

kocke) i iznosi h =
15
2
√

2 cm. Zapremina piramide je 375 cm3,

a povrxina 75(3 +
√

3) cm2.
Sl. uz zad. 13

14. Perica (prvi igraq) ima pobedniqku strategiju. On prvim potezom brixe pet slova A
(kojih ima 6). Na tabli ostaju po 3 slova I i M, po dva slova K, P, S i T i po jedno slovo
A, D, E, J, L, O, R i Q. Zatim izvrxi sparivaǌe slova, tako da se oba slova u okviru istog
para javǉaju isti broj puta. Daǉe odgovara simetriqno – ako Joca izbrixe jedan ili vixe
primeraka jednog slova, Perica radi to isto sa drugim slovom iz istog para.

15. Neka je M presek pravih AR i HP , a N presek pravih BR i HQ. Tvr±eǌe zadatka
dobijamo ukoliko doka¼emo da su pravougli trouglovi MPR i NRQ sliqni, xto je ekvivalentno
sa

(∗) MP

MR
=

NR

NQ
.

Qetvorougao MHNR je pravougaonik, pa je MR = NH i NR = MH. Oznaqimo oxtar ugao
koji prava p gradi sa stranicom AB sa x. Uzimaju²i u obzir da prave p i q sadr¼e ortocentar
H, tada se lako raquna da trouglovi AMP i BNH imaju uglove α−90◦+x, 90◦ i 180◦−α−x,
te su zato sliqni. Iz te sliqnosti sledi

(
MP

MR
=

)
MP

NH
=

AM

BN
,

a, na analogan naqin, iz sliqnosti trouglova BNQ i AMH sledi
(

NR

NQ
=

)
MH

NQ
=

AM

BN
.

Iz posledǌe dve jednnakosti sledi jednakost (∗), pa i tvr±eǌe zadatka.
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16. (a) Neka je M sredixte hipotenuze AB trougla ABC (slika). Tada su taqke M,O, G
kolinearne. Kako je OF ⊥ CD i AB ⊥ CD, to je OF ‖ AB, pa je ]AMG = ]FOG. Dakle,
trouglovi AMG i FOG, koji su jednakokraki, imaju jednake uglove pri vrhu, pa sledi da je
]MGA = ]OGF . Sledi da su taqke A, F i G kolinearne.

Sl. uz zad. 16

(b) Ako je r tra¼eni polupreqnik, tada va¼i OM =
c

2
− r, ME = |AE − c

2
| =

|AD + r − c

2
| = |AD − OM |, AD =

b2

c
. Iz Pitagorine teoreme primeǌene na 4OME dobi-

jamo OM2 = r2 + (AD −OM)2, pa je

r2 = 2AD ·OM −AD2 =
a2b2

c2
− 2rb2

c
.

Sada je
(
r +

b2

c

)2

=
a2b2

c2
+

b4

c2
= b2, odakle je r = b− b2

c
=

b(c− b)
c

.

17. Oqigledno je da je dati broj, za proizvoǉne m i n, deǉiv sa 4 i 9. Kako se brojevi
2016m i 36n uvek zavrxavaju sa 6, dati broj se zavrxava nulom, tj. deǉiv je i sa 5. Znaqi, on je
oblika 2a · 3b · 5c ili 2a · 3b · 5c · P , gde je a, b > 2, c > 1, a P je proizvod nekih prostih brojeva
razliqitih od 2, 3 i 5.

Kako 25 | 2016, jedina mogu²nost da bude a = b = 2 jeste kada je n = 1. No, tada je
dati broj ili oblika 22 · 32 · 5c sa c > 4, ili je oblika 22 · 32 · 5c · P . U prvom sluqaju je
broj ǌegovih prirodnih delilaca najmaǌe (2 + 1)(2 + 1)(4 + 1) = 45, a u drugom je najmaǌe
(2 + 1)(2 + 1)(1 + 1)(1 + 1) = 36.

Razmotrimo sluqaj n > 2. Tada je a > 4, pa je tra¼eni broj delilaca najmaǌe
(4 + 1)(2 + 1)(1 + 1) = 30, pri qemu se ta vrednost posti¼e da m = 1, n = 2 jer tada do-
bijamo broj 2016− 362 = 720 = 24 · 32 · 5. Dakle, tra¼eni minimalni broj delilaca je 30.

18. Doka¼imo da je Perici potrebno bar 50 poteza da bi sigurno odredio poǉa sa blagom.
Podelimo datu tablu najpre na 50 ,,horizontalnih“ pravougaonika 2× 1. Bilo koji broj poteza
maǌi od 50 bi znaqio da Perica nije proverio nijedno poǉe bar jednog od tih pravougaoni-
ka. Sliqno va¼i ako je tabla podeǉena na odgovaraju²e ,,vertikalne“ pravougaonike. Kako
se ,,horizontalni“ i ,,vertikalni“ pravougaonik ne mogu poklopiti, znaqi da postoje bar dve
mogu²nosti za susedna poǉa u kojima se nalazi blago, pa Perica ne mo¼e sa sigurnox²u re²i
koja su to poǉa.

Doka¼imo da je navedeni broj poteza dovoǉan. Obojimo poǉa table crno-belo na xahovski
naqin – svakako, poǉa s blagom su jedno belo i jedno crno. Daǉe ²emo razlikovati tri vrste
poǉa: ,,centralna“ (ona koja nisu na rubu table, ǌih ima 82 = 64, od qega 32 crna), 4 ugaona i
preostala iviqna poǉa (ǌih ima 4 · 8 = 32, od toga 16 crnih). Perica prvo proverava sva crna
centralna poǉa. Ako me±u ǌima na±e poǉe s blagom, onda mu je dovoǉno da proveri 3 od ǌegova
4 susedna bela poǉa. Dakle, u ovom sluqaju je izveo najvixe 32 + 3 < 50 poteza. Ako Perica
ne na±e poǉe s blagom me±u crnim centralnim poǉima, onda proverava crna iviqna poǉa. Ako
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me±u ǌima na±e poǉe s blagom, onda mu je za nala¼eǌe drugog poǉa dovoǉno da proveri 2 od
ǌegova 3 susedna bela poǉa. Ukupan broj izvedenih poteza je najvixe 32 + 16 + 2 = 50. Najzad,
ako ne na±e crno poǉe s blagom ni me±u iviqnim, tada je sigurno da je takvo jedno od dva crna
ugaona. Bira proizvoǉno od ǌih – ako pogodi, onda je dovoǉno da proveri jedno od dva ǌegova
susedna bela poǉa; ako ne, znaqi da je tra¼eno crno poǉe ono drugo ugaono, pa je opet dovoǉno
da proveri jedno od ǌegovih susednih belih. Broj izvedenih poteza je isti kao u prethodnom
sluqaju.

19. Primenom Koxi-Xvarcove nejednakosti na brojeve
√

2a

3a + b
,

√
2b

3b + c
,
√

2c

3c + a
, odnos-

no
√

2a,
√

2b,
√

2c, dobija se nejednakost
(

2a√
3a + b

+
2b√

3b + c
+

2c√
3c + a

)2

6 4
(

a

3a + b
+

b

3b + c
+

c

3c + a

)
(a + b + c).

Nejednakost koja se dokazuje ²e zato slediti ako se doka¼e da uvek va¼i

a

3a + b
+

b

3b + c
+

c

3c + a
6 3

4
.

Proxirivaǌem prvog razlomka na levoj strani posledǌe nejednakosti sa 1/a, drugog sa 1/b i
tre²eg sa 1/c, ta nejednakost dobija ekvivalentni oblik

1
3 + x

+
1

3 + y
+

1
3 + z

6 3
4
,

gde je oznaqeno x =
b

a
, y =

c

b
, z =

a

c
(i, dakle, va¼i xyz = 1). Nakon osloba±aǌa od imenilaca

i sre±ivaǌa, ova nejednakost postaje

3(x + y + z) + 5(xy + yz + zx) > 24.

Ovo, pak, sledi iz nejednakosti x + y + z > 3 i xy + yz + zx > 3 koje se dobijaju (zbog uslova
xyz = 1) iz nejednakosti izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine, primeǌene na brojeve
x, y, z, odnosno xy, yz, zx.

20. Prvo rexeǌe. Polaze²i od nejednakosti
(x + y)(x− y)2

xy2
> 0 koja oqigledno va¼i za

sve pozitivne realne brojeve, dobijamo nejednakost

x2

y2
> 1 +

x

y
− y

x
.

Analogno se dobijaju i nejednakosti
y2

z2
> 1 +

y

z
− z

y
i

z2

x2
> 1 +

z

x
− x

z
. Sabiraǌem posledǌe

tri nejednakosti dobijamo nejednakost koja se dokazuje.

Drugo rexeǌe. Oznaqimo
x

y
= a,

y

z
= b,

z

x
= c (tada je abc = 1). Na osnovu nejednakosti

izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine dobijamo da va¼e nejednakosti a+b+c > 3 3
√

abc = 3

i
1
a

+
1
b
+

1
c

> 3 3

√
1
a
· 1
b
· 1
c

= 3, a na osnovu nejednakosti izme±u kvadratne i aritmetiqke sredine

da va¼i a2 + b2 + c2 > 1
3
(a + b + c)2. Zato je

a2 + b2 + c2 > 1
3
(a + b + c)(a + b + c)

> 1
3
· 3(a + b + c)−

(
1
a

+
1
b

+
1
c

)
+ 3 +

(
1
a

+
1
b

+
1
c
− 3

)

> a + b + c− 1
a
− 1

b
− 1

c
+ 3,

14



xto je na drugi naqin zapisana nejednakost koja se dokazuje.

21. Iz uslova datih u zadatku dobijamo da va¼i ]APR = ]ACR = ]KNC, odakle
sledi da je qetvorougao PKNR tetivan. Na isti naqin dobijamo da je i qetvorougao PQMK
tetivan. Sada, koriste²i potenciju taqke X u odnosu na opisane kru¼nice ovih trouglova (ili
iz sliqnosti odgovaraju²ih trouglova) imamo XN ·XR = XK ·XP i XK ·XP = XM ·XQ.
Odatle je XN ·XR = XM ·XQ, pa sledi da je qetvorougao QRNM tetivan.

22. Pretpostavimo da prirodni brojevi a, b, c zadovoǉavaju datu jednaqinu. Kako je 2001a ≡
1a ≡ 1 (mod 4), 15b ≡ (−1)b (mod 4) i 2016c ≡ 0 (mod 4), to broj b mora biti neparan. Sliqno,
iz 2001a ≡ (−1)a (mod 7), 15b ≡ 1b ≡ 1 (mod 7) i 2016c ≡ 0 (mod 7) sledi da broj a mora biti
neparan. Kako su 3a, 3b i 32c najve²i stepeni trojke koji, redom, dele brojeve 2001a, 15b i 2016c,
najmaǌa dva me±u ǌima moraju biti jednaki (eventualno, mogu sva tri da budu jednaka). Kako
su a i b neparni, ne mo¼e da va¼i a = 2c ni b = 2c, pa je a = b i, pri tome, a = b < 2c. Ako ovo
uvrstimo u datu jednaqinu, dobijamo

(∗) 2001a + 15a = 2016c.

Oqigledno rexeǌe ove jednaqine je a = c = 1 (pri tome, ako je jedan od brojeva a, c jednak jedan,
onda je to i drugi). Doka¼imo da je ovo rexeǌe i jedino.

Prvi naqin. Ako je a > 1 i c > 1, s obzirom da je broj a neparan, rastavǉaǌem izraza na
levoj strani i skra²ivaǌem sa 2016, dobijamo

2001a−1 − 2001a−2 · 15 + · · · − 2001 · 15a−1 + 15a = 2016c−1

(na levoj strani ima neparan broj sabiraka). Desna strana dobijene jednakosti je deǉiva sa
2016, a leva to nije, qime dobijamo kontradikciju.

Drugi naqin. Posmatraju²i jednaqinu (∗) po modulu 13 dobijamo da mora biti a = 12k+1,
k ∈ N ∪ {0}. Zatim, posmatraju²i tu jednaqinu po modulu 9, dobijamo da je c = 6k + 1. Posle
skra²ivaǌa dobija se jednaqina 667a + 5a = 672 · 224a. ǋeno jedino rexeǌe je a = 1, jer je za
a > 1 oqigledno 672 · 224a < 667a < 667a + 5a.

Jedino rexeǌe date jednaqine je a = b = c = 1.

23. Neka je I centar upisanog kruga trougla ABC i neka je R taqka preseka pravih BI i

MN (slika). Kako je ]ANM = 90◦− 1
2
]MAN i ]BIC =

90◦ +
1
2
]MAN , qetvorougao IRNC je tetivan. Sledi da

je ]BRC = 90◦ i zato je

]BCR = 90◦−]CBR = 90◦− 1
2
(180◦−]BCD) =

1
2
]BCD.

Sledi da je poluprava CR simetrala ugla DCB, pa je taq-
ka R centar upisanog kruga datog trapeza, xto dokazuje
tvr±eǌe zadatka.

Sl. uz zad. 23

24. Iz oqigledne nejednakosti 2ab 6 a2 + b2 sledi da je (a + b)2 6 2(a2 + b2), kao i 4abc 6
2c(a2+b2). Sabiraǌem posledǌe dve nejednakosti dobijamo da je (a+b)2+4abc 6 2(a2+b2)(c+1),
a odatle je

(1)
8

(a + b)2 + 4abc
> 4

(a2 + b2)(c + 1)
.

Koriste²i nejednakost izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine dobijamo da je

(2)
4

(a2 + b2)(c + 1)
+

a2 + b2

2
> 2

√
2

c + 1
=

4√
2(c + 1)

,
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kao i
c + 3

8
=

(c + 1) + 2
8

>
√

2(c + 1)
4

, tj.

(3)
4√

2(c + 1)
> 8

c + 3
.

Iz (2) i (3) sledi da je
4

(a2 + b2)(c + 1)
+

a2 + b2

2
> 8

c + 3
, xto zajedno sa (1) daje

8
(a + b)2 + 4abc

+
a2 + b2

2
> 8

c + 3
.

Sabiraǌem posledǌe nejednakosti sa dve analogne nejednakosti dobijene cikliqnom zamenom
promenǉivih a, b, c, dobija se nejednakost koja se dokazuje.

25. Pretpostavimo da za neke cele brojeve a, b, c i nenegativan ceo broj n va¼i

(a− b)(b− c)(c− a) + 4 = 2 · 2016n.

Razmotrimo najpre sluqaj n > 0 i oznaqimo a− b = −x, b− c = −y. Tada se prethodna jednakost
zapisuje kao

xy(x + y) + 4 = 2 · 2016n.

Kako je leva strana ove jednakosti deǉiva sa 7, to mora biti i desna, tj.

(∗) xy(x + y) + 4 ≡ 0 (mod 7),

odakle je 3xy(x + y) ≡ 2 (mod 7) i (x + y)3 − x3 − y3 ≡ 2 (mod 7). Lako se proverava da su,
pri deǉeǌu sa 7, mogu²i ostaci kubova celih brojeva −1, 0 i 1. Odatle sledi da jedan od brojeva
(x+y)3, x3, y3 mora biti deǉiv sa 7, pa to va¼i i za broj xy(x+y), xto je u suprotnosti sa (∗).

Dakle, ostaje jedina mogu²nost n = 0, tj. jednaqina xy(x + y) + 4 = 2, odnosno xy(x + y) =
−2. ǋena rexeǌa su (x, y) ∈ {(−1,−1), (2,−1), (−1, 2)}. Sva rexeǌa polazne jednaqine su
(a, b, c) = (k + 2, k + 1, k), k ∈ Z i ǌihove cikliqne permutacije.

26. Pokaza²emo da je tra¼eni maksimalni broj me±usobno razliqitih ukupnih zbirova
jednak 60. Doka¼imo najpre slede²e pomo²no tvr±eǌe.

Lema. U svakoj regularnoj tabeli ili svaka vrsta sadr¼i taqno dva od datih brojeva ili
svaka kolona sadr¼i taqno dva od tih brojeva.

Dokaz leme. Neka su dati brojevi x, y, z, t. Pretpostavimo da postoji vrsta V koja sadr¼i
najmaǌe tri od tih brojeva. Tada u toj vrsti mo¼emo na²i tri broja, na primer, x, y, z, na
uzastopnim pozicijama u vrsti. Prema pretpostavci da se u svakoj podtabeli 2 × 2 svaki broj
javǉa taqno jednom, u vrsti iznad V (ako takva postoji) taqno iznad brojeva x, y, z moraju biti
brojevi z, t, x, tim redom. Iznad brojeva z, t, x opet moraju biti x, y, z, tim redom. Sliqno va¼i
i za vrste koje se nalaze ispod vrste V :




∗ x y z ∗
∗ z t x ∗
∗ x y z ∗
∗ z t x ∗
∗ x y z ∗




Popuǌavaju²i na ovaj naqin celu tabelu, vidimo da svaka ǌena kolona sadr¼i taqno dva od
datih brojeva, qime je lema dokazana.

Rotiraju²i tabelu (ako je potrebno), mo¼emo pretpostaviti da svaka vrsta sadr¼i taqno
dva razliqita broja. Ako izostavimo prvu vrstu V1 i prvu kolonu K1, dobijamo tabelu 4 × 4
koju mo¼emo podeliti na 4 podtabele 2 × 2 u kojima se svaki broj javǉa taqno jednom, pa je
ukupan zbir u ǌima 4(x+y+z+ t). Preostaje da odredimo na koliko razliqitih naqina mo¼emo
upisati brojeve u vrstu V1 i kolonu K1.
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Ako sa x1, y1, z1, t1 oznaqimo broj pojavǉivaǌa brojeva x, y, z, t, redom, u V1 i K1, tada
ukupan zbir brojeva u tabeli 5× 5 iznosi

S = 4(x + y + z + t) + x1 · x + y1 · y + z1 · y + z1 · z + t1 · t.
Ako prva, tre²a i peta vrsta sadr¼e brojeve x i y, gde je x broj na poziciji (1, 1), onda druga i
qetvrta vrsta sadr¼e samo brojeve z i t, gde je sa z oznaqen broj na poziciji (2, 1) (druga vrsta,
prva kolona). Tada je x1 + y1 = 7, x1 > 3, y1 > 2, z1 + t1 = 2 i z1 > t1, pa je ({x1, y1} = {5, 2}
i {z1, t1} = {2, 0}) ili ({x1, y1} = {4, 3} i {z1, t1} = {1, 1}). Dakle, qetvorka (x1, y1, z1, t1) je
permutacija jedne od slede²ih qetvorki

(5, 2, 2, 0), (5, 2, 1, 1), (4, 3, 2, 0), (4, 3, 1, 1).

Postoji po 12 permutacija prve, druge i qetvrte od tih qetvorki, a 24 permutacija qetvorke
(4, 3, 2, 0). Dakle, postoji 60 mogu²ih razliqitih ukupnih zbirova.

Poka¼imo jox da se svaka od 60 kombinacija zaista mo¼e dobiti. Mo¼emo uzeti tri vrste
oblika xyxyx naizmeniqno sa ztztz da bismo dobili sluqaj (5, 2, 2, 0); zatim 3 vrste xyxyx
naizmeniqno sa jednom vrstom ztztz i jednom vrstom tztzt da bismo dobili sluqaj (5, 2, 1, 1).
Sluqaj (4, 3, 2, 0) dobijamo pomo²u 3 vrste xyxyz naizmeniqno sa ztztx, a sluqaj (4, 3, 1, 1) pomo²u
3 vrste xyztx naizmeniqno sa ztxyz. Uzimaju²i, na primer, x = 103, y = 102, z = 10, t = 1,
mo¼emo sve ukupne zbirove uqiniti razliqitim.

Dakle, 60 je maksimalni mogu²i broj razliqitih ukupnih zbirova.
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