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1. YBOUA

HacraBa maremaTuke cajip>xu pa3He MaTeMaTH4Ke mpobieMe KOju IpeCcTaBibajy 3rogHy MoryhHOCT 1a ce
ofpeheHn HAacTaBHU caJpxkaju TpaHCHOPMUILY y KOHKpETHE 3aJaTKe, a Ja ce pajoM Ha TUM 3ajaluMa U
IBUXOBOM pellaBamy YUYCHUIM YCMepe Ka CTUIaly 3Hamba HEONXOJHHX 3a MPUMEHY y pasHUM OO0JacTHMa
CBAaKO/IHEBHOT YKOBOTA U 32 HACTaBaK MaTEMAaTHUYKOT 00pa3oBama.

UuHM ce Ja HUjelaH HACTaBHU IMPEIMET HeMa TakBYy MOTYHHOCT Jja CBe IITO ce TeopHjcku oOpaljyje
MPaKTHYHO MPOBEPH M yBEXOa 0] OCHOBHOT JI0 HAjBHIIIET HUBOA.

3aro ce oBaj ceMuHap 0aBM MaTeMaTHYKUM NpoOIeMUMa, HUXOBOM KIaCH(PHUKAIMjOM M METoJaMa
BUXOBOT pelllaBama. PelraBame MaTeMaTHUKKX 3a7aTaka je BeoMa BakaH HACTaBHHU MPOOJIEM jep MpeacTaBiba
Haj00Jby CHMYINANWjy peliaBama mpobiema yommre. [lyp Ham je nma ykakemMo Ha MITO HIMpPU W300p MeToja
Kako OM 000TraThiIM pernepToap HaCTaBHUKA Ha OBOM IUIaHY.

2. MATEMATHUYKU ITPOBJIEMU N BHUXOBA
KITACUOUKALIMJA

VYcoBHO peueHo MaTeMaTuike mpobieMe MOKeMO TIOACTIUTH Y IBE KaTeropHje:
=  Jloka3HHM 3a1amy 1
=  KOHCTpYKTHUBHHM 3aJaLH.

Jloka3Hu 3211yl Cy OHM MaTeMaTH4KH MPoOJIeMH KO/ KOjUX C€ Ha OCHOBY HEKHX JIaTHX IM0JlaTaKka U3BOJIH,
OJTHOCHO JIOKa3yje, Jla TpaKeHH MaTeMaTHJKu objekar (u3pas, hopMmyna, Gurypa, Tejao, CKyI ...) IMa OCOOWHE
Koje Tpeba nmokazaru. Ha mpumep, ako je TO3HATO Jia je JAaTé 4eTBOPOYrao KBaJpaT, OHJA Ce O] pelaBaola
3aJlaTKa TpakM Ja Ha OCHOBY JneduHUIMje KBajapara u Beh jokasaHMx ocoOMHa KBajapara, JOKaXe 1a Cy
JMjaroHasie HOpMaJHe.

KoHcTpyKTHBHHM 3372111 Cy OHH MaTeMaTHYKH MPOOJIeMH KOJI KOjUX Ce Ha OCHOBY JaTHX IMOJIaTaKa TPaXu
OTKpHBambe HEMO3HATHX MaTEeMaTUYKUX OCOOMHA MojenHuX oOjexara. Ha mpumep Ja ce ako je naT HeKd u3pa3s
M3pavyHa HEroBa BPeIHOCT, HIIHM aKo je J1aTa HeKa jeIHauyMHa OfIpe/ie IeHa Pelleha, K aKo Cy JaTe CTpaHUIe
HEKOT TpOoyriia Jia ce KOHCTpYHIIE Taj Tpoyrao. KOHCTPpYKTHBHU 3ajJjalld HUCY 110 MPaBUITy CaMO T€OMETPH]jCKH.
KoHcTpyKTHBHH 331114 Cy CBU OHHM KOjU OTKPHBAjy HEMIO3HATA CBOjCTBA JaTUX MaTeMAaTHYKHX O0jeKara.

Behwnna nokasHux 3amaraka ce MOXe NMPETBOPUTH y KOHCTPYKTHBHE M OOpHYTO. JlokaszHu 3ajmarak —
Hoxaszamu oa cy oujaconane kéaopama HopmanHe MOXKe ce TIPETBOPUTH y KOHCTPYKTUBHU 3a1aTak — Oopedumu
Kaxas je mehycobuu nonoxcaj oujazonana kéaopama. Y1 oOpHyTO, KOHCTPYKTUBHM 3a1aTak — M3pauynaj 30up
ceux 0soyudpeHux npupoouux bpojesa, Moxe ce HopMyIHcaTH Kao JTOKa3HM 3afatak — Joxazamu oa je 30up
ceux 0soyugpenux npupooHux opojesa jeonax 4905.

VY modeTHoj HacTaBM MaTeMaTHKe TOKa3HM 3aJalli Cy TeXH 3a YUCHHKE, a KaCHUje TO HHUje CIy4aj, jep KOX
JIOKa3HUX 3a/IaTaka TagyHO 3HaMO IITa J0Ka3yjeMo, JIOK KOJI KOHCTPYKTHBHUX 3aJaTaka HHKaja HUCMO CHT'YPHHU
Jla JIM je OTKpUBEHa 0COOMHA MaTeMaTHIKOT 00jeKTa (BpeJHOCT H3pa3a, pelieme jeIHaYNHE, TOBPIINHA TPOYTIia
...) Ta4yHO JnepuHHMCAHA. YTIMTAjMO ce M CaMU IITa je Texe 3a pemaname? [Ipodnem — Joxaszamu oda je ceaxu
npocm 6poj eehiu 00 3 obauxa 6x — I wu 6x +1 unm npodiem — Odpedumu Koe 0OaUKa MO2y bumu céu npocmu
bpojesu xoju cy eehiu 00 3?
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3. AJITOPUTAM 3A PEIIIABAKGE MATEMATHUYKHNX
I[TPOBJIEMA U IbET'OBA TTPUMEHA

UyBeHM aMepuyKH MaremaTudap, mahapckor nopeKnal, Beph Iloja y cBojoj momymapHO
HanucaHoj kwu3u "Kaxo hy pewumu mamemamuuku 3a0amax?"” naje,  Ha MpuMepuMa 00jalImkaBa,
jeIaH BpJIO KOPUCTAH OMIITH aJlTOPUTaM 3a pelIaBamke MaTeMaTHUKuX mpobieMa. To je mocTymnak Koju

Tpeba ga Oy/ie Ha yMy CBaKOM YYCHHUKY U 3aTO j€ 3HA4ajHO Jla CE Y HACTAaBHOM pay 100Opo WIyCTpyje.

OBaj anropuraM MOXE MHOTO TIOMONM Ja C€ HCrOBUM MPABHIHUM KOpHIIhemheM
m3nudepeHnupajy dasze y pemiaBamy U JaTd mpoOieM KOpak Mo Kopak TpaHchopMullne y oOJIuK u3

KOra ce JIaJieKo JIakIe J1001jajy TpaKeHa pelliekha U H3BOJIe TOTpeOHEe aHAIH3e.

AnropuTtaM 3a peliaBamke MaTeMaTHYKHUX MpoOieMa koju mpeanaxe Iloja mat je y cienehoj

TabeIM KOjOM ce ayTop aaroputMa obpaha yuyeHUImMa:

I[MPBO PABYMEBABE 3AJATKA

[ITa je Hemo3uaro?
Ira je 3amaTo?
Kaxo riacu ycios?

TPEBA JJA PA3YMEII [Ja nu je moryhe 3anoBossutu ycnos? Jla nu je ycioB JOBOJbaH 3a

3AJJATAK onpehuBame HenozHate? Mnu Huje noBosban? Moxkaa je
npeoapehen? Miu koHTpaauKTopaH?
Harpraj ciuky! YBenu npeno3HatibuBe o3HaKe!
PacraBu pasne genose ycnosa! Mosem i X Hanucatu?
HAPYT'O [TPABJBEWE IUVTAHA
[Ja nu cu 3aparak Beh Buneo? WM cu uctu 3aiatak BUACO Y
HEIITO JIpyradujeM oOIuKy?
3Hall JIM HeKH CpoAHU 3a1arak? Jla i 3Ham Koja TeopemMa Ou T
MorJia outu o omohu?
HOTPAXH BESY SMEDY Pasmotpu Hemo3Hary! [Tokymiaj 1a ce ceTUIn HeKOT MO3HATOT
3AJATOI' 1 HETTO3HATOT'! . '
3ajJ]aTKa KOJH CaJIPKU UCTY WU CIIMYHY HEMO3HATY!
AKO CE HE MOXE HARU EBo 3amarka xoju je ciuyaH TBoM, a Beh je pemen! Moskenr jim ra
HEIOCPE/IHA BE3A, yroTpebutn? Moxern nu 1.1p1/n\./1eH1/1.T1/1 EroB pe3yiarar? Moxer
MOPAREIII JIA PA3MOTPHILI JIM IPUMEHHUTH METOJTY KOjOM je Taj 3aJaTaK perieH? '
TIOMORHE 3AJIATKE, Ja 1u Mmoxemn Jia yBeieln HeKr MOMONhHY eneMeHT Koju Ou TH
OJIaKIIa0 ymoTpedy Tor 3amaTka?

Mosker 1 1a apyraudje popmynuiient 3agatak? Ja i ra je
Moryhe u3pa3uTt Ha jorn Heku HaunH? Bpatu ce Ha nedunuimje!

Bunern xmury [14.] Beph [loja: Kako hy pemmmtn matemarnuku 3anatak? — "llIkoncka kwura" - 3arpe6, 1966.
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HA KPAJY TPEBA 1A
HAIIPABUIII [IJTAH
PEIIIABABA.

AKO He MOXKEIII /1a PN TOCTAaBJLEHH 3a/[aTaK MOKYIIaj IIPBO
Jla PEIINII HeKU CposaH 3aaaTak! MoJKem i1 1a ce CeTHII HEKOT
JIAKIIer 337aTKa Koju My je cnudan? OnmTuju 3agatak’?
Crnenndnyanju 3agaTak? AHAIOTHH 3a1aTak? Mosen u f1a
pemmuin feo 3agaTka? 3aAp K caMo jefaH Jeo yCIoBa, a og0aru
JpYyTH J1e0; Kaja je HeMmo3HaTa Tako opeleHa Kako ce MOxKe
Mematu? [la 1 u3 1aTHX mojaTaka MoKell H3ByhH HemTo
ynoTpe6spuBo? Jla i MOXKel Aa ce CeTHII HEKUX APYTHX
nojaraka Koju TH Mory momohu y oapehuBamy Hemo3Harte?
Mosxenr 1 ja MPOMEHUI HeTIO3HATY, UK JaTe MOJaTKe, TN aKo
TpeOa U jeTHO U APYro TAKO Jla HOBA HETMIO3HATA ¥ HOBH IOIAIN
Oyny melyycoOHO Ommxu?

Ja nu cu uckopucTHo cBe 331ato? [la JIn Cu HCKOPHCTHO YCIIOB Y
notiryHocTH? [la i cu y3eo y 003up cBe OUTHE MOjMOBE KOjU CE
Hajase y 3a/1aTKy?

TPERE

[NPUMEHA TIVTAHA

A. TITPUMEHU CBOJ
IIJIAH!

Kana xopucTuin miaH periaBama, KOHTPOIHIIU CBaKH Kopak!
MoskelI J1 jaCHO BHJIETH Ja j€ KOpPaK hcIpaBaH?
Mosxenn 1 JoKa3aTH Ja je ucrpaBaH?

YETBPTO

ITPOBEPA

B.ITPOBEPU IOBMIJEHO
PEIIEBE

Moskel! 11 NpOBEPUTH pe3ynTar?
Moskel! 11 NpOBEPUTH JOKa3?

Moskenr i pe3yaTaT U3BeCTU Apyravnje?
Mosker v Ta yOUHTH Ha TIPBU Horien?

Mosxent 11 pe3yiTaT WK HOCTYNaK YHOTPeOUTH Ha HEKOM
JIpyroM 3aaatky?

[MPUMEP 1. Oppenutu Hemo3Hate mudpe a u b Tako xa 6poj 2015ab 6yne nesbus ca 12.

I[TPBO

PA3YMEBAE 3ATATKA

TPEBA JIA PA3YMEIII
3AJIATAK

VY tpakeHom mecronuppeHoM 6pojy HermosHare ¢y mudpe a u b

Hare cy npBe yetnpu udpe 2,0, 1 u 5

YcioB je na nobujenn mecronudpenn 6poj Oyne nespus ca 12

VYcinos je Moryhe 3a10BOJBUTH, jep je, Ha npumep, 6poj 201504
JespuB ca 12

VYcnos aa je 6poj 2015ab nessus ca 12 je moBossan 3a
onpehuBame pemema

YcIl0B HUje KOHTPAIMKTOPAaH.

TPEBA JIA PA3YMEIII
3AJIATAK

YuHu ce fa mpobiieM UMa BHIIIEC PEIICHA, jep je CBaKH ABAHACCTH
Opoj nesbuB ca 12

Cruka MU HHje ToTpeOHa

Hatu ycioB caapiku 1Ba oayciioBa: aa 6u godujenu 6poj 6uo
JesbuB ca 12 mopa OutH nespuB ca 3 u ca 4

To 3naum na 306up nudapa godujeHor 6poja Mopa OUTH 1B ca
3

Aun u a eotdpenu 3aBpiierak ab Mopa 6utH 1ebHB ca 4
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JIPYTO

ITPABJBEGE TTJTAHA

[IOTPA’KU BE3Y UBMEDHY
3AJATOI' 1 HEIIO3HATOT'!

AKO CE HE MOXE HA'h1
HEITOCPEIHA BE3A,
MOPAREII TA PASMOTPUII
ITOMORHE 3AJIATKE.

HA KPAJY TPEBA 1A
HAIIPABUIII I[TJTAH
PEIIABAMA.

Wwmawm nBe npeje

IMpBa je: Onpenuhy Hajmamwu 6poj 2015ab koju je nesbus ca 12, a
ocraie hy no6utu go1aBameM Opoja 12 Ha npeTxoaHu Opoj, jep
j€ cBakM ABaHaecTy Opoj nespuB ca 12

Hpyra je na oapeanm 30up mudapa tpaxenor opoja 2015ab, a on
je 8 +a + b u na u3nBOjuUM cBe KOMOMHanHje a u b Koje
3aJ10B0OJbABA]jy JIBa MOCTAB/bCHA YCIIOBa, Tj. faje 8 +a + b
JIeJbUBO ca 3 M J1a je ABOLM(PEeHH 3aBpIueTak ab nespus ca 4.

3a npBy uzejy IUIaH je jacaH - Tpeda OapeuTH HajMambH 0poj

3a pyry ujejy 1aH ce cacToju y jJoaaBamy Ha 8 30uposa a + b
koju omoryhyjy nessuBocrt ca 3. [lakne, a + b moxe 6utn 1, 4, 7,
10, 13 u 16, jep a + b He Moxe Outu Behe ox 18.

TPERE

[NPUMEHA TIUTAHA

C.IIPUMEHH CBOJ IlV/IAH!

[IpBa uneja:

Hajmamu tpakenu 6poj je 201504,

Csu Tpaxxenu OpojeBu cy taga 201504, 201516, 201528, 201540,
201552, 201564, 201576, 201588.

Hpyra uneja:

Axo je a + b =1 moryhu cy 6pojesu 201501 waum 201510, anu uHu
jenaH o BUX HUje IeJbuB ca 12.

Axo je a + b = 4 moryhu cy 6pojesu 201504, 201540, 201513,
201531, 201522. Pememe cy npBa Ba Opoja, JOK OCTaH TO
HUCY.

Axo je a + b =7 moryhu cy 6pojesu 201507, 201570, 201516,
201561, 201525, 201552, 201534 u 201543, a pemema cy Tpehu
W 1mecTr Opoj jep OCTau HUCY JIeJbUBH ca 4.

Axo je a + b =10 moryhu cy 6pojeu 201519, 201591, 201528,
201582, 201537, 201573, 201546, 201564, 201555, a pememe je
camo Tpehu u ocMu Opoj, jep OCTaIu HUCY JISJbUBH ca 4.

Axo je a + b = 13 moryhu cy 6pojen 201549, 201594, 201558,
201585, 201567 umm 201576, a periemne je camo Tocieamu 0poj,
jep ocTaiu HHUCY AeJbUBH ca 4.

Axo je a + b = 16 moryhu cy 6pojesu 201579, 201597, 201588 a
pemiewe je camo Opoj 201588.

YETBPTO

ITPOBEPA

D. IIPOBEPH N1OBUJEHO
PEIIIELE

VYnopehuBamem pelerma J001jSHHX TPBOM H APYTOM HJIEjOM
jacHo je aa cy no0ujeHa pellieha jeInHa Pelicha

Pememe je 100KMjeHO Ha JBa HAYMHA, & CUTYPHO j€ U Jia TIOCTOje
npyre MoryhHoOCTH.

Ha npumep ox cBux OpojeBa unju je JBOUU(PEHH 3aBPIIETAK
JIeJbUB ca 4 eTMMUHKICATH OHE KOjH HHCY JIeJbUBH ca 3

Wnu onpeautu ocratak npu aesbemy O0poja 201500 ca 12 u Ha
OCHOBY TOTr'a OAPEINTH HajMambu Opoj.

Hatu nmoctynak ce Moke YHOTpeOHUTH U KOJI MpodiieMa KOju uMajy
cimuny Gopmynanujy. Ha npumep:

Onpenutu cBe 6pojese obnmuka 2015ab xoju cy nemusu ca 15.
Onpemutu mudpe a u b Takse 1a je 36up 6pojea 1234a u 9876b
JespuB ca 12
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4. METOJIE PEIIIABAIbA JOKA3ZHUX 3AJIATAKA

Jloka3HM MMOCTYIIaK WIIM MTPAaBHIIHA apryMEHTaIMja HUCY CaMO BaXkKaH JIcO HAaCTaBE MaTeMaTHKE,
Beh 1 MHOTO OWTaH JIe0 CBAKOJHEBHOT )UBOTA U 3aTO j€ MPHUIPEeMa YUCHUKA 3a MMPABUIIHO JOKA3UBAHE
Ba)kKaH 3aJ]aTaKk HacTaBe MaTeMaTuke. JlokazuBame Tpeba yBexOaBaTH O HajHUKET y3pacra, ajuu Tpeda
I00pO OIMEPUTH KOje 00JIMKE JJOKa3HBamba KOPUCTUMO Y KOM y3pacTy.

CMmaTpamo Ja Cy TUpEKTaH J0Ka3 M JIOKa3 KOHTPAIPUMEPOM CACBUM JOBOJbHH 3a MPBHX IET
paspena ocHOBHe miKojyie. Hemro cTpokuje J0Ka3uBame BE3aHO je 3a caapikaje O MOAyJapHOCTH U
€JIeMEHTapHO] TEOpHjU OpojeBa M CBE IITO MPOUCTHUYE W3 MOAYAAPHOCTH M OpojeBa y MIECTOM pa3peay
KaJa ce MOTYy KOPDHUCTHUTH M €JIEMEHTH IO0Ka3MBama Pa3IMKOBamEeM ciydajeBa. MeTon cBohema Ha

MIPOTUBPEYHOCT CE€ YBOJU Y CEIMOM pa3peny (KOoJ A0Ka3a UpalluOHAIHOCTH Opoja 4/ 2 ) U MUCIUMO Ja

je TO 3a OCHOBHY IIKOJNY CacBUM J0BOJbHO. Kopumiheme KOHTpamosuimje u pasHUX O0OJHKa
MaTeMaTH4Ke MHIYKIHje TPU JOKa3uBamy BE3aHO j€ 3a CPEIHOLIKOICKY HacTaBy M HeMa morpebde n1a
ce panuje (opcupajy, jep JOKa3WBamke Y OCHOBHO) IIKOJM j€ CJOXKEH U TeXaK Mmocao U 0e3 OBHUX
METO/a, jep ce HacTaBa Hajuemhe 3acHMBA HA OYMIJICAHOCTH M YYCHHWIM HE BHJIE MOTpely 3a
JOKa3UBambeM OHOT'a IITO j€ ,,04MTIICIHO .

4.1. METOJ] JVUPEKTHOT JIOKA3A

MeTton qupeKTHOT jJ0Ka3a je Hajuenrhe kopumiheH METOJ JOKa3WBama M MOYMBA HA jeHOCTa-
BHOM JIMYMYKOM MPaBUIy (TayTOJOTHjH) y MATEMAaTHYKOj JIOTHIIA ITO3HATO] KA0 TPAH3UTHBHOCT
umirka-mje: (P =>q Aq=r1) =>(pP=7r).

Hajsehu Opoj TtBphewa y HacTaBu MmareMaTuke uma obnmuk A = B, rae A mnpeacrasiba
MPETHOCTaBKy, a B TBpheme. MeTon AMPEKTHOT JOKa3WBama MOJpa3zyMeBa HU3 KOPEKTHUX HMMILIA-
Kaluja, Mpu yemy je A mpBH, a B mocneamu enemeHar y Tom Hu3y. KOHKpeTHO, IUMpEKTaH A0Ka3
MIPE/ICTaBIba 3aKJbyUNBaBE 00INKA (4 = p1 AP1 = P2 A ... A Prl = Px A Px = B), Ia ce Ha OCHOBY
J00MjeHor HU3a 3akibydyje 1a 4 = B

Heke MNpUMEPC TUPCKTHUX JOKa3a z[ajeMo Y HapCAHUM 3aJjaliuma:

1. Tlpupomnm 6pojeBu 1, 2, 3, ... 2014, 2015 Hanucanu Cy jefaH 3a APYTUM U JIOOHjEH je€ BUIIE-
udpenu 6poj 12345678910....201320142015. [lokazatu fa je nodujeHn 6poj AesbuB ca 9 u Huje
MOTIYH KBaJpaT HEKOT MPUPOTHOT Opoja.

Jlokazatu g2 je (a + b)? = a® + 2ab + b?.

Ako je p mpoct 6poj Behn ox 3, onya je p° — 1 mesuBo ca 24. Jlokazarn.

Akocy x u y nmpupoaHu OpojeBu Behu o 1 oHfa je X+ 4y4 cinoxeH 0poj. Jlokazaru.
Jlokazatu HejeTHAKOCT u3Mel)y apuTMETHYKE U TEOMETPH]CKE CpeIMHE JIBa HEHEraTUBHA Opoja.

30up TSXKULIHUX TyXKH Tpoyriia Behu o1 moinyoOuma, a Mamwu off ooumMa Tpoyria. JlokazaTtu.

N o g bk N

Heka cy Sut ceumia u TaHreHTa maTor kpyra K KoHCTpyHcaHe u3 Tadke M BaH 00JacTH JaTor
kpyra. Ceunnia S cede Kpy>XHHILY y Taukama 4 U B, a TanrenTa t joaupyje kpyxuuny y Tauku C.
Hoxkazatu n1a je MA - MB = MC?,
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4.2. JOKA3MBAKBE KOHTPAITPUMEPOM

3a tBpheme obnuka (Vx € X) [P [x:]) MOXE C€ JJOKa3aTH J1a HHje Ta4HO, aKo MpoHaljeMo eJIeMeHT
a cmarpaHor ckyna X, takas qa P(a) uuje tauno. EneMeHT @ ce Ha3uBa KOHTpamnpuMmep 3a TBpheme
(Vx € X) [F‘ (x) ), 1 KOKEMO Jia KOHTpaIpuMep OIoBprasa TBpheme.

Kana Ham ce gecu 1a HU Iocje HEKOJIMKO IOKYIIaja HE YCIIEBaMo Ja JIOKaXXEMO HEKO TBpheme,
WIN KaJa ,,CIIyTUMO™ J1a HEeKO TBpheme Huje TauHo, oHja hemo mokymaTu aa Hal)eMo KOHTpampumep
KojuM hemo To TBplere ONOBPrHYTH.

Beoma uecto Meroma jJoka3WBama KOHTPAPUMEPOM KOPUCTH C€ U TMPHJIMKOM JIOKa3HBamba
ocoOuHa penanuja, TAe c€ OCOOMHE pPe(ICKCHBHOCTH, CHUMETPUYHOCTH, AHTUCHMETPUYHOCTH U
TPaH3UTUBHOCTH, BEOMA JeTHOCTABHO OIOBPraBajy KOHTpAIpUMEpPOM KaJl ToJ je To Moryhe.

[Tpumepu onoBpraBama TBplemba KOHTPAIIPUMEPOM.

1. [Hoxazatu na cnenche TBpheme Huje Tauno: CBaku HEHEraTHMBaH 110 Opoj jeqHaK je 30upy
KBaj[paTa TPH HEHEraTUBHA Iiea Opoja.

Jloka3s: 3a 0BO TBpheme ce MoXe JOKa3aTH J1a HUje TagyHO Tako mTo hemo Hahu KOHTpanpumMep
3a mera, onHocHo Hahm hemo HeneratmBan meo Opoj, KOju HHUje 30uUp KBagpara TpH
HEHeraTvBHa 1ena 6poja.
[Tohu hemo penom ox 6poja 0,
0=107%4+0%+0?
1=024+0"+17
2=0"+17+17
3=1%+1*+13
4 =02+ 02+ 22
5=0%+ 12+ 22
6=2"+1"+1°
7=7?
Jomimu cmo 110 6poja 7 ¥ BUAMMO Jla C€ OH HE MOXKE MPEACTaBUTH y OOJIMKY 30Mpa KBaapara
TpHU HEHeraTuBHa Opoja jep ce He MOXKe MpeacTaBUTH Kao 30up Opojesa 0, 1, u 7. bpoj 7 je naxne
KOHTpamnpumMep 3a J1aTo TBpheme, ynMe CMO MOKa3aJd Ja OHO HHje TavHO.

2. JlokasaTu na HHje Ta4HO TBpheme: 3a cBe peanHe 6pojeBe a u b uz a” = b~ cnequ a = b.

Jlokas: TBpheme hemo onmoBpruyTu Tako mrto hemo Hahu npuMmep J1Ba pa3iuuyuTa peanHa opoja
TaKBa Jla Cy BPEIHOCTH HUXOBUX KBajJpaTa jeaHake. TakBu cy Ha mpumep 2 U -2, MM - U — =

WM OUJI0 KOja JIBa Ipyra CyIlpoTHa peaigHa Opoja.
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4.3. JOKA3SMBABE CBOBEBEM HA ITPOTUBPEYHOCT

CBolheme Ha MPOTHUBPEYHOCT WM, 10 ApHCTOTeNy, ceoherwe na nemocyhe (mar. Reductio ad
absurdum) je jeman ox yemrhe kopurheHUX M0Ka3a y JIOTHIA B MATEMATHIIH.

OBze ce UMILTUIIMTHO KOPUCTH 3aKOH KOHTpaaukinuje (cBoheme Ha arcypna) Koju TBpAH Aa
jeIHa KaTeropu4Ha u3jaBa He MOXKe OUTH UCTOBPEMEHO U UCTUHUTA U HEUCTHHHUTA.

Cam MeToJ JTIOrHuKM ce 6asupa Ha Tayronoruju (—p = (gh—q)) = p.

Jloka3uBame TBplemha OBUM METOJIOM cacToju ce y cieacheM: ako xohemo aa JokaxkeMo HEKY
TBPAIY, OHJIA TIPBO MPETIIOCTABUMO HEHY Heranujy. AKO Ty HErauujy JOBEIEMO y MPOTUBYPEUHOCT
(amcypn), OHZa CMO THUME YCIIeNU Ja JOKaKEMO caMy MOYeTHY TBpAmY. OBakaB HauMH JIOKAa3MBamba
YeCTO c€ Ha3WBa MHAMPEKTHUM. Jl0Ka3 ce He U3BOAM ITUPEKTHO 32 TBPAY KOjY JKEJIUMO J1a JOKaKEMO,
Beh Joka3yjeMo Ja je Heranuja TBpAme Hemoryha. 3aTuM mpuxBaTaMo caMy TBPIBbY U 3aKJbydyjeMO
71a TTOCeYjeMO A0Ka3 3a Y, 10 Yera CMO JIOILIH HHAUPEKTHO.

Metona je Hajnpe xopuintheHna koxa xeneHckux ¢unoszoda. IlpernocraBma ce Aa cy je mpBu
KopucTiim (Hprino3o¢pu coPUCTH, KOjU Cy OBY METOY KOPUCTHIIM Kao aaBokath y cynoBuma. Coductu
— a/IBOKAaTHU Cy HEBMHOCT CBOjUX IITHNEHMKA JOKa3MBallM 3allouuibyhu ca ,,IpeTIoCTaBUMO Ja j€ MOj
mTrheHuK KpuB..." W Ha Kpajy MOKAa3MBAJIM KAaKO TO JOBOAU 10 MPOTUBPEYHOCTH Ca IMOCTOjehum
J0Ka3uMa.

Hajcrapuju MmaTemaTnuku JOKa3 KOjH je U3BEIICH OBOM METOJOM, a mpumucyje ce Eykimny, je
noka3 TBphema koje caapxku crneaehu:

3aparak 1. Ckyn npoctux OpojeBa je 0eckonavan. Jlokazaru.
HMokas. TIpeTniocTaBUMO J1a TIOCTOjH CaMO KOHAYHO MHOTO MIPOCTUX OpojeBa M Jla C€ OHH MOTY
nopehatu y HU3 Pys Py« s Py -

CBu octanu npupoaHu 6pojeBru OU OUIIM CIIOKEHH, 1a 61 TO 6MO U Opoj Py "By * - P T1. Ann
KaKoO j€ CJI0’KE€H OH MOpa OUTH JIeJbUB HEKUM O] POCTUX OpojeBa, HO TO HUje Moryhe jep ca KOjuM roj
O]l HaBEJIEHUX J1a ce MOoJIeNU OH Jaje ocTatak 1. [Ia cMo OBUM KOHCTpyHcanM joul jefaH mpocT 6poj, u
TaKO MPETXOJHH MOCTYIMaK MOXEMO TOHaBJbaTH 10 OeckoHayHOCTH. [la ckym mpoctux OpojeBa HUje
KoHauaH, Beh 6eckonauan. OBaj foka3 je npubdenexxuo Eykmuna, jom npe Bumie ox 2000 roguna!

3anarak 2. Jloka3aTu 1a je 6poj v 2 mpanmoHajamn.

Hokas3. Tlohumo ox cynpotHe nipernoctaBke. [IpeTnoctaBuMo ga v 2 HUje HpanroHagaH opoj!
= o . .
OH ce OHJAa MOXKE TIPEIICTABUTH KA0 pa3jioMaK v 2 =, » TAKO Ja cy P M q y33jaMHO NPOCTH OpojeBH.

KBanpupameM u jerHOCTaBHOM TpaHc(opmalmjoM ce 1oduja aa je p? =2g9% Onsaze ciequ na je
P°, a THMe U P CIOXeH Opoj JAeJbHB ca 2, 1a C€ MOXKE MPEJCTaBUTH Kao P = 27,

Onagzie je 4p® = 2q°, onakune cieau 1a je g, a THMeE 1 § CIOKEH 6poj JeJbUB ca 2, Ta ce MOXKe
MPEJICTAaBUTH Kao § = 2t.

MebhyTtum, TO je y CympOTHOCTH ca MPETHOCTaBKOM Jia Cy P M § y3ajaMHO IpocTH OpojeBH, ma

cinenu na v 2 He MOKe OMTH pamuoHanaH, Beh mpanuoHanaH Opoj. OBHUM je IOKa3aHO MOCTOjame
MpalroHAIHUX OpojeBa.

3anarak 3. bpoj 3 Huje pememe jenaunne x° — 5x = 10,

3anarak 4. Jlokasatu na jennaumba 2" +9 = k? Hema pemema y CKymy IpHpPOJHHX OpojeBa 3a
n >4,
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4.4. NOKA3MNBAIGE PA3JIIMKOBAKBEM CIIVHAJEBA

PemraBame nOKa3HHMX 3amaTaka METOJ pa3jIMKOBama CiIyvajeBa HUj€ MHOTO TIO3HAT, a HH
NPEBHUIIIE TEOPUJCKUA TPETUPAH Yy PaJOBHMa BE3aHHMM 32 METOAMKY MaTemaruke. O METOJy pa3iHKo-
Bama Cily4yajeBa Mucaiau ¢y y cBojuM pagoBuma Mapuna IIpemunh (1980), Bojucnas Anapuh (1981,
2001, 2006), 3npasko Kypuuk (2003. u 2010.), III. Apcranaruh (2004.) ...

Mertoj pa3IuKoBama ClIydajeBa MPeTIOoCTaBba NPEU3HO Ae(PUHHUCAmE JOMEHA MaTEMAaTHUKOT
3a7aTKa, 3aTUM IOJIely JIOMEHA Ha JIUCjYHKTHE CKYIIOBE M JIOKAa3UBamkbE y CBAKOM O/l YOUCHHX JHC]y-
HKTHUX CKynoBa. MehyTuMm, HUje JaKo HAlpaBUTH JHUCjYHKTHY IOJENY JOMEHa 3ajaTka M CYIITHHA
METOJIC PA3IHKOBamkba CIy4ajeBa YIpaBo U jecCTe Y KpUTEPHUjyMUMa ¥ NPUHIMINMA T0JIe]ie JOMEHa Ha
JIMC] YHKTHE TIOCKYTIOBE.

S

Sk-1

D D D D
D

3aro je IUJb OBOT Jiella CeMHHapa Jla c€ Ha KOHKPETHHUM MpHUMepUMa HIYCTPY]y MPHHIIUIN
MoJIeie JOMEHa 3a7aTka Ha JIMCjyHKTHE MOJICKYIIOBE U MPHUKaKE YHUBEP3ATHOCT MMPHUMEHE METOA, jep
Ce METO/I jeTHAKO YCIEIIHO MOKe MMPUMEHUTH y CBUM MAaTeMaTHYKUM Haykama (anredpa, reoMeTpHuja,
Teopuja OpojeBa, KOMOMHATOPUKA...). HapaBHO 1B je U 1a ce WIIyCTpPyjy HEeCTaHJapAHE CUTYyaIuje y
KOjUMa Cy elleMeHTapHe MeToje yrilaBHOM HemohHe. HaBoinMo Heke KapaKTepUCTHUYHE IMpHUMeEpe
MIPUMEHE METO/IE Pa3IMKOBamka CIy4yajeBa y JOKa3HUM 3aalliMa y HAaCTaBU MaTeMaTHKe:
1. Akoje x peanal Opoj, oHAA je x* >0.

Jlokazatu na je cBaku mpoct 6poj Behu ox 3 o6nmka 6x — 1 mmm 6x + 1.
Ja nu Baxxu 06pHYTO TBpheme?

Jlokasatu J1a 3a CBaku peayian Opoj a BaXKu HEJeTHAKOCT dB—a+d*—a+1>0.
JlokaszaTu J1a He MOCToje e OpojeBU X U ) TaKBH Ja je xt+ y4 =333 ... 333 (2015 Tpojkm).
Jlokazatu na 5 Tavaka y paBHu onpelyje Hajumie 10 npaBux.

On cBUX mpaBoOyraoHHKa JaTor oouMa, HajBehy moBpIIMHY MMa KBajpart. [okaszaru.

N o g bk~ w

Ha marematnukoj koHpEpeHIHjU yuecTByje n Maremarudapa. JlokazaTu Ha Ha KOH(DepeHIIUjH
nocroje 6ap J1Ba yuecHUKa ca UCTUM OpojeM MO3HAHHKA.

8. V¥V paBau je mato 2015 Tayaka TakBUX Ja 3a cBake Tpu (Ha pumep A, B u C) o1 BbUX BaXKH 1A je
pacrojame AB <1 wm AC <1 umu BC <1. Jloka3atu aa HocToju KpYr MojyrnpeyHuka 1 xoju
caapxu 6ap 1008 gaTux Tavaka.
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4.5. JJOKA3SUBAILE KOPUITREBLEM KOHTPAIIO3ULINJE

VY noka3HHMM 3ajamnumMa ce JKelIW MOoKa3aTy Ja W3 HeKe MpeTnocTaBke P ciieau Heka TBpama Q,

Tj. 1a je umIuakanyja P = Q ucruanTta. JIMpekTHO HOKa3MBamke CACTOjU c€ y TOME Jaa ce mojaszehu of
NpeTnocTaBke P, MPpUMEHOM akcuoMma, Ae(UHHUIMja U paHHje JOKAa3aHUX TEOpeMa, HU30M HCIPABHUX
JOTHYKHUX 3ak/byuuBama Johe mo0 Q. 3a pa3nuky oI JMPEKTHOT JIOKa3WBamka, HHIUPEKTHUM
JIOKa3WBamkM j€ YT O] IpeTrnocTaBke P 1o TBpame Q ,,3a00unazan".

Jeman ox mMeroma MHAMPEKTHOT JOKAa3WBama j€ JIOKA3MBAKE KOPHIINCHEM KOHTPAIIO3UIIH]E.

Nako ce pehe ynorpebspaBa, MOXKE Y HEKUM cuTyaldjama outu o1 kopuctu. Cam MeTos je 6a3upaH Ha
TayTOJIOTHjH, T3B. 3aKOHY KOHTPANo3uIluje,

(P>Q) © (Q=>-P).

YmMecTo na ce nokasyje na u3z P cienu Q, mokasyje ce aa uz — Q cneam — P, a MITO y HEKUM
ClIy4ajeBMa MOKe OUTH 3HATHO JIAKIIIE.

Crene 3aany KojuMa ce WiIyCcTpyje J0Ka3uBame KOPUIThemheM KOHTPAITO3HUII]e:
1. Axo je n° HemapaH Gpoj, OHza je U n Hemapas 6poj. JJokasary.
2. Ao je y ckymy peanHux OpojeBa Xy # 0, ouna je X # 0 u 'y # 0. JlokazaTu.

3.V tpoyrny ABC nyxune crpannna BC, CA u AB cy penom a, b u c. Ako Baxu na je a® + b% # ¢,
onna je ZACB # 90°. [loka3atu.

4.  Axo 3a koHBekcaH yeTBopoyrao ABCD Baxu na je ZBAD + ZADC = 180, OHz1a cy cTpaHuLe
AB u CD napanenenne. /loka3zaru.

11
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4.6. JIOKA3MBAKBE KOPUIIITREBLEM MATEMATHUYKE MHAYKIMJE

MareMaTtnuka WHIYKIIMja j€ METOJ MAaTeMaTHYKOT JOKasWBama Hajuyemhe kopuirheHOT 3a
JIOKa3UBabe J1a je HEeKa TBP/Iba TauHa 3a CBE MIPUPOJIHE OpojeBe.

Hajpanuju TparoBu mareMaThyke WHIyKIMje ce Mory Hahu y EykimmoBoM qokasy jaa MoCToju
OECKOHaYHO MHOrO0 TpPOCTUX OpojeBa, U  backapuHOM yukauonom  memody.  Dopma
JI0OKa3a MaTeMaTHYKOM WHIYKIIMJOM C€ jaBJba Yy KHbU3H KOjy je Hamucao An-Kapagu oko 1000. rogusre,
KOjH jy je u3Mely ocTtanor KOpHCTHO Ja Jokake OuHOMHY Teopemy u [lackanoB Tpoyrao.

[IpBo puropo3HO H3Narame MNPUHIMIA HHAYKIHje je nao @pandyecko Maypoiuko, y CBOM
neny Arithmeticorum libri duo (1575.), koju je KOPHUCTHO OBy TEXHHKY Ja JOKaXe 1a je 30up
MpBUX N HEMMApHUX [enux OpojeBa jemaHak N°. MHaykmujy cy Takohe HE3aBUCHO OTKPHIH
[IBajmapan Jako6 bepuynu u ®@paniy3u [lackan u @epma.

I[OKaS MAaTEMAaTU4YKOM HH,HYKI_II/IjOM HU3BOJU Y TPU KOpaAKa:

(1) y npBoM Kopaky mpoBepaBamo Aa Jiu TBphemwe Baxu 3a N = 1 (wiM moHekaj 3a HEKy JIpyry
POuYETHY BPEAHOCT), OBAj KOpaK ce 30B€ 0a3a MHAYKLHje.

(2) y apyroM KOpaky MpeTHOCTaBUMO Ja TBpheme Baku 3a HEKU Opoj N, U OBaj KOpak ce 30Be
UHYKIH]CKa [TPETIIOCTAaBKA.

(3) y Tpehem, yjenHo U mocienmeM KOPaKy, J0Ka3yjeMo Ja ako TBpheme Baxku 3a Opoj N, oHga
BXH M 32 1 + 1,1 aKO TO YCIIEMO 3aKJby4yjeMo Jia TBpheHe BaXKH 3a CBaKU IPUPOJIaH OpOj .

EBo ¥ HeKoNMKO 3ajaTraka KOjuU c€ J0Ka3zyjy IPUMEHOM MaTeMaTH4Ke WHIyKIHje:
1.MeTonom MaTeMaTHyKe MHIYKIIM]jE TOKA3aTH Jla BaXKe aTe JeAHAKOCTH:

a) 1+2+3+4+ 4 (2n—1) =n?

b) 12422 432+ 4+n? = Zn(n+ 1)(2n+1);

(m+1dint2)in+3)..(2n—1)2n

J— T
) 1-3-5-w-(2Zn—1) =2"

2. Jloka3aTu Ja Baxu:
a) 1g| 52?!4'12?!4‘2 _|_ 3?!+2 22?!4'1 (ﬂ E ':I),
b:] 84| 42?‘! _ 32?‘! _7

3. I[OKaBaTI/I aa n IpaBUX Yy paBHU O KOjI/IX HI/IKOjC ABC HUCY TTapaJiCJIHE U HI/IKOjC TpUu
nin+1)

-
r

HE caJpiKe UCTY TauKy, J€je paBaH Ha 1+

4. JlokaszaTu Jia ce MOIITaHCKUM MapKuiama of 3 U 5 AuHapa MOXe IJIaTUTH CBaKU
M3HOC NoITapuHe Behu i jeHak o1 8 AuHapa.
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PAJTMOHUIIA 1.

Jlokasatu ja jennaunsa (x —y +2)° = x> — y* + 7% uMa GECKOHAYHO MHOTO PelICHba Y CKYITY
nenux Opojesa.

Axocy p u Qq mpoctu OpojeBu oHja jennaunna 2° + p2 = ( WMa JeaIUHCTBEHO perieme. Jloka-
3aTH.

Jlokazatu Ja ce TMOIMITAaHCKUM MapKuiama o 3 ¥ 5 JAuHapa MOXKe IUIATHTH CBaKd H3HOC
nomrapuae Behu wiu jeHak o 8 AuHapa.

Jla nu ce KBajpaT CBaKOr MpHPOAHOT Opoja Beher ox 1 Moke MpHKa3aTd Kao 30up JBa Mpocra
opoja?

AXo je a parmonanan 6poj pasiauuut ox 0, a b uparronanan 6poj, ouaa cy opojesu a +b, a — b,
ab, a/b, b/a wpanmonanuu 6eojesu. Jlokazaru.
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5. METOJIE PEIHABAIBA KOHCTPYKTUBHUX 3AJJIATAKA

5.1. METOI IUPEKTHOI' UBPAUYYHABAA

Meroa IUPEKTHOr U3pavyyHaBama MOYMBAa HAa OCOOMHAMa TPAaH3UTUBHOCTH (jeIHAKOCTH,
HEJeHAKOCTH, KOHTPYCHIIH]ja ...) U CacTOjU C€ y CYIITHHH OJ] HH3a GopMmyia Koje Ccy JA0OHjeHe o
M0JIa3HE pa3HUM CKBUBAJICHTHUM TpaHchopmanujama.

3a cnmydaj jeJHAKOCTH, Tj. M3pauyyHaBama HEKOT W3pa3a Taj HU3 OW ce MOorao NMpuKa3aTh Ha
cnenehu HauwH | =13 =1, =... =1 = |, Ttneje | moueTHu uspas, a |, KOHaYHA HEroBa BPEIHOCT.

Kon jennaumna, HejeqHauWHA, CHCTEMa, ... YONINTE HEKWX Qopmyna, Taj HU3 O OHO Malo
Ipyravuju, Tj pemaBame popmMmynna ou ce oasujaino no mexanmsmy: F < F, Fi< Fy .. Fei < Fe toe
je mocnenma popmyna F y Tako3BaHOM PEIICHOM OOJIHKY.

[IpoGnemu Ha yKjeM pemiaBamy heMo UITycTpoBaTH U3NIOKEHE UJIEje CY:

. . . 3 3 4
1.  Opnpenutu cBe mpocte OpojeBe p 3a KOj€ BaKU HEJSTHAKOCT: 3 <—<—.

p 3

2. Yrao Kxoju 3akianajy BACHHA M TEXKHIIHA YK U3 TeMeHa mpasor yria je 14°. Oxpenuru yriose
JATOT IIPaBOYIJIOT TPOYTJIa.

[Ta je Behe: \/€+\/§ WIH \/E+\/7?

Koja mudpa je na 2015 mecry y aenumanHom 3anucy opoja 2/7?

WspauyHary BpegsocT m3paza S= 1+ 3+ 32+ ..+ 3"+ 3",

o o >~ w

VY natom tpoyriy ABC, tauka D je cpeaumre crpanuue BC. Tauka E nenu nyx AD y pazmepu
3 : 1. IIpaBa BE ceue crpanuiy AC y tauku F. Oppennutu ogHoc noBpimurHa Tpoyriosa ABF u
BCF.

7.  XumnoTeHy3WHa BUCHHA JE€JIHM XMIIOTEHY3y Ha ojaceuke 9cm um 16Cm. M3pauyHatu cTpaHule,
BUCHHE M TEKHUIIHE AYXXH IPABOYIJIOr TPOYTja, MOJYNPEYHHUK OMMCAHOT M YINHCAHOT Kpyra,
00UM U MOBPIIMHY TPOYTJIA.

8.  Axoje x peanan Opoj KOJIHKO M3HOCH HajMamba BpeaHocT u3pasza (x — 1)(x — 2)(x — 3) (x —4)?

9. VYV xpyXHH HCEYaK YHje je TONYNpeYHHK R m TetmBa 2a ymucaH je Kpyr MOJyIpedYHHKa [I.
W3pauynatu I y pynkuuju R u a.

10. Moropuu yaman u3 Hosor Cana /lymaBoM y Beorpan crurae 3a 3 cata, a u3 beorpamga y Hosu
Can 3a 5 catu. Konuko myra je Op3una yamua Beha on 6p3une /lynasa?

11. Konuko uma mpaBOyriIMX TPOYTJoBa KOJ KOjUX je MepHH Opoj xumnoreHyse 3a 1 Behu ox mepHor
Opoja myxe karere?

12. 3a npupoxre Gpojese a, b, ¢ u d Baxwu jennakoct a” +b?=c?+d% lammje 6poja +b+c+d
IIPOCT WJIN CJIOXKEH?
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Hekonuko HarmoMeHa U 0 MPoOIeMCKUM 3a1allMa;

CrocoOHoCT pemaBamba MPOOJIEMCKHX 3ajaTaka TEKCTyallHe IMpupoAe Beoma e(pUKACHO
MoKa3yje HHBO MAaTeMaTHYKUX 3Hama U CIOCOOHOCTH camMHuX YydeHuka. Haumn onabpanHor
MaTEeMaTHYKOI MOJIEJIOBama MpH pellaBamby TEKCTYAIHHUX MPOOJIEMCKHUX 3a/laTaka MOXKEe 3Ha4ajHO Ja
JONPUHECE pa3BHjaby pa3yMeBamba MOCTYIAaKa BHXOBOT PElllaBamba.

TekcTyanHu 3aad MOTY C€ pa3yMeTH Kao je3UYKH OIUC HEeKe MpoOIeMCKe CUTYaIlHje, I1e ce
mocTaBjba oApeheHo MHUTame, a pelieme mpobdiaema ce nqo0uja MPUMEHOM pPadyyHCKHX Orepalyja Ha
OpojeBHE M JIpyre MojaTKke W3 omuca npoodiema. Beoma BaxHe ¢asze y pemnraBamy OBaKBHUX MpolOiieMa
Cy:  pa3yMeBame TEKCTa, pa3yMeBame CHTyalllje y peaJHOM OKpYyXemy, IpebaluBame Ha
METEMaTHYKH jE€3UK — IMPEeBOheme Y U3pase, pauyHamhe U pa3yMeBambe pelicha.

[TocToje MHOTe TUPEKTHE U MHAWPEKTHE METO/IE PelllaBaba TEKCTYATHUX 33/1aTaKa.

NHnupexkTHe MeTONe KOje ce 3acHHBajy Ha Kopuilhemy Mojena W Hajuemhe ce KOPUCTE Y
MOYETHO] HACTAaBH MaTeMaTHKe, Cy: METOAA AYXH, METOa MPaBOyraoHMWKa, METo/1a TallInIa, MEeTo1a
Benosor nqujarpama...

Heke on aupekTHHUX MeToNa, KOje ce KapaKTepulle pemaBameM oapeheHor mpobiema 6e3
Kopuithema Mojena cy: METOJ MOKyIlaja M TOrpeliaka, METOJ ITUPEKTHOT HM3pavyyHaBamka, METO]
jeTHaYnHa. ..

VY mocTynky pemnraBama MaTeMaTHYKOr mpoOieMa METOJOM AMPEKTOHOT M3padyyHaBHa BaKHA
¢aza je zamucuBame, Hajuemhe, CI0XEHOT MaTeMaTHYKOI HM3pa3a KOjUu OJroBapa CTPYKTYpH JaTor
npobiema.

Ipumep 1. (Mnycrpamuja 3a minahe paspene om) [[Ba npyra, Muma u Toma, nmajy 3ajeano 240
nuHapa. OHu Tpeba /1a moene oBaj HoBall Tako 1a Toma nobuje 50 qunapa Bume. Konmko nunapa he
NOOUTH CBaKH O] BUX?

Pememe. Texct npobieMa AUPEKTHO MPEBOIMMO Ha payyH.

Muima he mooutu: (240 — 50) : 2 =95 nunapa, a Toma 95 + 50 = 145 nunapa.

3ananu

1. Tlpopasar y jenHoj MpoJaBHULIM MMa Ha pacnionaramy 50 HoBunha o 1, 2 u 5 nuHapa. YkynHa
BpeaHocT cBux HoBunha je 100 nunapa. Konuko je HoBunha oJ cBake BpCTe ako ce 3Ha /1a Cy
7iBa 0/ Ta TpH Opoja jeqHaka?

2. Axo Ilepa mozajmu Mummiu 500 nuHapa onu he nmaTu ncre cyme HoBia. Ako Muuia
no3ajmu Ilepu 500 aunapa onza he oH UMaTH MeT MMyTa BUIlle HOBLA 07 e. Konnko HOoBIa
UMajy BUX aBoje?

3. Ha tabnu je 3anmMcaHo HEKOJIMKO MO3UTUBHUX peaTHUX OpojeBa 0] KOJUX j€ CBaKH jeTHAK
IECTUHU 30upa nmpeoctanux opojeBa. Kommko je OpojeBa HanmucaHo Ha Ta0au?

4. JIBameceT mMOMIIA KOIITA TOJIUKO JUHAPA KOJUKO ce mubuia qoouja 3a 500 nunapa. Kommko
xomrra 2015 mubuma?
5. Pemmru jennaunny
1 1 1 1

x+x+5 x+2+x+3.
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5.2. METOJl KOPUITREBA TABJIMLA

Tabnure cy Bpiio epuKacHO CPEACTBO Ja C€ pellle MOjeIUHU MPOOJIeMH Y HACTaBH MaTeMaTHKe.
Hbrx0BO MpHCYCTBO je eBUACHTHO KOJ pelllaBarba JOTHYKO-KOMOMHATOPHUX MPoOIieMa, alu je Moryhe
1 KOJI pelllaBama 3aaTaKa U3 eJIeMEeHTapHe TeopHrje OpojeBa U IPYruX HACTAaBHUX OOJACTH.

Tabnuie mperienqHo W jacHO CaoMINTaBajy WHGOpMAIMje W 3aTO Cy MOTOJHE 33 TMPUMEHY Yy
HacTaBu MmareMmaTuke. [IpukasuBameM mojaraka y (GopmMu Tadimuie noduja ce BU3YCTHH Mperiie]] y
KOME ce jacHuje youaBajy OuTHe penauuje u3mely oOjexkata, a CMHUM THM C€ JIaKIe 0Ja3d [0
HCIIpaBHUX 3akJbydaka. Hajuemrhe ce mpumemyjy y 3amanuma ,,ca nmpecurameM*, Koju ce oopahyjy y
J0JaTHO] HACTAaBU HIDKUX paspella OCHOBHE ILIKOJIE, y 3a/aluMa ca oapehuBameM Mmoperka, Mory ce
MPUMEHUBATH MPUIUKOM pelllaBamba jeIHOCTaBHUjUX MpobiieMa U3 Teopuje OpojeBa, alu U IPUITUKOM
pelaBama CI0KEHUJUX JOTMYKO-KOMOMHATOPHUX MpodIieMa.

Crnene npumepu 3a WIIYCTPOBaHE IPUMEHE OBOT METO/AA

1. Mnekapuma Mapa pacroyiaxe KaHTOM 3a MJIGKO U CyJIOBHMMA YHja je 3ampeMHuHa 3 JuTpa u 5
nmutapa. Kako na ceom knujenty [lepu ucnopyuu Tauyno 4 nutpa mieka?

2. YdeHunm ca TakMuyapckum Opojesuma 1, 2, 3 u 4 Takmude ce m3 marematuke. OmpenuTa
penocien yuenuka ako ce 3Ha: (1) Hujenan o yueHnka HUje OCBOjHO MECTO KOje Ce IOKJIara ca
HCTOBUM TakMHUUYapckuM Opojem; (2) Takmuvap ca penHum O0poj 3 HHUje OCBOJHO MPBO MECTO;
(3) Bpoj y4eHuka Koju je OCBOjHO YETBPTO MECTO, MOKJAma ce ca OpojeM MecTa Koje je
OCBOJHO YUYCHHK ca OpojeM 2. OapeauTH peaocie TakMudapa.

3. JlokasaTH 1a He [OCTOje e OpojeBH X M Y Takeu aaje x* + y* = 12 345 678,

ITer xyha je o6ojeHo y 5 paznuuutux 00ja,y cBakoj Kyhu >kuBH ocoba JIpyre HallMOHAIHOCTH.
Tux 5 BnacHuka nujy oapeheno nuhe, cBupajy onpeheHn HHCTpyMEHT U aApxe oapehene kyhue
Jbyoumue. Hujenan BracHMK HeMa MCTU MCTPYMEHT, JbyOMMIla HUTH NHjy ucTo nuhe. 3HaMo
jomI u aa:

1) BpuTtaHnai xuBH y I[pBEHOj KyhH,

2) Csehanun ap3wu mce,

3) Manar nuje 1aj,

4) 3enena kyha je 1eBo ox Oene kyhe,

5) Bnacuuk 3enene kyhe nuje kady,

6) Ocoba Kkoja cBUpa BUOJIMHY raju MTHIIE,

7) BunachHuk xyte kyhe cBupa KiaBup,

8) BumacHuk cpeame kyhe nmuje miieko,

9) HopBexaHuH XHBH y TIpBOj Kyhw,

10) Yosek koju cBupa TpyOy KMBH MOpEN OHOTA KOjH Taju Mauunhe,

11) YoBek Koju APKU KOHE )KUBHU TOPET YOBEKA KOjH CBHpA KIIaBHD,

12) BiiacHUK KOju CBHpa XapMOHHKY IHj€ MUBO,

13) Hemar cBupa rutapy,

14) HopBesxaHWH KHMBU TOpeJ TuiaBe Kyhe,

15) Yoek koju cBUpa TPyOy MMa KOMIIIH]jY KOjU TIHj€ BONY.

Ko ox mux apxu pudure?
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5.3. METOJ ,,ITAP - HEITAP"

Meton ,,ap - Hemap" 3a penraBamke MaTEMaTHYKHUX 33/1aTaka MOYMBa Ha KOPUIINEmhY TapHOCTH,
OJTHOCHO HENapHOCTH, OpojeBa. Y 3a1anmMa Koju ce MOTY PELIUTH OBUM METOOM OUTHO je yOUHuTH Ja
JM je BPEOHOCT HEKOI W3pa3a MapHa WM HelapHa, MOCMaTpaTH MapHOCT 30HMpa WIM IMPOHM3BOJA,
NPaTHTH CMCHHBAKE MMAPHOCTU M HEMAPHOCTH, OYyBame (HE)IapHOCTH HAKOH HEKE M3BPILICHE TPaH-
chopmarmje ....

OcobuHe Koje ce Hajuemhe KOPUCTE MPU YIIOTPEOH OBOT METO1A CY:

=

30up uau pa3nrka ABa mapHa, OJHOCHO JBa HemapHa Opoja, je mapan 0poj.

30up WM pas3iivKa MapHOT U HEMapHOT, OJJHOCHO HEMapHOT U MapHOTr 0poja, je HemapaH 0poj.
3. IlpousBox nBa HemapHa Opoja je HemapaH, a MPOU3BO/] MAPHOT U Opoja MPOU3BOJFHE TAPHOCTH
je mapaH.

no

Crnene omabpaHu 3311y KOJU HITyCTPY]y METOJ ,,ITap — Hemap™:

1. Mmuoxehu pa3nuky aABa mpupojaHa Opoja ca BUXOBUM mpou3BoaoM llepa je mobuo 2015. [la nu je
MOTPEINO Y pauyHy?

2. Jla mu je moryhe OpojeBe ox 1 mo 10 mogenuTu y ABe rpyre Tako Ja 30MpoBH OpojeBa y Te JBE

rpyne Oyny jenHaku?
3. Penmom je HammcaHo cemam mpuponHuUX OpojeBa ai, dz, . . . , d7. 3aTUM CY TH UCTH OpojeBH
HAIKCAHU Y HOBOM peIociely U o0enexeHu peaom ca b, by, . . ., by, Jla mu je moryhe mobutu na

npousBox (a1 — b1)(az —by) - - - (a7 — by) 6yne nenapaun 6poj?
4. OpmpenuTu CBe MapoBe MPUPOIHHUX OpojeBa (X, Y) Takse na je X! + 4y = 8765.
OJpeuTH CBe MapoBe MPUPOIHKX GpojeBa (M, N) Takse xa je m? + 99998 = n’.
6. Onpenutu cBe mapose (P, M), rae je P mpocT 6poj, a M 1eo Opoj, TaKkBe Aa je BPEAHOCT U3pas3a
m® — pm+1
m? + pm + 2
1eo 6poj.

7.  Mapa je Ha nanupy Hanucana 2014 nyna u 2015 jenuauna. Ona Opuie no aBa 6poja U ako cy
HUCTU YMECTO HHX YIIUCYje JeIMHUILY, a aKo Cy pasznuuuTu oHaa Hyny. Koju he Opoj ocratu
NocJe/llbU HallMCaH Ha nanupy?

8. Ha tabmu je penom Hanmcano npux 2015 nmpupoaaux OpojeBa. Y cBakOM Kopaky OpHIIy ce JiBa
IpOU3BOJbHA Opoja, a ymHCyje ce ancojlyTHa BPEIHOCT WUXoBe pasznuke. [la nu je moryhe na
nociie 2014 xopaka Ha Tabiu octaHe HamucaH 6poj 1?7

O merony ,,map — Hemap® Ouhe jomr peud Koj MNpHKa3zauBamba PasHUX METOJa KOjUMa ce
elleMeHTapHo pemanajy /nodanTose jenHaunne.
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5.4. METO/l PA3JIMKOBABA CIIYHAJEBA

Meron pasnukoBama cllydajeBa je jedaH oOJ] HajeKCIUIOATHCAHUJUX METOJa 3a pelllaBamke
MaTeMaTHYKHX MpobiieMa. Y HEKUM 00J1acTiMa, Kao Ha MIPUMEP Y €JEMEHTapHO] MaTEMATUIU (TCOPH]jH
OpojeBa, KOMOMHATOPHIIM, alIreOpH, TeOMETPHUjH), OH je OIIITH, ald HHje CBeMOryh, Maaa je CHrypHO
Hajyemrhe kopumrheH, OWIO caMOCTalIHO, OWIIO Y KOMOMHAIIM]U ca IPYTHM MeTojama. 3aTo hemo, mpe
M3BECHOT YOIINTaBama, METOJl Pa3InKOBama CllydajeBa WIIYCTPOBATH Ca HEKOJIHUKO IpUMepa KOju ce
OJTHOCE Ha pa3He MaTeMaTHYKe MPOoOJIeMe KOjU MOKa3yjy IITa e CBE MOKE KOPUCTUTH KAO0 MHCTPYMEHT
3a PallMOHAIHO Pa3JIMKOBAE CIydyajeBa U KOje MPUHIUIIE IPH TOM Tpeda UMaTH Ha yMYy.

1.  Jlare cy jemHakocTm * +* =% _* =* .k =2k% % pyimppe 1,2, 3,4, 5,6,7,8,9. YMecTo aeer
"3pe3auIa" pacrlmopeIuTH AeBEeT naTux nudapa Tako Ja ce cBaka nudpa ynorpedu camo jeTHOM H
Jla CBE jeTHAKOCTH Oy/ly TadHe.

2. Ogxpenutu cBe peanHe OpojeBe X TakBe aa je 2° + 5°=641.

3. Jla nu mocTtoje mpHpoAHU OpojeBH X W Y TakBu gaje 1!+ .. +xl= yz.

[IpeTnocTaBUMO J1a Ce TPaKH CKYIl CBHX peluerma npodinema P(X, Y, Z, ...), tae ¢y X, Y , Z, ...
MIPOMEHJBHBE KOj€ Cy MPUCYTHE y OKBUPY JaTor mpodiiema P.

Heka je S Hempazan ckyn Koju mpeacTaBjba o001acT JaedUHUCAHOCTH JaTor mpobiema
P(x, Y, z...), Tj. ckyn Mmoryhux perierma mpodiiema P.

MeTtoJ pa3nuKoBama ClydajeBa 3aCHHBA CE HA pasliaramy CKyna S Ha HEKOJIHMKO, alli KOHAYHO
MHOT0, KOHAYHUX UM OECKOHAYHMX MOJACKYMOBa Si, Sy...S¢ TakBuUX 1a je S1USy ... U S = S. lo6po je
ako Cy TH CKYNOBHM MOHUCjyHKTHH, Tj. S N S = & 3a cBako | # j (1, j € N). Cxynosu
S1, 82 ... 8¢ Mory OUTH U HEIMC]YHKTHH, aJii j€ U TaJa HaJBAKHH]E J]a OHU Y MOTIYHOCTU TIPEKPUBA]Y

cKyn Moryhux pemiema S.

Meton pasnuKoBama ciaydajeBa, pemaBame mpobdigema P(X, Yy, Z, ...) CBOOM Ha peliaBambe
npobnema P(X, Y, Z, ...) y cBakoM o ckymoBa Si, S, ... ,S¢. Heka cy Ri, Ry ... Ry ckymoBu pemema
npobnema P(X, Y, Z, ...), peaoMm y ckynoBuMma S, Sy ... S¢ (mpu yemy Heku oj ckymoBa Ri, Ry ... Rg
Mory OoutH u nipa3uu). Taza je ckyn peuiersa R nmpodiema P(X, Y, Z, ...) yHHja ckymoBa pemerma Ry, Ry,

,Re, 7). R=R1URU ... UR.

To je MoxI1a IyroTpajHUju, ajld METOOJIOUIKY JAKILIHU [10Cao, jep ce CKYMOoBHU S, Sy ... S¢ Mory
Oupartu Tako jJa pemaBame npodaema P(X, Y, Z, ...) y muMa Oyje IITO jeJHOCTaBHH]€E.

Meton pa3nukoBama CllyyajeBa j€ IOroJaH METOJ 3a pellaBalkbe CKOpO CBUX BpcTa
MaTeMaTHYKUX Mpobiema, anu Moh merone He Ou Tpedajso NMpelewUBaTH, jep U OHA MOIYT APYTUX
METOAa CaJApKU HM3BECHE KpeaTWBHE IOTe3e, Tj. KpeTama y MpaBlly pellema Koja Cy pe3yiraT
MaTeMaTHYKe WHTYHIIMje, carjieflaBamba MpodjiemMa Ha CacBUM JPYT'M HAayMH M YECTO IMPOU3BOIHE
HOBMX M OPUTHHAIHUX U7E]a.

KonkpetHo, nocrasspa ce nurame: "Kako pasnBojutu cirydajeBe?”

PaznBajame ciydajeBa u jecte Hajehu mpoOiieM NPUIMKOM NPUMEHE METOJAE Pa3IMKOBaba
CiIyJajeBa jep ce He MOXK€ YHampea OJIpeAuTH Kako pa3zdujatu ckym S. Mehytum, u3 mpukazaHux
IpUMepa M J0CaJAlllier pa3MaTpama, UCKYCTBEHO ce Mory QopmynucaTu cieaehut MeTOAONOMIKH
TPUHIIATIH:

1. Ilpu pa3mBajamy ciydajeBa, CKyN MOTEHLMjATHUX pEIICHa, Tj. CKyH S y MOTIYHOCTH ce
OpeKprBa ca KOHAYHO MHOTO, KOHAYHUX WM OeCKOHaYHUX (10 MOTryNHOCTH JHCjyHKTHHX)
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MoJICKymoBa Si, Sy, ..., S TakBuX aa je S; U S, U ... U S¢ = § (npuniun notnyHocTH). Ha Taj HaunH
ce nzberaBa MOTyhHOCT J1a OMIJIO KOj€ MOTEHIH]jaTHO peleke 0y/1e M30CTaBJHEHO.

2. 3a MeTOJ pa3lIMKOBamka CiIydajeBa HAPOUUTO CY MOBOJHHE JIBE MOTYNHOCTH:

(a) Kama je Ry = &, 1j. kana y omabpanom moackymny Si (1 < i < k) nomena S aatu npobiiem
P(X,Y,2,...)=0 HeMma HHjEIHO PEIICHE 1

(6) KamajeR; =S;, 1j y onabpanom noxackyny S; (1 <;j < «) nomena S nartu npo6iem P(X, Y, ...)
YBEK MMa peEIlIeha.

3aro mpHu pa3IMKOBaKYy ciydyajeBa Tpeda YOUMTH IUTO BHIIE MOJACKYIIOBA KOjH 33/10BOJbABAjY
ycioBe (a) win (0), a y ocTaiuM MOJCKYIIOBUMA TPAXKHUTH HAJIPOJYKTHBHH]U MOCTYIIAK 32 PEIIaBAE
nator mpooOiema P.

3. Ilpunmkom pasiaMKoBama CiIydajeBa M IPEKpUBama CKyNa IOTEHIMjAIHUX pellemka
JIMC]YHKTHUM TOJICKyToBUMa (KaJI roJ] je TO II0J0TBOPHO) KOPUCTHUTH JIOTUYHA pa3dujama ckymna S. Y
Teopuju OpojeBa Hajuemrhe ce CKyn LeanX OpojeBa WM HEKH HETOB MOJCKYIH, pa3duja: Ha MmapHe U
HerapHe; Ha HeraTHBHE, HYJy M MO3WTHBHE; HA KJIace €KBUBAJICHIMja MO oapeheHoM moayiy, ... Y
TeOMETPHjH Ce ImocMaTpa CKyIl Tayaka yHyTap ¥ M3BaH Kpyra, KOJMHEapaH W HEKOJIMHEapaH I10JI0XKa]
Tayaka ... (IPUHLUI IPUPOJTHOCTH).

4. Meroa pa3iuKoBama ClIyvajeBa 3acCHMBA Ce€ Ha MPUMEHHM Beh MO3HATHX MaTeMaTHYKHX
tBphema ([TuTaropuHe Teopeme, MO3HATHX HEJEIHAKOCTH, ...) KOje C€ Kao CIy4ajeBH jaBJbajy y
pemiaBamy npobiiema P (IPUHIIUI IPUMEHE).

Metox pa3nukoBama CllydajeBa HHje CBeMOTyh, HUTH YHHBEp3ajaH, ajd MOXe OUTH Beoma
KOPUCTaH y pellaBamby MHOTHX IpobieMa 0e3 o03upa na Ju Cy OHM airebapcku, eOMETpPHjCKH,
KOMOWHATOPHH ....

[Tpu ToM, mpuHIUT 2(a) je 0 HAPOUUTOT 3HAYAja, jep OH CIYXKH 3a CIMMUHALIN]Y CIydajeBa Kaaa
npoOJieM HeMa pelliera, TE ¢ Ha Taj HaYMH CKYN MOTEHIUjaIHUX pelleha CBOJM Ha HEKYy O]l CBOjUX
pectpukiuja. OBO je U IPUMapHO METOJIOJIONIKO YIIYTCTBO KOj€ yKa3yje Ha IPBU KOpakK y pa3/iBajamy
CiIy4ajeBa, a OH je cBoheme ckyra Moryhux peiema Ha IITO Mamke MOJICKYIOBA.

4.  Jlat jep jennakokpaku Tpoyrao tpoyrao ABC (AC = BC) u tauka M Ha ctpanutu BC. lyx AM
JeNny JaTH jeIHaKOKpaku TPOyrao Ha JBa jeJaHKokpaka Tpoyria. OapeauTH yrioBe Tpoyria

ABC.
5. Ognpenutu cBe aBomudpeHe OpojeBe KOju Cy jeHaKH 30Upy KBajapaTa cBoje Iudpe JeceTia u
KyOy 1udpe jequHuna.
6. Ogpenutu Konuko uma maposa (P, M), rae je P mpocT, a M 1eo OpPoj TaKBUX Ja je M Pa3IoMaK
m® — pm +1
———— 11e0 0poj.

m? + pm +2

7.  Ha cemunapy maremarnuyapa y HoBom Cany nma n yuecHuka. JlokazaTu ga moctoje Oap aBa
y4ECHHMKa CEeMHHapa Koju Mel)y yuecHuIIMMa cKyma UMajy UCTH Opoj MO3HaHMKA.

8. Hekacy A4, B u C tauke y paBHU TaKBe Jia 3a CBaKy Tauky M Te paBHHU HUCITYECH Oap jelaH o
nBa ycnoBa: AM < BM wmu AM < CM. Onpenut MelyycoObHu nosnoxaj tTauaka A, B u C.

9. Axo cy a u b mepHu OpojeBH Karera, a C MepHU OpOj XHUIOTEHY3€ IPaBOYIJIOI TPOYIJa,
OJIPEJIUTH CBE BPEHOCTH MPHPOAHOT 6poja N Tako gaje a" + b" < c".
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5.5. METOJ CMEHE

Meroj cMeHe y peliaBakby MaTeMaTH4KHUX MPo0IeMa CacToju ce Yy TOME Jla Ce HeKe MaTeMaTHYKe

BEJIMYMHE WM OOJeKTH 3aMEHE ceOM MIICHTUYHUM aju y jeHOCTaBHHjeM 3ammcy. Koj pemraBama
crcTeMa jeJHaYMHa METOJ CMEHE Ce CacTOjU y TOME Ja C€ BPEAHOCT jeJHE Helo3HaTe M3padyHa y
(GbyHKIMjU Ipyre HEMO3HATe U3 JeIHE jelHaYMHE M MOTOM 3aMEHH Y JIPYTy jeHAYMHY M Ha Ta] HAYWH
CHCTEM jeJTHA4YMHA CBE/IC HA PEIllaBam-e jeAHE JTUHEapHE jeTHAYMHE Ca JeJTHOM HEIO3HATOM.

HaBomumo Beh momeHyTe mpumepe u HEKEe HOBE KOjU WIIYCTPYjy KaKO Ce METOJI CMEHE MOXKe

KOPUCTUTH Yy OCHOBHO] IIKOJIH, ¢ 003UPOM Ja j€ Y CPe0j IKOJM METOJI CMEHE MHOTO 3HA4YajHUJH U
MHOTO c€ 4yerhe KOPUCTH:

1.

2.

20

Pemmtu cucrem jennaunHa: x = 2y + 3, 3x —2y =13.

, X+1 x+2 X+3 X+4 X+5 X+6
Pemurtu jeqnayuny: + + = + +
2010 2011 2012 2013 2014 2015

3a KOjy BpeaHocT peanHor Opoja x m3paz A = (x — 1)(x — 3)(x — 5) (x — 7) uma Hajmamy
BPETHOCT M KOJIMKA j€ Ta BPEITHOCT?

) a+b+c+d
Jloka3aTu HejeqHaKOCT: 2 > 4/ abcd .

OzpeauTy cBe 1elte GpojeBe X 1 Y TaKo 1a 3a10BoJbaBajy jenHaunny X* + y* = 6x° + 14y* — 53.

PAJIMOHULIA 2.

VY npocropuju nocroju 2015 Heynasbenux cujanuna u 2015 npekunaya HymMepucaHux 6pojeBuMa
oxn 1 mo 2015. ITpBu neyak npUTHCHE CBaKW Nmpekuaad. [pyru nedak npuTUCHE CBaKU APYTU
IpeKuiay, Aakie npekuaaue 2, 4, 6, ... 2012, 2014. Tpehu nedak nputucHe cBaku Tpehu
npekuaa, Jakie npekugaye 3, 6, 9, ... 2010, 2013. YerBpTu Ae4ak NPUTHCHE CBAKU YETBPTH
npekuay, aakie npekuaaue 4, 8, 12, ... 2008, 2012. 1 rako penom. Ilpeanocnenwsu neyak
MpUTHCHE camo npekuaad 6poj 2014, a nocneamu nedak camo npekunad 2015. Koje cujanuie cy
1ocjie 0BaKo M3BEJCHUX ,,0llepalja’ ocTalie ynabeHe, a Koje yramiene?

X+l+ X+ 2 N x+3_ X+4+ X+5+ X+ 6
2010 2011 2012 2013 2014 2015

Pemmtu jennaunny:

Ha Tabnu je penom Hanucano npsux 2015 nmpupoaaux 6pojeBa. Y cBakoM Kopaky OpuIy ce JBa
MpOM3BOJbHA OpOja, a yImUCyje ce amcojiyTHa BPEIHOCT HuXoBe pasnuke. [la nu je moryhe na
nocine 2014 xopaka Ha Tabmu octaHe HamucaH Opoj 17
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5.6. METOJA I'EOMETPUJCKUX MECTA TAUAKA

I'eomeTpujcko MeCTO Tadaka je CKyIl CBUX Tayaka paBHH KOj€ 33/I0BOJbaBa]y HEKHU YCJIOB.

OcunoBua 'MT:

o T'eoMeTpHjcko MeCTO Tavyaka jeIHaKO yJa/beHUX OJ1 JBe jJare Tauke A u B

o T'eoMeTpHjcko MeCTO Tavyaka yJa/beHHX 32 KOHCTAaHTHY najbuHy d ox gate Tauke O
o T'eomeTpHjcko MecTO Tavyaka yaJbeHHX 32 d O] 1aTe IpaBe

O——
d P p
d
a
@)
q
Q

I'eomerpujcko MecTo Tauaka ynabeHux 3a d on gare kpyxuune K(O,r)
I'eoMeTpHjcKO MECTO Tavaka IMOJjeTHAKO yIaJbeHUX O] IBE JaTe MpaBe
['eoMeTpHjCKO MECTO Tavyaka Mo KOjHM Ce JaTa Iy BUIU O [IPABUM YIIIOM
['eoMeTpHjcKO MECTO Tavyaka 1Mo/ KOjUM Ce JaTa Jy>XK BUJH IO/ YIIIOM o
['eomMeTpHjCcKO MECTO Tavyaka U3 KOJUX Ce KPY)KHHIIA BUIH MO YIIIOM &

O O O O O

Kopumhewmem memooda eeomempujckux mecma masaxa Wi Memooe npecexa MOXe Ce PeIlInTH
BeJIMKa rpymna npobiaeMa Koju ce 0JJHOCE Ha KOHCTPYKLMje HEKMX 'eOMEeTpUjCKUX (purypa ca 3aiaTum
CBOjCTBHMaA.

3ananu

1. Koncrpyncaru Tpyrao ABC ako Cy IO3HATH HBEroBH eJIeMeHTH: a, b, h. .
2. Koncrpyucatu Tpoyrao ABC axko je nata meroBa cTpanuna a u Bucuae h, u h,.

3. Koucrpyucaru tpoyrao ABC ako cy naru cienehu enementu: a +b +¢, a, h_.

4. YHYTPpAIKBOCTHU AAaTOTI TPOYIJIa KOHCTPYHUCATU TAYKY U3 KOje CC CBAaKa HbCroBa CTpaHULia BUAU 11O

MOIYIApHUM YTJIOM.

5. Koucrpyucaru tpoyrao ABC ako cy naru cienehu enementu: h, t., R.
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5.7. METOJI ITIOMORHUX ®UI'YPA

[TpunukoM pemaBama IUIAHUMETPH]CKHX 3aJaTaka, Kaja HaIpTaMoO CKHIy ca CBHM 33/JaTUM
eJIEeMEHTHMA, YeCTO UMaMO yTUCaK Ja HHUje 3aJaT AOBOJbaH OpOj elieMeHaTa 3a Hallakeme peliema. Y
OBUM CHTyalldjamMa TIIOKyIIaBaMO Jla JOLpTaBaléM Ha HOBHX (urypa, AIyXH, TPOYIJIOBa,
YEeTBOPOYTJIOBA, ..., YOUMMO HOBE BE€3€ U OJJHOCE KOju he HAC TOBECTH JI0 KPajHhEeT pelleha.

[TomohHa ¢urypa ce KOHCTpyWIE Ha OCHOBY IIO3HATHX €IIEMEHATa, MPOIYKABambeM WIH
ckpahvBameM HEKe MYyXKH, MOBIAYCHEM NapajeIHUX WM HOPMAIHUX TMPABUX, WIH JOIPTaBAKHEM
JIPYTUX MIOMONHUX F€OMETPHjCKUX O0jeKara.

VY HapeIHUM NpUMEpHUMa JI0 pellerma 3a/laTKa ce J0Ja3u JoLpTaBameM NOMOhHHMX Qurypa.
Hpyru 3anatak - npeyioxkeH Ha CaBe3HOM TakMHUUEHY 3a yueHuke | pazpena peamux mikona (1985), u
VIl pa3pena ocHoBHux mikoia (1994), mpumep je 3amaTka KOjU C€ MOXKE PEUIMTH Ha HEKOJIUKO
pa3IMuUTUX HAYMHA METO/I0M IOMOhHUX ¢urypa.

1. Hexka cy a, b 1 ¢ Ty)KuHe cTpaHula TPOYIJia U t, Ty)KUHA TEKUILIHE 1yKU MTOBy4YeHe u3 TemeHa C.
a+b

JlokaszaTu J1a Baxku HejeqHakocT: (C <

2.  Heka je y yayrpammoct kBaapata ABCD nara tauka P TakBa na je yrao PAB jegnak yrmy ABP
u o0a umajy mepy 15°. Jlokazatu na je Tpoyrao PCD jennakoctpaHuyas.

3.  Heka je gerBopoyrao ABCD mnapanenorpam. Tauka M je cpemumre ctpanuiie BC, a Tauka P je
noJIHOXkje HopMaie u3 TeMeHa D Ha npaBy AM. Jlokaszatu na je CP=AB.

4. 'V jennakokpakom Tpoyriy ABC yriosu Ha ocHoBHIM AB cy jeanaku 40°. Cumerpana yrina BAC
ceue ctpanunty BC y tauku D. Jlokazatu na je AD+DC=4B.

5. Heka tauka E npunana crpanumm 4B kBanpara ABCD. Cumerpana yriia CDE ceue crpanuity BC
y Tauku K. Jloka3zaTu a Baxku jenHakoct AE+KC=DE.

6. Axo je CD Bucuna Han xunoteny3om AB mpasoyrior tpoyria ABC u M u N cpenumra ayxu
CD u BD, noka3zaru na je AM L CN.

7. Y jemnakokpakoMm Tpoyriy ABC yrnoBu Ha ocHoBuLU AB cy jenHaku 40°. Y tpoyriy je
n3zabpana tauka M, TakBa na je yrao MAB jemnak 10°, a yrao MBA je jemnak 20°. Onpenu
Benuuuny yriua CMB.

8. VY kBampary ABCD je nara tauka P, TakBa na je AP : BP: CP=1:2:3. Onpenu yrao APB.

9.  V jemnaxokpakom tpoyriy ABC ca ocHoBUIIOM AB, yrao npu Bpxy je jeanak 106°. Ha ocOouuu
AB je mara tauka D takBa na je yrao CAD jemnax 21°. Jlokazatu na je AE = 2CD.
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5.8. METOJ CJIMYHOCTHU

OBaj MeTOJ] KOPUCTH OCOOMHE CIIMYHOCTH PABHUX JIMKOBA. YeCTO ce MpUMemYyje y T€OMETPHjH
y JOKa3HUM 33JjalliMa, aji He Tpebda 3aHeMapuTH HU HETOBY YJIOTY Y KOHCTPYKIMjaMa, I/1e MOXKe JaTH
pelieme y cilyqajeBUMa IJe JIpyre METoJAe He MOMaxy WM MOXKE JaTH jeJHOCTaBHHU]E PEIICHE y
cily4dajeBuMa Iie Ipyre METo/e /1ajy KOMIUIMKOBAHO PelleHe.

Crnene 3aany KOju WIYCTPY]y IPUMEHY CIMYHOCTH Y KOHCTPYKTUBHUM 3aJalllMa.

1.  Koncrpyucaru tpoyrao ABC ako cy natu £ZBAC, ZCBA u nyxHa BucuHe u3 temena C.

2. Koncrpyucaru tpoyrao ABC ako cy natn £BAC, onnoc AC : AB = 3 : 4 u qy)KWHA TEKHUIIHE
JMHH]jE U3 TeMeHa A.

3. KoHcrpymcaTn KBajpaT ako je JaTa IyKMHA pacTojama O TeMEHa [0 CPEeIUIITa HaclpamHe
CTpaHHUIIE.

4.  Bau pmator kpyra K nara je Tauka M. Kpos Tauky M KOHCTpyHCATH CEUHIly S, 8KO OHA ceye
kpyr Kk y taukama A u B Tako na je MA = AB.

5. Ban paror kpyra K gara je tauka M. KoHcTpyucatu ceuuily s Kpo3 Tauky M, Tako Ja OHa cede
Kpyr Kk y TaukamMma A u Bunpu tom je MA : AB = 2:3.

6. Kpo3 mpecek aBajy KpyroBa KOHCTPYHCATH CEYMILy, TaKO Jia OHA ca jeIHUM Kpyrom oapehyje
TETUBY KOja je JBa IyTa Aya O] TeTUBE KOjy oapehyje ca Ipyrum Kpyrom.

7. VY natu tpoyrao ABC ynucaru npaBoyraoHuk KLMN rakaB na K, L € AB, M € BC, N € AC u na
je DyXuHa ujaroHaje TOr MPaBOyraoHuka jeqnaka d.

23



10.

11.

12.

13.

24

Jp>xxaBuu cemunap Jdpymrsa Mmarematuuapa Cpouje Beorpang 2016.

5.9. METOA INTAHUMETPUJCKO — PAYYHCKE AHAJIN3E

JTlate cy xyxu a, b u ¢. Koncrpyucarn nyxu a) X =+a’+b?; b) y=+va®+b?+c?
c) x=va?-b?; byy=ya?-b2+c? a)x=+va’-b?; b)y=+a’+h?®+c?® .

Konctpyucaru kBagpat unja MoBpIInMHA jeHaKa 30upy (pa3auiy): &) MOBPIIMHA JIBA AaTa
kBajpata; b) Tpu nara kBagpara.

KoHcTpyucaru jeqHakOCTpaHMYHH TPOYTao Yuja je MOBPIIMHA jeIHAKa pa3JIiIy NOBPIIMHA J[BA
JaTa jeIHaKOCTpaHUYHa TPOYTJIa.

Hap cTpanuiiama jeTHaKOCTpaHUYHOT TPOYTJIA CTPAHUIIE @ KOHCTPYHCAHH CY ca CIIOJbHE CTpaHe
KBaJIpaTH U J0OWjeHa ciio00/iHa TeMeHa II0Be3aHa y MHOroyrao. M3padyHatu oOUM U MOBPIIHHY
TaKo 10OMjE€HOT MHOTOYTJIA.

Han crpanuiiama mpaBrIIHOT IIECTOYTIIA CTPAHUIIE @ KOHCTPYHCAHHU CY Ca CIIOJbE-E CTPaHe
KBaJpaTu u Jo00MjeHa ciio0o1Ha TeMeHa MoBe3aHa y MHOroyrao. M3paduyHatu oOMM U TIOBPILIUHY
Tako J0OMjeHOT MHOTOYTJIA.

Axocy M, N u r MepHHU OpojeBU Ay)KWHA TPH]Y AATUX AYKU , KOHCTPYHCATH jeTHAKOKPAKO-
MPaBOYTJIM TPOYTA0 KOME j€ XUIIOTeHY3a TyK X = m2+n?-r? .

Jlat je nmpaBOyraoHUK 4uje Cy cTpanuiie a u b. KoHcTpywuim je1HakoCTpaHUIHHA TPOYIao yuja je
MOBPIIMHA jeIHaKa TOBPIINHH JaTOT PAaBOYTa0OHHKA.

Han crpanuiiama mpaBoyrjior Tpoyria dnje ¢y Katete a U b KOHCTPYHCaHH Cy ca CIOJbIbe CTpaHe
KBaj[paTu ¥ J00MjeHa c1000/1Ha TeMEHa MTOBE3aHa y MIecToyrao. M3padyHaTu MOBPIIMHY TaKo
J00ujeHoT 11ecToyria y GyHKIuju ox a u b ?

XUNOTeHy31MHa BUCHHA JIeJIM XUITOTEHY3Y Ha JiBa Ojicedka uuje cy aykuHe p u (. [lokaszatu aa je
Jy’KUHA XUIIOTEHY3WHE BUCUHE JeIHaKa ,/ Pq .

Jlat je npaBoyraoHuK 4mje cy crpanuie a u b. KoHcTpyncaru kBagpat KOju MMa MOBPIINHY
JeIHaKy MOBPIIMHHU JaTOr IPaBOYraOHUKA.

KoHcTpyuium kBajpat uuja je MOBpIIMHA jeIHaKa MOBPIIUHH j€JHAKOCTPAHUYHOT TPOYTJIa
CTpaHULE @ ¥ KOHCTPYUIIH jeIHAKOCTPAHUYHH TPOYTao 4Mja j€ MOBPIINHA JeTHAKa MOBPIIUHU
KBaJipaTa J1aTe CTPaHUIIE X.

KoHcTpyncaru jennakokpako-npaBoyryid TpOyrao yuja je MOoBpIIMHA jeHaKe 301py
MOBpIIIMHAMA J[BA JIaTa: a) jeJJHAKOKPaKo MpaBoyrJia Tpoyria ; b) kBaapara ;
C) jeAHaKOCTpaHUYHA TPOYTJIa.

Har je meroyrao ABCDE wu werBopoyrao MNPQ. KorcTpyrcaryu jenrHakOCTpaHHYHH TPOYTao
Yija je MOBpILIMHA jeJiHaKa 301py MOBPIIKHA METOYIJIa U YETBOPOYTJIa.
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5.10. HECTAHJAPJHE I'EOMETPUJCKE KOHCTPYKIMJE

Jatu cy Tauka A u mpaBe M U N Koje ce CeKy BaH upTexa y Tauku (B) (tauky B 30Bemo
HemoCcTKHaA Tauka). Konctpyucartu npasy A(B).

Kpo3 natry nenoctmxkny tauky (M) KOHCTpyucaTH MpaBy HOPMaJIHY Ha JaTy MpaBy P.
Kpo3 naty Henoctmxny Tauky (M) KOHCTpyHCaTH MpaBy MapajieiHy 1aToj Mpasoj P.
Konctpyucaru cumerpainy nator yria p(O)qg.

Koncrpyucaru cpeaumre gare ayxu A(B).

Koncrpyucaru 3nauajue tauke tpoyria AB(C).

Koncrpyucaru cpemuinte crpanune (B)(C) naror tpoyrna A(B)(C).

Koncrpyucaru Texurire gator tpoyria (A)(B)C.

Koncrpyucaru oprouentap garor tpoyria (A)(B)C.

Koncrpyucaru kpyr ynucad y gatu Tpoyrao (A)(B)C.

Koncrpyucaru kpyr omucan oko tpoyria A(B)(C), ako je cpemumre crpanune (B)(Il) Ha
LPTEXY.

KoHcTtpyncatu opToieHTap U eHTap ynucanor kpyra garor tpoyria (A)(B)(C).

KoHucTpyrcatu Tpoyrao ako Cy 3aj1ara jBa mweroa TeMeHa A u B u: a) texwumre T; 0)
oprouentap H; B) eHrap ynucanor kpyra S.

Koncrpynctu tpoyrao ABC, ako cy aare tauke A', B', C' moagHoxja BucuHa u3 remMeHa A, B u C.

Koncrpyncaru tpoyrao ABC, ako cy nare Tauke A u C u tauka M y kojoj cumerpana yria ACB
cede Kpyr onucal oko tpoyria ABC.

Tauke P, Q, R u S cy penom tauke Ha crpanumama AB, BC, CD u DA kBaapata ABCD.
Pexoncrpyummum kBaapatr ABCD ako cy gare tauke P, Q, R u S.

*hhhhkhkhkkkhkhkhkhhhhhkhkhkhkkhhkhrrhhhkhkhkkhhkhihrrhhhhhhhkhirrhhihkhhhiiiiix

PAJIMOHULIA 3.

Ban naror kpyra K nara je tauka M. Konctpyncatu ceunily s Kpo3 Tauky M, Tako Jia OHa cede
KpYr K y Taukama 4 u B v ipu ToM je MA : AB = 2: 3.

2.  XUMOTeHy3WHa BUCUHA JIeIH XUTIOTEHY3y Ha OJICEUKe AYKHHA ]
u (. W3padyratu oOMM M IOBPIIUHY MPABOYTJIOT TPOYTIIA Y
yHKIHjE P U Q.

3. Cgatpu Temena tpoyriia ABC y HegoctrxHa. OnpeauTi
texwuite Tpoyria (A)(B)(C).

(B) 4, Tauke P, Q, R u S cy penom tauke Ha crpanumama AB, BC, CD
u DA kBanpara ABCD. Pexonctpyummu kBagpat ABCD axo cy

nate Tauke P, Q, Ru S.

25



Jp>xxaBuu cemunap Jdpymrsa Mmarematuuapa Cpouje Beorpang 2016.

5.11. KOMBMUHATOPHN METO/IHA

KomOunHaTopuka je MaremaTHyka JUCIHUILTHHA Koja ce 0aBU pacropenuma ejJeMeHaTa HeKUX
CKYIIOBa U IpeOpojaBamkbeM TUX pacrlopena, Kao u mpodieMrMa IocTojamka i KOHCTPYKIIHje oapeheHnx
o0jekaTa ca 3aJaTUM 0COOMHaMa.

Hajuemrha nurtama koja Hac acorupajy Ha KOMOMHATOPHUKY, a BPJIO CY IPUCYTHA U Y
CBAaKOJHEBHO] KOMyHUKalMju cy: Konmko nma 6pojea ca HekuM cBojctBoM? Ha xonmko HaunHa
moxe? Kommko pasnuuntix MoryhHoctu nocroju 3a Heku npouec? [a ou je moryhe? Utn.

[Ipe3eHTyjeMo YeTrpu OCHOBHA KOMOMHATOPHA MPUHIIMIIA HAa KOJUMa IMOYMBajy MpeOpojaBama:
o [IlpuHIMI jeAHAKOCTH
Heka cy A u B nBa HempasHa ckyna. Ako nmoctoju oujekimja f: A — B, onna je |4|=|B]
IIpumep 1. Jlar je vu3 6pojera 5, 9, 13, 17, ..., 2013, 2017. Konuko wiaHoBa ©Ma oBaj HU3?
o IIpuHuMn npoussoaa
Hexka cy 41, 4y, ... , An HeTIpa3HU U KOHAUHU CKYNOBHU Taja je

| A1 x Ao X oo x Anl =1 A0 142 .. [ 44 ]

IIpumep 2. U3 rpaga A y rpan B Boge 3 nyta, u3 rpaga B y rpaa C Boae nBa nyta u u3 rpaga C
y rpax D Boze 4 nyra. Ha konuko pa3ziayduTux HauWHa ce MOXe cTuhu:

a) u3 rpana A y rpag B?

0) m3 rpana A y rpax C unyhu kpo3s rpan B;

1) u3 rpaga A y rpag D unyhu kpo3 rpanosa B u C, u 6e3 Bpahama y rpaa Kpo3 KOjux ce
npouwio?

o IlpuHnun 30mpa
Heka cy A1, A, ... , Ay TMCJYHKTHH ¥ KOHAYHU CKYTIOBH, TaJa je&
|41 0 A U Udnl =l A+ 4]+ o+ 40 ]

Ipumep 3. Kosmko nma yeTBopoun(ppeHux MpUpoJHUX OpojeBa 1eJbuBUX ca 5?

Ipumep 4. Konmko nma yeTBopouppeHux NpupoIHUX OpojeBa KOjU y CBOM JEKaHOM 3aIUCy
caapxke 6ap jenny mudpy 0?7

o IIpMHUMI yK/bYYeHa — HCK/bYYEHA
Heka cy 4, Bu A N B Henpa3uu ckynosu. Taza je lAuB| =14l +|Bl -14anBI.

YommreHo, 3a P ckymosa Ay, Ay, ..., Apje:
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Ipumep 5. Konuko numa npupogaux OpojeBa Mmamux win jenHakux 1000 kOju HUCY AeJbUBU HU
ca2,Huca3 HucaS?

3aganu

1. Komuko nma mectonudpeHux NpUpOIHUX OpojeBa KOl KOjUX je MPOou3Bo udapa HenapaH 6poj?
2. Ha jennoj npaBoj je nato 10 Tauaka, a Ha Ipyroj mapajienHoj ca boM Aarto je 11 tagaka. Konuko je:
a) oapeheno Tpoyriona;
0) oxpeheHo yeTBOpOyrIIOBa, Ca TEMEHHMA Y TUM Taukama?

2.  Kommko nma npupoaaux OpojeBa umje cy cBe nudpe pa3imauTe u 9uju je 30up mudapa jeaHax
457

3.  Ha xonmko pa3nuuuTHX HAYMHA MOKE TehH TOK 0JJ00jKaIlIKe YTaKMHUIIE, aKO je TIO3HATO J1a OHA
Tpaje IOKJIe jelaH Of] IBa TuMa He o0cBoju 3 cera?
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5.12. INPUXJIEOB METO/I

Y cB0joj opurnHamHOj Bep3uju JupuxieoB TpuHIUI pa3maTpa cieaehu mpoGnewm:
MIPETIIOCTABUMO JIa j€ jaTo TOIy0O0Ba JI0JIETENI0 Y TOIy0apHUK, aKo MMa BUIIIEe roflyboBa Hero kyhura y
roiybapHuky, Taga he ce 6ap y jeaHoj kyhuiu Hahu Gap aBa rosy6a. 3060r oBora ce Ha €HIJICCKOM
roBopHOM nozipy4jy dupuxneos npunuun Hazusa The Pigeonhole Principle. HapaBno, oBaj npuHIuim je
[IMPE MPUMEHIBUB.

Cmatpa ce nma je upuxie (G. L. Dirichlet (1805 — 1859) — Hemauku Maremarudap) MpPBH
KOPHCTHO OBY HJIEjy Y HEKUM MpoliieMuma U3 Teopuje Opojesa.

Ca pemaBameM 3a7aTaka MpUMeHoOM J{MpUXJICOBOT MPUHILIMIIA YUYESHHIIN ce cycpehly Beoma paHo,
Beh Ha yacoBHMMa JI0JIaTHE HACTaBe y METOM pa3pely OCHOBHE mikojie. CaM MPHUHIUI je I0CTa jacaH U
pa3ymibuB, OWiIo na ce paau o ciaboj dhopmu JupuxiieoBor mpuHiuna, (ako je # + 1 mpeamera
pacniopeheno y nkyruja onga he 6ap jemna kytuja campikatd O0ap ABa MpeaMeTa) Win O jakoj Gopmu

(axo je mnpenmera pacniopeheno y 1 kyruja, Tana 6ap jeaHa KyTuja caku 0ap [mT_l] + 1 npeamera)

CymtuHa npobiema jecte Kako aepuHucaru ,,kyruje” y koje hemo pacrnopehusat ,,lipeamere™.
Cream HEKOJIMKO ITpUMepa 3aaTaka Koju ce pemanajy momohy /lupuxieoBor npuHIUIA.

1.  Hexkaje X ckym ox 1 ocoba. [lokazatu ja mocroje 6ap nBuje ocode u3 X Koje uMajy UCTH Opoj
no3nanuka y X. (IIpernocraBiba ce 1a je TO3HAHCTBO CUMETPUYHA pellalinja.)

2.  JlokaszaTu Jia 3a CBaku Ipupoaan 6poj 1 moctoju 6poj obnmka 11 ... 100 ... 0 koju je nesbuB ca .

3. Jokazatu ma mely 6mio kojux 13 y3acTomHUX MpUPOIHUX OpojeBa MOCTOju Opoj uuju je 30up
nudapa nespus ca 7. Jlokazatu ga TBpheme He Baxu ako ce 6poj 13 3amenu opojem 12.

4.  Jloka3aTH Jla CBakM KOHBEKCHM 21—yrao uma JiBe AujaroHaje Koje 3akjanajy yrao e sehu og 1°.

VYHyrap kBajpara AyxuHe crpanuile 1 gare cy 33 tauke, o]l KOjUX HUKOj€ TPU HUCY KOJIMHEApHE.
JlokaszaTu /1a y 1aToM CKyIly Tadaka Iocrtoje 3, Tako Ja 0OMM Tpoyrja Koju oHe ofpelyjy Huje
Behu of 1.

6. JlaTt je ckym Koju caapku 7 HNpUpOAHUX OpojeBa O KOJUX CBU /3]y pa3IMYUTe OCTaTKe NpHU
nememyca 20. Jlokazatu 1a ce mel)y TUM OpojeBMMa MOTy HM3a0pard ueTupu Opoja a, b, c u d
Tako ja je o6poj a + b — ¢ —d nesmus ca 20.

7.  VYHyrap KBajpaTa Iy>KHHE CTpaHulle 1€m naTo je HEKOJMKO KPYKHHIIA, Tako Ja je 30up obuma
TUX KpyxHHIa jenHak 10 cm. Jloka3aTu Ja IMOCTOjU IpaBa Koja ceue Oap 4YeTHpU O TUX
KpY>XHHIIA.

8. VYV kpyry nomynpeyHuka |1 MOBYYEHO je HEKOJIMKO TeTHBa. 30Hp JAyKWHA CBHX THX TeTHBa Behw je
o 7m. JlokaszaTu J1a MOCTOjU MPEYHUK TOT Kpyra Koju ceue 0ap ocaM TeTHBa.

9. Cgaka ox 9 mpaBuX Jeeld KBaJapaT Ha JBa YETBOPOYIJIA YHje CE MOBIIMHE OJHOCE Kao 2 : 3.
Jloka3zaTu J1a IOCTOje TP OJ] THX JEBET MPaBUX KOj€ CE CeKY Y JeTHOj TAYKH.
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5.13. METOJl MHBAPUJAHTHOCTU

OcobuHa (CBOjCTBO) MaTeMaTUYKOT 00jeKTa Koja ce HE MEHa MPU HEKOj TpaHCPOpPMALIUjU 30BE
ce mHBapujaHTa T¢ Tpanchopmaiuje. OOMYHO ce METOJ WHBAPUjaHTHOCTH KOPHCTH 32 PElIaBambe
3ajaTaKa y KOjUMa CE JKEJIM UCIIUTATH MOXE JIM CE BUIICCTPYKOM NPHMEHOM HEKe 3ajare TpaHcdo-
pMarigje o1 MaTeMaTHUKOr 00jekTa (crama) X J0OMTH HEKH APYr'H MareMaTHukH oOjekar (crame) Y .
Ykonmuko ce Hahe mpuMep KOju IMOKazyje Kako C€ TO MOXE YYUHUTH, Tj. KOJIUKO IyTa U KaKO
NPUMEHUTH 3aJlaTy TpeHchOopMaInjy, OH/a je OAroBOp MO3UTHBAaH. AKO ce npoHale MHBapHjaHTa Te
TpaHchopMalHje Koja HeMa HCTe BPEIHOCTH 3a Ta JiBa 00jeKTa, TO 3HA4YM Jia ce MPUMEHaMma Te TpaHC-
dbopmarije He Moxe o X 1oOUTH Y U OATOBOP j€ HEraTHBAH.

MeTo MHBapHjaHTHOCTH CE WIIyCTpyje ciaeaehum 3anamnuma:

1.  Jlecer apyrapa croju y BpcTd. JIO3BOJBCHO je Jla TPOMEHE MecTa OHa JBOjHIIAa KOja HMajy
3ajeIHUQKOT cycena. Mojke JIM ce JICCUTH Jia Ce TIPH THM MpeMellTamuMa CBH mopeal)jy y Bpety
y OOpHYTOM penocieny?

2.  Onopojesa 1, 2, 3,4, 5 u 7 6upajy ce Tpu Opoja u nosehaajy 3a o 1. Moske 1 ce OHaBJbambEM
TE oreparyje T00uTH 1a CBU OpojeBU Oyay jeqHaKu?

3. Tlepa je pa3pe3ao qucT nmanupa Ha 7 JIeJioBa, a 3aTUM je HeKe O] THX JeJIOBa pa3pe3ao Ha HOBHUX 7,
u tako peaoM. [la nm je moryhe ma je y HEKOM TpeHYTKy uMmao ucmpen cede 2015 menosa
nanupa?

4.  Bpojy 2015 monar je meros 30up mudapa, 3aTuM je TOM Opojy 101aT HKEroB 30up mudapa, u Tako
penom. [la nu he ce oBum noctynkom go6ut 6poj 201520152015?

5. YV 1pu kece ce peaom Hanasu 3, 13 u 37 xnukepa. Jl03BO/bEHO je y OMII0 KOJy Kecy oAaTH Win
OJly3€TH OHOJIMKO KJIMKEpa KOJMKO ce Yy 30Mpy Haja3u y Apyre ABe kece. Moxe u ce moctuhu
J1a y JeTHOj Kecu He Oyne kimnkepa?

6. Ha crony ce nHamasu 8 wyama. Ibux 3 cy okpeHyre aHom Hasume. Jlo3BosbeHO je
HCTOBPEMEHOINPEBPHYTH Onio koje 4 yame. Moxe nu ce noctuhu J1a cBe yaiie Oyay NpaBUITHO
MOCTaBJbeHE?

7.  Ypehenu nmap nenux Opojesa (M, N) MoxkeMo TpaHchopmucatu y ypenu map (n, m), (m—n, n) win
(m + 2n, n). Mosxke mu ce ox ypehenor mapa (21,15) nodutu ypehenu map (12,20)?

8. U3 xBampara 100 x 100 momessenor Ha 10000 jemuHWMYHHMX KBaapatuha ,.u3pe3an” je jeman
kBaapaTuh. Mose i ce mpeocTaiu JAeo KBaapaTa mpekputu ca 9999 jenHakokpako-mpaBOyriux
TPOYTJIOBA 4YHje Cy XHUIOTEHY3€ AYKMHE 2, TaKO Jia C€ XHIIOTEHY3€ TPOYIJIOBa MOKIAmNajy ca
MBHIlaMa KBaJipatuha, a Karere ca qujaroHanaMa kBajapaTtuha?

9.  Kgazgpar 10 x 10 moxesben je nHa 100 jeqmanynnx kBaapaTtwha. bupa ce 9 kBamparuha u oboju
HeKoM 00joM. 3aTHM ce y CBaKOM KOpaky 000je CBU KBaJpaTHhu KOju uMajy Oap 1o aBa cyceaHa
kBagpartuha obojeHa. Jla 1 ce MOXKe HalpaBUTH TakaB M300p MoYeTHUX 9 KBajpaTtuha 1a HAaKOH
HEKOJIMKO KOpaka I1eo KBajpart 0yae o0ojeH?
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5.14. METO/IE ,,YOUU KPAJIHLET™*

Jenan Opoj 3amaraka y HacTaBM MaTeMaTWKe MOryhe je pemmTd MeToaoM, Y MaTeMaTHyKoj
JuTepaType, MO3HATO] Kao METola “youd Kpajmer’. Meroa “youw Kpakmer’ Mojpa3yMeBa Ja ce y
JaTOM CKYIly elleMeHara ojpenu HajBehu wnm HajMambM, HAjONMKH WM HAjIaJbH ... JEOHOM DPedjy
,Kpajlbu erneMeHat" (mayx, yrao, 0poj, ...) W na ce mojazehu ox meroBux ocoOuMHA M KOpHIThemeM
yCIIOBa 33/1aTKa KOHCTPYHILE MAaTEeMaTHUKH MOJEN YHja aHalIu3a HeIBOCMHCIICHO MOTBP/Ijyje CBOjCTBO
KOj€ ce Tpak WM JIOKa3yje.

HaBoanMo HEKOIMKO KapaKTepUCTHYHHUX IMpUMepa Koju Ha HajOoJbu Moryhu HauumH WIIyCTpYjy
HEOOMYHY MaTeMaTHUKy METO.Y ,,YOUH Kpajmber':

1. VY paBuu je garo 2015 Tavaka TakBuX na 3a cBake Tpu Tauke X. Y m Z 1aTtor cKyma Baxe
nejeqnakoctu: XY <1 wmm YZ <1 wumm ZX < 1. JIokazatu fa mocToju Kpyr NoJaynpeyHuka 1 koju
caapxu 6ap 1008 matux Tayaka.

2. Ha OeckonayHoj 1maxoBckoj Tabiu HamwcaHu cy npupoaHu Opojeu. [lo3naTto je na je cBaku
Opoj Ha TabiM jeqHAK apUTMETHYKO] CPEIUHH YeTUpH Opoja Koja Cy HalmcaHa JIeBO, JIECHO,
W3HaJ 1 ucton mwera. Kaksa 3akoHuToCT Biasa Mehy HanucanuM OpojeBuma?

3. VY paBuu je nato 2015 tavaka, Tako Ja je MOBpIIMHA Ma KOT TPOYIJia 4nja Cy TeMeHa Mehy natum
Taukama Mamwa oa 1. Jla 1M TOCTOjM HpPaBOYraOHHMK IMOBPIIMHE 4, TakaB Ja y MOTIYHOCTH
MPEKpHBa CBE JaTe TauKe.

4.  Jla 1 ce Ma KOju KOHBEKCAaH MHOTOYrao MOBpIIMHE 1 MOXKe MPEKPUTH MPaBOYraOHUKOM IOBP-
mHe 27
S. Cge ctpanuue Tpoyria Mame o1 1. Onpenutn HajMamH peanaH Opoj a, Tako Ja je MOBpIINHA

TpOyIJla Mamka Of d.

6. ITosba kBasipaTHE Mpexe 1 X n 000jeHa Cy IIpHOM M 0eroM 00joM Tako J1a je UCIyHeH cienehn
YCJIOB. aKO j€ HEKO MoJhe 000jeHO OejoM OHJa Ha XOPU3OHTAIW W BEPTHKAIU TOT MOJba MMa
yKyIHO Oap n 1jpHuX nosba. Konmko je HajMame 1nosba 000jeHO y LIpHO?

7. Mory nmu ce npupoaHu O6pojeBu o 1 mo 12 pacmopeauTy Mo KpyKHHUIM TaKO Jia C€ CYCEIHU
OpojeBU yBEK pa3uKyjy 3a 2 uiam 3?

8. Anun u bojanu cy nara aBa y3actomnHa npupoaHa Opoja. OHe 3Hajy /a cy UM JIaTH y3acTOIHU
OpojeBH, cBaKka 3Ha Opoj KOJU je H0j J1aT, ajii He 3Ha Opoj KojH je naT Apyroj aeBojunnu. OHe cy
Boawmiie cienehu pasroBop. Ana kaxxe bojanu: ,,Ja He 3Ham TBOj Opoj.” bojana xaxe AHu: ,, Ja He
3HaM TBOj 0poj.” Onna AHa xaxe bojanu: ,, Ja caga 31am TBOj 6poj! OH je nenunan 6poja 20.”
Koje Opojese umajy Ana u bojana?

9. JlokazaTu 71a HajMame jeJHO O] IMOAHOXKja HOpMajla KOHCTPYMCAHMX U3 YHYTpPAllhe Tauke
KOHBEKCHOI' MHOTOyIJla Ha IpaBe ojpeheHe HeroBMM cTpaHuIlama Npumnana oaronapajyhoj
CTpaHHUIIH.

10. VY paBnu je garo n ( n > 3) Tayaka ca CBOjCTBOM Jia HHjEHA NIpaBa Y TOj paBHU HE CAAPKU TAYHO
7IBE O[] TaTHX Tadaka. Jloka3aTu ja cy JaTe Taduke KOJIMHEeapHe.

30



Jp>xxaBuu cemunap Jdpymrsa Mmarematuuapa Cpouje Beorpang 2016.

5.15. HEKE METOJIE PEITIABABA TUODAHTOBUX JEIHAUYMHA

JlnodaHToBE jeHAUMHE CE PellaBajy KOpHIIhemeM pa3InunuTHX ,,anata“. Hajuenrhe ce uszBpiie
uaeHTHYHe anredapcke TpaHcopmanuje tako na JuodanroBa jemHaumHa ao0uje yoOudajaH oOJIUK
L = D, npu uemy jeBa WM JIeCHA CTpaHa jEJHAKOCTH MMa KAapPaKTCPHUCTUYHY M PEIATUBHO JIAKO
YO4YJBUBO CBOjCTBO. JETHAKOCT MMa Ty 4apoOHY OCOOMHY Jia CBa CBOjCTBA JIEBE CTPAHE jEHAKOCTH UMa
W JIeCHAa CTpaHa jeHAKOCTH (M OOpHYTO) M OHJA CE pa3[BajabeM CiIydajeBa MpoOiieM pasziiaxe Ha
eIEMEHTAapHE U pemaBa KopumhemeMm mocieame Iudpe, NPOU3BOAa, KOJIWYHHMKA, 30Hpa,
HEjeIHAKOCTH, (HE)IapHOCTH, AEJbUBOCTH, KOHTPYCHIIH]A ...

5.15.1. PElHABAKBE JTUODPAHTOBUX JEJJHAUYNHA KOPUITREBLEM I[TPOU3BOJA

1. Jlokasatu ;a ako cy X U Y IpuUpoJHU OpojeBH U aKo je X <Y, oHJa jeqHaunHa Xy + X +y = 2% yma
CaMo jeTHO pelICHE.

2. Ogppenutu cBe npupoaHe OpojeBe N U CBe MpocTe OpojeBe P TakBe Ja je n*+n’+1= p.

3. AKoOCy X, Y i 3 iend 6pojeBn oHza jenHaunna (X — y + z)° = X° — y* + 72 iMa 6eCKOHAYHO MHOTO
peuiewa. Jlokazatu.

4. OppenuTH cBe IpUpOAHE OPOjeBe KOjH c€ HE MOTY MPEJICTABUTH Y OOJIMKY 30Mpa HEKOJIUKO
(Hajmame 1Ba) yzacromnHa npupoana 6poja (Cpouja 1978.)

5.15.2. PEIHABABE IMOPAHTOBUX JEAHAUYNHA KOPUIITRELEM KOJIMUHUKA

5. Opnpenutu cBe 1ese 6pojeBe X U Y KOjH 3a/10B0JbaBajy jeAHAYNHY X* - Xy + 2x -3y = 6.
6. OnpemuTu cBe IBOIM(PEHE TPUPOIHE OPOjeBE KOjH CY jeTHAKH KBaaApaTy 30upa cBojux mudapa.

7. Jlanu ce npux 100 npuponHux 6pojeBa MOTy HOJECIUTH Y TPU JUCjYHKTHE IpyIie Tako Aa je 30up
OpojeBa npBe rpyre aespuB ca 101, 30up 6pojeBa apyre rpyme nesbuB ca 203, a 30up 6pojeBa
tpehe rpyne aesbus ca 304. (Cpouja 2001.)

8. OnpemutH cBe IBOIM(PEHE TPUPOIHE OPOjeBE KOjJH CY JISJbUBH MTPOU3BOJIOM CBOjUX mHpapa.

5.15.3. PEIHABAKBE IMOPAHTOBUX JEAHAUYNHA KOPUIIIREHLEM 3b1PA

9.  OgpeauTH cBe 1ee 6pojeBe X | Y TAKO 14 3a10B0JbaBajy jemHaunny X +y* = 6x° + 14y? — 53.

10. OppenutH cBe 1ee OpojeBe X M Y Tako Jia je: a) - Xy + y2 =1.
6) X>—xy+y*=x+y. (7. MMO 1941.)

11. Tlocroje u e OpojeBH a, b 1 C KOju 3a/10BOJbABAjY HEjETHAKOCT
a’+b?+ c?+ 3 < ab + 3b + 2c? (Mahapcka 1965.)

12. VY ckymy npupoaHuX OpojeBa pelIuTH CUCTEM jeqHaunHa X +y = zt, z + t = xy. (29. MMO 1966.)
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5.15.4. PEIHABAKBE IMOPAHTOBUX JEJHAUYNHA KOPUITREBEM HEJE/JTHAKOCTHU

13. Onpenutu cBe ABonMdpeHe NpupoaHe OpojeBe KOjU Cy jeAHaKu 30upy Kyba nmudpe neceruia u
KBajpaTa nudpe jeuHUIA.

14. Jepnauuny X% + Xy + y2 = X2y2 PENIUTH y CKYITy IIenuX OpojeBra.

15. Oppenutu cBe mpUpOIHE OPOjeBE X U Y KOJU UCITYHaBajy jeTHAKOCT - y3 =xy + 61. (15. CCMO
1981.)

16. OpxpemuTH CBe IPUPOIHE GpojeBe Koju 3a10BosbaBajy jennakoct (X + 2)* — x* = y*. (JIP Hemauxa
1974.)
5.15.5. PEINABABE JIMO®PAHTOBUX JEJJHAUYMHA KOPULIREHLEM ITOCJIIEABE [TUDPE

17. Onpemur uene 6pojeBe X u y taxse ga je X© +y* =333 ... 333 (2015 pojku)

18. Mapko je cabpao cBe nmpupoane 6pojese o 1 10 H u 1o6uo 36up 1 234 567. la nu je noOujeHu
30up TayaH?

19. TIlocroju nmu MHOTOYTao KOju uMa 9 876 nujaronana’?

20. Oppenu cBe Leste 6pojeBe X, Y u Z Takse Aaje 4°+ 9 =11%
5.15.6. PEIHABAIE TMOPAHTOBUX JEJJHAUNHA KOPUIIIREBLEM (HE)ITAPHOCTHU

21. Oppenutu cBe aBOIM(pPEHE TPUPOIHE OpOjeBe KOjU Cy jeIHAKU KBaApaTy 30upa cBojux mudapa.
22. Jloka3aTu Ja jeqHaunHa - 4y3 +8z* =3 Hema peliema y CKyIy 1enux 0pojesa.
23. Tloctoje nu npupoaHu OpojeBU X U Y TaKBH Ja je 19x% + 2 = y??

24. OppenuTun cBe NpHpoaHE OpojeBe X U Y Tako na je 2 — 1= y2.
5.15.7. PEHTIABABE JUOPAHTOBUX JEJJTHAUYNHA KOPUIIIKRELEM JIEJbBUBOCTU

25. Y ckyny nenux 6pojeBa pelnTy jeTHaYuHy 3x% + 5y? = 345,

26. OnpemutH cBe IBOIMGPEHE OPOjeBe KOJU CY jeTHAKH 30upy KBajapaTa mudpe JaeceTuria u kyoa
uudpe jenuHuna.

27. Jla mu mocToje e OpojeBH X U Y TaKBH J1a je X3 + y3 = 19777 (Kujercka MO 1977.)

28. IlpousBoja npupoaHUX OpojeBa X U 'Y je TporudpeH Opoj ca jeqHakuM udpama, a BHUXOB 30up je
nsorudpen 6poj, Takohe ca jeqnakum mudpama. OapeuTn cBe TakBe OpojeBe X u'Y.

5.15.8. PEHHABABE JTUODPAHTOBUX JEJJHAUYNHA KOPUILTREBLEM KOHI'PYEHIINJA

29. OgnpenutH cBe 1ee OpojeBe X U Y, Tako J1a je -3 =7.

30. Ma mu jenHaymHa X1t + %" + .+ Xua® = 1599 uma periema y CKyIy eianx oOpojena.

31. Ompemury cBe mpocTe GpojeBe P 3a Koje je 2p* — p? + 16 mormyn kBagpar. (Cp6uja 1992.)

32. Jloka3zaTu Ja jeHauYnHA y2 =x° — 4 Hema pemiema y ckymy 1enux opojesa. (BMO Kumap 1998.)
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PAZIMOHULIA 4.

VYpehenu nap nenux 6pojesa (M, N) MoxkeMo TpaHchopmucaTi y yperu map (N, m), (m—n, n) wiu
(m + 2n, n). Moxe nu ce oz ypehenor mapa (21,15) noobutu ypehenu nap (12,20)?

Cpaka on 9 mpaBuX Jieeny KBaJpaT Ha JBa YETBOPOYIJa YWje c€ MOBIIMHE OJHOCE Kao 2 : 3.
JlokasaTtu J1a IOCTOj€ TP O TUX JEBET IPAaBUX KOje Ce CEKY y jeHOj TaUKH.

Anu u bojanu cy mara nBa y3acromHa npupojaHa Opoja. OHe 3Hajy Ja Cy UM JIaTH y3acTOITHH
OpojeBu, cBaka 3Ha OpOj KOjU je H0j JarT, aju He 3Ha Opoj Koju je aatr npyroj neBojunnu. OHe cy
BoawIie cienehu pasropop. AHa kaxke bojanu: ,,Ja He 3Ham TBOj 6poj.” bojana kaxe AHu: ,, Ja He
3HaM TBOj Opoj.” Onma Ana kaxe bojanu: ,, Ja caga 3Ham TB0Oj Opoj! OH je menunar 6poja 20.”
Koje 6pojese umajy Ana u bojana?

Onpenutu cBe nBOIMGPEHE MPUPOIHE OpoOjeBe KOjU Cy jeHAKH 30upy KBajpara mudpe jemau-
HUIA ¥ KyOa nudpe aecruua.
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