PROBLEMI NASTAVE TRIGONOMETRIJE
Djordje Dugosija
1. TEKUCE STAMIE: masovno neznanje

® komplikovano uvodjenje

® 32vuceno dugotrajno izlaganje,

® mnostvo formula koje treba pamtiti,
® nepovezano sa drugim predmetima
® zakasnelo uvodjenje

3.KADA i KAKO TREBA POCETI SA TRIGONOMETRIJOM ?

OSNOVNA SKOLA:

Mnogi pocinju u 0S. Kod nas ne. Elemente trigonometrije treba ukljuéiti u program 0S.

Ispravno jer ée mnogima ovo biti kraj matemati¢kog obrazovanja, pa je neophodno da imaju pojam $ta su sinus i
kosinus najmanje od oStrih uglova.

MBI MUIAIE TRIAARMALREETHRIICWE EIIMWNAIIE ARETPTERIW 1021 /8% A

sinus i kosinus ostrog ugla definisani su kao odnosi duZina kateta i hipotenuze kod pravouglog trougla kome je

jedan ugao jednak tom oStrom uglu:

c - g

a

a . b b
CoOSa =—,Sinag=—,tana =—
c c a

Za dokaz korektnosti definicije koristi se slicnost trouglova i proporcionalnost veli¢ina.
Moze se dodefinisati

cos0° =1,5in0° =0,tan 0° =0, cos90° = 0,sin 90° =1, tan 90° nije definisan
Ovo nije dovoljno da bi se radile osnovne stvari. Nastava fizike zahteva vise.
Fizika barata sa konveksnim uglovima (ugao izmedju vektora je takav). Za fiziku je potrebno izraCunavanje

elemenata trougla (operacije sa vektorima, izraCunavanje rezultante sila, rada,...). Za to najmanje treba
trigonometrija konveksnih uglova.

5. OSNOVNE TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE KONVEKSNIH U

Kako prosiriti definicije na ovaj slucaj?

Odgovor: za 90" < <180°

sina
cosa

Opisno: Kosinusi suplementnih uglova su suprotni brojevi a sinusi jednaki.
Sada se moze dokazati

cosa =—c0s(180° — &),sina =sin(180° — ), tan a =




6. TRIGONOMETRIJA TROUGLA

Teorema: Ako je » konveksan ugaoi ABC bilo koji trougao sa /C = y tadaje

2 2 2
a‘+b°-c° . a+b-c)(a+c-b)(b+c-a)(a+b+c
COS;/:—,Slny:«/l—COSZ}/:\/( X X X ).
2ab 2ab
Dokaz (za slucaj kada je ¥ tup ugao):
c B 7 B
b X

c? = (b+acos(180° —»))* + (asin(180° — ))?
Ove veze potpuno odredjuje kosinus i sinus konveksnog ugla, a sadrZe sve ostale metricke odnose u trouglu
(kosinusnu i sinusnu teoremu za trougao , Heronov obrazac, ...)

bh absiny

Primer. Povrina trouglaje P =— =

2 2
Otuda sledi

sina_sinf _siny
a b c
Teoreme o projekcijama: C=aco0sf+bcosa,b=acosy+ccosa,a=bcosy+ccospf.

Sinusna teorema:

Dokaz: Zameni u desnoj strani COSﬁ i COS« preko stranica, pa sredi, ili geometrijski ucrtavanjem visine hC .

Napomena: Sinusna, kosinusna i teoreme o projekcijama su ekvivalentni iskazi.
Dokaz: kosinusna = sinusna = t.o projekcijama = kosinusna
kosinusna = sinusna:

R 2 a+b-c)(a+c-b)(b+c—-a)(a+b+c
2ab 2ab
= sinusna
sinusna = t.o projekcijama:
acos B+bcosa = C(ECOS,B+BC050;) _Sin@+h) _
c c siny

t. o projekcijama = kosinusna:
Iz tri relacije o projekcijama moZze se izvesti kosinusna teorema reSavanjem sistema po kosinusima.

. OSNOVNE TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE NEKONVEKSNIKH U

Definicija kosinusa i sinusa nekonveksnih uglova:
2a 180° < <360°,  cosa =cos(360° —a),sina = —sin(360° — ).

Opisno: Kosinusi uglova koji se dopunjuju do punog ugla su jednaki a sinusi suprotni.
Sada se mogu dokazati sve poznate veze. Medu njima najznacajnije veze su

Adicione formule:

Nekasu «, [ uglovii a+p ugao. Vazi:
sin(a + ) =sina cos f+cosasin
cos(a + ) =cosa cos f—sinasin S



Dokaz. 1. Slucaj kada je o + ﬂ konveksan ugao:
Tada postoji paralelogram ACBD sa uglom ZC = + f takavdaje o = ZACD, f = ZBCD . Nekaje O
njegov centari |CO |=m.

AN —~ A
AN ~ 7
AN c_—
/ \ /
/ N ~ /
m -~ /
/ O /
U /
e s
/ N /o a
.
o~ ™
— m -
- Oy
/S ./
p

Prema teoremi o projekcijama je

2m=acosa +bcos g 1)

Iz sinusne teoreme primenjene na trougao ACD

a sin

b sina

Kad (1) i (2) zamenimo u vezu P(ABC) = 2P(AOC) dobijamo
absin(a + ) =2amsina

bsin(a + B) =sina(acosa +bcos )

sin(a + B) = (%COSa+COSﬂ)Sina = (Sl_n—ﬂCOSa+COS,3)Sin0( =CcoSasin f+sinacos S

sina

Iz kosinusne teoreme slede veze

(2¢)* =a’ +b* —2abcos(a + f),¢* = a® + m* —2macos o

paje

a’ +b*—2abcos(a + f) =4[a” +(

aCOSO‘erCOSﬂ)Z—aCOSa(ac03a+bcos,B)] (3)

1z (2) i (3) sredjivanjem dobijamo adicionu formulu za kosinus.
2. Slucaj kada je o + ﬂ nekonveksan ugao:

cos(a + 8) = c0s(360° — (a + ) = cos((180° — ) + (180° — 3)) =
cos(180° — &) cos(180° — 3) —sin(180° — &) sin(180° — ) =
(—cosa)(—cos ) —sinasin f =cosa cos f—sinasin S

Sliéno ide i za sinusnu adicionu teoremu.

Iz adicionih teorema slede sve ostale veze izmedju trigonometrijskih funkcija uglova koje se mogu izvoditi kao
zadaci za vezbu.

Primer 1. Dokazati formule za razliku uglova:

sa sinus: SiN(a — ) =sina cos S —cosasin

za kosinus: COS(ax — f) = C0Sx COS 3 +Sinasin 3

Dokaz. Nekaje y = — [f.Tadaje @ = S+ ¥ paje

COS = COS fFcosy —sin #siny

sina =sin fcosy +cos gsiny

MnoZenjem strana prve jednakosti sa COSﬂ i druge sa Sin ﬁ i sabiranjem po stranama dobijamo
cos a €os B +sinasin B = (cos® B +sin® B)cos y = COS 7, Q.E.D.

Sli¢no ide i za sinus.



8. Sta bi trebalo raditi u 0S ?

Merenje uglova stepenima,

izracunavanje elemenata trougla,

Upotreba tablica ili kompjutera

Korist od trigonometrije (izraCunavanje Sirine reke , visine objekatai sl.)
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Primetimo da zbir dva ugla ne mora uvek biti ugao!

Tzv. generalisani uglovi ve¢i od punog ugla ne postoje!
Uociti da se uglovi mogu meriti duzinom upisanih jedini¢nih LUKOVA .

Dva ugla su jednaka akko su jednake duZine njima upisanih jedinic¢nih lukova.
slika

10.  TRIGONOME JA BROJEVA (BEZ ORIJENTISANIH PUTANJ

1.Kosinus i sinus broja S [0,27)
Za dati broj S €[0,27) odredimo ugao « ¢iji upisani jediniéni luk ima duzinu S . Definis§emo
COSS =Co0S,Sins =sina .

2. Kosinus i sinus realnog broja

[Ipomupumo cana nedpHHUIMjy KOCHHYCa U CHHyCca Ha IIPOHU3BOBLHE peasHe Opojese :
[eonum Taukama 2M7z,M € Z peaaHa oca ce pa3aake Ha UHTEBAAE AyKUHA 277 U CBAKU

peasan 6poj STpumnana TAYHO jeAHOM HHTepBaAy [2Mz,2Mz +27),M € Z . [Ipyrum peduma,
3a cBako S € R mocroju Taumo jeman MeZ i jedno a Takas zaje S=2Mmr+a,ac|0,27)

rae je LXJ ueo deo 6poja X, Tj. Hajeehu ueo 6poj Koju Huje eehu 00 6paja X .
HeduHHIIEMO
COSS =C0sa,sins=sina.

[TpumeTnMo na je
S S
m=—|,a=s—|—|2r,
2 2

i da za funkciju LXJ vazi

| -x|=-|x|-1,x>0

| x+k|=]x]|+k,xe RkeZ

Zato je na primer :

cosl12 =cos(12 — B—ZJ 27) =c0s(12—2x)
T

100

sin100 =sin(100 — [—
2r

Jzﬁ) = 5in(100 — 3077)

sin(—%) = sin(—%{‘;’;wzﬂ) = sin(—%—[—%J 21) = sin(—%+ 21) = sin%[ = —%




sin(=s) = sin(~s — [‘—SJ 27) = sin(—s — (—{iJzn _27)) =sin(27 - (s— LiJ 21))
21 27 27
~ sins—| S |2m) = s
=—sin(s LZEJZE) sins
cos(—s) = cos(—s — [_—SJ 27) =cos(—s— (- tiJ 2w —2r)) =cos(27z —(s— {iJ 2r))
27 27 27
=Cos(s — {iJ 27) =CO0SS
2r

Dakle
Sinus je neparna a kosinus parna funkcija na R.

3a keZ,cos(s+2km)=cos(s+2kmr— r’-;ﬂj 2m) =cos(s +2kr — Lk + ZiJ 2w =
T T

cos(s + 2kz — 2k — {iJ 27) = C0os(s — [iJ 27) =C0SS
27 2w

@dynxyuja f D — R,D < R je nepuoduuna axo nocmoju T # 0 maxeo da

VxeD Xx+TeDAXx-TeDAf(x+T)=f(x-T)=f(x).

Bpoj T ce Hasuea nepuoda pynkuuje. Hajmarea nosumuena nepuooa pyHrxuuje (arxo
nocmoju) Ha3uea ce 0OCHO6HA nepuood.

Dakle, dokazano je: kosinus i sinus su periodi¢ne funkcije.
OcHoeHa nepuoda KOCUHYCA U cCuHyca je 27 .

Hexka je T 6uno Koja nmepuona cunyca. Jokaxumo aa 1 ¢ (0,27) . TipernocraBumo cymporHo. W3
sinT =sin(T +0) =sin0=0 caexu coST €{l,—1}, na je jeruno moryhe na je T = 7. Aau Tana

.3 . /4 T )
61 6uao Sln(7) =sin(T +E) =SsIn E =1. Kourpanukuuja!
TBpama 3a KOCHHYC Ce J0oKa3yje Ha CAMYaH Ha4dWH.

3a npouseorvre peanne 6pojeee S u t epede aduuuone popmyne
cos(s+t) =cosscost —sinssint

sin(s +t) =sinscost + cosssint

Hoxas. Heka je S=2kr+a,a€[0,27),keZ u —-t=2lr+b,be(0,27),l €Z. Tanaje
cos(s+t) =cos(s—(-t)) =cos(a—Db).

Kaxko je kocuHyc nmapHa QyHKIHja, He yMamkyjyiu OomIrrocT, MOKEMO IPEeTIIOCTaBUTH A je
a>b.Kakoje 0<a—b<2r, koristeéi adicionu teoremu za razliku uglova koji odgovaraju
lucima duzina ai b kao i parnost kosinusa i neparnost sinusa, dobijamo

cos(a—b) =cosacosb +sinasinb = cosscos(—t) +sinssin(—t) = cosscost —sinssint .

sin(a—b) =sinacosb —cosasinb =sinscos(—t) — cosssin(—t) =sinscost + cosssint



11. TRIGONOMETRIJA PREKO ORIJENTISANIH UGLOVA | PUTANJA PO JEDINIENOM KRUGU

Kod orijentisanih uglova (kod kojih razlikujemo pocetni i zavrsni krak) upisani jedini¢ni luci su na prirodan nacin
orijentisani.

Dva orijentisana ugla su jednaka akko su jednaki njima upisani jedini¢ni orijentisani luci a oni su jednaki akko
postoji kretanje (translacija i rotacija) u ravni kojim se jedan dovodi do poklapanja s drugim po duZini i po smeru.
1. Kosinus i sinus orijentisanog ugla

Postavimo u ravni koordinatni sistem. Time je izabrana orijentacija (lice i nali¢je)
ravni. Premestimo kretanjem u ravni orijentisani luk jedini¢éne kruznice tako da mu
pocetna tacka padne u tacku |(1,0). Ako se smer dobijenog orijentisanog luka
poklapa sa smerom luka od tacke I do tacke J(0,1) po najkracem putu po jedini¢noj

kruznici, re¢i ¢emo da je luk pozitivno orijentisan, u suprotnom negativno
orijentisan.
Primetite: sat se ne spominje!

Neka je E(a)krajnja tacka dobijenog orijentisanog luka.

Koordinate tacke E(a) nazivaju se

kosinus i sinus orijentisanog ugla « . E(a)=(cosa,sina).

SINQLf == === E(a)

O cost]

Neorijentisani ugao je po dogovoru jednak pozitivno orijentisanom uglu iste
velic¢ine.

2. Kosinus i sinus broja S e (-27,27)

Svaki orijentisani luk jedini¢ne kruznice se opisuje duzinom sa predznakom plus za pozitivno odnosno minus za
negativno orijentisane lukove, odnosno realnim brojem S iz intervala (—272', 272') . VaiZii obratno svakom ovakvom
broju odgovara jedan jedini orijentisani luk jediniéne kruznice kao i pripadni orijentisani ugao « . DefiniSemo
COSS =C0S,SiNs =Sinc .

3. Kosinus i sinus realnog broja S

Slicno vektorima (orijentisanim duzima) orijentisani jedinicni luci se mogu sabirati nadovezivanjem. Rezultat
nadovezivanja je orijentisana putanja po jedini¢noj kruznici proizvoljne duZine i predznaka pa joj odgovara

realan broj S takav da je duZina putanje jednaka | S | a smer joj odgovara znaku od S . Vaii i obratno svakom

realnom broju S moZe se pridrufiti orijentisana putanja po jedini&noj kruznici koja poéinje u taéki 1(1,0) iima
smer saglasan znaku od S,

Koordinate krajnje tacke te putanje su kosinus i sinus broja S,



Opisno: Realnu pravu zalepljenu koordinatnim pocetkom na tacku I(1,0) jedini¢ne kruznice k(O,1) obmotavamo
oko kruZnice k(O,1) bez istezanja ili sabijanja. Pritom realni broj S pada u neku tacku E(S) kruznice.

Odgovarajuci orijentisani ugao je & = ZIOE(S) a sins=sina,€0SS =CoS .
Vidi se da su tacke E(—S) i E(S) simetri¢ne prema x osi pa je
cos(—s) = coss,sin(—s) =sins.

Vidi se i da je E(2nz+S)=E(S),neZ,seR paje

cos(2nrz +S) = coss,sin(2nz +s) =sins .

Komplikacije nastaju kad treba dokazati
adicione formule:

Za proizvoljne realne brojeve S i t vredi
cos(s+t) =cosscost—sinssint sin(s+t) =sinscost + cosssint
}

Ideja dokaza je jednakost orijentisanih lukova @)E(—t) i @+ t)E(0) odakle sledi jednakost

njihovih tetiva i odatle primenom formule za rastojanje tacaka u koordinatnoj ravni, adiciona
teorema za kosinus.
Problem je §to se ovo prvo lako ne vidi, ako se ne vidi opStije da je

@)E(—t) = @ UWE(-t+u),ue R azatim uzme U=t .Ustvari tacka E(S+U) dobija se
rotacijom tacke E(S) za orijentisanu putanju koja odgovara broju U.
Iz adicione teoreme za kosinus izvodi se adiciona teorema za sinus.

Veze:

XY cos XY

COS X +COS Y = 2C0S

2
cosx —cosy = —2sin-+Ygin X=Y
2 2
sinx +siny = 2sin 2 Y cos X =Y
2 2
sinx—siny = 2sin ﬂcos%

2C0SXCOS Y =COS(X + Y) +Ccos(x—Y)

2sin xsiny = cos(x — y) —cos(X + y)

2sinxcosy =sin(x + y)+sin(x—y)

Ocene:

-1<cosx<l-1<sinx<l xeRc

|cosa—cosb|<d(E(a), E(b)) <[a-b]

|sina—sinb|<d(E(a),E(b)) <|a-bl,a,be]0,2x)

X, + X, 2smxlj;sm X, %%, €[0,7]

in Xt X bt Xy Zsinx1+sinx2+--~+sinxn
n n

sin

S

X Xy X, €10, 7]



sin X COS X
tgx =——,ctgx =——
COS X sin x
TanzeHC u KOoMmaHzeHC CY HenapHe nepuoduuHe Ppynkyuje. OCHO6HU Nepuod MmaHz2eHCcd U

KomaxzeHca je 1.
3a mauxe S,t,S+1 us domena epede aduuyuone popmyne

tgs + tgt ctgs ctgt —1
g(s+t)= 1?tgs ?gt ctgls )= c'?gs +gctgt )

I paPEOHE OCHOBHHX TPHITOHOMETPH](

il

=

[

[

T
Pecmuxuyuja cunyca Ha [_E’E] npecnuxaea oeaj unmeean 1-1 na unmepean [-11], me

. T T
uma uHeep3ny pyHKUWjY apkyccunyc, arcsin:[-1,1] — [—E,E] dedpunucany ca

y=arcsinx <siny=x.
Morxa3s. 360or HETapHOCTH CHUHYyCa, JOBOLHO je MOKAa3aTH

T . .
0< X <X, <—=sinx, <sinx,,
2
nu

vy €[0,1]3! x e[O,%] y=sinx.

: : C X, =X Xy + X T X=X
Kaxo je Sin X, —sinx, = 2sin 22 Lcos 22 ! n0<x2—x135:>sm 22 L>0,

X +X, X, + X
L 2<E:cos1 2

>0, npBo je TauHO. [Ipyro CA€QU U3 YMEEHHUIIE /A IIpaBa Koja

0<

cagp:KU Ta4dKy (O, y) , Ye [0,1] napasesHa X —OCH Cede jeAUHUYHY KpyxHUly K(O,1) y
jeIMHCTBEHO] TaYKH ca HEHETaTHBHOM IIPBOM KOOPAUHATOM.



w2t ¥ =arcsinx

-
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L
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B o

Pecmpuruyuja xocunyca na [0,7] npecnuxaea oeaj unmepean 1-1 na unmepean [-11],
T
me uma uHeep3Hy pYyHKUUWjY apkyckocuHnyc, arccos:[-1,1] — [—E,E] dedpunucany ca

y =arccosx < siny = Xx.

r
K

2 \_‘)f’: arc cos x

I ! I I
T T T T |
B R B T B | 1

-

raf
Lot
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T T
Pecmpukuyuja manzenca Ha unmeean (——,—) npecnuxaea oeaj unmepean 1-1 na R,
2

me uma uneepsny PYHKYUjY apKycmanzenc,
/A
arctg:R —» (_E,E) , Oegpunucany ca Y = arctgx < tgy = x.

Fs

smz | ¥

=arctg X
pirh o Y g

s
s
=t
e
-
—
o
L
=
[
[

w2

SInf2

KoriSéenjem veza svode se na osnovne



cosx =(<,>)a,sin x = (<,>)b, tan x = (£,>)c

One se resavaju prvo u osnovnom podruéju (na trigonometrijskom krugu) a zatim se
koristi periodi¢nost za nalaZzenje skupa svih reSenja.

16. KOMNAEKCHW BPOJEBU U TPUTOHOMETPH

Hauun Ha Koju ce kompleksni brojevi yBosie y HacTaBH, Kaa ce OCHOBHA UMArdiHAPHU
6poj | medunmme kao v—1 je mexopexTan, jep —1 nma nBe BpemmocTH | u -1 1!

Crxyn ypehenux napoea (x, y) peannux 6pojeea, mj. ckyn R?, nasuea ce cxyn
KomnnerxcHux 6pojeea u obenesxaea ce ca C, kad cy y rvemy depuHucane dee onepavuje
- cabuparbe u MHOJMerbe Ha cnedehu HAQUUH:

3a ceaxu nap komnnexcHux 6pojeea (x,,v;) u (x,,y,) je:
(X1, ¥1) + (2, ¥2) = (1 + X2, 51 + ¥2), U (X1, Y1) (X2, ¥2) = (1% = Y1Y2, %12 + X2)4)-

i =(0,1).
z=(x,0)+i(y,0)
z=x+1iy

Z=x-1y,

2Rez=z+12, 2ilmz=2-12

KouBeKCHH opHjeHTHCcaHHu yrao ¢-[ ] XOZ nasusa ce ocHoeHu apsymerm 00 Z , y

o3HAUU ¢ = argz
ry

z

Argz ={argz+2kxz |k € Z}
Z ce MOXKe HAIIUCATH y Mpu20HoMempujcicom obnauxy:
z = p(cos@ + isingp)

7y * 73 = p1p2(cos(@y + @2) + isin(p; + @3)).
Moivre-oea ¢popmyna. z" = p™(cosne + isinng),

Mpumepl . foka3zamu da je

4arctg % —arctg 1 =T

239 4

Pewemrbe. J/lesa cmpaHa je apaymeHm KomnaeKkcHoz bpoja

(5+i)*(239—i) = (476 + 480i)(239 — i) = 114244 +114244i , dakne jednara %.



3 5

X X 2n+1
Kopucrehu pesyntat | arctgx — (X —? + E —eet (—:|.)n

XZn—l X
* ) |I< ,0<x<1 Koju ce aoKasyje y
2n+1

2n-1

aHanusu, John Machin je opasae jow 1706 roanHe uspadyHao 77 Ha 100 geunmana.

Mpumep 2. Mpukazamu kao 36up keadpama u3pas (af + bf)(a§ + b; )(6132 + b32 ) .

Oapeanmo mspase A n B Tako ga je (af + bf)(a§ + b§)(a§ + b32) = A> + B%.
Hekaje z, =@, +ib,,k=1,2,3 .Tagaje
(a +b)(a; +b5)(@; +3) = (2,2)(2,2,)(2:2,) = (2:2,2,)(2.3,2,),

naje

A=Re{z,2,2,}=(aa, —bb,)a, — (ab, +a,b)b;, B = Im{z,z,2,} = (a3, —bb,)b; + (ab, + a,b,)a,

Mpumep 3 . 0dpedumu koncmaume A, B,C, D makse da je

cos® xsin* x = A+ Bcos2x + Ccos4x + Dcos6x,x e R

Hekaje €(X) = COS X +1SiN X. Taga je COSXZW,S"\X:w,Haje
2-4_1 Y __4_i2_2_2 al_vY)\2 _
Cos” xsin x_64i4(e(x)+e( X))“(e(x) —e(—x)) _64(e (X)—e“(=x)) (e(x)—e(=x))" =

6—14(e(2 X) —e(=2x))*(e(2x) =2 +e(-2X)) = é(e(4x) —2+e(-4x))(e(2x)—2+e(-2x))
= 6_14[e(6x) —e(2x) +e(—2x) — 2e(4x) + 4 — 2e(—4x) + e(2x) — 2e(—2x) + e(-6x)]
= i[2 —C0S2X —2C0S4X + C0s6X]

32

1 KOPEHOBADE KOMIINEKCHC

JegHaywHa z" = @ UMa Ta9HO N PA3AHMYHUTUX pPeIIeha.
a+2mn a+ 2mn)

Z, = ’W(cos - + isin

KOja ce Ha3uBajy n-mu KopeHu 6poja a.

,m=01,..n—1.

ITpumep 4. H3pauynamu n-me Kopere u3s 6poja z = 1.
Kaxko je 3a komnaekcaHn 6poj 1,p = 1 u ¢ = 0, umamo

2tk 27wk
& =cos—+ isin—,k=0,1,2,...,n—1.
n n

3a N = 7 u3 npeTxoHOr NpumMepa cieam

6
X' —1=] [ (x-&) = (x-)(x’ —2c03277rx+1)(x2 —2(:05“'77[x+1)(x2 —2c0567ﬂx+1) .

k=0
Ynopehuearem KoeduumjeHaTa y3 X Ha IeBOj U AECHOj CTpaHW ogasae Aobujamo
2r A 67 ; . 2r A 67 1
0=2c0s— +2c0S—+2C0S—+1,ay3 X gaje COS—COS—COS— = ——.
7 7 7 7 7 7 8



1. [oKasatu ga Baxwu:
arctg 1 +arctg E _Z
2 3 4

arctg 1 +arctg 1 +arctg 1 +arctg 1z
3 5 7 8 4

4arctg 1 arctg 1 =z
5 239 4

V4 2r 1
COS——-COS—— =—
5 5 2

sin9° +sin49° +sin89° +---+sin329° =0
2. I3payyHatu:

27 A 67
COST—F COS—+ COS7

27 A 6r
COS——-COS——-CO0S—
7 7 7

COS X+ COS2X +- - -+ COS NX

Sin X +Sin 2X +---+Ssin nx

c0S? X + C0S% 2X +-- - + C0S° NX
COS X —COS 2X +--- 4+ (=" cos nx
Sin X —sin2x +---+ (=1)"*sin nx

1
3. Heka je COS a’ = g.,ﬂ,or(aaam 4a je & vipaumoHanaH 6poj.

1+Xx
4. Neka je X, =2016,X,,, = 1—“ Izracunati X, -
_Xn
. . o1 1 1 N
5. Dokazi COt X —COt2X =— , paizvedi — +— +.t————=cotx—cot2"x.
sin2x sin2x sin4x sin2"x

6. Ako je COS reSenje kvadratne jednacine ax’ +bx+c= 0, napisati kvadratnu jednaéinu

Ciji je koren COSZ2cx .
7. Resiti jednacine: €0S" X—sin" x=1ne N ; cos® X+ c0s® 2x +Cos*3x =1.

8. Resiti jednatinu {Sin X, sin 2x} ={cos x, cos 2x}.

9. Koliki je ugao ¥ trougla kod koga je 3Sina +4¢0S f# =6, 3c0Sa +4sin f=1?

2y 02X

1-y? YT

11. Resiti jednac¢inu ~ SIN X+8iN 2X +8iN 3X = COS X +C0OS 2X + COS 3X .

12. Nekaje N€N, X, =0,% >0 25 1=1,2,..,n § X + X, +---+ X =1 Dokazati da je
s X V4

i <z
i=1 \/1_X0_X1_"'_Xi—1\/1+xi+Xi+1+"'+xn 2

10. Resiti sistem X =




13. Dokazati da se od Cetiri realna broja uvek mogu odabratidva X i Y tako daje:

X—Yy 1+xy 1
a) 0< <1; b) >
1+xy VI+ X2 J1+y? 2
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