HEJEIHAROCTHX Y OCHOBHOJ IIIROJIN

3opan Kaneaoypr
Beorpan, 14.02.2016.

Hajope mpumerumMo ma vMIIMKanuje
<y — 562<y2 OJHOCHO x2<y2 — <y

He Mopajy ma Bawe. Ha mpumep, —3 < 2, am (—3)2 > 22; takobe, 22 < (—3)2, am 2 > —3. 3aro cienehe
usBoheme He IPUXBATAMO Kao JOKa3 HejeqHAKOCTU m3Mely apuTMeTUdke U TeOMETPUjCKe CpeauHe:

N R

2 + 2zy + y?
ry < 0

Teopema 1. 3a npoussomue > 0 u y > 0 Baku HejeTHAKOCT

T+
J = \/ry.

[TpuroM jemHAKOCT BasKU aKO U CAMO aKO je T = Y.

Joxas.

r+y

36or x,y > 0 je > 0 u 2y > 0, 1a U3 IPETXOIHOT CIIean Y > /Zy. JemIHAKOCT BasKU CaMO AKO BayKU

y TIPBOj OJ HABENEHUX HEjeAHAKOCTH, Tj. 38 L = Y.

b
3amarak 1. Ako je ab > 0, nokazaru na je % +—->=2
a

. . oa b )
IIpso pewewe. Karo je ab > 0, 1o je 3 > 0u — > 0. Ilomazumo on oumrmemne HejeTHAKOCTH
a

2
b b b b
4 \/7 > 0. Keagpupamem ce mobuja g—2 4 —+— >0, a omarie 9—2—1—7 20, 1j. 2+
b a b bVa a b a b

JenmHAKOCT BaKU aKO U CAMO ako je a = b.

Q>

> 2.

Upyeo peweme. TIpuMeHNMO HejeIHAKOCT APUTMETMUKE U EOMETPUjCKe CpeauHe Ha (IO3UTUBHE) Opojese

a b .
— u —. Jobujamo
b a

a b

» 4 a b

> 7T = 17
2 b a
. .a b

OJIAKJIE CJEIU JATa HEjeIHAKOCT. JEeNHAKOCT BasKU aKO U CAMO aKo je 7= o Tj. a = b.

3anmarak 2. Ako je x +y > 0, moka3aTu 1a Ba)KM HEjeIHAKOCT

z+y 3<z3+y3
2 =2 7




Pewemwe. IlaTa HejeOHAKOCT €KBUBAJEHTHA je, pemoM, ciaeaehuM HejeIHAKOCTUMA
@® 4 32y + 3ey® +y° <4(@® + ),
0 < 323 — 322y — 3xy? + 3y°,
0< (z—y)(a® —y?),
0< (z+y)(z—y)>

[Tocnemma mejeanaroct je, 30or  + y > 0, yBek TayHa, ma je TayHa U H0j eKBUBAJEHTHA MOJA3HA HEjeTHAKOCT.
JemHAKOCT Ba:KM aKO M CaMO ako je T =Y.

3anarak 3. 3a n € N nokaszaTu HejeIHAKOCT

1 1 1<2n—1
F—i—i—l—“-—i-j\ o
Pewemwe.
1+1+ + 1+ ! + ! +- !
1 2 P 1-2 23 (n—1)n
1 1 1 1 1
=1 1—= - _z _ =
+( 2>+ 2 3>+ +<n—1 n)
:2_l:2n—1
n n

Jemmarocr Baxm 3a n € {1,2,3}.

Teopema 2. Hera cy x, y u z HeneratuBau 0pojeBu. Tama BaKu HejeTHAKOCT

YTy7 < %

[TpuroM jemHAKOCT BaKu aKO M CAMO aKO je & =y = 2.

IIpeu doxas. Ysemumo cMere « = a>, y = b3, z = ¢3. Ba 6pojese a, b, ¢ Baxy HejeTHAKOCT
a2+b2+02—ab—bc—ca>0,
j€p je OHa eKBMBAJIEHTHA Ca
(a—=0)* 4 (b—c)*+ (c—a)* > 0.
[TomuOMRMMO cafa Ty HejeTHAKOCT HeHeraTUBHUM OpojeM a + b + c. Kopummhemem naenturera
a® + b3 + ¢ — 3abe = (a+ b+ c)(a® + b* + 2 — ab — be — ca),
nocye cpebuBama m3pasa Ha JneBoj cTpann gobujamo a® + b3 4 ¢3 — 3abe > 0, naxme
3934 -3
a® +b°+c
abc  ——,
3
wn, y3umajyhu y o63up ma je a = /x, b= ¢y, c = /=,
rT+y+z
Jryz < %
Tume je mejennarkoct m3melhy cpenuua nokazama. Jlako je mpoBepruTH Ja jeHAKOCT 3aMCTa BAXKM aKO U CAMO aKO
jex=y=z.
Lpyeu doxaz. IloraskuMo Hajupe HejeOHAKOCT maMely apuTMETHUKe U TeOMETPUjCKEe CPEIUHE 33 “emupu
bpoja. Haume Basku:
Axo cy x, y, z u t nenezamusHu bOpojesu, mada je
r+y+z+t
(1) Vayat < 5

npU YeMy JeOHAKOCM 8ANCU GKO U CAMO aKo je T =1y = z = L.
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3ancra, ako HejeIHAKOCT m3MeDy apuTMeTHYKe W TeOMETPHUjCKe CpeluHe 3a ABa Opoja MPUMEHMMO Hajmpe
+ y z + t

Ha OpojeBe x,y u z,t a 3aTuUM Ha ODpojeBe , mobuhemo

a:—l—y z2+t r+y+z+1
Vayzt T = 1 :

IIa je Heje,I[H&KOCT (1) JOKa3aHa. Je,Z[HaKOCT BayKM1 aKO U CaMO aKO BajKM y CBE€ TPpU IIDUMEHE Heje,IIH&HOCTI/I 3a IBa

L Tty z+t .
Opoja, Tj. t =y, 2 =t u =~ & JAKO ce BHIM Zia CY Ta TPH yCJIOBA 33jeAHO CKBUBAICHTHA yCIOBY
r=y=z=t.
Crasumo cazna y mejemnarkoctu (1) t = % Iobujamo
r+y+z 1 r+y+=z r+y+=z
xyzg<4(x+y+z+ g ): g .

HpeTXO,I[Ha HejeI[HaI{OCT C€ MOK€E€ €KBUBAJICHTHO 3aIllCaTU KaoO
1 -3
1 r+y+z r+y+z
@) < (—5—) =(—%—)

4 . . . .
[ITO CTENEHOBAKEM Ca 3 aje yOpaBO HejeIHAKOCT KOjy Hokasyjemo. Ila Ou Baskmia jeqHAkoCcT, Mopa OuTn
T=Y =2z

oY

3anarak 4. /lokazaTu na 3a mo3uTuBHEe OpojeBe G, b U ¢ BaKU HEjeTHAKOCT

ab bc ca
—+—+—2atb+tec
c a b

. ab  be . .
Pewewe. Ha mosutupme GpojeBe — M — IPUMEHMMO HEjeQHAKOCT u3MeDy apuTMeTHUKe M reOMEeTpPHjCKe
c a
cpemune,

c a c a
Ha canuan mauun ce nobuja:

bc ca bc ca

— = >2/= = =2
a b a b ¢
ca ab ca ab
— + — > 24— — = 2a.
b + c b ¢ “

Cabupamem nocienme TpU HejeqHakoCcTH K0b6uja ce

2<‘Ib+bc+ca> > 2(a+b+ o),
c a b

a oJaTie Heje THAKOCT KOja Ce JNOKa3yje.

JenHakKoCT BaKM aKO M CAMO aKO BaXKU y CBAKOj OXl HEje THAKOCTH KOjeé CMO cabupaJsu, Tj. aKO U CAMO aKO je
a=b=c

3amarak 5. Ilokaszatu na 3a x, y, z > 0 Baxkn

r+y+2)(Vr+Vy+/2) = 9 ryz

Pewemwe. Ilpumenunvo HejenmarocT uaMely apurMeTuuke u reoMeTpUjCKe CpeluHe Hajupe Ha OpojeBe T, ¥,
z, a 3aTuM Ha (Takobe HemeraTusme) Gpojese \/5, \/ﬂ, \/2 Io6ujamo:

t+y+2z >3 wyz = 3V a2y222,
VT Vy+z> 34/ Vaevyvz = 3Yzyz.
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AKO TOMHOKMMO OBe IBe HejeIHAKOCTH, NoOujaMo

(x+y—+2) (Ve +Vy+Vz2) = 9Va2y222 zyz = 9V 234323 = 9/ xyz,

yruMe CMO OOKa3aJau OaTy Heje,HHaKOCT. JeﬂHaEOCT BaKM aKO 1 CaMO aKO je r=Yy==z.

ITpuHUn perpecuBHe MHIYKIMjE TIACH:

Hexa je T'(n) mephemwe xoje 3asucu 00 npupodnoez bpoja n. Axo:

(1) T(n) je mauwan uckas 3a beckonauho MHO20 NPUPOORUT Opojesa n;

(2) sa cee npupodne 6pojese n > 1, T(n) = T(n — 1) je maywan uckas,
mada je mephewe T(n) mauno 3a cearxo n € N.

Teopema 3. (Hejemuaroct usameby apurMmernuke v reoMeTpujcke cpequae) 3a CBe IPUPOIHE

OpojeBe n U CBe HEHEraTWBHE peasHe Opojese ai, ag, ..., G BAKA HEje THAKOCT

ay+az+---+an n
= yaiaz - ay.

n

loxas. (Komm) (1) Hajupe, maremaruukoM MHAyKIMjOM 0O k, NOKa3yjeMo xa TBpDeme Basku 3a CBe
npupoEe 6pojese obmmra n = 2%, k € N.
a1 + as

(1) 3a k =1 (n = 2) mejenmaroct —5 > /aias je exBuBanentna ca (\/a; — \/az)? = 0 (1 mo6po

[O3HATA).
(1”) Mpernocrasumo na Tepheme pawnm 3a n = 25 k > 1. Tana je

ar+ay+---+ay, 1 (a1+-~-+an+an+1+---+azn> >

2n 2

n n

at -t an Gpit o+ am _ [a .
2\/ - . - 2 \/al...an.\/an_,’_l...aQn:

2n
= Vv aiaz---azp.

3akmbyuyjeMo Ja HejeIHAKOCT Baku 3a cBe n € {2, 22,23 .. }.

. . . ay+ag+ -+ ap—1
(2) HpernocraBuMo cana Aa je HejeMHAKOCT TAUHA 3 HEKU IPUPOLHU OPOj 1 1 n3abepuMo a,, = .

] n—1
Tana je
Pk L
! nl n—1 n ap+ -+ ap—1
>\ja- -ty —m————
n n—1
omakie ce mobuja
a1+ F+ap1 /g nfQ1+ "+ ap1
—2 al...an_l. e — ,
n—1 n—1
Tj.
lfl
(a1+...+an1> n n
_ > \ay o an_1,
n—1
ma je

a;+ -+ anp—1 n—

1
= a1az - ap_1.

n—1
Tume je perpecMBHOM MHAYKIUjOM MOKA3aHO Ja je AaTa HejeTHAKOCT TavyHa 3a CBe HPUPOTHE Opojese M.
Y naroj mejenHakocTu (3a m > 2) jeIHAKOCT BAyKU QKO U CAMO KO je 4] = Gg = -+ = ay. A

ITocmemuua. (Hejemuaroct m3ameby XapMOHMjCKe M reOMeTpPUjCKe CpeIuiHe) 3a NMO3UTUBHE De-
amnue b6pojese a1, a3, ..., G BAKU HEjeTHAKOCT

n n
— < Vaaz - ay.

_t — e —
aq a9 Qp,

Jemnakocr (3a n > 2) BaKM aKO U CaMO aKO je G = Qg = * -+ = Qp,.

Joxas. Ilpumenutu AT mejemmaroct Ha GpojeBe —, —, ..., —.
ap a2 Qn



3anmarak 6. /lokazaTu na 3a mo3uTUBHE peaJHe DpojeBe a1, Gz, ... , G BAKA

11 1 )
(a1 +az+-tan) ( —+ =+ — | >0
1

az Qp

Pewemwe. Ipumenom AX-uejemnakoctu nobuje ce

ar+ag+---+ap n
= )
n 1 1 1
a1 ag Qp
OJIaKJIe Ce HEeMOCPENHO Mo0uWja TpakeHa HejeTHAKOCT. JeIHAKOCT BAYKU aKO U CAMO aKO je 41 = Gg = - -+ = Gp.

Teopema 4. 3a npousBosbHE peasHe OpojeBe T, Y U 2 Baske HejeTHAKOCTU

r+y 2%+ y? rH+y+z _ [2®+y?+ 2P
< u < .
2 2 3 3

Jemnakocr Baku ako u caMo ako je £ =y (OAHOCHO T =y = z).

Joxas. Ilorkazahiemo camo mpBY HejeMHAKOCT — ApYyTa Ce AOKa3yje CamuHo. Ako je 30up x + Y HeraTuBaH,
HEejeTHAKOCT KOjy MOKA3yjeMO OUWIJIeTHO Bayku. Y TMPOTHUBHOM, HEHUM KBAAPUPAImEM ce N00uja eKBUBAJEHTHA
HejeTHAKOCT

22 + 2zy + y2 - 22 + y?
4 h 2
KOja Ce JIAKO EKBUBAJICHTHO TPAHCGOPMUIIE Y TAuHy HejemmakocT x2 + y? > 2ry. TuMe je momasHa HejeTHAKOCT
JOKA3aHa. JeIHAKOCT BaKM aKO ¥ CaMO aKo Baxky y Hejemmakoct 2 + y2 > 2xy, 1j. 3a o = y.

W3pa3u koju ce jaBmajy y mocal yBeIeHNM HejeqHAKOCTHMMA Hajuemhe ce o3HauaBajy ciosuMa A, G, H n
K ca mEmekcoM Koju ykasyje Ha OpoOj IpOMEHJbUBUX:
2 T+y
H2:ﬁ» Gy =y, A= 5 Ky =
— Jr —
Ty
u canuno 3a Hs, G3, A3 u K3. Iloka3ame TeopeMe MOKEMO Taa KPATKO 3aIlUCATU Kao

x2+y2
2

Jlako je HACIYTHUTU KAKO Ce OB€ pejalyje MOTY YOIIITUTH.

Hejennakocr 3amarka 2 je y crBapu HejenHaxocT uaMmeDy aprumeruuke u KyOHe cpeauHe 3a ABa Opoja:
Az < Q2.

Bamarak 7. Axo je  + ¥y + z = 6, mokazatu na je x2 + y? + 22 > 12.
Pewemwe. Tlpumenom mejennaroctu Az < K3 ce nobuja
x4+ y? + 22 c+y+2\’
3 > 3 =4

OZIaKJIE CJIEM 3aKbyJaK. JeTHAKOCT BA/KU aKO M CAMO aKO je T =y = z = 2.

Teopema 5. Heka cy durcupanu no3uruseu 0pojesu ai, ..., G,. 3a s € R nepunmmumo nomohy
1/s
aSAF...+,aS
<1”> , 3as#£0,
My(ar,. . an) = n
Nay---ay, 3a s =0,
cpemuHy perna s Gpojesa ay, ..., a,. Tama Mg(aq,...,a,), ka0 QpyHruuja ox s, uma cuexehie ocobume:
(a) dynxumja Mg(aq,...,a,) je Henpekunna y tauku s = 0;

5



(6) min(ay,...,an) < Ms(a,...,a,) < max(as,...,a,) 3a CBaKo s;

(B) ako Gpojesu ay, ... , a, HACY CBU jemHaxu Mebhy cobom, dymrmmja Ms(aq, ..., a,) je crporo pacryha
¢yHEIUIja OX S;
(r) lim M(ay,...,a,) =min(ay,...,a,), lim M(ay,...,a,) =max(ay,...,a,).
§——00 s—+00
[Ipumerumo na je y oBum ozuakama Hy(aq,...,a,) = M_1(a1,...,a,), Gn(ai,...,an) = Mo(aq,...,an),
Ap(ar,...,an) = Mi(ay,...,a) u Kp(ay,...,a,) = Ma(aq,...,ay,), Te U3 OBOT IpUMepa Clequ 1a je

M_y < My < My < Mo,
Tj.

3anamu

8. a2+ b +c%2>ab+bc+ca, a,bceR.
9. a?(1+b%) + b* (1 + ) + (1 + a?) > 6abe, a,b,c € R.
10. ab(a+b—2c)+be(b+ ¢ — 2a) 4+ ca(c+a—2b) >0, a,b,c > 0.
11. 28 4+ 25— 424 +224+1>0, z € R.
12. Komurka je majmama moryha spemsoct mspaza A = (z —4)(x —5)(x —6)(x —7) + 3, z € R?
13. \/(a+¢c)(b+d) > Vab+ Ved, a,b,c,d > 0.

1 1
14. Axo je a+b > 1, norasaru ma je: (a) a* +b* > 3 (6) a® + b > 198
15. Ako cy b u d nmo3utuBHU U % < g, IoKa3aTh 1a je % < ZI; < 2

1 n
16. n!<(n—2’— ) ,neN,n>1.

3.7-11-...-(4n—1) 1
17. < —,neN.
@ s @y v "
1 135 m—1 1
6) — < = - 2.2 . —, N
®) 5 /m<316 m v '€

3amamuy ca TAaKMHUUYEHa

18. (CMO 2007) 3a nosuruBHe peanse OpojeBe , y U z Baxku Aa je xyz = 1. [lokasartu na je
2 2 2

+ + < 1.
(x+1)24+9y2+1  (y+1)2+224+1 (24+1)2+22+1
19. (CMO 2008) Gpojese 1, 2, ..., 2008 pacnopemumo a 1004 moMuHe, Tako Ja Ce HA CBAKO] JOMUHU HAJA3€e
TauHo ABa Opoja. Ako mpousBome OpojeBa HA NOMUHAMA O3HAUMMO C& Pi, P2, - - - , P1004, JAOKA3ATU HEje.I-
HAKOCT
L + ! +--+ L < ! + L +--+ L
P po prooa . 1005 = 1006 2008
1 1 3 5 2007 1
20. (I 2009) I je —— < - — -~ e —— <y ——.
(Mpasmo 2009) JMowasatu 12 je 5505 < 5 - 7+ G 2008 =\ 2009
1 1 1
21. (CMO 2009) 3a mosuTuBHE peasnHe OpojeBe X, Y, 2 BAKU + + = —. Jloka3zarnm

2241 y?4+1 2241 2
HEjeTHAKOCT

1 + 1 + 1 < 1
342 yP3+2 B4+2 3
22. (JBMO 2009) Hexra cy z, y u z peasnu 6pojeu taksu ga je 0 < z, y, z < luayz = (1—z)(1 —y)(1 —2).
1

Ilokazatu na je 6ap jeman on 6pojesa (1 — x)y, (1 —y)z, (1 — 2)x Behu wnm jennak on 7
6



23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.
33.

34.

(CMO 2010) Hexra cy « u y 6pojesu u3 unrepsana [1,2]. Hokaszatu na je

(@ +1) 1+1 <9
x —+- <<
Y Tz Yy 2

(CMO 2010) Hoxkazaru caeneliy HejexHakocT 3a CBe HO3UTUBHE peatHe Gpojese a, b u ¢:

a2+ 202 + 42 b2 4+2¢% + 40?2 2+ 2a% 4 4b?
+ + > 21.

be ac ab
Kana Basxku jemmaroct?
(CMO 2011) Ogpenu HajMamy BPEIHOCT U3Pasa
1
S=ya+Vb+e+
va ve v abe

3a MO3UTUBHE peasiHe Opojese a, b u ¢ ca ocobunom a + b+ c=1.

(JBMO 2011) Heka cy a, b u ¢ no3utusru peanau Opojesu, Taksu na je abc = 1. JlokazaTu HejeqHAKOCT
(@®Fat+a*+a®+a+ D)+ + P+ 2+ b+ )P+t et 1) >
>8a?+a+1)B*+b+1) (A +c+1).

(JBMO 2012) Hexa cy a, b, ¢ mosurusayM peatnn 0pojesu TakBu na je a + b+ ¢ = 1. Ioka3atu xa je

bob - R
N PPV \/ a+\/ +\/ ).
b a ¢ b a c a b c

Y KOM CIllyuajy BasKU jeTHAKOCT?

(Opxasro 3a 7, 2013) Hera cy a, b u ¢ no3WTWBHM peasHn OpPOjeBU TAKBM A je AlCONYTHA BPEIHOCT
pa3nuke cBaka nBa Mama on 2. Ilokaxu na je

a+b+ec<vVab+1+Vbe+1+ Vac+ 1.

(Hpskasuo 3a 8, 2013) okaku ma Ba:KU HEjeTHAKOCT

2241 3241 20132 +1 1
2013 < —— e T 22013+ =
03<22_1+32_1+ 20132—1<03+2

(CMO, 2013) Hexra cy a, b, ¢ mo3utuan peannu 6pojesu uuju je 36up jemmar 1. Jlokasmku na Basku Hejeq-
HAKOCT

1 n 1 n 1 >g
Va+tbe Vbtca etab 2

Kana Basxku jemmaroct?

(JBMO, 2013) Heka cy a u b no3utusHu peanuu 6pojeBu 3a koje Baxku ab > 1. Ilokazatu ma je

2 2
2 S 2 — | > 16.
(24 27 (b 204 o) 216

(Ilpxasmo 3a 8, 2014) Ilokasu xa je spenroct nommoma 12 — 2%+ 2% — 2+ 1 nosuTusHa 32 CBaKO peasHO .
, OKa3aTu Ja 3a peaiHe Gpojese a, b, ¢, d, e koju npunanajy unrepsaay [0, 1] Basku HejeaHakocT
CMO, 2014) I 6poj b,c,d j j 0,1 j
(A4+a+b+c+d+e)* >4(a®+0*+2+d*+e?).
Kana Basu jemmakoct?

(JBMO, 2014) Heka cy a, b, ¢ nosutusau peannu 6pojesu Taksu na je abc = 1. Ilokaxu na je

1\? 1\? 1\2
(a—!—b) +<b+0) +(C+a> 23(a—|—b+c—|—1).

Kana Baxku jeamakoct?



35. (CMO, 2015) Horaszatu HejeTHAKOCT

1 1 1 5
4t

1 — < -
+ 23 33 20153 < 4

36. (JBMO, 2015) Hexa cy a, b, ¢ nosutusau peanuu GpojeBu Taksu ga je a + b+ ¢ = 3. Oxpean MuHUMAIHY
BPEIHOCT KOJy MOKE MMATHU U3Da3

2—a? 2—b3+2—03

A:
a + b c
Pemema
18. Heka je
7 2 N 2 N 2
(x4+1)2+y2+1  (y+1)2+224+1  (z4+1)2+22+1
2 2 2

_x2+y2+2x+2+y2+zz+2y+2+z2+x2+2z+2'

Kaxo je 22 + 92 > 22y, y? + 22 > 2yz u 22 + 22 > 22z, 10 je
1 . 1 n 1
zy+xz+1 yz+y+1l zz+z+1
. z z 1 Tz Zx .
Kaxo je - = u — = ————/10 je
zy+zx+1 2z l14+zz4+2z yz4+y+1 zz zz+14+2
A< = + = + 1 =1
l+2z4+2z zz+1+2 zx+2z+1

~

Jemmaxoct Bawm 3a w2 + y? = 22y, y? + 22 =2yz, 22 + 22 =222, 1j.3a T =y, Yy = 2 ¥ 2 = T OJHOCHO 3a
T=Y =2z

19. Iokazahemo na je Tpaxenu 36up Hajsehiu ako umamo moMume ca maposuMa 6pojesa (1,2), (3,4), ...,
(2007, 2008). IIpernocraBumo ha Ha aBe ZOMEEHE UMaMmo napose (a,b) u (¢, d) n na Baxu pacmopexn a > bu ¢ > d.
He ymamyjyhu ommroct, mpernmoctaBumo 1a je a Hajsehu mehy 6pojesuma a, b, ¢, d. YKOIUKO U3BPUIMMO 3aMEHY
Bpojesa, nmamo nomuHe ca naposuma (a,c) u (b, d). Ako ce 36up cBuX pernumpouHux Bpennoctu nosehasa, rama

BayKU HejeTHAKOCT
1 " 1 < 1 n 1
ab  ecd " ac  bd
Cpebusamenm mobujamo ab + cd — ac — bd > 0, omnocuo (a — d)(b — ¢) < 0. Kako je a > d, ciemu ma b mopa

OUTH Mame Of C.

1
[TonaBmameM OBOr mOCTymKa mobwjamo mxa je 30up — + — + -+ +

majsehu kama cy OpojeBu Ha

P1 D2 P10oo4
noMuHaMa y3actonnu u jenmaxu (1,2), (3,4), ..., (2007,2008). 3aro je
1+1++1<1+1++ 1
P1 P2 prooa  1-2  3-4 2007 - 2008
ot + L +. 4+ L
1005 1006 2008
135 2007 n n 135 2007 1
20. Hexaje A = —-2.—. " Kaxoj — e A>—.2. . — = ——
fKaJe 2176 2008 ANOIC T 7 gy SR CRAKOML O A > ST o009 T 2000
AS —.
E 2009
K .
aKo je n+1,TO.]e
2 4 6 2008 2 4 6 2008 1 11
A< ..... = ...

35 7 77772000 1 385 72000 2009 A 2009



1
, T
2009

. 1 .
j. A < \/ ==, mTo je u Tpebano moKa3aTu.

Cama je A2
afa je A7 < 2009

21. U3 ycnosa 3anaTka caemu ma cy 0pojesu x,y, 2z Behu ox 1. Ilokazahemo HejemHaroCT
1 < 2 1
»4+2 "3 2241
CpebuBamem mobujaMo eKBUBAJIEHTHE HEjeTHAKOCTH:
2(z® +2) = 3(2® +1) >0,
2(z® — 1) = 3(2® — 1) > 0,
2 —D(x* +x+1) = 3(x —1)(z+1) >0,
(x—1)(22% —2—1) > 0.
Kako je . — 1 > 0 u 222 = 2% + 22 > 2 + 1, HejemHakoCT je JOKa3aHA.

Cnuuno mobujamo
1 2 1 1 2 1

—— <z u <= .
y+2 3 y2+1 242 73 2241
CabupameM MOKA3aHUX HEjeIHAKOCTU M KOPUIMINEHmEeM TaTOr YCIOBA NOOMjaMO TPaKEHY HejeIHAKOCT

1 n 1 n 1 < 2 1 n 1 n 1 1
B34+2  P3+2 2B4+2 " 3\a24+1 241 2241) 3
22. TlpermocTaBuMo, cynpoTHO TBpDemy 3amaTka, na je
1 1 1
(I-2)y< -, (1—y)z<i, (1—z)x<1.

4
Cabupajyhu oBe Tpu HejenmaxocTu 106MjaMo

3
*) (1—x)y+(1—y)z+(1—z)x<1
Muoskehu oBe Tpu Hejennakoctu (jep cy cBe cTpaHe MO3UTUBHE) NOOK)aMoO
1

zyz(l—x)1—y)(1—2) < 61

u kopuctehu ycios 3amarka

| =

acyz<é n 1-z2)1-y)(l—2)<

PasBujajyhn uzpas Ha 1€B0j CTpaHu MOCIENHE HEjETHAKOCTH JO0MjaMo
1 1 1 1
L= (e+y+2)+ay+yz+am<ayz+g<g+g=_

OBO je eKBUBAJIEHTHO Ca

3
—(ac—&—y—i—z)—|—avy—l—yz—|—zac<—Z7

Tj.
3
I-2y+1-yz+Q—-2)z=x+y+2z— (zy+yz+zx)> 1
ocnemma HejeMHAKOCT je Yy KOHTPAIMKIMHU ca (*) TIa je Hama MPeTIOCTaBKa morpemna u TBpheme je morasano.

23. Karo x,y € [1,2], Tojey <2< 2rumz <2 < 2y. Canaje (2z—y)(x—2y) < 0ma je 222 —2y? < by,

5 1 1
OJIHOCHO I,y < =. Henocpenso nobujamo ma je (z+y) | —+—) < =.
y w2 Ty 2

24. Ilpeo pewemwe. Axo npsy ox mapenue Tpu Al HejeanarocTu

A+ 43> 3abc, ab® + bc? + ca? > 3abc, ac® + ba® + cb? > 3abe
9



TOMHOKUMO ca 1, apyry ca 2, a Tpehy ca 4, u pesyarare cabepemo, nobujamo ma je
(a® 4 2ab? + 4ac?) + (b% + 2bc* + 4ba?) + (c® + 2ca® + 4cb?) = 21abe.
Hememem ca abe > 0 mobuja ce Heje IHAKOCT KOja ce JOKa3yje. JemIHAKOCT BaKM aKO M CAMO aKO BAayKU Y HABEEHE
TPU HEjeTHAKOCTU, NAKJIEe aKo M caMo ako je a = b = c.
Lpyeo pewewe. TpanchopMummumMo JeBy cTpany maTe HejemHakoctu u npumennmo AT mejemmakoct 3a 21
6poj:

a2 b b ¢ ¢ ¢ ¢ b c ¢ a a a a
L=—+-4+-+-4+-+-4+-+—+-"+-F+-+-+-—-+-
c ac a a ¢ ¢ ¢ ¢

bc ¢ b b b b
2 a a b b b b 21/ aBb8c8
TR T AR T Y Ay
+aberJrbjLaJra+aJ+a a8b8c8

1
> 44/3, ca jemmaxomhy ako m camo ako je a = b =

25. Iokasahemo ma je S = \/a +Vb+ \/c+ 7
1 abc
c=3 [pmenom AT mejemmakoctu ciemn \/a + Vb + /¢ > 3vabe. Axo ysememo cmery t® = abe, morpe6mo
je norasatu cnenehy HejeaHaroCT
1
Bt+ 5 > 4/3,

a+b+c 1 . .
————— = —. Caga npumennmo jom jemaom AT mejemmaroct:

3 3

3t+1—3t+ L + L + ! >4§‘/3t 111
3 33 3t3 33 7 33 3t3 33

4 1 1

26. PacrasmameM Ha umHUHOIE 106MjaMO

a+at+ad+a+at+l=d*@®+a+1)+(@®+a+1)=(a*+a+1)(a®+1).

y3 orpammuene t2 = v abc <

PacraBumo ma camyam HAYWH 1 TPEOCTAJA JBA UMHUOIA HA JeBoj cTpanu. Ilocie ckpahuBama BuamMo aa Tpeda
IOKA3aTU HejeTHAKOCT
(a®+ 1)+ 1) (2 +1) > 8.
[Tpumenom wejemnakocTy mamehy apuTMeTUUKe W N€OMETPUjCKE CPearHe T00ujaMo:
ad+1>2vVad, BP+1=22V03, S +1>2Ve.
MuoskemeM 0Be TPU HEjeAHAKOCTU U TPUMEHOM ycioBa abc = 1 mobujamo
(a®> + 1)1 +1)(c® +1) > 8Vadb3c3 = 1.
JemHakocT Basku ako U caMo ako je a = b=c = 1.

27. 3amewyjyhu 1 —a, 1 —bu 1 —c pegom ca b+ ¢, c+a, a+ b Ha HeCHO] CTpaHU HEje [HAKOCTH, JO0UjaMo
cienefiv HU3 €KBUBAJIEHTHUX HEjeIHAKOCTU:

b b b b
re eta ot 650 \/+C+\/C+a+\/a+ ,
a b c a b c

b b b b
(“2\@ +C+2>+(Cza2\/§ Cza+2>+<a+ _oyay )t +2>>0,
a a C a

2 2 2
b+c ct+a a+b
(\/ - —\/§> +<\/ hi —\/§> +< - —\/§> > 0.

a b c

Kako je mocienma jeqHAKOCT TayHA 3a CBE BPENHOCTHU G, b, ¢, BasKU U JaTa HejeIHAKOCT. JeTHAKOCT BA/KU aKO U
. b+c cH+a a+b ) ) 1

caMo ako je = = = 2, mro 3ajemHO ca ycaoBoM 3amatka a +b+c=1 majea=>b=c= 3

a c
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28. Kaxo je |a — b < 2, 10 je a® — 2ab + b* < 4. Ilonasamem 4ab TeBOj U NECHOj CTPAHW jeTHAKOCTH
nobujamo (a+b)? < 4(1+ab). Kako cy a, b u ¢ mosurusrn peassn 6pojesu, To je a+b < 2v/1 + ab. Anamorso
ce mobuja ma je m b+ c < 2v/1+bc u a + ¢ < 2v/1 + ac. CabupameM 0BUX HejeqHAKOCTH Ho0MjaMo na je

2(a+b+c) <2(Vab+1+Vbe+1++Vac+1),
omHOCHO, @ + b+ ¢ < Vab+ 14+ Vbe+ 1+ ac+ 1.

29 22+1+32+1+ +20132+1—22_1+2+32_1+2+ +20132_1+2—1+ 2 4
221 32—21 20132—12_ 222—1 32—12 201322—1 B 222—1
I+ ———— =20124+——+——+---+————. Kaxo j = =
o1 T oz T gt T T g M e T T S Dt 1)
1 1 1 1 11
e SR cremy ma ce nobujeHu 30up Moxke IpencTaBuTu y obsmky 2012 4 (1 - 3) + (2 — 4) +
Loy (] 1 b s . :
- — = —_— = a cpe ambe (6] aMO Oa e €OHOC a3a JeJHaKa
375 2012 2014 , Ta cpebuBameM noOMjaMo Ia Je BpeOHOCT M3pas3a JeOHAK
1 1 1 1 1 1
2012414 = — —— — =2013+ = — —— —
TS T o013 2014 57 2013 20147

OJIaKJIe CIeNN TPaKeHa HejeTHAKOCT.

30. Ilpmvernmo ma je a+bc = a(a+b+c)+bc= (a+b)(a+c) = (1—c)(1—b). Ipumenom uejenHaxocTn
m3Mehy apuTMeTuUKe U T€OMETPHUjCKe CpemuHe A00umjamo
2—b—c a+1

Va+be=+/(1-b)(1—-c) < 5 =5

7 CIMYHO 33 OCTaJa qBa u3pasa. lIpumeHoMm HejemrakocTu m3Mely apuTMeTHYKe M XapMOHU]CKe CpelrHe I00u-
jamo

1 n 1 n 1 < 2 n 2 n 2
Va+tbe Vbteca etab a+1l b+l c+1
2.9 2.9 9

"t D+ Dt er) 4 2

JenHAKOCT BAXKU aKO U CAMO ako je a = b =c = 3

31. Ilpso pewewe. Hajupe, u3 ab > 1 ciemqu na je a +b > a+ — > 2. llame je

a
2 2 2
2b+ ——=b b+ ——>b+2+—
at2b+ -~ +(a+b)+ 1ottt
b+1 b+1 2 . (b+1)2
=t —F5tl+——=247"
s T2 Tt uT 2(a+1)

Ha OCHOBY HejemHakocTu uaMmely apurmeruuke u reomerpujcke cpemuue. AHaJorHO ce nobuja ma je b+ 2a +

2 yiflatD)?
b+1 7~ 2(b+1)
mpernocTaBry ab > 1, mobujamo ma BasKu

<a+2b+ail> (b+ a+) \/a+1—b+1 W—M\ﬁ

Muo:xehu mobujene mejemnaxoctu, jom jemuom mpumenyjyhu A-I' mejemmakoct, Kao u

—1
Zpyzo pewemwe. V3 ounriemue HeJe,IIHaROCTI/I 2 Pt > 2, nonajyhin obema cTpanama uspas b+T’
2 3 2 b+3
mobujamo a + 2b + P > a—;— + 2b. Cauuno ce m3Boau na je b+ 2a + 1o > % + 2a. Muosxkehn

nobujere HejenHakocTu, Kopuctehn Komu-IIBapoBy Heje HAKOCT, KAO U IPETIOCTaBKy ab > 1, mobujamo ma je
2 2 a+3+4b b+ 3+ 4a
26+ ——= | (b+2 > .
<a+ +a+1) ( + a+b+1>

2 2
o (Vab+3+4vab)? _ 64 16
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32. Pasmukyjemo tpu cayuaja: a) £ < 0; 6) 0<z<1;8) 2> 1.
a) 3ax<03ammx1220, —959207 x4>0m—x>0, ma je
-t —r1=22 4 () 42t () + 12> 1.

6) Bawm 2'2 — 2% 4+ 2t —x4+1=224+2*(1 —2°)+ (1 —2). Kakojesa0<z<1: 1—-2°>0ul—x >0,
TO je BpemHocT mosmHoMa Tana Beha ox 0.

B) Karo je 212 — 2% + 2 —2+1=2%(2® — 1) +2(2® = 1)+ 1, ro 3a = > 1 Bawm 2° — 1 > 0, ma je BpeaHoCT
nosuaOMa Beha uam jegnaka 1.

33. Kako je (1+2)% > 4z 3a cee v € R, 10 je

(I+a+b+tc+d+e)?>4(a+b+c+d+e).

2 maje

dla+b+c+dte)=4(a®+b*+c+d* +€2).

W3 npeTxoanux jeAHAKOCTHU CJIEMU HEjeTHAKOCT KOja Ce MOKa3yje.

3ax€[0,1] Bakn x > x

Jemmakocr y mpsoM ciyuajy Basku camo 3a x = 1, a 'y apyrom 3a & € {0,1}. Ilakne, y natoj HejeHAKOCTH
jEeIHAKOCT BayKU aKO M CAMO aKO je jemad on OpojeBa a, b, c,d, e jemnak 1, a ocramu cy jemuaru 0.

34. Tepheme ce MOke mOKa3aTH Ha BUIE HAUMHA. JenaH on Moryhwux je ciemehu.

[Tpumenom mo3HATE HEjeaqHAKOCTU 2 + y2 +22> Ty 4+ yz + zx mobuja ce ma BaKU
1\ 2 1\ 2 1\2
a+—-| +(b+-) +|c+—
b c a
1 1 1 1 1 1
zla+— | {b+= )+ b+~ ct+t=-)+|ct+t=)|a++
b c c a a b

c

b
=ab+bc+ca+3+ -+
a b

a
+E+a+b+c.

. . b c a
Kopumhemem A-I' mejemmakoctu ciemu na je ab+ — > 2b, be + 5 > 2cu ca+ — > 2a, 1a ce U3 MPETXOMHOT
a c

nobuja ma je
1\? 1\’ 1\?
<a+b) +<b+c> +<C+a> >2b+2c+2a+3+a+b+c=3(a+b+c+1).

Tuve je mara Heje JHAKOCT JOKA3aHA. JEIHAKOCT BAXKU aKO W CAMO aKO BAKU YV Heje THAKOCTUMA KOje Cy IPUMEmhEHe,
Tj. &KO W caMO aKo je a = b =c = 1.

. 1 1
35. V3 ounrsenne mejemmakocty k2 — 1 < k? ciaemm 72 < 7z 7 @ omarre

L I e P
K3 "k k2—-1 k 2|k—1 k+1] 2[(k-Dk kk+1)]"

Samewyjyhu penom k € {2,3,...,n} u cabupajyhiu nobujene nejengakocT [o6MjaMo
1 1 1
1+ 23 + 33 + 4+ o
<14 1 1 1 n 1 1 n + 1 1
2012 23723 3.4 (n—Ln  nn+1)
111 1 1 5
S <l4-=2
+2[2 n(n—&-l)} TiT1
3a cBe n = 2.
36. Tpauchopmumumo A kao mro caenn:
2—a®> 2-0 2-¢ 1 1 1
A="2 T (T [ S
a b c a b ¢



ab + be + ca 7

—9. 2 24 2
abc (" + 67+
b+b
:2~Wf((a+b+c)2—2(ab+bc+ca))
abc
b+b
:2-$7(9—2(ab+bc+ca))
b+b
—o. BT + C+m+2(ab+bc+ca)79
abe
1
=2(ab+b —+1) -0
(ab + be + ca) (abc+ >

Kopucrehu caga mosmary mejemmaroct (z +y + 2)% > 3(zy +yz + 2z) ca x = ab, y = be, z = ca, nobujamo na
je (ab+ be + ca)? = 3abe(a + b + ¢) = 9abe, ogrOCHO

(1) ab+ bc + ca > 3V abe.

C mpyre crpaue, Ha ocHoBy Al mejenmakocTu, umMamo na je

1 /1
2 — 1 >24—.
(2) abc+ abe

Muosxeme 06ejy crpama mejemmakoctu (1) u (2) naje

1 1
(ab+bc+ca)| — +1) = 3Vabc-2y/ — =6.
abc abc

Hakne, A > 2-6 —9 = 3, a jeAHAKOCT BaskM aKO U caMo ako je ¢ = b = ¢ = 1. 3Haum, TpaskeHa MUHAMAJHA
BpemHOCT je 3.

Teopema 6. (Komu-ITIBaprioBa Hejemaakoct) 3a npoussoibHe peanne Gpojese ai, g, ..., Gp 1 by,
ba, ..., b, BaKU HEjETHAKOCT
(a1by 4 agbo 4 -+ anby)? < (a2 + a2+ -+ a2)(b? + b2 +--- + b2).
. ay az an,
JemHakoCT BaKM QKO U CaMO aKo je — = — = -+ = —,
by by bn
Croemujanuo, 3a n = 3, Kommwm-IlIsapuosa HejeqaakocT riacu:

(a1b1 + asby + a3b3)2 < (a% + (l% + ag)(bf + b% + bg)

Jloka3 M3BOMMMO 3a HABEICHNU CIIENMjaJal caydaj n = 3 (y ommrTeM ciydajy IOKa3 je camdan). IlocMaTpajMo
KBaIPATHUA TPUHOM
f(z) = (a1z + b1)? + (azx + b2)* + (asx + bs)?
KOju ouurienno uMa ocobuny xa je f(z) = 0 3a cee z € R. On ce Moske 3amucatu y o0nuKy

fz) = (a% + a% + ag):c2 + 2(a1by + agbs + azbs)x + (b? + b% + bg)

Kako Taj TpuHOM MMa mO3uTUBAH Koedumujent y3 x2 u sehn je mim jemmak of HyJe 3a ce x € R, ogroapajyha
napabona He ceve T-0cy (MOKe eBeHTYAJHO caMo Ja je noaupyje). Ho, To 3HAUM 18 DUCKPUMUHAHTA TOT TPHUHOMA
He MO:ke OuTy mo3uTuBHA, Beh Basku

D = (a1by + azbs + asbz)? — (af + a3 + a3) (b + b3 + b3) <0,
IITO je eKBUBAJEHTHO HejeTHAKOCTU KOja Ce NOKa3yje.

Jemnakocr Basku ako u camo ako mapabousa y = f(x) mommpyje x-ocy, Tj. aKO IOCTOjU Tauka X 3a KOJy je
ay a2 as

by by by
Hasoammo jemrocTaBEy reoMeTpujcky uaTepupeTanujy Komu-IlIBaprnose HejeHAKOCTY U, TOCPEIHO, alTep-
HATHMBHY I0Ka3. HauMe, ako CTABUMO 1 = 3, OHA Ce CBOIM HA

f(z) = 0. Ho, to je moryhe aro u camo ako je a1 + by = agx + by = azz + b3 = 0, Tj.

|(11b1 + a2b2 + a3b3| g \/a% + CL% + ag\/b% + b% + b%,
13



¥ OpeJCTaB/ba HEjeTHAKOCT

- bl < al |b]
3a BekTope d = (ay,as,as), b= (b1,b2,b3). Oma je, rama ce y3me y 003up HeQUHANM]a CKATAPHOT IPOU3BOIA
BekTOpa Kao - b = |@| |b| cos(@,b) y crBapn npocto mejemraroct |cos(d,b)| < 1.

Banmarak 37. Axo je a®? + b2+ c? =1uax? +y? + 22 =1, norasaru na je —1 < axr + by +cz < 1.

Pewewe. Tpumenom Romu-IlIBapiose nejemnaroctu Ha Opojese a1 = a, as = b, ag =cu by =z, bs =y,
bs = z mobwuja ce ma Baku

laz + by + cz| < Va2 + b2+ 2 Va2 + 92 + 22 =1,

onakje ciaemu TBpheme.

3anarak 38. Jlokazatu na 3a mMO3UTUBHE OpOjeBe a1, g, - .. , G, BAKU HEjeIHAKOCT

1 1 1 9
(a1 +ax+-+ap) | —+—+-+— ] =n"
a1 as Qp,
Pewewe. Tspbeme caemn npumenom Kommu-IlIBapunose mejemmaroctu Ha O6pojeBe /a1, /A2, ..., \/an 1
1 1

1
= T T

H, < A, 3an (8. 3amarax 6).

Ha npyru mHauus, MOKEMO 3aKLYUYUTH Aa OHO BAYKU jep je eKBUBAJIEHTHO HEjeTHAKOCTHU

1 1
3anarak 39. Hera cy x,y, z peannu Opojesu Behu on 1 3a koje Basku — + — + — = 2. Jlokazaru 1a je
x Yy oz

VitytzzvVve—1+Vy—1+vVz—1.
r—1 y—1 =z-1

Pewemwe. VI3 ycnoBa 3amaTka caeamn na je + + = 1, ma je HejeIHAKOCT KOja Ce MOKa3yje
x Y z

€KBUBAJICHTHaA Ca

r—1 y—1 =2z2-1

(a:+y+z)< — + + )2(\/x—1+\/y—1+\/z—1)2.

Y z
. . . . r—1
Osa mejemmaroct ce nobuja npuvenom Komu-IIIBapnose mejeqgakocTyn Ha TPOjKE /T, VY /%, omHOCHO ,
T
y—1 z—1 . 3
e . JeIHAKOCT Ba)KM aKO M CAMO aKO je & = Y = 2 = 3
y z

3amarax 40. (UMO’95) Ako je a,b,c > 0 u abc = 1, nokazaru Heje HAKOCT
1 n 1 n 1 S §
ad(b+c)  b(ct+a) Bla+b)” 2

Pewemwe. 3amenoMm x = (y3 ycaos zyz = 1) nara HejeIHAKOCT ce TpaHCHOpMHUIIE Y

ol

1
= -, 2z =
Y b’

SH N

x2 y? 22 3

+ > =,

y+z * 24+ x4y 2

[Ipumvemyjyhu Komu-1IBapuoBy Hejequakoct Ha O6pojeBe a1 = /Yy + 2, as =z + x, a3 = /T +y, by =
Y z

by =

L

xT

Vy+z

by = nobuja ce ma je

NS Tty
(z+y+2)?<[y+2)+E+z)+(@+y)]- L,
. r+y+z _ 3, 3
> — > — = —,
omarie je L > > Z 5 xYz 5
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