
NEJEDNAKOSTI U OSNOVNOJ XKOLI
Zoran Kadelburg

Beograd, 14.02.2016.

Najpre primetimo da implikacije

x < y =⇒ x2 < y2 odnosno x2 < y2 =⇒ x < y

ne moraju da va¼e. Na primer, −3 < 2, ali (−3)2 > 22; tako±e, 22 < (−3)2, ali 2 > −3. Zato slede²e
izvo±eǌe ne prihvatamo kao dokaz nejednakosti izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine:

√
xy 6 x + y

2

xy 6 x2 + 2xy + y2

4
4xy 6 x2 + 2xy + y2

0 6 x2 − 2xy + y2

0 6 (x− y)2

Teorema 1. Za proizvoǉne x > 0 i y > 0 va¼i nejednakost
x + y

2
> √

xy.

Pritom jednakost va¼i ako i samo ako je x = y.
Dokaz.

(x− y)2 > 0

x2 − 2xy + y2 > 0

x2 + 2xy + y2 > 4xy
(

x + y

2

)2

> xy.

Zbog x, y > 0 je
x + y

2
> 0 i xy > 0, pa iz prethodnog sledi

x + y

2
> √

xy. Jednakost va¼i samo ako va¼i
u prvoj od navedenih nejednakosti, tj. za x = y.

Zadatak 1. Ako je ab > 0, dokazati da je
a

b
+

b

a
> 2.

Prvo rexeǌe. Kako je ab > 0, to je
a

b
> 0 i

b

a
> 0. Polazimo od oqigledne nejednakosti

(√
a

b
−

√
b

a

)2

> 0. Kvadriraǌem se dobija
a

b
−2

√
a

b

√
b

a
+

b

a
> 0, a odatle

a

b
−2+

b

a
> 0, tj.

a

b
+

b

a
> 2.

Jednakost va¼i ako i samo ako je a = b.
Drugo rexeǌe. Primenimo nejednakost aritmetiqke i geometrijske sredine na (pozitivne) brojeve

a

b
i

b

a
. Dobijamo

a

b
+

b

a
2

>
√

a

b
· b

a
= 1,

odakle sledi data nejednakost. Jednakost va¼i ako i samo ako je
a

b
=

b

a
, tj. a = b.

Zadatak 2. Ako je x + y > 0, dokazati da va¼i nejednakost
(

x + y

2

)3

6 x3 + y3

2
.
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Rexeǌe. Data nejednakost ekvivalentna je, redom, slede²im nejednakostima:

x3 + 3x2y + 3xy2 + y3 6 4(x3 + y3),

0 6 3x3 − 3x2y − 3xy2 + 3y3,

0 6 (x− y)(x2 − y2),

0 6 (x + y)(x− y)2.

Posledǌa nejednakost je, zbog x + y > 0, uvek taqna, pa je taqna i ǌoj ekvivalentna polazna nejednakost.
Jednakost va¼i ako i samo ako je x = y.

Zadatak 3. Za n ∈ N dokazati nejednakost

1
1!

+
1
2!

+ · · ·+ 1
n!

6 2n− 1
n

.

Rexeǌe.
1
1!

+
1
2!

+ · · ·+ 1
n!

6 1 +
1

1 · 2 +
1

2 · 3 + · · ·+ 1
(n− 1)n

= 1 +
(

1− 1
2

)
+

(
1
2
− 1

3

)
+ · · ·+

(
1

n− 1
− 1

n

)

= 2− 1
n

=
2n− 1

n
.

Jednakost va¼i za n ∈ {1, 2, 3}.
Teorema 2. Neka su x, y i z nenegativni brojevi. Tada va¼i nejednakost

3
√

xyz 6 x + y + z

3
.

Pritom jednakost va¼i ako i samo ako je x = y = z.

Prvi dokaz. Uvedimo smene x = a3, y = b3, z = c3. Za brojeve a, b, c va¼i nejednakost

a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca > 0,

jer je ona ekvivalentna sa
(a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2 > 0.

Pomno¼imo sada tu nejednakost nenegativnim brojem a + b + c. Korix²eǌem identiteta

a3 + b3 + c3 − 3abc = (a + b + c)(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca),

posle sre±ivaǌa izraza na levoj strani dobijamo a3 + b3 + c3 − 3abc > 0, dakle

abc 6 a3 + b3 + c3

3
,

ili, uzimaju²i u obzir da je a = 3
√

x, b = 3
√

y, c = 3
√

z,

3
√

xyz 6 x + y + z

3
.

Time je nejednakost izme±u sredina dokazana. Lako je proveriti da jednakost zaista va¼i ako i samo ako
je x = y = z.

Drugi dokaz. Doka¼imo najpre nejednakost izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine za qetiri
broja. Naime va¼i:

Ako su x, y, z i t nenegativni brojevi, tada je

(1) 4
√

xyzt 6 x + y + z + t

4
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je x = y = z = t.
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Zaista, ako nejednakost izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine za dva broja primenimo najpre

na brojeve x, y i z, t a zatim na brojeve
x + y

2
,

z + t

2
, dobi²emo

4
√

xyzt =
√√

xy
√

zt 6
√

x + y

2
· z + t

2
6 1

2

(
x + y

2
+

z + t

2

)
=

x + y + z + t

4
,

pa je nejednakost (1) dokazana. Jednakost va¼i ako i samo ako va¼i u sve tri primene nejednakosti za dva

broja, tj. x = y, z = t i
x + y

2
=

z + t

2
, a lako se vidi da su ta tri uslova zajedno ekvivalentna uslovu

x = y = z = t.

Stavimo sada u nejednakosti (1) t =
x + y + z

3
. Dobijamo

4

√
xyz

x + y + z

3
6 1

4

(
x + y + z +

x + y + z

3

)
=

x + y + z

3
.

Prethodna nejednakost se mo¼e ekvivalentno zapisati kao

(xyz)
1
4 6

(
x + y + z

3

)1− 1
4

=
(

x + y + z

3

) 3
4

,

xto stepenovaǌem sa
4
3

daje upravo nejednakost koju dokazujemo. Da bi va¼ila jednakost, mora biti
x = y = z.

Zadatak 4. Dokazati da za pozitivne brojeve a, b i c va¼i nejednakost

ab

c
+

bc

a
+

ca

b
> a + b + c.

Rexeǌe. Na pozitivne brojeve
ab

c
i

bc

a
primenimo nejednakost izme±u aritmetiqke i geometrijske

sredine,
ab

c
+

bc

a
> 2

√
ab

c
· bc

a
= 2b.

Na sliqan naqin se dobija:

bc

a
+

ca

b
> 2

√
bc

a
· ca

b
= 2c,

ca

b
+

ab

c
> 2

√
ca

b
· ab

c
= 2a.

Sabiraǌem posledǌe tri nejednakosti dobija se

2
(

ab

c
+

bc

a
+

ca

b

)
> 2(a + b + c),

a odatle nejednakost koja se dokazuje.

Jednakost va¼i ako i samo ako va¼i u svakoj od nejednakosti koje smo sabirali, tj. ako i samo ako je
a = b = c.

Zadatak 5. Dokazati da za x, y, z > 0 va¼i

(x + y + z)(
√

x +
√

y +
√

z) > 9
√

xyz.

Rexeǌe. Primenimo nejednakost izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine najpre na brojeve x, y,
z, a zatim na (tako±e nenegativne) brojeve

√
x,

√
y,

√
z. Dobijamo:

x + y + z > 3 3
√

xyz = 3 6
√

x2y2z2,

√
x +

√
y +

√
z > 3

3
√√

x
√

y
√

z = 3 6√xyz.
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Ako pomno¼imo ove dve nejednakosti, dobijamo

(x + y + z)(
√

x +
√

y +
√

z) > 9 6
√

x2y2z2 6
√

xyz = 9 6
√

x3y3z3 = 9
√

xyz,

qime smo dokazali datu nejednakost. Jednakost va¼i ako i samo ako je x = y = z.

Princip regresivne indukcije glasi:

Neka je T (n) tvr�eǌe koje zavisi od prirodnog broja n. Ako:
(1) T (n) je taqan iskaz za beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n;
(2) za sve prirodne brojeve n > 1, T (n) =⇒ T (n− 1) je taqan iskaz,

tada je tvr�eǌe T (n) taqno za svako n ∈ N.

Teorema 3. (Nejednakost izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine) Za sve prirodne
brojeve n i sve nenegativne realne brojeve a1, a2, . . . , an va¼i nejednakost

a1 + a2 + · · ·+ an

n
> n

√
a1a2 · · · an.

Dokaz. (Koxi) (1) Najpre, matematiqkom indukcijom po k, dokazujemo da tvr±eǌe va¼i za sve
prirodne brojeve oblika n = 2k, k ∈ N.

(1′) Za k = 1 (n = 2) nejednakost
a1 + a2

2
>

√
a1a2 je ekvivalentna sa (

√
a1 − √a2)2 > 0 (i dobro

poznata).
(1′′) Pretpostavimo da tvr±eǌe va¼i za n = 2k, k > 1. Tada je

a1 + a2 + · · ·+ a2n

2n
=

1
2

(
a1 + · · ·+ an

n
+

an+1 + · · ·+ a2n

n

)
>

>
√

a1 + · · ·+ an

n
· an+1 + · · ·+ a2n

n
>

√
n
√

a1 · · · an · n
√

an+1 · · · a2n =

= 2n
√

a1a2 · · · a2n.

Zakǉuqujemo da nejednakost va¼i za sve n ∈ {2, 22, 23, . . . }.
(2) Pretpostavimo sada da je nejednakost taqna za neki prirodni broj n i izaberimo an =

a1 + a2 + · · ·+ an−1

n− 1
.

Tada je

a1 + · · ·+ an−1 +
a1 + · · ·+ an−1

n− 1
n

> n

√
a1 · · · an−1 · a1 + · · ·+ an−1

n− 1
,

odakle se dobija
a1 + · · ·+ an−1

n− 1
> n

√
a1 · · · an−1 · n

√
a1 + · · ·+ an−1

n− 1
,

tj.
(

a1 + · · ·+ an−1

n− 1

)1− 1
n

> n
√

a1 · · · an−1,

pa je
a1 + · · ·+ an−1

n− 1
> n−1√

a1a2 · · · an−1.

Time je regresivnom indukcijom dokazano da je data nejednakost taqna za sve prirodne brojeve n.
U datoj nejednakosti (za n > 2) jednakost va¼i ako i samo ako je a1 = a2 = · · · = an. 4
Posledica. (Nejednakost izme�u harmonijske i geometrijske sredine) Za pozitivne re-

alne brojeve a1, a2, . . . , an va¼i nejednakost
n

1
a1

+
1
a2

+ · · ·+ 1
an

6 n
√

a1a2 · · · an.

Jednakost (za n > 2) va¼i ako i samo ako je a1 = a2 = · · · = an.

Dokaz. Primeniti AG nejednakost na brojeve
1
a1

,
1
a2

, . . . ,
1
an

.
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Zadatak 6. Dokazati da za pozitivne realne brojeve a1, a2, . . . , an va¼i

(a1 + a2 + · · ·+ an)
(

1
a1

+
1
a2

+ · · ·+ 1
an

)
> n2.

Rexeǌe. Primenom AH-nejednakosti dobije se
a1 + a2 + · · ·+ an

n
> n

1
a1

+
1
a2

+ · · ·+ 1
an

,

odakle se neposredno dobija tra¼ena nejednakost. Jednakost va¼i ako i samo ako je a1 = a2 = · · · = an.

Teorema 4. Za proizvoǉne realne brojeve x, y i z va¼e nejednakosti

x + y

2
6

√
x2 + y2

2
i

x + y + z

3
6

√
x2 + y2 + z2

3
.

Jednakost va¼i ako i samo ako je x = y (odnosno x = y = z).

Dokaz. Dokaza²emo samo prvu nejednakost – druga se dokazuje sliqno. Ako je zbir x + y negativan,
nejednakost koju dokazujemo oqigledno va¼i. U protivnom, ǌenim kvadriraǌem se dobija ekvivalentna
nejednakost

x2 + 2xy + y2

4
6 x2 + y2

2
,

koja se lako ekvivalentno transformixe u taqnu nejednakost x2 + y2 > 2xy. Time je polazna nejednakost
dokazana. Jednakost va¼i ako i samo ako va¼i u nejednakosti x2 + y2 > 2xy, tj. za x = y.

Izrazi koji se javǉaju u dosad uvedenim nejednakostima najqex²e se oznaqavaju slovima A, G, H i
K sa indeksom koji ukazuje na broj promenǉivih:

H2 =
2

1
x

+
1
y

, G2 =
√

xy, A2 =
x + y

2
, K2 =

√
x2 + y2

2

i sliqno za H3, G3, A3 i K3. Dokazane teoreme mo¼emo tada kratko zapisati kao

H2 6 G2 6 A2 6 K2,

H3 6 G3 6 A3 6 K3.

Lako je naslutiti kako se ove relacije mogu uopxtiti.

Nejednakost zadatka 2 je u stvari nejednakost izme±u artimetiqke i kubne sredine za dva broja:

A2 6 Q2.

Zadatak 7. Ako je x + y + z = 6, dokazati da je x2 + y2 + z2 > 12.
Rexeǌe. Primenom nejednakosti A3 6 K3 se dobija

x2 + y2 + z2

3
>

(
x + y + z

3

)2

= 4,

odakle sledi zakǉuqak. Jednakost va¼i ako i samo ako je x = y = z = 2.

Teorema 5. Neka su fiksirani pozitivni brojevi a1, . . . , an. Za s ∈ R definiximo pomo²u

Ms(a1, . . . , an) =





(
as
1 + · · ·+ as

n

n

)1/s

, za s 6= 0,

n
√

a1 · · · an, za s = 0,

sredinu reda s brojeva a1, . . . , an. Tada Ms(a1, . . . , an), kao funkcija od s, ima slede²e osobine:

(a) funkcija Ms(a1, . . . , an) je neprekidna u taqki s = 0;
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(b) min(a1, . . . , an) 6 Ms(a1, . . . , an) 6 max(a1, . . . , an) za svako s;

(v) ako brojevi a1, . . . , an nisu svi jednaki me±u sobom, funkcija Ms(a1, . . . , an) je strogo rastu²a
funkcija od s;

(g) lim
s→−∞

Ms(a1, . . . , an) = min(a1, . . . , an), lim
s→+∞

Ms(a1, . . . , an) = max(a1, . . . , an).

Primetimo da je u ovim oznakama Hn(a1, . . . , an) = M−1(a1, . . . , an), Gn(a1, . . . , an) = M0(a1, . . . , an),
An(a1, . . . , an) = M1(a1, . . . , an) i Kn(a1, . . . , an) = M2(a1, . . . , an), te iz ovog primera sledi da je

M−1 6 M0 6 M1 6 M2,

tj.
Hn 6 Gn 6 An 6 Kn.

Zadaci

8. a2 + b2 + c2 > ab + bc + ca, a, b, c ∈ R.
9. a2(1 + b2) + b2(1 + c2) + c2(1 + a2) > 6abc, a, b, c ∈ R.
10. ab(a + b− 2c) + bc(b + c− 2a) + ca(c + a− 2b) > 0, a, b, c > 0.
11. x8 + x6 − 4x4 + x2 + 1 > 0, x ∈ R.
12. Kolika je najmaǌa mogu²a vrednost izraza A = (x− 4)(x− 5)(x− 6)(x− 7) + 3, x ∈ R?

13.
√

(a + c)(b + d) >
√

ab +
√

cd, a, b, c, d > 0.

14. Ako je a + b > 1, dokazati da je: (a) a4 + b4 > 1
8
; (b) a8 + b8 > 1

128
.

15. Ako su b i d pozitivni i
a

b
6 c

d
, dokazati da je

a

b
6 a + c

b + d
6 c

d
.

16. n! <

(
n + 1

2

)n

, n ∈ N, n > 1.

17. (a)
3 · 7 · 11 · . . . · (4n− 1)
5 · 9 · 13 · . . . · (4n + 1)

<
1√
n

, n ∈ N.

(b)
1

2
√

n
6 1

2
· 3
4
· 5
6
· . . . · 2n− 1

2n
<

1√
2n

, n ∈ N.

Zadaci sa takmiqeǌa

18. (SMO 2007) Za pozitivne realne brojeve x, y i z va¼i da je xyz = 1. Dokazati da je
2

(x + 1)2 + y2 + 1
+

2
(y + 1)2 + z2 + 1

+
2

(z + 1)2 + x2 + 1
6 1.

19. (SMO 2008) Brojeve 1, 2, . . . , 2008 rasporedimo na 1004 domine, tako da se na svakoj domini nalaze
taqno dva broja. Ako proizvode brojeva na dominama oznaqimo sa p1, p2, . . . , p1004, dokazati nejed-
nakost

1
p1

+
1
p2

+ · · ·+ 1
p1004

6 1
1005

+
1

1006
+ · · ·+ 1

2008
.

20. (Dr¼avno 2009) Dokazati da je
1

2009
<

1
2
· 3
4
· 5
6
· . . . · 2007

2008
<

√
1

2009
.

21. (SMO 2009) Za pozitivne realne brojeve x, y, z va¼i
1

x2 + 1
+

1
y2 + 1

+
1

z2 + 1
=

1
2
. Dokazati

nejednakost
1

x3 + 2
+

1
y3 + 2

+
1

z3 + 2
<

1
3
.

22. (JBMO 2009) Neka su x, y i z realni brojevi takvi da je 0 < x, y, z < 1 i xyz = (1−x)(1−y)(1−z).

Dokazati da je bar jedan od brojeva (1− x)y, (1− y)z, (1− z)x ve²i ili jednak od
1
4
.
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23. (SMO 2010) Neka su x i y brojevi iz intervala [1, 2]. Dokazati da je

(x + y)
(

1
x

+
1
y

)
6 9

2
.

24. (SMO 2010) Dokazati slede²u nejednakost za sve pozitivne realne brojeve a, b i c:

a2 + 2b2 + 4c2

bc
+

b2 + 2c2 + 4a2

ac
+

c2 + 2a2 + 4b2

ab
> 21.

Kada va¼i jednakost?

25. (SMO 2011) Odredi najmaǌu vrednost izraza

S =
√

a +
√

b +
√

c +
1√
abc

za pozitivne realne brojeve a, b i c sa osobinom a + b + c = 1.
26. (JBMO 2011) Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi, takvi da je abc = 1. Dokazati nejednakost

(a5 + a4 + a3 + a2 + a + 1)(b5 + b4 + b3 + b2 + b + 1)(c5 + c4 + c3 + c2 + c + 1) >
> 8(a2 + a + 1)(b2 + b + 1)(c2 + c + 1).

27. (JBMO 2012) Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi takvi da je a + b + c = 1. Dokazati da je

a

b
+

b

a
+

b

c
+

c

b
+

c

a
+

a

c
+ 6 > 2

√
2

(√
1− a

a
+

√
1− b

b
+

√
1− c

c

)
.

U kom sluqaju va¼i jednakost?

28. (Dr¼avno za 7, 2013) Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi takvi da je apsolutna vrednost
razlike svaka dva maǌa od 2. Doka¼i da je

a + b + c <
√

ab + 1 +
√

bc + 1 +
√

ac + 1.

29. (Dr¼avno za 8, 2013) Doka¼i da va¼i nejednakost

2013 <
22 + 1
22 − 1

+
32 + 1
32 − 1

+ · · ·+ 20132 + 1
20132 − 1

< 2013 +
1
2
.

30. (SMO, 2013) Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi qiji je zbir jednak 1. Doka¼i da va¼i nejed-
nakost

1√
a + bc

+
1√

b + ca
+

1√
c + ab

> 9
2
.

Kada va¼i jednakost?

31. (JBMO, 2013) Neka su a i b pozitivni realni brojevi za koje va¼i ab > 1. Dokazati da je
(

a + 2b +
2

a + 1

)(
b + 2a +

2
b + 1

)
> 16.

32. (Dr¼avno za 8, 2014) Doka¼i da je vrednost polinoma x12−x9+x4−x+1 pozitivna za svako realno x.

33. (SMO, 2014) Dokazati da za realne brojeve a, b, c, d, e koji pripadaju intervalu [0, 1] va¼i nejednakost

(1 + a + b + c + d + e)2 > 4(a2 + b2 + c2 + d2 + e2).

Kada va¼i jednakost?

34. (JBMO, 2014) Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1. Doka¼i da je
(

a +
1
b

)2

+
(

b +
1
c

)2

+
(

c +
1
a

)2

> 3(a + b + c + 1).

Kada va¼i jednakost?
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35. (SMO, 2015) Dokazati nejednakost

1 +
1
23

+
1
33

+ · · ·+ 1
20153

<
5
4
.

36. (JBMO, 2015) Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi takvi da je a + b + c = 3. Odredi minimalnu
vrednost koju mo¼e imati izraz

A =
2− a3

a
+

2− b3

b
+

2− c3

c
.

Rexeǌa
18. Neka je

A =
2

(x + 1)2 + y2 + 1
+

2
(y + 1)2 + z2 + 1

+
2

(z + 1)2 + x2 + 1

=
2

x2 + y2 + 2x + 2
+

2
y2 + z2 + 2y + 2

+
2

z2 + x2 + 2z + 2
.

Kako je x2 + y2 > 2xy, y2 + z2 > 2yz i z2 + x2 > 2zx, to je

A 6 1
xy + x + 1

+
1

yz + y + 1
+

1
zx + z + 1

.

Kako je
1

xy + x + 1
· z

z
=

z

1 + xz + z
i

1
yz + y + 1

· xz

zx
=

zx

zx + 1 + z
, to je

A 6 z

1 + xz + z
+

zx

zx + 1 + z
+

1
zx + z + 1

= 1.

Jednakost va¼i za x2 + y2 = 2xy, y2 + z2 = 2yz, z2 + x2 = 2xz, tj. za x = y, y = z i z = x odnosno za
x = y = z.

19. Dokaza²emo da je tra¼eni zbir najve²i ako imamo domine sa parovima brojeva (1, 2), (3, 4), . . . ,
(2007, 2008). Pretpostavimo da na dve domine imamo parove (a, b) i (c, d) i da va¼i raspored a > b i c > d.
Ne umaǌuju²i opxtost, pretpostavimo da je a najve²i me±u brojevima a, b, c, d. Ukoliko izvrximo zamenu
brojeva, imamo domine sa parovima (a, c) i (b, d). Ako se zbir svih reciproqnih vrednosti pove²ava, tada
va¼i nejednakost

1
ab

+
1
cd

<
1
ac

+
1
bd

.

Sre±ivaǌem dobijamo ab + cd − ac − bd > 0, odnosno (a − d)(b − c) < 0. Kako je a > d, sledi da b mora
biti maǌe od c.

Ponavǉaǌem ovog postupka dobijamo da je zbir
1
p1

+
1
p2

+ · · · + 1
p1004

najve²i kada su brojevi na

dominama uzastopni i jednaki (1, 2), (3, 4), . . . , (2007, 2008). Zato je

1
p1

+
1
p2

+ · · ·+ 1
p1004

6 1
1 · 2 +

1
3 · 4 + · · ·+ 1

2007 · 2008

= · · · = 1
1005

+
1

1006
+ · · ·+ 1

2008
.

20. Neka je A =
1
2
·3
4
·5
6
·. . .·2007

2008
. Kako je

n

n + 1
>

n

n + 2
, za svako n, to je A >

1
3
·3
5
·5
7
·. . .·2007

2009
=

1
2009

,

tj. A >
1

2009
.

Kako je
n− 1

n
<

n

n + 1
, to je

A <
2
3
· 4
5
· 6
7
· . . . · 2008

2009
=

2
1
· 4
3
· 6
5
· . . . · 2008

2009
· 1
2009

=
1
A
· 1
2009

.
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Sada je A2 <
1

2009
, tj. A <

√
1

2009
, xto je i trebalo dokazati.

21. Iz uslova zadatka sledi da su brojevi x, y, z ve²i od 1. Dokaza²emo nejednakost

1
x3 + 2

<
2
3
· 1
x2 + 1

.

Sre±ivaǌem dobijamo ekvivalentne nejednakosti:

2(x3 + 2)− 3(x2 + 1) > 0,

2(x3 − 1)− 3(x2 − 1) > 0,

2(x− 1)(x2 + x + 1)− 3(x− 1)(x + 1) > 0,

(x− 1)(2x2 − x− 1) > 0.

Kako je x− 1 > 0 i 2x2 = x2 + x2 > x + 1, nejednakost je dokazana.

Sliqno dobijamo
1

y3 + 2
<

2
3
· 1
y2 + 1

i
1

z3 + 2
<

2
3
· 1
z2 + 1

.

Sabiraǌem dokazanih nejednakosti i korix²eǌem datog uslova dobijamo tra¼enu nejednakost

1
x3 + 2

+
1

y3 + 2
+

1
z3 + 2

<
2
3

(
1

x2 + 1
+

1
y2 + 1

+
1

z2 + 1

)
=

1
3
.

22. Pretpostavimo, suprotno tvr±eǌu zadatka, da je

(1− x)y <
1
4
, (1− y)z <

1
4
, (1− z)x <

1
4
.

Sabiraju²i ove tri nejednakosti dobijamo

(*) (1− x)y + (1− y)z + (1− z)x <
3
4

Mno¼e²i ove tri nejednakosti (jer su sve strane pozitivne) dobijamo

xyz(1− x)(1− y)(1− z) <
1
64

i koriste²i uslov zadatka

xyz <
1
8

i (1− x)(1− y)(1− z) <
1
8
.

Razvijaju²i izraz na levoj strani posledǌe nejednakosti dobijamo

1− (x + y + z) + xy + yz + zx < xyz +
1
8

<
1
8

+
1
8

=
1
4
.

Ovo je ekvivalentno sa

−(x + y + z) + xy + yz + zx < −3
4
,

tj.

(1− x)y + (1− y)z + (1− z)x = x + y + z − (xy + yz + zx) >
3
4
.

Posledǌa nejednakost je u kontradikciji sa (∗) pa je naxa pretpostavka pogrexna i tvr±eǌe je dokazano.

23. Kako x, y ∈ [1, 2], to je y 6 2 6 2x i x 6 2 6 2y. Sada je (2x−y)(x−2y) 6 0 pa je 2x2−2y2 6 5xy,

odnosno
x

y
+

y

x
6 5

2
. Neposredno dobijamo da je (x + y)

(
1
x

+
1
y

)
6 9

2
.

24. Prvo rexeǌe. Ako prvu od naredne tri AG nejednakosti

a3 + b3 + c3 > 3abc, ab2 + bc2 + ca2 > 3abc, ac2 + ba2 + cb2 > 3abc
9



pomno¼imo sa 1, drugu sa 2, a tre²u sa 4, i rezultate saberemo, dobijamo da je

(a3 + 2ab2 + 4ac2) + (b3 + 2bc2 + 4ba2) + (c3 + 2ca2 + 4cb2) > 21abc.

Deǉeǌem sa abc > 0 dobija se nejednakost koja se dokazuje. Jednakost va¼i ako i samo ako va¼i u navedene
tri nejednakosti, dakle ako i samo ako je a = b = c.

Drugo rexeǌe. Transformiximo levu stranu date nejednakosti i primenimo AG nejednakost za 21
broj:

L =
a2

bc
+

b

c
+

b

c
+

c

b
+

c

b
+

c

b
+

c

b
+

b2

ac
+

c

a
+

c

a
+

a

c
+

a

c
+

a

c
+

a

c

+
c2

ab
+

a

b
+

a

b
+

b

a
+

b

a
+

b

a
+

b

a
> 21

21

√
a8b8c8

a8b8c8
= 21.

25. Dokaza²emo da je S =
√

a +
√

b +
√

c +
1√
abc

> 4
√

3, sa jednakox²u ako i samo ako je a = b =

c =
1
3
. Primenom AG nejednakosti sledi

√
a +

√
b +

√
c > 3 6

√
abc. Ako uvedemo smenu t6 = abc, potrebno

je pokazati slede²u nejednakost

3t +
1
t3

> 4
√

3,

uz ograniqeǌe t2 = 3
√

abc 6 a + b + c

3
=

1
3
. Sada primenimo jox jednom AG nejednakost:

3t +
1
t3

= 3t +
1

3t3
+

1
3t3

+
1

3t3
> 4 4

√
3t · 1

3t3
· 1
3t3

· 1
3t3

= 4 4

√
1

32t8
= 4

1
t2
√

3
> 4

√
3.

26. Rastavǉaǌem na qinioce dobijamo

a5 + a4 + a3 + a2 + a + 1 = a3(a2 + a + 1) + (a2 + a + 1) = (a2 + a + 1)(a3 + 1).

Rastavimo na sliqan naqin i preostala dva qinioca na levoj strani. Posle skra²ivaǌa vidimo da treba
dokazati nejednakost

(a3 + 1)(b3 + 1)(c3 + 1) > 8.

Primenom nejednakosti izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine dobijamo:

a3 + 1 > 2
√

a3, b3 + 1 > 2
√

b3, c3 + 1 > 2
√

c3.

Mno¼eǌem ove tri nejednakosti i primenom uslova abc = 1 dobijamo

(a3 + 1)(b3 + 1)(c3 + 1) > 8
√

a3b3c3 = 1.

Jednakost va¼i ako i samo ako je a = b = c = 1.

27. Zameǌuju²i 1−a, 1− b i 1− c redom sa b+ c, c+a, a+ b na desnoj strani nejednakosti, dobijamo
slede²i niz ekvivalentnih nejednakosti:

b + c

a
+

c + a

b
+

a + b

c
+ 6 > 2

√
2

(√
b + c

a
+

√
c + a

b
+

√
a + b

c

)
,

(
b + c

a
− 2

√
2

√
b + c

a
+ 2

)
+

(
c + a

b
− 2

√
2

√
c + a

b
+ 2

)
+

(
a + b

c
− 2

√
2

√
a + b

a
+ 2

)
> 0,

(√
b + c

a
−
√

2

)2

+

(√
c + a

b
−
√

2

)2

+

(√
a + b

c
−
√

2

)2

> 0.

Kako je posledǌa jednakost taqna za sve vrednosti a, b, c, va¼i i data nejednakost. Jednakost va¼i ako i

samo ako je
b + c

a
=

c + a

b
=

a + b

c
= 2, xto zajedno sa uslovom zadatka a + b + c = 1 daje a = b = c =

1
3
.
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28. Kako je |a − b| < 2, to je a2 − 2ab + b2 < 4. Dodavaǌem 4ab levoj i desnoj strani jednakosti
dobijamo (a+ b)2 < 4(1+ab). Kako su a, b i c pozitivni realni brojevi, to je a+ b < 2

√
1 + ab. Analogno

se dobija da je i b + c < 2
√

1 + bc i a + c < 2
√

1 + ac. Sabiraǌem ovih nejednakosti dobijamo da je

2(a + b + c) < 2(
√

ab + 1 +
√

bc + 1 +
√

ac + 1),
odnosno, a + b + c <

√
ab + 1 +

√
bc + 1 +

√
ac + 1.

29.
22 + 1
22 − 1

+
32 + 1
32 − 1

+ · · ·+ 20132 + 1
20132 − 1

=
22 − 1 + 2

22 − 1
+

32 − 1 + 2
32 − 1

+ · · ·+ 20132 − 1 + 2
20132 − 1

= 1+
2

22 − 1
+1+

2
32 − 1

+ · · ·+1+
2

20132 − 1
= 2012+

2
22 − 1

+
2

32 − 1
+ · · ·+ 2

20132 − 1
. Kako je

2
n2 − 1

=
2

(n− 1)(n + 1)
=

1
n− 1

− 1
n + 1

, sledi da se dobijeni zbir mo¼e predstaviti u obliku 2012 +
(

1
1
− 1

3

)
+

(
1
2
− 1

4

)
+

(
1
3
− 1

5

)
+ · · ·+

(
1

2012
− 1

2014

)
, pa sre±ivaǌem dobijamo da je vrednost izraza jednaka

2012 + 1 +
1
2
− 1

2013
− 1

2014
= 2013 +

1
2
− 1

2013
− 1

2014
,

odakle sledi tra¼ena nejednakost.

30. Primetimo da je a+ bc = a(a+ b+ c)+ bc = (a+ b)(a+ c) = (1− c)(1− b). Primenom nejednakosti
izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine dobijamo

√
a + bc =

√
(1− b)(1− c) 6 2− b− c

2
=

a + 1
2

,

i sliqno za ostala dva izraza. Primenom nejednakosti izme±u aritmetiqke i harmonijske sredine dobi-
jamo

1√
a + bc

+
1√

b + ca
+

1√
c + ab

> 2
a + 1

+
2

b + 1
+

2
c + 1

> 2 · 9
(a + 1) + (b + 1) + (c + 1)

=
2 · 9
4

=
9
2
.

Jednakost va¼i ako i samo ako je a = b = c =
1
3
.

31. Prvo rexeǌe. Najpre, iz ab > 1 sledi da je a + b > a +
1
a

> 2. Daǉe je

a + 2b +
2

a + 1
= b + (a + b) +

2
a + 1

> b + 2 +
2

a + 1

=
b + 1

2
+

b + 1
2

+ 1 +
2

a + 1
> 4 4

√
(b + 1)2

2(a + 1)
,

na osnovu nejednakosti izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine. Analogno se dobija da je b + 2a +
2

b + 1
> 4 4

√
(a + 1)2

2(b + 1)
. Mno¼e²i dobijene nejednakosti, jox jednom primeǌuju²i A-G nejednakost, kao i

pretpostavku ab > 1, dobijamo da va¼i
(

a + 2b +
2

a + 1

)(
b + 2a +

2
b + 1

)
> 16 4

√
(a + 1)(b + 1)

4
> 16

4

√
2
√

a · 2
√

b

4
= 16 8

√
ab > 16.

Drugo rexeǌe. Iz oqigledne nejednakosti
a + 1

2
+

2
a + 1

> 2, dodaju²i obema stranama izraz b+
a− 1

2
,

dobijamo a + 2b +
2

a + 1
> a + 3

2
+ 2b. Sliqno se izvodi da je b + 2a +

2
b + 1

> b + 3
2

+ 2a. Mno¼e²i

dobijene nejednakosti, koriste²i Koxi-Xvarcovu nejednakost, kao i pretpostavku ab > 1, dobijamo da je(
a + 2b +

2
a + 1

)(
b + 2a +

2
b + 1

)
> a + 3 + 4b

2
· b + 3 + 4a

2

> (
√

ab + 3 + 4
√

ab)2

4
> 64

4
= 16.
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32. Razlikujemo tri sluqaja: a) x 6 0; b) 0 < x < 1; v) x > 1.
a) Za x 6 0 va¼i x12 > 0, −x9 > 0, x4 > 0 i −x > 0, pa je

x12 − x9 + x4 − x + 1 = x12 + (−x9) + x4 + (−x) + 1 > 1.

b) Va¼i x12 − x9 + x4 − x + 1 = x12 + x4(1− x5) + (1− x). Kako je za 0 < x < 1: 1− x5 > 0 i 1− x > 0,
to je vrednost polinoma tada ve²a od 0.

v) Kako je x12−x9 +x4−x+1 = x9(x3−1)+x(x3−1)+1, to za x > 1 va¼i x3−1 > 0, pa je vrednost
polinoma ve²a ili jednaka 1.

33. Kako je (1 + x)2 > 4x za sve x ∈ R, to je

(1 + a + b + c + d + e)2 > 4(a + b + c + d + e).

Za x ∈ [0, 1] va¼i x > x2, pa je

4(a + b + c + d + e) > 4(a2 + b2 + c2 + d2 + e2).

Iz prethodnih jednakosti sledi nejednakost koja se dokazuje.
Jednakost u prvom sluqaju va¼i samo za x = 1, a u drugom za x ∈ {0, 1}. Dakle, u datoj nejednakosti

jednakost va¼i ako i samo ako je jedan od brojeva a, b, c, d, e jednak 1, a ostali su jednaki 0.

34. Tvr±eǌe se mo¼e dokazati na vixe naqina. Jedan od mogu²ih je slede²i.
Primenom poznate nejednakosti x2 + y2 + z2 > xy + yz + zx dobija se da va¼i

(
a +

1
b

)2

+
(

b +
1
c

)2

+
(

c +
1
a

)2

>
(

a +
1
b

)(
b +

1
c

)
+

(
b +

1
c

)(
c +

1
a

)
+

(
c +

1
a

)(
a +

1
b

)

= ab + bc + ca + 3 +
b

a
+

c

b
+

a

c
+ a + b + c.

Korix²eǌem A-G nejednakosti sledi da je ab +
b

a
> 2b, bc +

c

b
> 2c i ca +

a

c
> 2a, pa se iz prethodnog

dobija da je
(

a +
1
b

)2

+
(

b +
1
c

)2

+
(

c +
1
a

)2

> 2b + 2c + 2a + 3 + a + b + c = 3(a + b + c + 1).

Time je data nejednakost dokazana. Jednakost va¼i ako i samo ako va¼i u nejednakostima koje su primeǌene,
tj. ako i samo ako je a = b = c = 1.

35. Iz oqigledne nejednakosti k2 − 1 < k2 sledi
1
k2

<
1

k2 − 1
, a odatle

1
k3

<
1
k
· 1
k2 − 1

=
1
k
· 1
2

[
1

k − 1
− 1

k + 1

]
=

1
2

[
1

(k − 1)k
− 1

k(k + 1)

]
.

Zameǌuju²i redom k ∈ {2, 3, . . . , n} i sabiraju²i dobijene nejednakosti dobijamo

1 +
1
23

+
1
33

+ · · ·+ 1
n3

< 1 +
1
2

[
1

1 · 2 −
1

2 · 3 +
1

2 · 3 −
1

3 · 4 + · · ·+ 1
(n− 1)n

− 1
n(n + 1)

]

= 1 +
1
2

[
1
2
− 1

n(n + 1)

]
< 1 +

1
4

=
5
4

za sve n > 2.

36. Transformiximo A kao xto sledi:

A =
2− a3

a
+

2− b3

b
+

2− c3

c
= 2

(
1
a

+
1
b

+
1
c

)
− a2 − b2 − c2
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= 2 · ab + bc + ca

abc
− (a2 + b2 + c2)

= 2 · ab + bc + ca

abc
− ((a + b + c)2 − 2(ab + bc + ca))

= 2 · ab + bc + ca

abc
− (9− 2(ab + bc + ca))

= 2 · ab + bc + ca

abc
+ 2(ab + bc + ca)− 9

= 2(ab + bc + ca)
(

1
abc

+ 1
)
− 9.

Koriste²i sada poznatu nejednakost (x + y + z)2 > 3(xy + yz + zx) sa x = ab, y = bc, z = ca, dobijamo da
je (ab + bc + ca)2 > 3abc(a + b + c) = 9abc, odnosno

(1) ab + bc + ca > 3
√

abc.

S druge strane, na osnovu AG nejednakosti, imamo da je

(2)
1

abc
+ 1 > 2

√
1

abc
.

Mno¼eǌe obeju strana nejednakosti (1) i (2) daje

(ab + bc + ca)
(

1
abc

+ 1
)

> 3
√

abc · 2
√

1
abc

= 6.

Dakle, A > 2 · 6 − 9 = 3, a jednakost va¼i ako i samo ako je a = b = c = 1. Znaqi, tra¼ena minimalna
vrednost je 3.

Teorema 6. (Koxi-Xvarcova nejednakost) Za proizvoǉne realne brojeve a1, a2, . . . , an i b1,
b2, . . . , bn va¼i nejednakost

(a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)2 6 (a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n)(b2

1 + b2
2 + · · ·+ b2

n).

Jednakost va¼i ako i samo ako je
a1

b1
=

a2

b2
= · · · = an

bn
.

Specijalno, za n = 3, Koxi-Xvarcova nejednakost glasi:

(a1b1 + a2b2 + a3b3)2 6 (a2
1 + a2

2 + a2
3)(b

2
1 + b2

2 + b2
3).

Dokaz izvodimo za navedeni specijalan sluqaj n = 3 (u opxtem sluqaju dokaz je sliqan). Posmatrajmo
kvadratni trinom

f(x) = (a1x + b1)2 + (a2x + b2)2 + (a3x + b3)2

koji oqigledno ima osobinu da je f(x) > 0 za sve x ∈ R. On se mo¼e zapisati u obliku

f(x) = (a2
1 + a2

2 + a2
3)x

2 + 2(a1b1 + a2b2 + a3b3)x + (b2
1 + b2

2 + b2
3).

Kako taj trinom ima pozitivan koeficijent uz x2 i ve²i je ili jednak od nule za sve x ∈ R, odgovaraju²a
parabola ne seqe x-osu (mo¼e eventualno samo da je dodiruje). No, to znaqi da diskriminanta tog trinoma
ne mo¼e biti pozitivna, ve² va¼i

D = (a1b1 + a2b2 + a3b3)2 − (a2
1 + a2

2 + a2
3)(b

2
1 + b2

2 + b2
3) 6 0,

xto je ekvivalentno nejednakosti koja se dokazuje.

Jednakost va¼i ako i samo ako parabola y = f(x) dodiruje x-osu, tj. ako postoji taqka x za koju je
f(x) = 0. No, to je mogu²e ako i samo ako je a1x + b1 = a2x + b2 = a3x + b3 = 0, tj.

a1

b1
=

a2

b2
=

a3

b3
.

Navodimo jednostavnu geometrijsku interpretaciju Koxi-Xvarcove nejednakosti i, posredno, alter-
nativni dokaz. Naime, ako stavimo n = 3, ona se svodi na

|a1b1 + a2b2 + a3b3| 6
√

a2
1 + a2

2 + a2
3

√
b2
1 + b2

2 + b2
3,
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i predstavǉa nejednakost
|~a ·~b| 6 |~a| |~b|

za vektore ~a = (a1, a2, a3), ~b = (b1, b2, b3). Ona je, kada se uzme u obzir definicija skalarnog proizvoda
vektora kao ~a ·~b = |~a| |~b| cos(~a,~b) u stvari prosto nejednakost | cos(~a,~b)| 6 1.

Zadatak 37. Ako je a2 + b2 + c2 = 1 i x2 + y2 + z2 = 1, dokazati da je −1 6 ax + by + cz 6 1.

Rexeǌe. Primenom Koxi-Xvarcove nejednakosti na brojeve a1 = a, a2 = b, a3 = c i b1 = x, b2 = y,
b3 = z dobija se da va¼i

|ax + by + cz| 6
√

a2 + b2 + c2
√

x2 + y2 + z2 = 1,

odakle sledi tvr±eǌe.

Zadatak 38. Dokazati da za pozitivne brojeve a1, a2, . . . , an va¼i nejednakost

(a1 + a2 + · · ·+ an)
(

1
a1

+
1
a2

+ · · ·+ 1
an

)
> n2.

Rexeǌe. Tvr±eǌe sledi primenom Koxi-Xvarcove nejednakosti na brojeve
√

a1,
√

a2, . . . ,
√

an i
1√
a1

,
1√
a2

, . . . ,
1√
an

. Na drugi naqin, mo¼emo zakǉuqiti da ono va¼i jer je ekvivalentno nejednakosti

Hn 6 An za n (v. zadatak 6).

Zadatak 39. Neka su x, y, z realni brojevi ve²i od 1 za koje va¼i
1
x

+
1
y

+
1
z

= 2. Dokazati da je
√

x + y + z >
√

x− 1 +
√

y − 1 +
√

z − 1.

Rexeǌe. Iz uslova zadatka sledi da je
x− 1

x
+

y − 1
y

+
z − 1

z
= 1, pa je nejednakost koja se dokazuje

ekvivalentna sa

(x + y + z)
(

x− 1
x

+
y − 1

y
+

z − 1
z

)
> (

√
x− 1 +

√
y − 1 +

√
z − 1)2.

Ova nejednakost se dobija primenom Koxi-Xvarcove nejednakosti na trojke
√

x,
√

y,
√

z, odnosno

√
x− 1

x
,

√
y − 1

y
,

√
z − 1

z
. Jednakost va¼i ako i samo ako je x = y = z =

3
2
.

Zadatak 40. (IMO’95) Ako je a, b, c > 0 i abc = 1, dokazati nejednakost
1

a3(b + c)
+

1
b3(c + a)

+
1

c3(a + b)
> 3

2
.

Rexeǌe. Zamenom x =
1
a
, y =

1
b
, z =

1
c

(uz uslov xyz = 1) data nejednakost se transformixe u

L ≡ x2

y + z
+

y2

z + x
+

z2

x + y
> 3

2
.

Primeǌuju²i Koxi-Xvarcovu nejednakost na brojeve a1 =
√

y + z, a2 =
√

z + x, a3 =
√

x + y, b1 =
x√

y + z
,

b2 =
y√

z + x
, b3 =

z√
x + y

dobija se da je

(x + y + z)2 6 [(y + z) + (z + x) + (x + y)] · L,

odakle je L > x + y + z

2
> 3

2
3
√

xyz =
3
2
.
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