
1 
 

Логаритамска	функција	–	шта	ће	то	мени?	
Александра Равас 
Јован Кнежевић 
Нела Спасојевић 

Републички семинар 2016. 

о настави математике и рачунарства у основним и средњим школама 

Београд, 14. фебруар 2016. 



Д

Ј

 

Крат
Зашто л

Многе обла
технологије
Ту растућу 
бројеви, л
децимални
Десета (La 
Непера кој
descriptio (
проналаска

Неперов

Људи који с
17. века д
друштвених
Мерчистона
његов отац
живота про
замку Мерч
много енер
времена. Б
се борио за
протестанти
Јованово (п
Revelation o
цркву тврд
коментару 
предложио
1700. Њего
је објављен
најмање 10

                      
1 У коме је и 

тка	и
логаритм

асти у којим
е и ратовања
тражњу за
огаритми, 
х бројева м
Disme, 158
и се појави
Опис дивне
а и уложио је

во откри

су изучавали
долазили с
х положаја
а, рођен 1.
ц био шес
овео је на 
чистон1, бли
ргије на пол
ио је жесто
а начела Џо
изма, 1594. 
под наслов
of Saint John
дећи да је 
се налази

 да се крај с
ва верска р
но чак 21 и
0 издања об

                      
преминуо, 4

стор
ми? 

ма су нумери
а, одувек су
адовољила 
и савреме

може се наћ
5). Треће на
ио у његово
е таблице 
е много труд

иће логар

и и стварали
у из разни
а. Џон Не
. фебруара 
снаестогоди
велелепном
изу Единбур
литичке и ре
ок противни
на Нокса и 
објавио је к
вом Plaine 
n) у коме је
римски пап
ло и „откр
света деси у
асправа бил
издање на 
бјављено до

                
. априла 1617

ија	л
ичка израчу
у постављал
су четири 

ене машине
и у утицајно
аведено отк
ој књижици
логаритам

да и времен

ритама

и математик
их струка 
епер, осми

1550. у вр
ишњак, већ
м породичн
рга, у Шкотс
елигиозне р
ик католича
Џејмса I. Ка
коментар на
Discovery o

е оштро нап
па уствари 
риће“ да ј
у периоду из
ла је врло п
више језик
ок је аутор 

7. 

логар
унавања важ
е захтеве да
значајна о

е за рачун
ом тексту о 
криће, које ј
и из 1615 н
ма). Хенри 
на на констр

ку током 16.
и са разн
и барон о
реме када 
ћи део св
ном имању,
ској, трошећ
расправе св
нства и јавн
ао заговорни
а Откровењ

on the Who
пао Католич
Антихрист. 
е Створите
змеђу 1688.
популарна, п
ка, од чега 
био жив. Н

ритам
Нис

жна, попут а
а се те рачун
открића: ин
нање. Најр
аритметици
је у многом
насловљеној
Бригс је 

руисање прв

. и 
их 
од 
је 
ог 
 у 
ћи 
ог 
но 
ик 
ње 
ole 
ку 
У 

ељ 
. и 
па 
је 

Непер је см

ма	
те ни свесни

у рачунањ
Карл Фр

астрономије
нице обављ
ндо-арапска
раније сист
и Симона Ст
ме штедело
ј са Mirifici 
помогао ус
ве таблице д

атрао да је 

и колико поез
њу таблице 
ирих Гаус, свој

е, навигациј
љају што брж
а нотација, 
тематично 
тевина насл
труд, био је
logarithmo

савршавању
декадних ло

то дело њ

2

зије се налази
логаритама
јим ученицима

је, трговине
же и тачније
децимални
разматрање
овљеном са
е изум Џона

orum canonis
у Неперово
огаритама.

егов велики

2 

и 
а. 
а 

е, 
е. 
и 
е 
а 
а 
s 
г 

и 



 

допринос ч
доприносим

Поред тога,
хидрауличн
угља. Попут
отаџбине и
типа огледа
артиљеријс
пречнику од
стране“ и „
препознати

У сврху опу
математике
израчунава
значењу шт
Неперове с
путем. Тај п
коме је ре
помоћу шт

Неперови ш
осмишљени
подељена 
квадрати су

човечанству
ма, постао в

, Непер је в
ним навртњ
т Архимеда,
 вере у рату
ала која би м
ска направа 
д 4 миље ок

„направе за
и да су веков

уштања и од
е и науке.
ња. У књиж
тапић и кол
смрти, увод
проналазак с
ч logia пог

тапића који 

штапићи су 
и тако да ч
на 9 квадр
у садржавал

у, а чињени
врло познат 

важио и за п
ем и осови
, и Непер је 
у. Између о
могла да ун
која би мог
ко себе“, јед
 пловидбу 
вима касније

дмора од п
. Његови 
жици под н
лекција) из
де се штапи
се често наз
решно прот
говоре: про

се састојал
чине неку 
рата. У први
ли њене пр

ца је да је
у своје врем

проналазача
ном која се
цртао разл

осталог, међ
ниште непри
гла да „очис
дна оклопна
под водом“
е реализова

олитичких и
математичк
асловом Ra
 1617. која
ићи помоћу
зива „Непер
тумачена и
осто назван

и од 10 пра
врсту табли
и квадрат н
роизводе ре

, управо за
ме. 

а. Једна од 
е окретала, 
ичите напра
ђу нацртима
ијатељски б
сти простор 
а кочија са „
“. Иако нис
ане као маш

и религиозн
ки текстов
abdologiae (
 је писана 
у којих је б
овим костим
и преведена
них Неперов

авоугаоних 
ице множењ
на врху бил
едом са бро

ахваљујући 

његових пр
а служио је
аве које су м
а тог дестру
род „на бил
од свих жи

„ватреним у
у одмакле 

шинка, тенк и

них полеми
и су за г
(што долази
на латинск
ило могуће
ма“ захваљу
а као logos
им костима

дрвених ил
ња. Предњ
ла је уграви
ојевима од 

њему, а не

рактичних за
е за испумпа
могле да сл
ктивног ору
ло којој зада
ивих бића ве
устима“ која
даље од ид
и подморни

ка, Непер с
главну тем
и од грчких
ком језику, 
е множити 
ујући енглес
 (говор): Ве
а. 

ли коштаних
а страна св
ирана конк
2 до 9. У с

е својим ма

амисли је би
авање воде
уже за одбр
ужја могла с
атој удаљен
ећих од једн
а би „сејала
деје на пап
ица. 

е занимао 
му имали 
х речи rabdo
и објављен
два броја м
ском превод
ештина пр

х штапића к
ваког штапи
ретна цифр
итуацијама 

3

атематичким

ио уређај са
е из рудника
рану његове
су се наћи 2
ности“, једна
не стопе, а у
 смрт на све
иру, лако је

изучавањем
практичност
os и logia, у
на у години
механичким
ду из 1667. у
ребројавања

 
који су били
ића била је
ра, а остали
када би та

3 

м 

а 
а 
е 
2 
а 
у 
е 
е 

м 
т 
у 
и 
м 
у 
а 

и 
е 
и 
ај 



 

производ б
смештена у
исписан рим

Захваљујући
суштини св
ценили, дан

Нови покре
логаритама
објављивањ

                      
2 Џон Флечер
судија. 

био двоцифр
у горњем, ле
мским броје

и томе што 
водили проц
нас је само и

ет за олакш
а. Барон М
ња Описа ре

                      
р Молтон, Ба

рен, цифре 
евом троугл
евима од 1 д

је било мо
цес множењ
историјски к

шавање нум
олтон2 је н
екао: 

                
рон Молтон,

би биле ра
лу. Последњ
до 9. 

огуће брзо д
ња на сабир
куриозитет.

еричких кал
на уводном

 (18 новемба

здвојене ди
њи штапић к

Претпоста
Штапићи 
поређани
редова. 
број 3, 
десетице 
доле и са
леве стр
редом 4,
производ
редослед
начин се 
2748. Пар
чему се в

доћи до пар
рање. Ова н

лулација до
м предавањ

ар 1844 – 9. м

ијагоналом, 
који се кори

авимо да је
којима је н

и један до 
Посматрајућ
добија се 
из сваког 
бирају са је
ане. У пос
, 2+5, 1+2 
да 458 и 3
ду; тачан пр
добија да ј
рцијални пр
оди рачуна 

рцијалних п
направа, ко

остигао је с
њу поводом

март 1921), ен

при чему ј
истио као оз

е потребно 
на врху упи
другог, за

ћи линију 
резултат 
квадрата се

единицама и
сматраном 
и 1, однос

3 које су 
роизвод је 
е производ 
роизводи се
о њиховој м

производа, Н
оју су Непер

свој врхунац
м обележав

нглески матем

е цифра де
значивач ре

помножити
исано 4, 5 и
аједно са о
коју означ
множења 
е преносе д
из следећег 
примеру, 

сно цифре 
наведене у
1374. На по
бројева 45

е на крају са
месној вред

Неперови ш
рови саврем

ц Неперови
ања тристо

матичар, адв

4

сетица била
дова, био је

и 458 са 36
и 8 би били
означивачем
ава римски
са тројком
дијагонално
квадрата са
добијају се
4, 7, 3 и 1
у обрнутом
отпуно исти
8 и 6 једнак
абирају, при
дности. 

 

штапићи су у
меници јако

м открићем
огодишњице

вокат и 

4 

а 
е 

 

6. 
и 
м 
и 
м; 
о 
а 
е 
1 
м 
и 
к 
и 

у 
о 

м 
е 



 

Логаритм
открића, 
мисли, и 
математи

Непер је по
како их је с
прве вести
напокон је 
descriptio ко
се књига с
картограф 
постхумно, 
„логаритам
након објав
Constructio 
начин на ко

Непер је ра
великим бр

ми су се појав
указало на њ
не позајмљ

ичке мисли. 

отрошио пун
сам називао
и о сјајном
откривено 
оја је имала
са латинско
који је успу
и то под н

“ појављује
вљивања ов
која је напи
оји су констр

адио на ра
ројевима ко

вили као гром
њега или наја
ујући ништа 

них 20 годин
о. Још 1594.
м поједност

1614. годи
а 147 страна
ог преведе 
ут смањио 
називом Оп
е на наслов
вог чувеног д
исана пре О
руисане табл

звоју логар
оје су биле с

м из ведра не
вило њихов д
од дела дру

на констант
 астроном Т
тављивању 
не у кратко
, од којих су
на енглеск
број децим

пис дивне т
вници, али 
дела, изашл
Описа, а обја
лице. 

ритама у же
споре и дос

еба. Ниједно
долазак. Они
угих интелек

но покушав
Тихо Брахе 
вештине и
ој књижици
у 90 заузима
ки, учинио 
мала у табл
таблице лог
се у тексту 
ла је и књиг
авио ју је по

ељи да ола
садне. Био ј

 претходно д
и стоје усамљ
ктуалаца нит

вајући да на
чуо је од Ш

израчунавањ
 под насло
але таблице
је то Едва
лицама за ј
гаритама (
користи из
а под насло
остхумно Не

кша напоре
је упознат с

достигнуће ни
љени, нагло пр
и следећи п

прави своје
Шкотланђани
ња. То мон
овом Mirifici
е. Није пуно
рд Рајт, ен
једну цифр
(1616). Инте
зраз „вешта
овом Mirifici
еперов син Р

е потребне 
са делом Ar

ије довело до
рекидајући т
ознате лини

е таблице, и
ина који му
нументално 
i logarithmo
 времена из
нглески мат
у. Превод ј
ересантно ј
ачки број“. 
i Logarithmo
Роберт. У њ

за рачуниц
rithmetica In

5

о њиховог 
ок људске 
је развоја 

ли „каноне“
 је био гост
достигнуће

orum canonis
згубљено да
тематичар и
је објављен
е да се реч
Три године

orum Canonis
њој је описан

це са веома
ntegra (1544

5 

“ 
т, 
е 
s 
а 
и 
н 
ч 
е 
s 
н 

а 
4) 



6 
 

Михаела Штифела, у коме је немачки алгебриста упоредо навео сукцесивне степене двојке и 
одговарајуће експоненте, 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 
1 2 4 8 16 32 64 128 256 

указавши на чињеницу да је збир два члана из (горњег) аритметичког низа био повезан са 
одговарајућим производом чланова (доњег) геометријског низа. Могуће да је то било довољно да 
Непер добије идеју о процесу који би заменио операције множења и дељења једноставнијим 
операцијама сабирања и одузимања. Са друге стране, постоје мишљења да је до свог открића дошао 
захваљујући релацији: 

sin ߙ sin ߚ = 12 ሺcosሺߙ − ሻߚ − cosሺߙ +  ሻሻߚ
Полазна идеја да се поједностави множење синуса је касније еволуирала и укључила и остале 
операције, и примену логаритама и на шири скуп бројева. Уосталом, као што је то приметио и барон 
Молтон, потпуно је неоснована тврдња да би се човек коме је на памет пала тако храбра идеја као што 
је израчунавање резултата множења употребом сабирања, непотребно ограничио само на синусе у 
својим разматрањима, уместо да покуша да уопшти своју теорију. 

Неперове „дивне таблице“ биле су осмишљене за тригонометријске примене, пошто су давале 
вредности логаритама синуса углова између 300 и 900 у корацима од по једног минута. У његово доба 
обичај је био3 да се синус угла α не посматра као однос, како ми то данас чинимо, већ као дужина 
половине тетиве над централним углом 2α у кругу довољно великог полупречника R; симболички 

записано, sin α = ଵଶ Непер је сматрао да би, узевши да је R .ߙ2	ܽݒ݅ݐ݁ݐ = 10଻ добио тачност од седам 

значајних цифара пре увођења разломљених бројева. Конкретно, узео је да је sin 90଴ = 10଻, назвавши 
га „целим синусом“, пошто је то била највећа могућа вредност коју је синусна функција могла да има. 

Непер је, без било какве сумње под утицајем Штифела, почео да упарује чланове геометријског низа 
са одговарајућим члановима аритметичког низа. Како би узастопни чланови геометријског низа били 
међусобно блиски, њихов количник мора бити близак јединици. Изабрао је да искористи 0,9999999, 
што би у савременој нотацији могло да се запише као 1 − 10ି଻, као заједнички однос. Затим је то 
помножио са 10଻ да би избегао рачунање са децималним бројевима. Следећи корак је био да одреди 
низ вредности: 10଻ሺ1 − 10ି଻ሻ୬, n = 0, 1, 2,⋯ , 100. 

Након што је прво користио израз „вештачки број“, Непер је касније почео да експонент n назива 
логаритмом броја 10଻ሺ1 − 10ି଻ሻ୬. Изгледа да је његов ток размишљања при избору терминологије 
био следећи: 10଻ሺ1 − 10ି଻ሻ୬ се изводи из 10଻ његовим узастопним множењем n пута изразом 1 − 10ି଻. Због тога се број n, дакле логаритам, може назвати или „бројем израза“ или „бројем који 
пребројава“, у зависности од тога како се преводи грчка реч logos, која у енглеском језику има 
неколико повезаних значења. 

                                                            
3 А задржао се и неко време после Непера. 
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16. веку писало се mantissa са значењем „додатак“, а Бригс га је вероватно и користио у том смислу. 
Валис у својој Алгебри (1685), користи исти термин у вези са децималним бројевима, али он није био 
општеприхваћен све док га није усвојио Ојлер у свом делу Introductio in analysin infinitorum (Увод у 
анализу бесконачних величина, 1748). Гаус је предложио да се користи као назив за разломљени део 
свих бројева. У 18. веку термин мантиса је постао општеприхваћен и појављује се у радовима многих 
аутора. 

Термин карактеристика је 1624. године предложио Бригс, а може се наћи и у Влаковим таблицама 
из 1628. године. У првобитним таблицама штампане су и карактеристике, а тек у 18. веку прихваћен је 
обичај навођења само мантиса. 

Литература 
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Стандардни сеизмограф може да региструје земљотрес јачине веће од 2 степена Рихтерове скале, а, са 
друге стране, никада није забележен земљотрес који је био јачине веће од 9 степени по Рихтеровој 
скали. Само 6 земљотреса је имало јачину од 8,5 или више степени Рихтерове скале. 

Како би се описало мерење употребом Рихтерове скале, најпре се уводи референтни земљотрес, 
односно земљотрес нултог нивоа на скали, а то је, по дефиницији, било који земљотрес чији би најјачи 
сеизмички талас на стандардном сеизмографу, који се налази на растојању од 100 километара од 
епицентра земљотреса, могао да се очита као 0,001 милиметар (1 микрон). 

Јачина земљотреса ܯ дата је формулом ܯ = log ௔௔బ = log ܽ − log ܽ଴, где је са ܽ означена амплитуда 

највећег сеизмичког таласа посматраног земљотреса очитана на стандардном сеизмографу, док је ܽ଴ 
амплитуда највећег сеизмичког таласа земљотреса нултог нивоа са истим епицентром, очитаног на 
истом сеизмографу. 

Вредности за ܽ଴ за различита растојања од епицентра су унапред израчунате, па је потребно само 
измерити ܽ како би се одредила јачина посматраног земљотреса. Што је земљотрес јачи, то је већи 
количник амплитуда сеизмичких таласа ܽ ܽ଴⁄ . Тај количник назива се јачином земљотреса. 

 Земљотрес који је погодио Аљаску на Велики петак, 28. 3. 1964. био је јачине 8,5 степени по 
Рихтеровој скали. Скоро две деценије касније, 2. 5. 1983. јак земљотрес од 6,5 степени 
Рихтерове скале погодио је место Коалинга у Калифорнији. Колико пута је земљотрес на 
Аљасци био јачи од оног у Калифорнији? 

log ܽ஺ܽ௄ = log ܽ஺ ܽ଴⁄ܽ௄ ܽ଴⁄ = log ܽ஺ ܽ଴⁄ − log ܽ௄ ܽ଴⁄ = 2 → ܽ஺ܽ௄ = 10ଶ = 100 → ܽ஺ = 100ܽ௄ 

 Понекад се наводи да је јачина земљотреса који је погодио Аљаску 1964. године била 8,4 
степена Рихтерове скале. Одредити количник максималне амплитуде земљотреса јачине 8,4 
степена у односу на земљотрес јачине 8,5 степени. log ܽଵܽଶ = 8,4 − 8,5 = −0,1 → ܽଵܽଶ = 10ି଴,ଵ ≈ 0,79. 

 Од 7 великих земљотреса који су погодили Иран током седамдесетих година двадесетог века, 
два (из априла 1972. и марта 1977.) су била јачине од приближно 6,9 степени Рихтерове скале. 
Одредити количник амплитуда највећих таласа тих земљотреса, ако се они упореде са 
земљотресом који је 1906. Погодио Сан Франциско, а био је јачине 8,3 степена Рихтерове 
скале. log ܽூܽௌி = 6,9 − 8,3 = −1,4 → ܽூܽௌி = 10ିଵ,ସ ≈ 0,04. 

 Најјачи земљотреси свих времена су забележени на обали Еквадора и Колумбије 1906. и у 
Јапану 1933. Сва три су била јачине 8,9 степени Рихтерове скале. Одредити количник 
амплитуде највећег таласа земљотреса наведене јачине у односу на одговарајући талас 
земљотреса нултог нивоа. log ܽܽ଴ = 8,9 → ܽܽ଴ = 10଼,ଽ ≈ 794.328.234,72. 
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 Земљотрес који је погодио Аљаску на Велики петак 1964. био је јачине 8,5 степени по 
Рихтеровој скали. Одредити количник амплитуда a a଴⁄ . log ܽܽ଴ = 8,5 → ܽܽ଴ = 10଼,ହ ≈ 316.227.766,02. 

 Уколико је земљотрес  јачине 2 степена Рихтерове скале, одредити амплитуду његовог најјачег 
таласа на растојању од 100 km од епицентра. log ܽܽ଴ = 2 → ܽܽ଴ = 100 → ܽ = 100 ∙ 0,001 = 0,1݉݉. 

 Ако се амплитуда максималног сеизмичког таласа удвостручи, за колико ће се повећати јачина 
земљотреса? 

ܽଵ = 2ܽ → ଵܯ = log 2ܽܽ଴ = log 2 + log ܽܽ଴ = 0,30103  .ܯ+
 Претпоставимо да се сеизмограф налази на растојању од тачно 100 km од епицентра 

земљотреса. Одредити јачину земљотреса, уколико је највећа амплитуда сеизмичког таласа 
регистрованог апаратом 1 микрон, 1 милиметар, 1 центиметар. 

1) ܽ = ܽ଴ = 0,001݉݉ → ܯ = 0; 
2) ܽ = 1݉݉, ܽ଴ = 0,001݉݉ → ܯ = log ଵ଴,଴଴ଵ = 3; 
3) ܽ = 10݉݉, ܽ଴ = 0,001݉݉ → ܯ = log ଵ଴଴,଴଴ଵ = 4. 



Neka je a ∈ R, a > 0, a 6= 1. Posmatrajmo funk
iju y = ax.

Prava y = b:

• seqe grafik funk
ije y = ax u taqno jednoj taqki ako je a > 0;

• nema zajedniqkih taqaka sa grafikom ako je b ≤ 0.

Drugim reqima, za (∀b > 0)(∃1x ∈ R) ax = b.

Defini
ija: Neka je a ∈ R, a > 0, a 6= 1. Logaritam broja b za

osnovu a je realan broj kojim je potrebno stepenovati broj a da bi se dobio

pozitivan broj b. Oznaqava se

loga b.

Kako je eksponen
ijalna funk
ija bijektivna, iz

ax1 = ax2 ⇒ x1 = x2.

Stoga je logaritam pozitivnog broja b odreÆen i mo�emo uvesti odreÆenu

oznaku:

ax = b ⇔ loga b = x.

Broj a se naziva osnova, a broj b numerus ili logaritmand. Za a > 0, a 6= 1,
b > 0, va�i

aloga b = b.

Osnovna svojstva logaritama:

Ako va�i a > 0, a 6= 1, x > 0, y > 0, va�i i:

1◦ loga xy = loga x+ loga y;

2◦ loga x
n = n loga x, n ∈ R.

Ta svojstva se izvode na slede�i naqin.

1◦ Ako je α = loga x, β = loga y, imamo

aloga xy = xy = aα · aβ = aα+β = aloga x+logb y.

2◦ aloga xn

= xn = (aloga x)n = an loga x
.

Posledi
e:

loga
y

x
= loga x− loga y;

loga
n
√
x =

1

n
loga x.

Primeri:

1. log 3x = log 3 + log x;

2. log(3 + x) =?;

3. log
a5b2

4
√
c3

x+ 1
= 5 log a+ 2 log b+

3

4
log c− log(x+ 1);

4. Odrediti log6 3 ako je log6 4 = x.

1

Sandra
Stamp



Rexe�e: log6 3 = log6
6

2
= log6 6− log6 2 = 1− log6 4

1
2 = 1− 1

2
log6 4 = 1− 1

2
x.

5. Odrediti vrednost izraza log
1

4
+ log

6

5
− log 30.

Rexe�e:

log
1

4
+ log

6

5
− log 30 = log

1

4
· 6
5
− log 30 = log

3

10
− log 30

= log 3− log 10− log 3− log 10 = −2.

6. Odrediti vrednost izraza log

√

x
√

x
√
x.

Rexe�e:

log

√

x
√

x
√
x = log

√

x
√√

x2 · x = log
√

x
4
√
x3

= log
√

4
√
x4 · x3 = log

8
√
x7 =

7

8
log x.

7.

5

4
log3 81 + 3 log 1

2
16− 2 log2

1

32
+ log 1

3

1

27
;

8. 53−log5 25 + 32−log3 3 − 44−log2 5 = 53−2 + 32−1 − 44

(2log2 5)2
= −56

25
.

9. Izraqunati:

a) log
4a2

√
7

5b2 3
√
2
; b) log

4

√

3a2

5b3c7
.

10. Izraqunati log x ako je x =
3a2b

c2
4
√
dc3

.

11. Izraqunati logP , ako je P =
√

s(s− a)(s− b)(s− c); .

12. log(a2 + b2) + 2 log c

13. 2 log a− 3 log(a2 + b2)

14. log8 log4 log2 16

15. log2 8− 2 log6 3− log6 4

2



Primene osnovnih svojstava logaritama {

ve�ba�e

Svojstva logaritama:

• loga 1 = 0;

• loga a = 1;

• logb a = logbn an, n ∈ N;

Uputstvo: logbn an = α ⇒ (bn)α = an ⇒ bα = a, α = logb a.

• logb a · loga b = 1;

Uputstvo: aloga b = b, logb a
loga b = logb b, loga b · logb a = 1.

• loga b =
logc b

logc a
, a, b > 0, a, b 6= 1, x > 0, c 6= 1.

Uputstvo:

aloga c = blogb c

loga a
loga c = loga b

logb c

loga c = logb c · loga b
loga c

logb c
= loga b ⇒ logc b

logc a
= loga b

(a, b > 0, a, b 6= 1, c > 0, c 6= 1)

• logas b =
1

s
loga b, s 6= 0, s ∈ R.

Uputstvo: logas x =
1

logx a
s
=

1

s logx a
=

1

s
loga x.

Logaritamska funk
ija i �en grafik

Neka je x ∈ R, a > 0, a 6= 1.
Funk
ija y = ax je bijek
ija koja preslikava R na R

+
. Tada va�i da je

loga y = loga a
x
, tj. x = loga y. Kako je f(x) = ax bijek
ija i f : R → R

+
,

to postoji inverzna funk
ija funk
ije f(x) = ax i to je funk
ija

f−1(x) = loga x, f−1 : R+ → R.

Neka je a > 0, a 6= 1 i x > 0.

1◦ Posmatrajmo funk
iju y = ax, kada a ∈ (0, 1):

{ Domen funk
ije je Dx = (−∞,+∞), a kodomen Dy = (0,+∞);

{ Funk
ija prese
a y-osu u taqki (0, 1);

{ Funk
ija opada;

{ Kada x → +∞, prava y = 0 je horizontalna asimptota.

�oj inverzna funk
ija na tom intervalu je f−1(x) = loga x. �ene

osobine su:

3



{ Domen funk
ije je Dx = (0,+∞), a kodomen Dy = (−∞,+∞);

{ Nula funk
ije je taqka (1, 0);

{ Funk
ija opada;

{ Prava x = 0 je vertikalna asimptota sa desne strane, tj. kada

x → 0 + 0, y → +∞.

2◦ Posmatrajmo funk
iju y = ax, kada a ∈ (1,+∞):

{ Domen funk
ije je Dx = (−∞,+∞), a kodomen Dy = (0,+∞);

{ Funk
ija prese
a y-osu u taqki (0, 1);

{ Funk
ija raste;

{ Kada x → −∞, prava y = 0 je horizontalna asimptota.

�oj inverzna funk
ija na tom intervalu je f−1(x) = loga x. �ene

osobine su:

{ Domen funk
ije je Dx = (0,+∞), a kodomen Dy = (−∞,+∞);

{ Nula funk
ije je taqka (1, 0);

{ Funk
ija raste;

{ Prava x = 0 je vertikalna asimptota sa desne strane, tj. kada

x → 0 + 0, y → −∞.

Primeri:

1. U istom koordinatnom sistemu konstruisati grafike funk
ija

y = log2 x, y = log2(x− 3) i y = log2(x+ 2).

2. U istom koordinatnom sistemu konstruisati grafike funk
ija

y = log 1
2
x, y = log 1

2
x+ 2 i y = log 1

2
x− 3.

3. U istom koordinatnom sistemu konstruisati grafike funk
ija

y = log2 x, y = log2 |x| i y = |log2 |x||.

4. U istom koordinatnom sistemu konstruisati grafike funk
ija:

a) y = log 1
2
x, y = log 1

2
(x− 1) i y =

∣

∣

∣
log 1

2
(x− 1)

∣

∣

∣
;

b) y = log 1
2
(x− 1), y = log 1

2
|x− 1| i y =

∣

∣

∣
log 1

2
|x− 1|

∣

∣

∣
.

5. Konstruisati grafik funk
ije y = aloga x
.

6. Konstruisati grafik funk
ije y = ||log2 x− 3| − 2| − 1.

7. Konstruisati grafik funk
ije y =
log2 x

2

|log2 |x||
.

4



Logaritamske jednaqine

Logaritamske jednaqine su jednaqine u kojima se nepoznata jav	a i pod

znakom logaritma. Na primer, log2(x − 1) + log2(x + 2) = 2, xlog x = 0,1,

logx 2 =
1

2
, itd.

Da bismo mogli pravilno da ih rexavamo, potrebno je da se podsetimo

karakteristika logaritamske funk
ije.

Izraz logϕ(x) f(x) je definisan ako i samo ako je f(x) > 0, ϕ(x) > 0 i

ϕ(x) 6= 1.
Kako rexavati logaritamsku jednaqinu? { Potrebno je:

1◦ utvrditi oblast definisanosti numerusa i osnove;

2◦ transformisati jednaqinu primenom osobina logaritamske funk
ije

na xto jednostavniji oblik.

Najjednostavnija logaritamska jednaqina je oblika logb f(x) = c. Ona se

rexava korix�e�em defini
ije logaritma. Ako je b > 0, b 6= 1 i f(x) > 0,
sledi

logb f(x) = c ⇔ f(x) = bc.

Na primer, log 1
2
(2x+ 1) = −2. Kako je 1

2 > 0 i
1

2
6= 0, moramo utvrditi da

je 2x+ 1 > 0. Oqigledno,

(

1

2

)

−2

= 2x+ 1 ⇒ x =
3

2
.

Posmatrajmo sada jednaqinu oblika logb f(x) + logb ϕ(x) = c. Ako je

b > 0, b 6= 1, f(x) > 0 i ϕ(x) > 0, imamo da je

logb f(x) + logb ϕ(x) = c ⇔ f(x) · ϕ(x) = bc.

Na primer, log2(x − 1) + log2(x + 2) = 2. Mora biti x − 1 > 0 i x + 2 > 0,
te je x > 1. Imamo

log2(x− 1)(x+ 2) = 2 ⇒ x2 + x− 2 = 4 ⇔ x2 + x− 6 = 0 ⇔ x = 2.

Kod jednaqina oblika logb f(x) = logb ϕ(x) primeni�emo osobinu da je

logaritamska funk
ija ,,1-1", pa je ta jednaqina, ako su logaritmi defi-

nisani, ekvivalentna jednaqini f(x) = ϕ(x).

b > 0 ∧ b 6= 1 ⇒ logb f(x) = logb ϕ(x) ⇔ f(x) = ϕ(x) ∧ f(x) > 0 ∧ ϕ(x) > 0.

Na primer,

log5
2 + x

10
= log5

2

x+ 1
⇔ 2 + x

10
=

2

x+ 1
∧ x > −2 ∧ x > −1

⇔ x2 + 2x− 18 = 0 ∧ x > −1

⇔ x = 3 ∧ x > −1 ⇔ x = 3.

Slo�enije logaritamske jednaqine se primenom osobina logaritama svo-

de na osnovne tipove. Neke od metoda su:
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1◦ dovoÆe�e na zajedniqku osnovu;

2◦ metoda zamene;

3◦ logaritmova�e jednaqine.

Primeri:

1. Rexiti jednaqinu log2 x+ log4 x+ log16 x = 7.

Rexe�e:

log2 x+ log4 x+ log16 x = 7 ⇔ log2 x+
1

2
log2 x+

1

4
log2 x = 7

⇔ 7

4
log2 x = 7 ⇒ log2 x = 4 ⇒ x = 16.

2. Rexiti jednaqinu log2(2
x + 1) · log2(2x+1 + 2) = 2.

Rexe�e: Neka je log2(2
x + 1) = t. Imamo da je

log2(2
x+1 + 2) = log2((2

x + 1) · 2) = 1 + log2(2
x + 1) = 1 + t.

Dakle, jednaqina se svodi na t(t + 1) = 2, te su rexe�a t = −2 i t = 1. Vra�a�em

smene, utvrÆujemo da 2x + 1 =
1

4
nije rexe�e, te je 2x + 1 = 2, tj. x = 0.

3. Rexiti jednaqinu (
√
x)log3 x−1 = 3.

Rexe�e: Mora biti x > 0 i x 6= 1. Imamo

log3(
√
x)log3 x−1 = log3 3.

Dakle,

1

2
(log3 x− 1) · log3 x = log3 3,

pa uvoÆe�em smene log3 x = t, imamo

t2 − t− 2 = 0.

Rexe�a su t = 2 i t = −1. Vra�a�em smene, nalazimo da su rexe�a x = 9 i

x = 1
3
.

Logaritamske nejednaqine:

Pri rexava�u logaritamskih nejednaqina koristi se osobina logaritam-

ske funk
ije da je ona strogo opadaju�a za 0 < a < 1, a strogo rastu�a za
a > 1. Drugim reqima:

loga f(x) < loga g(x) ∧ 0 < a < 1 ⇔ f(x) > g(x) ∧ f(x), g(x) > 0,

tj.

loga f(x) < loga g(x) ∧ a > 1 ⇔ f(x) < g(x) ∧ f(x), g(x) > 0.

Primeri:

1. log2 x > 0 ⇔ x > 1;

2. log2 x < −1 ⇔ x ∈
(

0, 12
)

;
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3. log 1
64

x > − 1
2 ⇔ x ∈ (0, 8);

4. Rexiti nejednaqinu logx 32 > 5.

Rexe�e: Za x ∈ (0, 1), imamo logx 32 > logx x5 ⇒ 32 < x5 ⇒ x < 2, no to rexe�e
nije u saglasnosti sa uslovom x ∈ (0, 1). Za x ∈ (1,+∞), imamo logx 32 > logx x5 ⇒
32 > x5 ⇒ x < 2, te je rexe�e x ∈ (1, 2).

5. Rexiti nejednaqinu logx 125 < 3.

Rexe�e: x ∈ (0, 1), imamo logx 125 < logx x3 ⇒ 125 > x3 ⇒ x < 5, te je rexe�e
x ∈ (0, 1). Za x ∈ (1,+∞), imamo logx 125 < logx x3 ⇒ 125 < x3 ⇒ x > 5, te je
rexe�e i x > 5. Konaqno rexe�e nejednaqine je, dakle, x ∈ (0, 1) ∪ (5,+∞)

6. Rexiti nejednaqinu log 1
2

(

log3
x+ 1

x− 1

)

≥ 0.

Rexe�e: Oblast definisanosti jeDx = (1,+∞). Rexe�e nejednaqine je interval
x ∈ [2,+∞).

7. Rexiti nejednaqinu log 1
5
x+ log4 x > 1.

Rexe�e: Oblast definisanosti jeDx = (0,+∞). Rexe�e nejednaqine je interval

x ∈
(

4log0,8 0,2,+∞
)

.

8. Rexiti nejednaqinu log 1
2

(

x2 − 4x+ 3
)

≥ −3.

9. Rexiti nejednaqinu log 1
3

(

log4(x
2 − 5)

)

> 0.

10. Rexiti nejednaqinu log3(1 − x) < log 1
3
(x+ 2).

11. Rexiti nejednaqinu log2x+3 x
2 < 1.
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Zada
i za prezenta
iju

1. Odrediti log24 2 ako je log168 3 = a i log168 7 = b.

Rexe�e: Uoqimo najpre da je 168 = 24·7. Transformiximo logaritme sa osnovom
168 na logaritme sa osnovom 24. Imamo

log24 3

log24 168
= a,

log24 7

log24 168
= b. (1)

S obzirom da je log24 168 = log24(24 · 7) = 1 + log24 7, jednakosti postaju

log24 3

1 + log24 7
= a,

log24 7

1 + log24 7
= b.

Ove jednakosti rexavamo po log24 7 i log24 3, pa nalazimo

log24 7 =
b

−b+ 1
, log24 3 =

a

1− b
.

Napiximo drugu jednakost u obliku

log24 3 =
log2 3

log2 24
=

log2 3

3 + log2 3
=

a

1− b
,

odakle je

log2 3 =
3a

1− b− a
. (2)

Konaqno, log24 2 preba
imo na osnovu 2, tj.

log24 2 =
log2 2

log2 24
=

1

3 + log2 3
,

tako da primenom (2) nalazimo

log24 2 =
1

3 + 3a
1−b−a

=
1− b− a

3(1 − b)
.

2. Uporediti brojeve log135 675 i log45 75.

Rexe�e: Transformiximo oba broja, kako bismo ih uporedili.

log135 675 ρ log45 75

log135(5 · 135) ρ log45(25 · 3)
log135 5 + 1 ρ log45(5

2 · 3)
1

log5(5 · 27)
+ 1 ρ 2 log45 5 + log45 3

1

1 + 3 log5 3
+ 1 ρ

2

log5 5 + 2 log5 3
+

1

log3 3
2 + log3 5

1

1 + 3 log5 3
+ 1 ρ

2

1 + 2 log5 3
+

1

2 + 1
log5 3

2 + 3 log5 3

1 + 3 log5 3
ρ

2 + log5 3

1 + 2 log5 3

2 + 3a

1 + 3a
ρ

2 + a

1 + 2a

2 + 4a + 3a + 6a2 ρ 2 + a+ 6a+ 3a2

2 + 7a + 6a2 ρ 2 + 7a + 3a2

3a2 > 0

Jasno, broj log135 675 je ve�i od broja log45 75.
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3. Dokazati nejednakost

log210 9 + log210 11 > log10 98.

Rexe�e: Primenom nejednakosti (1 + x)2 > 1 + 2x, x ∈ R, imamo

log210 9 + log210 11 = (1 + log10 0,9)
2 + (1 + log10 1,1)

2

> 1 + 2 log10 0,9 + 1 + 2 log10 1,1

= 1 + log10 0,81 + 1 + log10 1,21

= log10 8,1 + log10 12,1

= log10(8,1 · 12,1)
= log10 98,1 > log10 98.

4. Dokazati da za n ∈ N i n ≥ 3 va�i nejednakost

logn(n+ 1) < logn−1 n.

Rexe�e: Imamo da je

logn(n+ 1) = logn n ·
(

1 +
1

n

)

= 1 + logn

(

1 +
1

n

)

.

Kako je

1 + logn

(

1 +
1

n

)

< 1 + logn−1

(

1 +
1

n

)

< 1 + logn−1

(

1 +
1

n− 1

)

,

a pritom je

1 + logn−1

(

1 +
1

n− 1

)

= 1 + logn−1

n

n− 1
= 1 + logn−1 n− 1 = logn−1 n,

zak	uqujemo da je

logn(n+ 1) < logn−1 n.

5. Dokazati da je log17 71 >
7
√
17.

Rexe�e: Potrebno je pokazati da je

7
√
17 < 3

2
< log17 71.

6. Dokazati da je log4 5 + log5 6 + log6 7 + log7 8 > 4,4.

Rexe�e: Koriste�i odnos izmeÆu aritmetiqke i geometrijske sredine qetiri

nenegativna broja, imamo da je

log4 5 + log5 6 + log6 7 + log7 8 = 4 · 4
√

log4 5 · log5 6 · log6 7 · log7 8 = 4 · 4
√

log4 8

= 4 · 4

√

3

2
> 4 · 1,1 = 4,4.

7. Rexiti jednaqinu

log22 x+ (x− 1) log2 x+ 2x− 6 = 0.
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Rexe�e: Data jednaqina je ekvivalentna slede�im jednaqinama

log22 x− log2 x− 6 + x(log2 x+ 2) = 0,

(log2 x− 3)(log2 x+ 2) + x(log2 x+ 2) = 0,

(log2 x+ 2)(log2 x− 3 + x) = 0.

Vidimo da je

log2 x+ 2 = 0 ili log2 x− 3 + x = 0.

Rexe�e prve jednaqine je oqigledno x = 1
4
. Jedno rexe�e druge jednaqine je

x = 2. Doka�imo da je to i jedino rexe�e. Poxto data jednaqina ima smisla

samo ako je x > 0, posmatra�emo dva intervala:

0 < x < 2 ⇒ log2 x < 1 ⇒ log2 x+ x < 3 ⇒ log2 x+ x− 3 < 0;

2 < x ⇒ 1 < log2 x ⇒ 3 < log2 x+ x ⇒ 0 < log2 x+ x− 3.

Dakle, x 6= 2 ⇒ log2 x+ x− 3 6= 0.

Prema tome, data jednaqina ima dva rexe�a: x = 1
4
i x = 2.

8. Ako je x > 1, rexiti jednaqinu

2log3 x + 3logx 2 = 4.

Rexe�e: Kako je

logx 2 =
log3 2

log3 x
,

jednaqina se svodi na

4 = 2log3 x + 3
log3 2

log3 x ⇒ 4 = 2log3 x +
(

3log3 2
) 1

log3 x
,

odakle je

4 = 2log3 x + 2
1

log3 x .

Ako uvedemo smenu t = log3 x (x > 1 ⇒ t > 0), dobijamo

4 = 2t + 2
1
t .

Primenom nejednakosti izmeÆu aritmetiqke i geometrijske sredine, imamo

4 = 2t + 2
1
t ≥ 2

√

2t · 2 1
t = 2

√

2t+
1
t ≥ 2

√
22 = 4,

pri qemu smo upotrebili nejednakosti t+ 1
t
≥ 2. Prema tome, va�i znak jednako-

sti u odnosu aritmetiqke i geometrijske sredine, tj.

2t = 2
1
t ⇒ t =

1

t
.

Poxto je t > 0, jedino rexe�e ove jednaqine je t = 1. Konaqno, iz jednaqine

log3 x = t = 1, nalazimo x = 3, a to je jedino rexe�e zadate jednaqine.

9. Rexiti jednaqinu

(5x − 2x−2)2 + 2 log10(5
x + 2x−2) = x.

Rexe�e: Primenimo nejednakost izmeÆu aritmetiqke i geometrijske sredine

5x + 2x−2 ≥ 2
√
5x · 2x−2 = 10

x
2 ,

odakle je

2 log10
(

5x + 2x−2
)

≥ x, (∗)
gde znak jednakosti va�i ako i samo ako je 5x = 2x−2

. Poxto je

(

5x − 2x−2
)2 ≥ 0

za svako x ∈ R, tada na osnovu zadate jednaqine i nejednaqine (∗) imamo

x =
(

5x − 2x−2
)2

+ 2 log10
(

5x + 2x−2
)

≥ x,
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pa odatle sleduje

(

5x − 2x−2
)2

= 0 i 2 log10
(

5x + 2x−2
)

= x,

a to je ispu�eno kada je

5x = 2x−2 ⇒ x log2 5 = x− 2 ⇒ x = − 2

log2 5− 1
.

10. Za koje vrednosti a jednaqina logx2
−1(x+ a) = 1 nema rexe�a?

Rexe�e: Da bi par brojeva (x, a) zadovo	avao datu jednaqinu, potrebno je i do-

vo	no da budu ispu�eni uslovi

x+ a = x2 − 1,
x+ a > 0,
x2 − 1 6= 1.

Taqke qije koordinate zadovo	avaju uslove su taqke parabole

a =
(

x− 1

2

)2
− 5

2
,

koje se nalaze iznad prave x + a = 0, osim taqke sa aps
isama ±
√
2, tj. osim

taqaka (
√
2, 1−

√
2 ) i (−

√
2, 1 +

√
2 ) (sl. 13). Projek
ije svih tih taqaka na osi

Oa popu�avaju zrak a > −1, osim jedne taqke a = 1−
√
2.

Sl. 13

11. Rexiti nejednaqinu

log2−x(x+ 2) · logx+3(3− x) ≤ 0.

Rexe�e: Mora biti 2− x > 0, 2− x 6= 1, x+2 > 0, x+3 > 0, x+3 6= 1 i 3− x > 0,
tj.

Dx = (−2, 1) ∪ (1, 2).

Posmatrajmo ponaxa�e logaritama:

x ∈ (−2,−1) x ∈ (−1, 1) x ∈ (1, 2)
log2−x(x+ 2) −−− +++ −−−
logx+3(3 − x) + ++ +++ +++

Ispitajmo znak prvog qinio
a.

Ako je x ∈ (−2, 1), tada je 2− x > 1 i x+ 2 ∈ (0, 3), pa va�i:

• ako je x ∈ (−2,−1), onda je x+ 2 ∈ (0, 1), tj.

log2−x(x+ 2) < 0;
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• ako je x ∈ (−1, 1), odna je x+ 2 ∈ (1, 3), tj.

log2−x(x+ 2) > 0.

Ako je x ∈ (1, 2), tada je 2− x ∈ (0, 1), i x+ 2 ∈ (3, 4), tj.

log2−x(x+ 2) < 0.

Analogno tome, ispitajmo znak drugog qinila
a.

Nalazimo da za x ∈ (−2, 1) va�i x+ 3 ∈ (1, 4) i 3− x ∈ (2, 5), pa je

log3+x(3− x) > 0,

odnosno da za x ∈ (1, 2) va�i x+ 3 ∈ (4, 5) i 3− x ∈ (1, 2), pa je

log3+x(3− x) > 0.

Dakle, rexe�e je x ∈ (−2,−1] ∪ (1, 2).

12. Rexiti jednaqinu log2

(

xy +
1

xy

)

= 1− (x+ y − 2)2.

Rexe�e: Jasno je da je oblast definisanosti xy > 0. Kako je

xy +
1

xy
≥ 2,

imamo da je

log2

(

xy +
1

xy

)

≥ 1.

Kako je

1− (x+ y − 2)2 ≤ 1

za svako x, y, oqigledno je da jednakost mo�e da va�i samo u sluqaju kada su leva

i desna strana jednakosti jednake, a to �e biti sluqaj za xy = 1 i x+ y = 2, pa je
x = y = 1.

13. Neka je M skup svih vrednosti realnog parametra p takvih da jedna-

qina

log(x2 + 2px)− log(8x− 6p− 3) = 0

ima jedinstveno rexe�e. Tada je:

(A) M =
[

− 1
2 ,− 3

22

]

∪{1}; (B) M = ∅; (V) M = {1, 13}; (G) M = {1};

(D) M =
[

− 1
2 ,− 3

22

]

.

( Maturski ispit Matematiqka gimnazija 1997. )

Rexe�e: Oblast definisanosti jednaqine je

Dx =
{

x | x2 + 2px > 0 ∧ 8x− 6p− 3 > 0
}

.

Jednaqinu mo�emo napisati u obliku

log(x2 + 2px) = log(8x− 6p− 3),

pa je jasno da se ona svodi na kvadratnu jednaqinu

x2 + 2(p − 4)x+ 3(2p + 1) = 0.

Postoje dve mogu�nosti; jednaqina ili ima jedinstveno rexe�e, ili ima dva re-

xe�a, a jedno od ta dva rexe�a ne zadovo	ava uslov zadatka.

U prvom sluqaju, analiziraju�i diskriminantu kvadratne jednaqine, imamo da je

4(p − 4)2 − 12(2p + 1) = 0,

tj. p = 1 ili p = 13. Rexe�e p = 1 nam, zamenom u kvadratnu jednaqinu, daje

rexe�e x = 3. Rexe�e p = 13 nam daje x = −9, xto otpisujemo.

U drugom sluqaju, jednaqina ima dva rexe�a ako je p ∈ (−∞, 1) ∪ (13,+∞).
Razmotrimo tri sluqaja:
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1◦ Ako je p ∈ (13,+∞), imamo da je

x2 + 2px > 0 ⇔ x ∈ (−∞,−2p) ∪ (0,+∞)

i

8x− 6p − 3 > 0 ⇔ x ∈
(

3

4
p+

3

8
,+∞

)

.

Ova dva skupa nemaju presek, jer je za p > 13 va�i x ∈ (−∞,−26) ∪ (0,+∞)
i x ∈

(

81
8
,+∞

)

, a na intervalu

(

81
8
,+∞

)

parabola i prava ne�e imati

zajedniqkih taqaka;

2◦ Ako je p ∈ [0, 1), prava 8x−6p−3 i parabola x2+2px se seku u dvema taqkama,
tj. jednaqina ima dva rexe�a;

3◦ Ako je p ∈ (−∞, 0), imamo da je

x2 + 2px > 0 ⇔ x ∈ (−∞, 0) ∪ (−2p,+∞)

i

8x− 6p − 3 > 0 ⇔ x ∈
(

3

4
p+

3

8
,+∞

)

.

Da bi jednaqina imala jedno rexe�e koje zadovo	ava uslov, taqka preseka

prave y = 6p+3

8
mora biti izmeÆu 0 i −2p. Ako bi bila levo od nule,

postojale bi dve taqke koje ispu�avaju uslov. Ako je

6p+3

8
> −2p, tada je

p > − 3
22

i tada postoje dve preseqne taqke. Mora da bude 0 ≤ 6p+3

8
≤ −2p,

pa je p ∈
[

− 1
2
,−−3

22

]

.

Dakle, taqan odgovor je (A).

14. Neka je S skup svih realnih brojeva x za koje va�i

logx
62x2 − 35x+ 6

35− 6x
≥ 3.

Tada je za neke brojeve a, b, c, d, e, f , g (a < b < c < d < e < f < g),
skup S oblika:

(A) (a, b] ∪ [c, d) ∪ (d, e] ∪ [f, g]; (B) [a, b] ∪ (c, d] ∪ [e, f);
(V) (a, b] ∪ [c, d] ∪ [e, f); (G) [a, b] ∪ [c, d] ∪ [e,+∞); (D) (a, b] ∪ [c, d).

Rexe�e: Data jednaqina ima smisla ako je x > 0, x 6= 1 i 62x2−35x+6
35−6x

> 0. Kako je

62x2−35x+6 > 0 za svako x, posled�a nejednaqina je ispu�ena ako je 35−6x > 0,
tj. x < 35

6
. Posmatrajmo dva sluqaja:

1◦ Ako je 0 < x < 1, logaritamska jednaqina se svodi na

62x2 − 35x+ 6

35 − 6x
≤ x3,

odakle je

6x4 − 35x3 + 62x2 − 35x+ 6. (1)

Pritom smo vodili raquna da je 35− 6x > 0. Jednaqina

6x4 − 35x3 + 62x2 − 35x+ 6 = 0

je takozvana re
iproqna jednaqina sa simetriqnim koefi
ijentima. Ako tu

jednaqinu podelimo sa x2
imamo

6 ·
(

x2 +
1

x2

)

− 35 ·
(

x+
1

x

)

+ 62 = 0.

Smenom x+ 1
x
= t, nalazimo da je

6(t2 − 2) − 35t + 62 = 0,

tj. da je

6t2 − 35t + 50 = 0.
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Rexe�a te jednaqine su t1 = 10
3
i t2 = 5

2
, pa vra�a�em smene imamo jednaqine

x+
1

x
=

10

3
i x+

1

x
=

5

2
.

Rexe�a prve jednaqine su x1 = 3 i x2 = 1
3
, a rexe�a druge jednaqine su

x3 = 1
2
i x4 = 2.

Dakle, jednaqina (1) je zadovo	ena za

1
3

≤ x ≤ 1
2
ili 2 ≤ x ≤ 3. Ove

vrednosti x zadovo	avaju i uslove x > 0, x 6= 1 i x < 35
6
. MeÆutim, poxto

je u ovom sluqaju 0 < x < 1, rexe�e logaritamske nejednaqine ostaje

1

3
≤ x ≤ 1

2
.

2◦ Ako je x > 1, logaritamska nejednaqine postaje

62x2 − 35x+ 6

35 − 6x
≥ x2,

tj.

6x4 − 35x3 + 62x2 − 35x+ 6 ≥ 0. (2)

Sliqnim postupkom nalazimo da su rexe�a nejednaqine (2)

x ≤ 1

2
,

1

2
≤ x ≤ 2, x ≥ 3,

a s obzirom na uslove x > 1 i x < 35
6
, imamo 1 < x ≤ 2 i 3 ≤ x < 35

6
.

Dakle, rexe�e logaritamske jednaqine je

1

3
≤ x ≤ 1

2
, 1 < x ≤ 2, 3 ≤ x <

35

6
,

pa je odgovor (V).

15. Odrediti broj rexe�a jednaqine

log 1
16

x =

(

1

16

)x

.

Rexe�e: Uvedimo funk
ije

f1(x) = log 1
16

x i f2(x) =

(

1

16

)x

.

Sa k1 i k2 oznaqimo krive odreÆene jednaqinama y = f1(x) i y = f2(x). Taqke

(

1
2
, 1
4

)

i

(

1
4
, 1
2

)

pripadaju prese
ima k1 i k2, pa su x = 1
2
i x = 1

4
rexe�a zadate

jednaqine. Primetimo da su funk
ije f1 i f2 uzajamno inverzne. To znaqi da je

kriva k1 simetriqna krivoj k2 u odnosu na pravu y = x i obrnuto, pa je prava

y = x osa simetrije. Prema tome, neke taqke preseka tih krivih pripadaju pravoj

y = x. Aps
ise taqaka preseka su rexe�a jednaqine
(

1
16

)x
= x. Ova jednaqina ima

jedno rexe�e, koje nalazimo numeriqkim putem. Ono iznosi x = 0,3642498898 . . ..

Prema tome, data jednaqina ima tri rexe�a.

16. Rexiti jednaqinu

(

x− log 1
2
x
)log2 2x−log 1

5
x−1

= 1.

Rexe�e: Mora biti ili x− log 1
2
x = 1, ili log2 2x− log 1

5
x− 1 = 0.

U sluqaju da je x− log 1
2
x = 1, imamo da je

log
x

2
= x− 1.

14



Grafiqki mo�emo pokazati da ta jednaqina nema rexe�a.

U sluqaju da je log2 2x− log 1
5
x− 1 = 0, imamo da je

log2 2x− log 2x = 0,

tj.

log 2x(log 2x− 1) = 0.

Oqigledno, ili je 2x = 1, ili je 2x = 10, to jest, x = 1
2
ili x = 5.

17. U ravni Oxy xrafirati oblast

A =
{

(x, y) | logx(logy x) > 0
}

.

Rexe�e: Imamo dve mogu�nosti.

• I mogu�nost: Ako je x > 1, tada je

logx(logy x) > 0 ⇒ logy x > 1 ⇒ logy x > logy y.

Razmotrimo dva sluqaja:

1◦ y > 1 ⇒ x > y;

2◦ 0 < y < 1 ⇒ x < y. To je nemogu�e, jer je x > 1.

Dakle, imamo x > 1, y > 1, x > y.

• II mogu�nost: Ako je 0 < x < 1, tada je

logx(logy x) > 0 ⇒ 0 < logy x < 1 ⇒ logy 1 < logy x < logy y.

Imamo dva sluqaja:

1◦ y > 1 ⇒ 1 < x < y. To je nemogu�e, jer je 0 < x < 1;

2◦ 0 < y < 1 ⇒ 1 > x > y.

Prema tome, imamo 0 < x < 1, 0 < y < 1 i x > y.

Imaju�i obe mogu�nosti u vidu, nalazimo

A = {(x, y) | x > 1, y > 1, x > y} ∪ {(x, y) | 0 < x < 1, 0 < y < 1, x > y} .

18. Od svih parova realnih brojeva (x, y), koje zadovo	avaju uslov
logx2+y2(x+ y) ≥ 1, na�i onaj par qiji je y najve�i.

Rexe�e. Sve taqke ravni koje zadovo	avaju datu nejednaqinu definisane su

pomo�u dva sistema nejednaqina:

x2 + y2 > 1,
x+ y ≤ x2 + y2;

}

(1)

x2 + y2 < 1,
0 < x+ y ≤ x2 + y2.

}

(2)

Ako u drugoj od nejednaqina sistema (1) smatramo y kao parametar, dobijamo ne-

jednaqinu po x:

x2 − x+ y2 − y ≤ 0. (3)

Ova nejednaqina ima rexe�a samo uz uslov D = 1 − 4(y2 − y) ≥ 0, tj. ako je

4y2 − 4y − 1 ≤ 0, qije je rexe�e
√
2− 1

2
≤ y ≤

√
2 + 1

2
.

Najve�a vrednost za y je, prema tome,

√
2+1
2

.

Za y =
√

2+1
2

nejednaqina (3) dobija oblik x2 − x + 1
4

≤ 0 qije je jedinstveno

rexe�e x = 1
2
. Pritom je za taqku

(

1
2
,
√

2+1
2

)

i prva od nejednaqina sistema (1)
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zadovo	ena. Za sistem (2) imamo y < 1 pa zato drugi sistem ne daje nova rexe�a

za najve�i y.

Primedba. Jednaqina x+ y = x2 + y2 defi-

nixe krug

(

x− 1

2

)2

+
(

y − 1

y

)2

=
( 1√

2

)2

sa polupreqnikom

1√
2
i 
entrom u taqki

(

1
2
, 1
2

)

. Koriste�i to, lako je odrediti sva

rexe�a nejednaqine date u zadatku (sl. 9),

taqka M ima koordinate

(

1

2
,
1

2
+

√
2

2

)

.

0

x
+
y
=
0

sl.

9
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1. Na xto vixe naqina izraqunati

2 log3 9 + 3 log9 81− 4 log2 8 + log 1
3

1

3
+ log5 1.

2. Napisati broj 3 kao stepen sa osnovama 9, 5, 7 i 2.

3. Odrediti znak brojeva log3
3

4
, log3(

√
3−
√
2), log 1

2
(
√
3−
√
2) i

log3(log3 8).

4. Izraqunati log√3 9 + log 1
2
8 + log 1

3

1
9 + log 1

2
1.

5. Odrediti log p i loga p ako je p =
a2
√
3

4
.

6. Odrediti log V i logr V ako je V =
r3π√
3
.

7. Ako je p =
ab

2
, odrediti loga p, logb p i log2 p.

8. Ako se zna da je log10 2 = 0,30103, odrediti logaritam sa osnovom 10
od brojeva 4, 5, 8, 20, 32, 40, 50, 0,2, 0,04, 0,5, 0,8, 0,25.

9. Uz pomo� logaritamskih tablica ili digitrona, odrediti vrednost
izraza

5

√
2,133 · 211
5 · 13,7

− 3,122 · 17
135,96

.

10. Nacrtati grafike slede�ih funkcija i ispitati �ihove osobine:

y = log3 x, y = log3 x+ 2, y = log3 x− 2, y = log3(x+ 2),
y = log3(x− 2), y = log 1

3
x, y = log 1

3
x+ 2, y = log 1

3
x− 2,

y = log 1
3
(x+ 2), y = log 1

3
(x− 2).

11. Odrediti oblast definisanosti i nule funkcije y = log(x2 − 3x).

12. Pomo�u grafika funkcije y = log3 x odrediti du� qiji merni broj
du�ine predstav	a: a) log3 5; b) log3 4,5; v) log3 3,75.

13. Pomo�u grafika funkcije y = log2 x, pokazati da je:

a) log2 6 = log2 2 + log2 3; b) log2 3 = log2 12− log2 4;

v) log2 9 = 2 log2 3; g) log2 5 = log2 10− 1.

14. Pomo�u grafika funkcije y = log3 x i y = −x+4, odrediti pribli�-
ne vrednosti promen	ive x takve da je log3 x = −x+ 4.

15. Odrediti skup vrednosti promen	ive x takve da je:

a) log2(x+ 3) > 0; b) log2(x− 4) > 0;

v) log5(2x+ 3) < 0; g) log2 x < log2(8− x).

16. Odrediti skup vrednosti promen	ive x za koje je odre�ena funkcija:

1
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a) y = log3(2x− 5); b) y = log5
3− x
−2

; v) y = log3
−1
x+ 2

;

g) y = log2 3(x− 5); d) y =
3

log x
; �) y = log(−x);

e) y = log
x

x+ 1
; �) y = log |x|; z)

√
log 1

2
(3x+ 2).

17. Rexiti jednaqinu log3 x+ log9 x+ log27 x = 11.

18. Rexiti jednaqinu log(23x−2 − 23x−3) = log(23x−4 + 4).

19. Rexiti jednaqine:

a)
log 2x

log(4x− 15)
= 2; b) xlog x−1 = 100; v)

1

5− log x
+

2

1 + log x
= 1;

g) log
√
7x+ 5 +

1

2
log(2x+ 7) = 1 + log 4,5;

d) log

(
1

2
+ x

)
= log

1

2
− log x; �)

√
xlog

√
x = 10.

20. Rexiti jednaqine:

a) log22 x− 9 log8 x = 4; b) logx+1 a+ logax a = 0;

v) logx 10 + 2 log10x 10 + 3 log100x 10 = 0; g) logx 2 · log2x 2 = log4x 2;

d) log3x x− log23 x = log3x 3− 1; �) logx 2 · log x
16

2 =
1

log2 x− 6
;

e) 2 log(x+ 3) = log 12x; �) logx+1(x
3 − 9x+ 8) · logx−1(x+ 1) = 3.

21. Ako je 0 < a < 1, rexiti po x jednaqinu loga x > 6 logx a− 1.

22. Na�i sve realne brojeve za koje je definisan logaritam

logx2−x−6(x
2 + x− 6).

23. Rexiti sistem jednaqina

3x · 2y = 576,

log2(y − x) = 2.

24. Rexiti sistem jednaqina

logy x− 3 logx y = 2,

log2 x = 4− log2 y.

25. Dokazati da su najve�e vrednosti izraza (log5 6)
sin x i (log6 5)

cos x me-
�usobno jednake.

26. U elektrotehnici i akustici nivo snage L je funkcija snage P , me-
rene prema referentnoj snazi P0 = 10−12 W, meri se u decibelima i

izra�en je formulom L = 10 log
P

P0
.
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a) Ako je P = Ru2, gde je u elektriqni napon, a R otpor, dokazati
da dva puta ve�em naponu odgovara za 8 dB ve�i nivo snage;

b) Ako jedan zvuqnik ima nivo akustiqne snage 78 dB, pokazati da
se uk	uqiva�em jox jednog takvog izvora nivo snage pove�ava na
81 dB;

v) Ako je gor�a granica nivoa snage 91 dB, koliko ovakvih zvuqnih
izvora mo�e raditi istovremeno?

27. Dokazati identitet

1

logx 2 · logx 4
+

1

logx 4 · logx 8
+ . . .

1

logx 2
n−1 · logx 2n

=
n− 1

n
·(logx 2)−2.

28. Odrediti koje od slede�ih funkcija su jednake:

f1(x) = 2 log2 x, f2(x) = log2 x
2, f3(x) = 2 log2 |x| , f4(x) =

2

logx 2
.

29. Odrediti sve racionalne brojeve r za koje je log2 r i sam racionalan.

30. Odrediti sva realna rexe�a jednaqine 19x · 892−x2

= 19 · 89.

31. Rexiti jednaqinu 2 logx a+ logax a+ 3 loga2x a = 0, a > 0, a 6= 1.

32. Odrediti koji od navedenih iskaza su taqni:

a) log(−2)(−3) = log(−2) + log(−3); b) log(−3)2 = 2 log(−3);

v) log(−2)4 = 2 log(−2)2; g) log
−2
−3

= log 2− log 3.

33. Dokazati da je:

a) log3 12 = log3 7 · log7 5 · log5 4 + 1;

b) log3 2 · log4 3 · log5 4 · log6 5 · log7 6 · log8 7 =
1

3
.

34. Odrediti vrednost realnog broja x tako da za kompleksne brojeve
z1 = log(2x2+x+1)+ i ·4x i z2 = log(x2+1)+ i(2x+1−3) va�i z1 = z2.

35. Izraqunati a
log log a

log a , ako je a > 0 i a 6= 1.

36. Rexiti jednaqine:

a) 1 + log2(x− 1) = logx−1 4; b) 51+log4 x + 5
log 1

4
x−1

=
26

5
;

v) 91+log3 x + 31+log3 x = 210; g) (log10 x)
2 − log10 x

3 + 2 = 0;

d) log3x

(
3

x

)
· log23 x = 1.

37. Ako su a, b i c realni parametri, rexiti jednaqine:

a) log2a x+ log2x a = 1; b) logx 2 log
2
x a+ 1 = 0;

v) log√x a loga2

a2 − 4

2a− x
= 1; g) loga x+ logb x+ logc x = logabc x;

3



d) log2(x
2 + 2x− 7) =

1

log9−6x+x2 4
;

�) log3x+7(9 + 12x+ 4x2) + log2x+3(6x
2 + 23x+ 21) = 4.

38. Rexiti nejednaqinu:

a) 2(log0,5 x)2 + xlog0,5 x > 2,5; b) 3log x+2 < 3log x2+5 − 2;

v) 5log3 fx−2x < 1; g)

(
2

5

)
log0,25(x

2 − 5x+ 8) ≤ 2,5;

d) logx(x
3 − x2 − 2x) < 3; �) log x

5
(x2 − 8x+ 16) ≥ 0;

e) logx
3x− 1

x2 + 1
> 0; �) log2x(x

2 − 5x+ 6) < 1.

39. Odrediti n3 ako je log4n 40
√
3 = log3n 45.

40. Odrediti
p

q
ako je log9 p = log12 q = log16(p+ q).
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