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MEDBYHAPOIHE 1 BAJIKAHCRE
MATEMATNYRE OJIMMIINJA IIE

Mebynaponna maremaruurka omummujama (MMO) onpskaBa ce cBake ro-
muHe, nodeBmu on 1959. rommume. Ha npsoj MMO, koja je oxpskana
y PyMmyHuju, ydectBoBaJio je cemaM COIMjaJUCTUUYKUX 3eMasba cToume
Espomne. Jyrocnasuja je mpsu myT ydectBoBasia Ha meroj MMO, koja je
onpskana 1963. romuue u orana je msocrasaa camo 1980., kama MMO Huje
Hu oaprkana m 1993. m 1994., kanma Hama ekumna HUje ydecTBOBaJja 300T
CaHKIMja yBemeHMX Hamoj 3eMmiu. llocmenmux rommHa Opoj yduecHUKA je
Behu on 90. Ilpema ycramenoj rpamunuju MMO je mBomHeBHO TarMu-
Yeme, IPU YeMy CBAKOD [OaHa MJIAOM MaTeMaTUdapu CPeIEHOIIKOJINU pe-
maBajy MmO TPpW 3alJaTKa, a 3amanu ce dupajy m3 obsactu anredpa, reo-
Merpuja, Teopuja OpojeBa m rKombuuaropura. Harpabyje ce momoBuma
YKYIHOr Opoja TakMudyapa, a OIHOC IPBUX, APYTuX un Tpehux mHarpamga je
npubnamwxao 1:2:3. Waro ce canma opramusyjy u apyra mebhymapomna ra-
KMUUEHha MJIAIUX MaTeMaruJdapa, Koja cy apyrauuje kourunupana, MMO
je TakMuYeme Koje MO OMNIITeM MUNIbLeny ykuBa HajBehwm yraen. Daska-
HCcka Maremarnuka onmmMmujana (BMO) onpkasa ce ox 1984. rommue, a
JyrocnaBuja je yyecHUK OBOT TakMuuewma on 1987. ronusme.

Y mperxonauM mn3namumMa pymrea maremarnuyapa Cpbuje o0jaBibeHU
Cy 3aany ca PelelmrMa W MOJAIM O PEe3yJTaTUMa HAIMNX TaKMUdapa Ha
csum MMO u BMO 3akmyuno ca 1995-om romusom (csecke 11 u 32 enu-
muje Marepujanu 3a miuaze maremMarudape). Y OBOj KEHU3U JajeMO 3a-
naTke, pellema m pesyiarare namux takmMudapa ma MMO m BMO koje
cy oapskane y mepuony on 1996. mo 2006. rommue. Y OBOM TEpuUOIy
HaIla 3eMJba je HacTymaja Ha oBuM Takmmuemuma kao CP Jyrocnasuja u
nocnenmux roquaa kao Cpbuja u lpua ['opa (ox ose 2007. romune Hama
exknna Hacrynahe nox umenom Cpbuja).

Hamwu yuyenunu cy ocojunu Benuku O0poj mMenassa. IIpe maBobema ko-
MIIJIETHOT Iperjela CBUX pe3yJTaTa IOMEHUMO mocedbHo pedynrar [ymana
byrwnha, koju je mo canma wam HajycnemHuju takmMudap. Ilymax je y me-
puoxny oxn 1997. mo 1999. romure ocBOjuoO jenHy NPBY U ABE ApPYyre Harpamue
wa MMO, onnocuo nBe npse u jenny Tpehy marpamny za GMO.



2 MO u BMO

Ilymany ayryjeMo 1 3aXBAJIHOCT, IOIITO j€ MOMOra0 ayTOpUMa y CaKy-
mLamy Marepujaia 3a oBy Kmury. Takobe ce 3axBaismyjemo u Baamumupy
Jamkosuhy, Bojucaasy Ilerposuhy, Parky Tomuhy, Bopby Ilyromwuju,
Bnamnvmupy Bantuhy, Bramumupy parosuhy, Usany Martuhy, Hurkonu
[TerpoBuhy, ymje cMO UYnaHKe KOPUCTUIM IPU M3paiu OBe Kmure, [Ipe-
npary Januuuhy, unju je nporpam (GCLC) kopumhen npu uspagu ciauka,
Baamnvupy Jlazuhy, Munusojy Jlykuhy, Anexkcammapy Wauhy, Mapky
Panosanosuhy, Mwunany Hosarosuhy, Anekcammapy IlejueBy, uwmja cy
pemema kopumhena (OHM Cy y OBOM HePUOJY OWIM TAKMUYAPU), KAO U
pernenszeatuma Parky Tomumhy u Munomy ApcenosBuhy, koju cy maskmuBo
MPOYUTAIN TEKCT U ITOMOIJIM HU30M CYTeCTHUja.

1996 (IMO — Unmuja, BMO — Pymynnja)

Baaoumup Bpankos Jeaena Cnacojesuh
Hean Benkxosuh Mapro Cmowuh
Bophe Munuhesuh Lopuc Hlobom

Ha MO cy ocBojunn:
BHophe Muauhesuh — npyry Harpamy;
Baaoumup Bpanxoe u Lopuc IIlobom — tpehe narpane,

1ok je HMean Bewxosuh moxBasbeH.

Ha BMO cy ocojumnmu:
Bophe Musruhesuh — mpBy Harpamy;
Maprxo Cmowuh — npyry Harpamy;

Baadumup Dpanros, Hean Bemwrosuh, Jeaena Cnacojesuh u Lopuc Illobom
— Ttpehe Harpane.

1997 (MUMO - Aprenruna, BMO — I'puka)

HUean Benwrosuh Jeaena Cnacojesuh
Llywarn Byxuh Paode Cmanrojesuh
Huxoaa Ilemposuh DBpanucaas Heemrosuh

Ha MO cy ocsojumnu:

Lywan bByxuh u Huxoaa Ilemposuh — npyre marpanue;

Jeaena Cnacojesuh, Pade Cmanojesuh n Dpanucaae I[leemxosuh — tpehe
HATrpaze.

Ha BMO cy ocsojunnu:

Huxoaa Ilemposuh u Jeaena Cnacojeeuh — npyre Harpame;

Lywarn byxuh u Pade Cmanojesuli — Tpehe narpame,
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nok cy HMean Bewkxosuh u nu Bpanucaae [leemrxosuh noxsasbsenu.

1998 (MIMO — Tajsan (Peny6aura Kuna), BMO — Kunap)

IIpedpae I'avwuh Huxona Ilemposuh
Lywan Byxuh Topan Ilpedosuh
HUcudopa Munun Jeaena Cnacojesuh

Ha MO cy ocBojunu:

IIpedpaz I'nuwwuh, Aywan byxuh, Ucudopa Muaun, Hurxosa Ilemposuh u Je-
aena Cnacojesuh — npyre marpame,

nok je Iopan Ilpedosuh moxBasbeH.

Ha BMO cy ocojunnu:

Lywan Byxuh v Topan IIpedosuh — npse Harpame;

Hcuoopa Muaun, Huxona Illemposuh u Jeaena Cnacojesuh — npyre marpamue;

IIpedpae I'nuwuh — Tpehy marpamy.

1999 (MUMO - Pymynuja, BMO — BJP Makenonuja)

IIpedpae I'avwuh HUcudopa Musun
Jlywarn Byxuh Huxona Ilemposuh
Hearn Mamuh Paode Cmanrojesuh

Ha MO cy ocBojunnu:
Lywan Bykuh — IpBy Harpamy;
IIpedpaz I'nuwuh n Mearn Mamuh — npyre marpamue;

Hcuodopa Muaun, Huxona Ilemposuhi u Pade Cmanojesuh — tpehe marpame.

Ha BMO ekuna Jyrociasuje Huje yuecTBOBAJA.

2000 (MIMO — Jyskua Kopeja, BMO — Moaznasuja)

Heana Boxncuh Muanusoje Jlyxuh
Tujana Kocmuh Muanow ITonosuh
Baadumup Jlazuh Tomucaas Paouh

Ha MO cy ocBojunu:

Muanusoje Jlykuh — npyra Harpana;

Tujarna Kocmuh, Baadumup Jasuh u Tomucaas Paduh — tpehe narpane.
Ha BMO cy ocojuan:

Baaoumup Jaszuh — npyra marpana;
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Tujara Kocmuh, Muaueoje Jlyxuh u Musow IHonosuh — tpehe marpame.

2001 (UMO - CAIl, BMO - Jyrocaasuja)

Exuna Jyrocnasuje na MO u BMO ce oBe rommue pasamkoBaia. Ha
VMO eruny Jyrocaasuje cy IpencTaBibaii

Baaoumup Jazuh Mapxo Ilemxosuh
Muanueoje Jlyxuh Tamjara Cumuesuh
Jeaena Munanosuh Anexcandap Cybomuh

" OCBOJUJU CY:
Baadumup Jlazuh — npyry Harpamy;

Muauesoje Jyxuh, Tamjana Cumuesuh n Anexcarndap Cybomuh — tpehe ma-
rpaze,

a wa BMO:
Munarn Kuphancxu Kapoaa Mecapous
Baadumup Jlazuh Muasan Padowuh
Muausoje JIyxuh Tamjana Cumwesuh

U OCBOJUIIN CY:
Baadumup Jaszuh, Muarueoje Jyxuh u Tamjana Cumvweeuh — npyre Harpamie;

Muanan Kuphancexu, Kapoaa Mecapow n Muaanw Padowuh — Tpehe marpame.

2002 (UMO - IlIxorcka (Bemura Bpuranuja), BMO — Typcka)

Exuna Jyrocnasuje na MO u BMO ce oBe romumue pasimkoBaia. Ha
VMO eruny Jyrocnasuje cy mpencTaBibaid

Anexcandap Uauh Jeaena Munarosuh
Lejan RKoayrnuuja Maja Tacxosuh
Munusoje Jlykuh Huxoaa Todoposuh

U OCBOJUJU CY:
Munueoje Jlyxuh — npyry Harpamy;

Anexcandap Unuh, lejan Koayrnuuja, Jeaena Munranosuh, Maja Tackosuh u
Huxona Todoposuh — tpehe marpane,

a Ha BMO:
Anexcandap Uauh Jeaena Munarosuh
Lejar Koayruuja Mapro Ilemxosuh
Muanueoje Jlyxuh Muanaw Padowuh

1 OCBOJUJIN CY:

Anexcandap HUauh m Munaueoje Jlykuh — npyre narpane;
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Lejan Koaynuuja, Jeaena Munanoeuh u Mapxo Illemxosuh — tpehie marpame.

2003 (UMO — Janan, BMO — AnbGanuja)

I[IpBu myT erkuna macryna mon nmenom Cpbuja u Ilpua [Nopa.

Anexcandap Dpankosuh Munan Hoeaxosuh
Anexcandap Uauh Anexcandap Ilejues
Jeaena Munanosuh Mapxo Padosarosuh

Ha MO cy ocBojunu:

Anexcandap HUauh, Anrexcandap Ilejues u Mapro Padosarnosuh — npyre Ha-
rpanue;

Jeaena Munanoeuh — tpehy marpamy,

nok cy Aaexcandap Dpankoeuh u Musanw Hosaxosuh moxsasmeHu.

Ha BMO cy ocsojumnu:

Jeaena Munanoeuh — npyra Harpama;

Aunexcandap Dpankosuh, Anexcandap Uauh, Munarn Hosaxosuh, Asexcandap
Ilejuee u Mapxo Padosanosuh — tpehe marpame.

2004 (IMO — I'pura, BMO — Byrapcga)

BHophe Bapaauh Mapxo Padosarnosuh
Munan Hosaxosuh Ypow, Pajxosuh
Aunexcandap Ilejues Iempa Cmojcasmesuh

Ha MO cy ocBojunu:

Muanan Hosaxosuh u Mapxo Padosarnosuh — npyre narpane;

Bophe Lapaauh, Aasexcandap Ilejues u Ypow Pajrosuh — Tpehe marpane.
Ha EMO cy ocBojunu:

Mapro Padosanosuh — npyra Harpana;

Bophe Lapaauh, Musan Hosaxosuh, Aaexcandap Ilejues, Ypow Pajrosuh n
Ilempa Cmojcasmwesuli— Tpehe marpame.

2005 (MIMO — Mekcurko, BMO — Pywmynuja)

Exuna Cpb6uje u lpue 'ope za UMO 1 EMO ce oBe roguse pas3iukoBaJa.
Ha MUMO exuny Cpbuje n Ilpue I'ope cy npencrasmanu

bophe Laparuh Uzop Kabumwo
BLojan Bawuh Ypow, Pajrosuh
Munow bBopuh Llumumpuje Purunosuh
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1 OCBOJUJIN CY:
Lojan Bawuh, Heop Kabumo u Ypow Pajrkosuh — tpehe marpane,

1ok je Musow Bopuh noxBasbeH,

a Ha BMO:
Bophe Baparuh Ypow, Pajrosuh
Munow Bopuh Iempa Cmojcasmwesuh
Wzop Kabumwo Lumumpuje Puaunosuh

U OCBOJUIN CY:
bophe Laparuh — npyry HaArpamy;

Munow, Bopuh, Heop Kabumo, Ypow Pajxosuh u Ilempa Cmojcasmesuh —
Tpehe marpame.

2006 (IMO — Cuosennja, BMO — Kunap)

Mapxro Jespemosuh Maaden Padojesuh
Mapuja Jeauh Mapujarna Cmaunazuh
Uzop Hunxosuh Anexcandap Tpoxuyuh

Ha MO cy ocsojunu:

Mapxro Jespemosuh, Mapuja Jeauh, Maadew Padojesuh, Mapujara Cmauna-
euh n Anexcandap Tpoxuyuh — Tpehe marpane,

1ok je Ueop Hunkosuh moXBaJbeH.

Ha BMO cy ocsojuu:

Mapxro Jespemoeuh — npBy Harpamy;
Mapujarna Cmausaeuh — Ipyry HATPALY;

Hzop Hunxosuh, Maaden Padojesuli u Anexcandap Tpowxuuuh— tpehe ma-
rpame.



SAITAIIN CA MELBYHAPOIIHNX
MATEMATNYEKNNX OJINMMIINJA TA

MO 1996

1. Herka je ABCD mnpasoyraona tabia, AB = 20, BC' = 12. Tabua je
pasnoskena ma 20 X 12 jenmuuvnux kBazapata. Heka je r mpupoman 6poj.
Hosunh mowke ma ce mpeMecTu u3 jenHor KBaJpara y APYTU aKO W CAMO
aKO je pacrojame WUXOBUX IEHTapa jemHako /r. 3amartak je mahwu mus
IpeMemTamna KOju IpeBoau HOoBuUMil uM3 KBaapara Kome je A jenHo Teme y
KBaIpaT KoMe je B jemHo Tewme.

(a) IlorkasaTm na ce 3amaTak He MOKE M3BDIIATU aKO je ' IeJLUBO ca 2
ni 3.

(6) Hokaszaru ma ce 3aJaTak MOMKE U3BPIIUTU aKO je T = 73.

(B) Moske nu ce 3amaTak U3BPIIUTYU akKo je r = 977

(Pumncka)

2. Heka je P ymyrpamma Tauka Tpoyriaa ABC takBa na je
JAPB — <ACB = <APC — <ABC.

Heka cy D, E uenarpu kpyrosa ynucauux y tpoyriaose APB, APC, pemom.
Horazaru na ce AP, BD u CE ceky y jenHOj Tauku.
(Kanana)

3. Hera je Ny ckyn memeraruBHux mesux OpojeBa. Hahwu cee ¢ymrumje
f: Ny — Ny, takse na je

fm+ f(n) = f(f(m)) + f(n)

3a cBe m,n € Ny.
(Pymyrmja)

4. Ilpuponuu 6pojeBu a u b cy TakBu na cy 6pojesu 15a + 16b u 16a — 15b
kBanparu npuponaux Opojesa. Hahw majmamy moryhy BpemHOCT KOjY
MOK€E y3eTH MamU O Ta IBA KBAIDATA.

(Pycuja)
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5. Heka je ABCDEF kOHBekcaH mecTtoyrao, takas na je AB mapasesHo
ca ED, BC napasenuo ca FFE u CD napanenno ca AF. Herka Ry, Ro
u Rp o3HavaBajy moJgympedyHUKE KPYroBa OMUCAHUX OKO Tpoyriosa FAB,
BCD, DEF, penom, u Heka O o3nauaBa obum mecrtoyria. JlokazaTtu na
je
0]
RAa+ Ro+ Rg > PR
(Jepmennja)
6. Heka cy n, p, ¢ npupomau 6pojeBu TakBu ma je n > p + q. Hera cy
g, %1, ...,Ty Uean OPOjeBU KOjU 3aMOBOMaBajy cienehe yciaose:
(a) zp =z, = 0;
(6) 3a cBakm meo 6poj ¢ (1 < i < n), wm je x; — ;-1 = p unm je
Ti—Ti—1 = —(-
Hokazaru na nocroju nap (4,7), roe je i < j u (i,5) # (0,n), rakas na
je Ty = Tj.
(Ppaniycka)

MO 1997

1. Taure ca meauM KOOpAMHATAMA Yy PaBHU CYy TeMeHa jeJUHUYHUX
kBagpara. Ksaaparu cy Ham3MeHUYHO O0OjeHm mpHO M Gesmo (Kao Ha
maxoBCcKoj Tabmm). 3a cBaku map (m,n) OPUPOTHUX OPOjeBa YOUeH je
IpaBOYTJIX TPOyrao Udja TEeMEHa MMAajy Ilejle KOOpIWHATE M YUje KaTeTe,
Oy:KMHA M W N, Jeke Ha CTpaHumama ksaapara. Heka je S; ykymHa mO-
BPIIMHA IPHOT, a S9 YKyNHA MOBPIIMHA OEJIOr Aejla TPOYIJIa U HEKa je

f(m,n) =[Sy — Sa.
(a) Uzpauynaru f(m,n) 3a cBe OIPUPOLHE M U N UCTE NAPHOCTHU.
(6) Hoxrasarn na je f(m,n) < 5 -max{m,n} 3a cee m u n.
(8) Iokaszatu na He moctoju xkoucranta C' TakBa 1a Basku

f(m,n) < C 3a cBe m u n.

(Benopycuja)

2. Y rpoyray ABC yrao konx temena A je majuamu. Heka je U yuyrpa-
mma Tauka ayka usMmebhy B u C onucane kpyskaure tpoyriaa ABC koju He
canpxku A. Cumerpase nysku AB u AC cexy npasy AU y raukama V u
W, penom, a npase BV u CW ce cery y T. Ilorazaru ma je

AU =TB+TC.

(Benura Bpuranuja)
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3. Hexka cy z1,22,...,2, peaJHu OpOjeBU KOjU 3a10BOJHABAjY YCJIOBE:
n+1 .
|21 + 2o+ +a,|=1 u |z < 3a i=1,2,...,n.
IlokazaTu na TOCTOjU HEepMyTauuja Yi,Y2,...,Yn OPOjEBA X1,T2,...,Tn,
TaKBa Ja je
n+1
Y1+ 2y2 + - Fyn| < —5— -
(Pycuja)

4. Marpuna n X n (kBagpaTHa TabIUIa) YUjU CY YIAHOBU €JIIEMEHTHU CKYIa
S ={1,2,...,2n—1} masusa ce cpebpra MATPUIA AKO 3a CBaKO i = 1,2,...,n,
i-Ta BpPCTa U i-Ta KOJIOHA 3ajemHO caup:ke cBe ememente u3 S. [lokaszatu
na:
(a) me mocroju cpebpua Marpuna 3a n = 1997;
(6) cpebpre MaTpure mocToje 3a GECKOHAUHO MHOTO BPEIHOCTH M.
(Upan)

5. Hahu cse napose (a,b) npupomaux Gpojesa 3a Koje BarKu

2
a¥ =0

(Yemra)

6. 3a csakm mpupoman 6poj n Heka f(n) o3HauaBa OGPOj MPENCTABILAHA
Opoja n y obauky 30upa cremeHa Opoja 2 ca HEHETATUBHUM IHEJIUM EKCIIO-
HeHTUMa. PempeseHTanuje Koje ce pasiIuKyjy CaMo y penocieny HUXOBUX
cabupaka cMmarpajy ce uctum. Ha npumep, f(4) = 4, jep 6poj 4 moske 6Gutu
npencraBbeH Ha ciaeneha vetupu Haumua: 4, 242, 2+ 1+1, 14+ 1+ 1+ 1.
IlokazaTu na 3a CBakW IpUpPoOIaH Opoj n > 3 Baxkwu

o'/t < pam) < 272,

(JTurBanuja)

MO 1998

1. ¥ wrouBekcuoM uerBopoyray ABCD, mujaronasne AC' u BD cy mebyco-
6HO HOpMAaJHe, a Hacupamue crpanute AB u DC uucy napanenue. Heka ce
tauka P, y kojoj ce cery cumerpasie crpanuna AB u DC, Hana3zu yHyTap
gerBopoyria ABCD. Iokazaru na je ABC'D TeruBaH 4eTBOPOYTao ako 1
camo ako tpoyrinosu ABP u CDP wmmajy jemHake MOBPIIUHE.
(JIyrcemOypr)

2. Ha rakmuuyemy ydyecTByje a TakmMudapa u b cyauja, upum demy je b > 3
HemapaH npupogan 0poj. CBaku cyamja onemyje CBAKOr TaKMUYapa W
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ca ,mpomao “ uiau ca ,,uao“. Heka je k 6poj Takas ma ce 3a CBaKy OBOJUILY
cyIrja BmUXOBE OIEeHe MOKJIalajy Kom HajBumie k takmudapa. Jlorkazatu ma
je

(Unmmja)

3. 3a csakm npupoman 6poj n Heka je d(n) 6pOj MPUPOAHUX denuana
6poja n (yrmyuyjyhu 1 u cam 6poj n). Oapenutn cBe mpupoare 6pojese
k TakBe ma 3a HEKO N BayKU

(Benopycuja)

4. Onpenutu cse mapose (a,b) mpupomaux 6pojesa Takse ma je 6poj ab+
a+b nemwus ca ab®> +b+ 7.
(Benuka Dpuranuja)

5. Heka je I nenrap ynucase kpyskuuie tpoyria ABC. Heka ynucama
kpyskuuna nomupyje crpanune BC, CAu AB y taukama K, L u M, penom.
IIpaBsa koja camp:xu Tauky B u mapasensa je ca LK ceue npase LM u LK
pemom y taukama R u S. Ilokaszatu ma je <RIS omrap.

(Yrpajuna)

6. Oapenuru majmamy moryhuy speanoct 6poja f(1998), rue je gpyurnmja
f:N — N rakBa ma Baku

F#f(s)) = s (F(1)

3a cBe s ut u3 N.
(Byrapcka)

MO 1999

1. Ogpemutu cBe KOHAUHE CKymoBe S Tadyaka y pPaBHU, KOje camp:ke Oap
TpU TAvKe W 3aJ0BOJbaBajy ciaemehu ycsos:
3a cBake nBe paziuuure tauke A u B uz S, cumerpana myxu AB je
oca cumerpuje ckyma S.
(Ecronuja)

2. Hexra je n > 2 npuponan 6poj.
(a) Ompemuru Hajmamy koucTanTy C, TaKO ma HEjeIHAKOCT

> wiwi(a] +2)° < C< 3 $i>4

1<i<j<n 1<i<n
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BajkKM 3a CBe peatiHe OpojeBe Ti,...,T, = 0.
(6) 3a 1y korcraury C oapenuTy Kala BaskU jeJHAKOCT.
(TTomcra)

3. KBamparna tabna n X n, rae je n mapan npupoman 6poj, je momemena Ha
n? jenmEugaaMx kBazparta. JlBa pasaMuUUTa jeIMHUYHA KBaJpaTa Ha Tabam
Cy cyceona ako MMajy 3ajeJHUYKY CTPAHUILY.

Osnaveno je N jeIuHUYHUX KBaApaTa TAKO Oa je CBAKU jeIUHUYHU
kBazpar (O3HAUEH WM HEO3HAUEH) CycelaH ca 6ap jeJHUM O3HAUEHUM
KBaJPATOM.

Onpenutn Hajmamy Moryhy Bpennoct Gpoja N.

(Benopycuja)

4. Oapenutu cBe napose (n,p) IPUPOIHUX OPOjeBa 3a KOje BAYKU:
(a) p je mpoct 6poj;
(6) n < 2p;
(8) 6poj (p—1)" + 1 je nemus ca nP~ L.
(Tajsan)

5. Kpysxuune I'y u 'y manazse ce ymyrap kpysuune I' u momupyjy I' y
pazmuuutum Taukama M u N, pemom. Kpyskauma 'y mposasu Kpo3 mearap
kpy:xuuie 'y, IIpaBa xoja camp:km mBe Tauke mpeceka kKpyskuuma [ u [y
ceue I' y taukama A u B. [Ipase MA u MB cexky I'1 y C u D, pemom.
Horazaru na je mpaBa C'D Tanrenta kpy:kuuie ['s.
(Pycuja)

6. Ompemuru cBe ¢pyurmuje f: R — R Takse na je

fle—=1W)=ffW)+zf(y) + flx) -1

3a cBe 7,y € R.
(Jamam)

IMO 2000

1. Kpysxuune I'y u I'y cexy ce y taukama M u N. Heka npasa AB Taurupa
kpysuaune 'y u 'y y A u B, penom, Tako na je rauka M Onwka npasoj AB
mero mro je tauyka N. Heka mpaBa koja canpsku Ttauky M wm mapajenna
je mpaBoj AB mpyru nytT cede kpy:kuuiy ' y tauku C, a kpysxkHuiy s y
raukn D. Ilpase CA u DB ceky ce y tauku E, npase AN u CD y taukn
P, npase BN u CD y raukn (). [orazaru na je EP = EQ.

(Pycuja)
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2. Heka cy a, b, ¢ mosuruBau peasnu OpojeBu TakBu na je abc = 1.
Iokasaru na je
1 1 1
<a1+) <bl+) (cl+) <1
b ¢ a

3. Hera je n > 2 npupomaun 6poj. Ha xopusonrasnnoj npaBoj Hamxas3u ce n
OyBa KOje HICY CBE y MCTOj TAUKU.

(CAI)

3a mo3utuBaH OpPOj A nomes ce AepuHuIe Ha ciaenehy HaAUMH:

Obupajy ce ase OyBe, KOje Cce Hajla3e y IPOU3BOJLHUM Taukama A u B,
npu ueMmy je tauka A sneBo on B;

6yBa u3 tauke A ckade y tauky C, KOja ce Ha maTOj NpPaBOj HaJIA3U

necHo on B, tako ma je —— = \.
) J 1B

OnpenuTu CBe BPETHOCTH A, TaKO Ia 3a CBaky Tadyky M Ha maroj npasoj
¥ IPOM3BOJbAH IOYETHU pacmopen n OyBa, HOCTOjU KOHAYAH HU3 IOTE3a
mocie kojux ce cee byee Hahy mecHo ox tauke M.

(Bemopycuja)

4. Mabwronuuap nma 100 rapara mHymepucanux 6pojesuma on 1 mo 100.
Om craB/ma cBe KapTe Yy TPU KyTHje - IPBeHy, Oesly U IJIaBy, TAKO a4 CBAKA
KyTHUja CamIp:Ku Oap jemHy KapTy.

I'nenmanamn m3 nmybauke mpBO Oupa mOBEe KyTHUje, a 3aTUM Oupa Mo jemaHy
KapTy M3 CBake Ol HMUX U caommTaBa 30up OpojeBa Ha m3abpaHUM Kap-
tama. 3uajyhu taj 30up mabuonuuap ompebyje KyTtujy m3 xoje uuje Ou-
paHa KapTa.

Ha xosmuko maumna mabuonmyap mMoske ma pacmopemu kapre y KyTuje,
TaKO Ja OBaj TPUK YBek Oyje ycrmeman (ABe paclmofelsie Kapara Cy pa3iu-
uuTe ako Oap jemHa Kapra HUje 00a IMyTa CTABJLEHA Yy UCTY KyTujy)?

(Mabapcka)

5. [a am mocroju mpuponan 6poj n koju je mesmuB ca tagno 2000 pasau-
YUTUX NPOCTUX OpojeBa, TakaB na je 6poj 2" + 1 memus ca n?
(Pycuja)

6. Heka cy AH,, BH>, C H3 Bucune omrpoyrior tpoyria ABC. Yuucana
kpyskHuna y tpoyrao ABC momupyje crpanune BC, CA, AB y taukama
Ty, Ty, T3, pemom. Hexka cy mpase [y, lo, I3 cumerpuune mpasum HoHs,
H3H1, H1H2 Y OOHOCY Ha IIpaBe€ 1—‘21137 T3T1, TlTQ, peaom.
Ilokazatu na mpase l1, ls, [3 onpebyjy Tpoyrao umja TeMmena npumnanajy
KpyskHUIM yrnucanoj y Tpoyrao ABC.
(Pycuja)
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MO 2001

1. Heka je ABC omrpoyrau Tpoyrao u O meHTap HeroBe OMUCAHE KPYiK-
mune.  Heka je P momuoxkje Bucuue n3 A wa crpamuny BC. Ako je
<I{BCA > <ABC + 30°, morazaru na je <CAB + <COP < 90°.

(Jysxua Kopeja)
2. lokazatu ma je

a b c
+ + 21
Va2 +8bc Vb2 +8a V2 + 8ab

3a CBe MO3UTUBHE Opojese a, b, c.
(Jy:xua Kopeja)

3. Ha maremaTtwmykoM TakMudYewmy ydecTBOBau cy 21 mevak m 21 meBo-
juuna. CBako on HBUX permmo je HajBuine 6 3amaTaka. 3a CBAKOD Jedyaka
U CBaKy MAEBOjUUIly TOCTOjU Oap jemaH 3amaTak Koju cy oboje pemumu.
IlokaszaTu ma mMOCTOjU 3aJaTaK KOjU Cy pemuiau bap Tpu aedara u 6ap Tpu
JEeBOjUUIIE.

(Hemauka)
4. Heka je n memapan npupoman 0poj Behu ox 1 u mexa cy ki, ko, ..., k,
neau 6pojeBu. 3a cBaky nepmyramujy a = (aq,as, . ..,a,) ckyma {1,2,...,n}

HEKa je
S(a) = Zkzal
i=1

Ilokazatu ma mocrtoje mepmyTamuje b u ¢, b # ¢, TakBe ma je n! meamnarn
opoja S(b) — S(c).
(Kanana)

5. Y tpoyrny ABC Baxku <CAB = 60°. Cumerpaia yraa <BAC ceue
crparuny BC' y taukm P, a cumerpana yraa <ABC ceue crpanuny CA y
tauku . Axo je AB+ BP = AQ + QB, uahu yraose tpoyraa ABC?

(Uzpaen)
6. Heka cy a, b, ¢, d mpupoauu OpojeBu, TakBu ma je a >b>c>dn
ac+bd=(0b+d+a—-c)(b+d—a+c).

Hokazaru na ab + cd Huje mpoct 6pPOj.
(Byrapcka)
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MO 2002

1. Heka je n mpuponan 6poj nu T ckyn tavaka (z,y) y PaBHU TAKBUX 1A
Cy T W Yy HeHeraTuBHU Iegu OpojeBu m = + y < n. CBaka Tauvka CKyma
T o6ojena je upseno uau mwiaso. Ako je tauka (x,y) 00OjeHA LPBEHO,
rakBe cy u cBe tauke (2',y’) ckyma T 3a koje je ucroBpemeno =’ < x u
Yy’ <y. CKyn ox n IIaBux Tadaka HasubBa ce X-CKyn ako UMajy pasIuduTe
Z-KOODJAMHATE, & CKYIl OJ N IUIaBUX Tadvaka HA3UBA Ce Y -CKYyn ako mMajy
paznuuute y-roopamuate. Jlokazatu nma je 6poj X-ckymoBa jemHak Opojy
Y -ckynosa.

(Koaymbuja)

2. Hera je BC npeunuk kpy:xuuie k unju je menrap O, A rauka #a k Taksa
na je 0° < <AOB < 120°, a D cpemumre nyka AB kpyskuune k Koju He
canp:xu taury C. Hera mpasa koja camgp:ku taury O u KOja je mapajesHa
ca DA ceue npaBy AC y J. Hera cumerpaina nyxu OA ceue ky E u F.
Ilokazatu na je J menrap kpyskHuie ynucane y tpoyrao CEF.

(Jy:xua Kopeja)

3. Oupmpenuru cBe mapose (m,n) npupomaux 6pojesa (m,n > 3), Tako na
je
am+a—1

a®+a?—1

npupogaH 6poj 3a ODECKOHAYHO MHOTO IPUPOAHUX OpojeBa a.

(Pymynuja)
4. Hera je n > 1 mpuponan 6poj u Heka cy di,ds,...,d;, CBU IO3UTUBHU
mesuorn Opoja n, Ipu deMmy je
l=di <dy <. --<di =n.
k-1
Heka je D = Zdidi+1.
i=1
(a) Horazatu ma je D < n?.
(6) OmpemuTu cBe n 3a Koje je D memuresm om n?.
(Pymynuja)

5. Oapemnutu cBe ¢pyurmnuje f: R — R TakBe na Baskum

(f(@) + f(2)) (F(y) + f(2) = flzy — 2t) + f(at +yz),

3a CBE€ peaJiHe Z,Y, 2, t.
(Unmja)

6. Heka cy ki, ka,...,k, (n > 3) kpyskuune noxyupeunuka 1 y pasau. Heka
cy nentpu tux kpy:kauna O1,0s, ..., 0y, penoM. AKo HEjenHA MpaBa HEMA
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3aje JHUYKUX TadaKa Ca BUIIE OJ ABE YOUEHEe KPY/KHUIlE, NOKA3aTHU Ia je

1 (n—1)rw
DR MUERILS
0,0; 4

(Yrpajuna)

MO 2003

1. Heka je A moxackyn ckyma S = {1,2,...,1000000} koju canp:Eu TauHO
101 emement. Ilokasaru ma mocroje OpojeBu ti,ta,...,t100 U3 S TaxkBu na
Cy CKyIOBU

Aj={z+tj|zeA} 3a j=1,2,...,100

[0 IApPOBUMA [VIC]yHKTHU.
(Bpaswumn)

2. Ompemutu cBe napose (a,b) mpupomaux GpojeBa Takse na je

a2

2ab% — b3 +1

npuposas 6poj.
(Byrapcka)

3. 3a cBakM map HACHPAMHUX CTPAHUINA KOHBEKCHOT MIECTOYTJIA BAYKU:

pacTojame ndMehy BUXOBUX CPEOUINTA je THAKO je TPOU3BOILY Opoja 73
u 30Upa BUXOBUX IYKUHA.
IlokazaTu ma Cy CBU YyIJIOBU TOT MIECTOYIJIA jeJHAKU (KOHBEKCAH MIECTOYTA0
ABCDEF wma tpu napa macupamuux crpauuna: AB u DE, BC u EF,
CD u FA).
(TTomcra)

4. Hera je ABCD teruBan yerBopoyrao. Heka cy P, Q u R momHo%ja
HopMmadia u3 tauke D Ha npaBe BC, CA u AB, pemom. Ilokasatu na je
PQ = QR axo u camo ako ce cumerpadie yriaosa <ABC u <ADC ceky Ha
npasoj AC.
(Pumncka)
5. Heka je n mpupoman 6poj u x1,Z2,...,T, peadaun OPOjeBU TaKBU 1Ia je
TG < To < ... < Ty
(a) Ilokazaru na je
2
n n n n
2(n? -1
IR ISR 3) YRR

i=1j=1 i=1j=1



16 MO 2004

(6) HokasaTu na jeQHAKOCT BAKU AKO U CAMO AKO j€ X1,X9,...,T, apu-
TMETUYKA IPOTPECUja.

(Upcka)

6. Hexka je p mpoct 0poj. Ilokazatm ma mocToju mpocT OpoOj ¢ TakaB na
6poj n? — p HUje meBUB ca ¢ 3a CBAKU IO OpPOj N.
(Ppammycka)

MO 2004

1. Hera je ABC omrpoyrau Tpoyrao, takas na je AB # AC. Kpyxuuna
unju je npeunur BC ceue crpanune AB u AC' y taukama M u N, pemom.
Heka je O cpemumre crpanune BC. Cumerpase yriaosa <{BAC u <MON
cery ce y tauku R. /lorkazaTu ma Kpy:KHUIE ONMMCAaHEe OKO TpoyraoBa BMR
u CNR nMmajy 3ajeqauury Tauyky Koja npunama crpanuru BC.
(Pymynuja)

2. Oapenutu cBe nosuuoMe P(x) ca peasHuM KOe(YUIUjeHTUMA KOJjU 32110~
BOJbABAjY

Pla—b)+Pb—c)+Plc—a)=2-Pla+b+c)

3a cBe peasHe O6pojese a,b, c 3a koje je ab+ bc + ca = 0.
(Jy:xua Kopeja)

3. Hexka je xyxa ¢urypa cacraB/beHa O HIECT je IMHUYHUX KBaAPATa, KAO
Ha CIUINA

uiau Ma Koja purypa modbujeHa o oBe GpUrype IpUMEHOM POTAIMja U OCHUX
cumerpuja. OnapeauTu CBe MPABOYTaOHUKE M X N KOJU C€ MOTY HOKPUTH
KyKaMa TaKO Ia BarKu:
(a) mpaBOyTAOHUK je MOKPpUBEH 0e3 Mpas3HuHA U 0e3 MPeKIANamha;
(6) HU jenaH meo Kyke HUje M3BAH NPABOYTAOHUKA.
(Ecronuja)

4. Hexka je n > 3 nmpuponan 6poj. Heka cy t1,ts,...,t, TO3UTUBHN DPeaTHU
OpojeBu TakBU nOa je

9 1 1 1
ne+1>+to+...4+t) | —+—+...+— .
1 12 [2%
Hokazaru na cy t;,t;,t, Oy#EuHe CTpaHUIa TPOYTJIa, 3a CBe i,j,k 3a Koje
jel<i<j<k<n.
(Jysxua Kopeja)
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5. Y komBekcHoM uerBOpoyray ABCD nujaromana BD Huje cumerpaia
vutu yria <ABC wutu yraa <CDA. Tauka P, koja ce Hasa3u yHyTap
gerBopoyria ABCD, je takBa na je

<PBC =<DBA u <PDC =<BDA.

Iokazaru na je ABC'D teTuBHI 4eTBOPOyTrao ako u camo ako je AP = CP.
(ITosmcka)

6. Ilpuponan 6poj HazmBa ce aameprupajyhiu akO Cy CBake OBE CYCEIHE
nuuppe y BEroBOM AEKAIHOM 3alMCY PAa3JIMYUTE TAPHOCTHU.

Oppenutu cBe mpupomHe O6pojeBe n 3a Koje MOCTOju ajTepHupajyhu 6poj
NeJLUB Ca n.
(Upan)

MO 2005

1. Ha crpanunama jemmakoctpanuynor tpoyriaa ABC uzabpano je mect
rauaka: Ai,As wma BC, By,By; na CA u C1,Cy va AB. Ose Taure cy
TeMeHa KOHBeKcHOr mecroyria Aj;A;ByByCiCy uuje crpanuiie umajy je-
nnake ny:xume. Jlokasatu ma ce npase Ay Bs, B1Cy u C1 Ay cery y jemnoj
TAUKU.

(Pymynuja)

2. Hexka je (ay)n>1 HU3 meaux OpojeBa KOjU MMa GECKOHAYHO MHOIO KaKO
MO3UTUBHUX TAKO W HEMaTWBHUX djaaHOBa. 1l03HATO je ma 3a CBaKU mMPUPO-
naH 6poj n, 6pojeBu ay,as,...,d, Oajy N PA3IUIATAX OCTATAKA MPU AEJHE-
By ca n. Jlokazatu na ce cBaku 11eo OpOj mojaBibyje y OBOM HK3Y TAYHO
jemHOoM.

(Xonannuja)

3. Hera cy x,y m z mo3uTuBHU peasHU OpojeBU TakBu na je zyz > 1.
Ilokazatu na je

25— g2 y® — o2 55 2

>
x5+y2+22+y5+22+$2+25+x2+y2 =

(Jysxma Kopeja)
4. Heka je uu3 (ap)n>1 DepuUHECAH ca
a, =2"+3"+6" —13an>1.

Onpenutu cBe TpUpOIHE OPOjeBe KOjU Cy y3ajaMHO TPOCTU Ca CBAKAM
YJaHOM OBOI HM3A.
(ITosmcka)
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5. Heka je ABCD xouBekcan dyerBopoyrao umje cy crpanune BC u AD
jemHake u HucCy mapaJjeane. Herka cy F m F yHyTpamme Tauyke CTPAHUIA
BC u AD, penom, takse na je BE = DF. Ilpase AC' u BD ceky ce y
P, npase BD u EF ceky ce y @, npase EF u AC cery ce y R. Pa-
3aMoTpuMO TpoyriaoBe PQR koju ce mobujajy 3a cBe TtakBe Ttauke F u F.
JlokazaTu ma CBe ONMCAaHE KPYKHUIE OBUX TPOYIJIOBA MMAjy 3ajeIHUYKY
TAURy paszanuuty on P.

(ITosmcka)

6. Ha maremMaTwuyroM TakMUYEHY yYeCHHUIIMa je maTo 6 3amaraka.
2

[Torazaso ce ma je cBakm map 3aJaTaka PEIIUIO BUIIE O 5 YyUYEeCHUKa U

1la HUKO HUje pemuo cBux 6 3amaraxa. /lokazaTu ma mocToje HajMame oBa
YUYEeCHUKA TAKBa Ia je CBAKU OJ HBhUX PENIMO TaYHO O 33naTaKa.
(Pymynuja)

MO 2006

1. Hexka je S menrap ynucame rpy:kuuie tpoyriaa ABC. Heka je P yu-
yTpammba Tayka TPOYTJIa 38 KOJy BaKU

<PBA+ <PCA =<PBC + «PCB.

Ilorazatu na Basku AP > AS, npu uemy jeIHAKOCT BayKU aKO U CaAMO aKO
je P=S.
(Jysxua Kopeja)

2. Hexka je P npaBunan 2006-Ttoyraouuk. ujaronasna P ce masusa dobpa
akKo menu rpaHuily P Ha mesoBe Koju campske HemapaH Opoj crpamuma P.
Crpanune P cy dobpe.

Hexka je P ca 2003 mujaronase moaesbeH Ha TPOYIIoBe (TAKO Ia HUKOje
ZBE AujaroHasie HeMajy 3ajeHUYKY Tauky y yHyTpammoctu P). Onpenuru
najsehu moryhm Opoj jemHakOKpakux TPOYTJIOBA KOJU MMAjy mOBe mobpe
CTpaHe U KOJU Ce MO0jaBJby]y y HEKOj IOIeJu.

(Cpbuja)
3. Onpenuru HajMawu 6poj M Tako na
lab(a® — b%) + be(b® — ) + ca(c? — a®)| < M(a® + b* + ¢*)?
BasKM 3a CBE peaJtiHe a, b, c.
(Upcka)

4. Y 7? pemnrn jemnaunny 1+ 2% 4 225+ = 42,
(CAI)

5. Hera je P monunaOM cremerna n > 1 ca mexobpojaum roedurmjentuma u k
npuponan 6poj. Hera je Q(z) = P(P(...P(P(x))...)), rue ce P npuMemyje
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k myra. Horasatu ma jennauumna (Q(x) = x Hema BuIle O N UEIOOPOJHUX
penema.
(Pymynuja)

6. Csaroj crpamurnu b KOHBEeKCHOT moauroHa P mpuapyskena je majsehia
MOBPIIMHA TPOYTJa KOju je canp:xkan y P u uuja je jemna crpanuna b.
IlokaszaTu na 30Up CBUX MOBPUIMHA NPUAPYKEHUX CTPAHUIAMA HOJIUTOHA
P muje mamu on ABOCTPYKE MOBPIIMHE MOJUTOHA P.

(Cpbuja)
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SAJAIIN CA BAJIKRKAHCEHMX
MATEMATNYEKNX OJINMMIINJA ITA

BMO 1996

1. Heka je O nenrap onucane kpy:kuuie, a 1 rexwumre tpoyraa ABC.
Axo je R monmynpeuHuk ommcane, a 1 ynucaxe kpyskauie tpoyriaa ABC,

IOKa3aTy! 1a je
OT < R(R—2r).
(T'puxa)

2. Heka je p > 5 mpoct 6poj u X = {p—n2 |ne N}. Hoxrazatu ma X
CAIOP/KU IBa PA3JIUYNTA €IEMEHTa T,y Tako na je © # 1l u x| y.
(Anbanuja)

3. Heka je ABCDF kouBekcan neroyrao. Herka cy M, N, P,Q, R cpenuimra

crpaauna AB,BC,CD,DE,FEA, pemom. Axo ce mysxu AP, BQ,CR,DM

CeKy y jeOHO] TayKW, NOKa3aTu na u ay:x EN camgpkm Ty Tadky.
(Jyrociasuja)

4. Ilokasatu na nocroju noackyn A cryma {1,2,3,...,2'9% — 1} koju nma

caenehe ocobune:
(a) 1€ Am 2199 —1 ¢ 4
(6) csakm enmement u3z A\ {1} je 36up nBa (me oGaBe3HO paszamunTa)
enemenTa u3 A;
(B) A Hema Bume ox 2012 enemenara.
(Pymynuja)

BMO 1997

1. Heka je O ymyTpamma Tauka KOHBEKCHOT ueTBopoyriaa ABCD, taksa
na je
OA? +0B* 4+ 0C? +0D* =2- P(ABCD),
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rae P(ABCD) o3nauasa nospmuny dersopoyriaa ABCD. Ilokazaru na je
ABCD xBanpar ca nearpom O.
(Jyrocmasuja)

2. Hera je A = {A1, Ao, ..., A} KOIEKIMja TOACKYTIOBA CKyna S KOju UMa n
(n > 2) enemenata. AKO 3a cBaka IBa eJeMeHTa T,y € S MOCTOjU TOJCKYTI
A; € A, TakaB ma A; caap:KuM TAuyHO jelaH O] €JIEMEHATA X,Y, NOKA3aTHh Ia
je n <2k,

(Jyrocnasuja)

3. Hera cy I'C7; u Cy kpyxuune y pasuu. Kpyxaune C7; u Cy usny-
Tpa momupyjy kpyskauny 'y Ttaukama B u C, pemom, a came ce CIOJba
nomupyjy y taukn D. Heka je A jemma onm Tadaka y KOjOj 3ajeIHUUKA
yayTpamma Tanrenra kpyskauna Ch m Cy cede I' m werka cy K u L mopyre
tauke npeceka npasux AB u AC ca rpysxuaunama C7 u Co, penom. Aro cy
M u N gpyre Taure npeceka npase BC' ca kpy:xuumama Ci; u Co, pemom,
nokazatu ga ce nupase AD, KM u LN cery y jemHOj TadKuU.

(T'puxra)

4. Ogpemutu cBe ¢pyurmuje f: R — R, rakBe na 3a cBe x,y € R Baku

Faf@)+fy) = (f(2)* +y.

(Byrapcka)

BMO 1998

12 1997
1. Oppenutu 6pPOj PA3NUUUTUX YIAHOBA HU3A <{1998}) , vae [z] o3ma-
k=1

yaBa 1e0 1eo Gpoja .
(I'puxa)

2. Hera jen € Nyon > 2 m mera cy 0 < a; < a2 < ... < Qonp4+1 PEATHU
opojeBu. IlorazaTtu na Bayku

R/ar — %as +...— ag, + R/ agnt1 < ”\/al—ag—i—...—agn—i—agnﬂ.

(Pymynuja)

3. Heka je S ckyn cBux Tauvaka tpoyria ABC Ge3 jemne yHyTpAIImbE Tauke

(Tpoyrao canp:xm cBojy mBuiy ). Jlokazatu ma ce S MOMKE IPeACTABUTH KAO

yHUja MUCjyHKTHUX Iy:kU (Iysk CANPIKU CBOje KPajme TAUKe).
(Jyrocnasuja)

4. JlokazaTu ma jemmaumna y° = 2° — 4 HeMa MEJOOPOJHUX pelema.
(Byrapcka)
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BMO 1999

1. Hera je D cpemumre kpahier smyka BC' rpyskHUIIE OnncaHe OKO OIITPOY-
raor tpoyrina ABC. Heka cy F u F Tauke cumerpuune ca D y omgHOCY
Ha mnysxk BC u y omHOCY Ha IeHTap onucaHe Kpys;kHuile, peaoM. Heka je K
cpemuinre nysxku FA.

(a) IlokazaTu ma KpY:KHUIIA KOJ& CAAPYKUA CPEAUIITA WBUIA TPOYTJIA
ABC canpxu K.

(6) Horazatu ma je upasa koja caapxku K u cpemumre nysku BC Ho-
pmadsina Ha AF.

(Typcka)

2. Heka je p memapan mpoct 6poj, Takas ma 3 | p — 2. Iokazatu na je
HajBUIe p— 1 4gaH CKyna {y2 —a3 -1 |z, yeZ, 1<z, y<p— 1} NeJbUB Ca

.
(Byrapcka)

3. Heka cy M, N u P npojernuje texumra omrpoyraor tpoyriaa ABC ua
crpanune AB, BC u CA, penom. IlokaszaTu na BasKu

4 P(MNP) 1

) ¢
57 = P(ABC) S 4’

rae cy P(MNP) u P(ABC) nospmune tpoyriaosa MNP u ABC, pemou.
(AnbGanuja)

4. Herka je 0 < 29 < 71 < 22 < ... HU3 HEHETATUBHUX EIUX OpoOjeBa, TakO
na je 3a cBako k > 0 6poj unaxoBa Hu3a He Behwnx on k konauan (Heka je
Taj 6poj y). Hokazatu ma 3a cBe NPUPOITHE M, N BAKU

n m

Zmi-FZyj > (n+1)(m+1).

(Pymynnja)

BMO 2000

1. Oppemutu cBe ¢pyurmuje f: R — R, rakBe na 3a cBe z,y € R Baku

F@f@) + () = (f@)* +y.
(AnbGanuja)

2. Heka je ABC pasnocTpaHu omTpOyrau TPOyrao u F yHyTpallbha TauKa
rexkuinne guauje AD (D € BC). Heka je rauka I’ HOpMaJsiHA IPOjeKImja
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rauke F wa npaBy BC, M yuyrpamma taura ny:xxu FF, a N u P Hopmasae

npojexnuje tauke M ma npase AC u AB, penom. Iloka3aru ma mpase Koje

camp:ke cumerpasie yranoBa PMN m PEN memajy 3aje IHUUKUX TAaYaKa.
(BJP Makenonuja)

3. Hahu najsehin 6poj npaBoyraonuka mumensuja 1 x 10v/2 xoje je moryhe
nobutu onx mpaBoyraoHuka amMenduja b0 X 90, axko je mMO3BOHEHO ceUeHe
o mpaBaMa MapajeJHUM UBUIAMa MaTOr TPABOYTAOHUKA.

(Jyrocaasuja)

4. Ilpuponman 6poj r ce HA3UBaA cMener aKO Ce MOKE MPUKA3ATU Yy OOJIUKY
r=1° rme cy t u s mpuponuu, S,t > 2. IlokazaTum ma 3a CBaAKU IPUPOIAH
Opoj n mocToju CKym npupomHux Opojesa A, koju 3amoBosbaBa cienpehe
yCIJoBe:

(a) A mma n enemenara;

(6) cBu esemenTu ckyna A cy cremenu;
r4+ro+...+ 1k

k

(B) 3a cBe 11,72,...7% (2 < k < n) uz A, 6poj
CTeIeH.

je

(Pymynnja)

BMO 2001

1. Hera je n mpuponan 6poj. Aro cy a u b mpupomgau 6pojesu Behu ox 1,
Tako ma je ab = 2" — 1, nokazatu ma je 6poj ab— (a —b) — 1 obmuxa k- 22™,
rme je k memapaH IpUPOIAH, a M IPUPOIAH OpOj.

(Kunap)

2. IlokasaTu na je KOHBEKCHU IMETOYrao KOjU 3aI0BOJbABA YCJIIOBE:
(a) CBU yHYTpAWIlKU YIIIOBU CY MOLYAADHU;
(6) myskuMHe CBUX CTpPAHUNA Cy PAIMOHAJHU OPOjeBU;
IpABUJIAH.
(Monnasuja)

3. Heka cy a,b, c nosuruBHn peasHu OpojeBu, TakBu na je a + b+ ¢ > abe.
Hoxrazarn na je a® + b% + ¢ > abey/ 3.
(Pymynuja)

4. Kouka mumensuja 3 X 3 X 3 je monesbeHa Ha 27 IOLyAaPHUX j€IMHUIHUX
henmja y obauky korke. Jemma om mobujenux hesnmja je mpasHa, IOK ce y
CBaKOj OJf MPEOCTAJIMX HAJA3U jeIUHUYHA KOIKA O3HAYEHA jeITHUM OI Opo-
jema 1,2,...,26 (cBaku on oBuUX OpOjeBa je MOAEILEH TAUHO jEIHO] KOIKH).
I03BOJBEHO j€ HMPEMECTUTH jeAMHUYHY KOIKY Yy CyCemHy HpasHy henujy
(nBe heauje cy cycenne ako umajy 3ajenuudry crpany). a au ce, momohy
KOHAYHO MHOI'O O3BOJHEHUX IOTE3d, jeIUHUYHE KOIKE MOI'Y PACIOPEAUTH
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TAKO Oa KOIKe O3HadueHe OpojeBuma k m 27 — k 3aMeHe Mecra, 3a CBAaKO
ke{l,2,...,13}?
(Byrapcka)

BMO 2002

1. Heku maposu ckyma om n tadaka Aj,As,..., A, (n > 4) cy meby-
CODHO TOBE3aHU My:KUMa, TAKO la je CBaKa Tadyka [OBe3aHa ca bap jour
Tpu youeHe rtauke. Jlokazarum na mocToju k > 2 W Pa3NIMUUTE TAUKE
X1, Xo,..., Xor € {A1,As,..., Ay}, Tako ma cy tauke X; n X;;1 nosesane
3a cBako i (1 < i< 2k), roe je Xogy1 = X;.

(Jyrocmnasuja)

2. Hu3s (a,)n>1 je medunucan ca
a; =20,a2 = 30,ap42 = 3ap4+1 —a, 3a n > 1.
Onpenutu cBe npupoaHe n 3a kKoje je 1+ bapay,41 TOTIYH KBAAPAT.
(Byrapcka)

3. Kpysuune C; u Cy pasnuuuTux MOJYyOpPEUYHUKA Ce CEeKy y Taukama A
u B. Hera cy 3ajemauuke tanrente oBux kpyskuuna MN u ST (M,S €
C1,N,T € Cy). Hokaszaru ga oprouenrpu tpoyriaosa AMN, AST, BMN
u BST uune TemeHna mpaBoyraoOHUKA.

(Pymynuja)

4. Ogpemutu cse ¢pyuruuje f: N — N, takse na 3a cBako n € N Baxkn
2n+1 < f(f(n)) + f(n) < 2n + 2002

(Pymynuja)

BMO 2003

1. a mau mocrtoju ckyn B, koju ce cactoju on 4004 mpupomua Opoja,
TAaKaB Ja 3a CBAKU HeroB moackyn A, koju mma 2003 esnemenTa, BaKu ma
30up esnemenara ckyna A muje memus ca 20037

(BJP Makenonuja)

2. Heka je ABC tpoyrao, takas na Baxu |[AB| # |AC|. Heka je D Tauka
npeceka TaHreHTe Ha onucany Kpyskauiy rpoyriaa ABC y tauku A u npase
BC. Heka cy F u F rtaurke ma cumerpanama ayxku AB u AC, penowm,



26 LMO 2004

rakBe na cy BE u CF wopmanue va BC. Ilokaszaru na cy tauke D, F u
F' ronuneapse.
(Pymynmja)

3. Hahwu cBe ¢pynrmmje f: Q — R koje 3amoBomasajy ciaenehe ycaose:
(a) f(x+y) —yf(x) —af(y) = f(@)f(y) — @ —y +ay 3a cre v,y € Q;
(6) f(z)=2f(x+1)+ 242 3a cBako x € Q;
(8) f

(H)+1>0.
(Kunap)
4. Herka cy m um n y3ajaMHO TPOCTU HEMAPHU NTPUPOTHU OPOjeBU.
IIpasoyraouuk ABCD, takas na je |AB| = m u |AD| = n, nogemen
je Ha mn jemmHnuHux kBazxpata. Osmaunmo ca Ap, Ag,..., A y3acromse

npeceune tauke mujaronasie AC ca cTpaHunaMa jeIUHUYHUX KBaAPATA
(A1 = A, A, = C). Iorazaru na Basku

1
. v/ m?2 + n2
(1A A ] =

x>

: mn
7j=1
(Byrapcka)
BMO 2004
1. Hus peanrux 6pojesa (an)n>0 3800BObABA DEIALN]Y
min + Uy —m+n—1= w
3a cBe m,n € N, m > n. Ako je a; = 3 nahu agpo4.
(Kunap)
2. Y ckymy mpocTux OpojeBa pemmTu
¥ —y” = xy* — 19,
(AnGanuja)

3. Heka je O ymyrpamma Tauka omrTpoyrior tpoyriaa ABC. Kpysxaure
ca NEeHTpUMAa y CpeaumTuMa crpanura tpoyria ABC, koju mposasze Tauky
O, mebhycobno ce cexy y taukama K, L u M, pazmuuurum ox O. Ilokaszaru
na je O menrap ynucane kpyskauie tpoyriaa K LM axo u camo ako je O
[eHTap ommcaHe Kpy:kHuie oko Tpoyria ABC.

(Pymynuja)

4. PaBan je moge/mena Ha 00JlaCT KOHAYHUM OpOjeM IpaBUX, O KOJUX
HIKOje TP He IpoJjase KPo3 MCTY Tadury. /IBe obsactu ce HaszuBajy cyce-
OHUM YKOJIMKO je BUXOBA 3ajeTHIYKA I'PAHNIIA YK, TOIYIPaBa WK IpaBa.
I[Torpebuo je y cBakoj obsacTu ynmucaTu 1eo OPOj TAKO na BAKU:
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(a) mpousBox GpojeBa U3 CycemHUX OOJIACTU je Mamu Ol HUXOBOD
30upa;
(6) 36up cBux OpojeBa ca CBake CTpaHe IPOU3BOJbHE IIPABE jeIHAK je
HYJIU.
IorasaTu na je To moryhe ako m caMO akKO HUCY CBe IpaBe MapajiesHe.
(Cpbuja u llpua Topa)

BMO 2005

1. Heka je ABC omrpoyrau Tpoyrao dmja youcaHa KPY:KHUIA TOAUPY]je
crpanune AB u AC y taukama D u E, pemom. Hera cy X um Y rtauke
npeceka cuMmerpadtia yriaosa kox temena C' u B ca npasom DFE, pemom, u
Hera je Z cpemumre nyxu BC. Ilorkaszatu nma je tpoyrao XY Z jemHako-
CTpaHMYAH aKo M caMo ako je <BAC = 60°.

(I'puka, Pymynuja)

2. Hahwu cBe mpocte Gpojese p 3a Koje je 6poj p?> — p + 1 Ky6 mpupommor
opoja.
(AnbGanuja)

3. Heka cy a,b, c nosutuBau peasnu 6pojeBu. Jlokazaru ma Baku

a2 b? P 4(a
—+—+—2a+b+tc+
b c a

_ b)2
a+b+c’
Kana Baxku jemmaxoct?

(Cpbuja u lpua I'opa)
4. Heka je n > 2 npupomaun 6poj u S C {1,2,...,n} ckyn koju He caupKu
IBa €JEMEHTAa TAKBa N4 jelaH NeJU APYTU W KOJU HE CANDKU JBA €JIEMEHTA

KOju cy y3ajamuO mpoctu. Roju je majsehu moryhu 6poj esmeMenara ckyma
S?
(Monnasuja)

BMO 2006

1. Heka cy a, b u ¢ mo3utuBamM peannu 6pojesu. Ilorazatu na je

1 n 1 n 1 - 3
a(l1+0b) b(14+c) c(l+a)” 1+abc’
(I'puxa)

2. Heka npasa m ceue crpanune AB u AC tpoyraa ABC' y rtaukama D u
F, pemom, a nponyskerak crpaunute BC y rauku F, tako na je C uzmebhy B
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u E. Ilpase mapaneane ca m kpo3 A, B, C' ceky mo APyru OyT KPYsKHUILY
onucany oko AABC y raukama A, By, C1, penom. JlokaszaTtu na ce mpase
A1E, B1F u C1D cery y jemHoj Tauxu.

(I'puxa)

3. Oapenuru cBe Tpojke (m,n,p) TO3UTUBHUX PALMOHAIHUX OPOjeBa, TAKO
ma cy opojeBu m+ —, n+ — u p+ — TIean.
np pm mn
(Pymynuja)

4. Hera je m mpupoman 6poj. Onpemutu cBe mpupomne OpojeBe a, Tako
na je Hu3 (apn)n>0, ACQUHUCAH Ca ay = 4 U

Qnp
—, aro 2| ay

an1 = 2
an +m, axo 21{a,

3a n > 0, nepuonruan (nmouesmu ox 0-Tor yiaHa).
(Byrapcka)



PEIIIEILA 3ANATAKA CA

MEDHBYHAPOIHNUX MATEMATUNUYRNX

OJIMMIINJA JTA

MO ’96.1

Heka je A = {(x,y) € Z? |0 < x <19, 0 < y < 11}. Banarax je nohwn us
(0,0) y (19,0) npero raura u3 A, Tako na je cBaku nore3 obuauka (z,y) —
(x+a,y+0b), voe je a,b € Z u a®> +b*> =r.

(a)

Axo je r mapHO, a+b je mapHO AKO M caMO aKo je mapHo u a’+b% =1,
a,b € Z (jep a®> = a (mod 2)). 3aTo ce mapHOCT T + Yy TOCTe MOTe3a
He Mema, Ia ce He Moske gohum y (19,0) u3z (0,0).

Ako 3| r, Tama cy a u b memusu ca 3, ma, ako ce y (x,y) Mmoxke nohwu
u3 (0,0), mopa Gurn 3 | z. Ilomro 3119, e moxe ce nohu y (19,0)
u3 (0,0).

Kaxko je r = 73 = 82+ 32 (oBo pasmarame Ha KBaJpaTe je U jeIUHCTBE-
HO), CcBaku more3 je obmauka umm (r,y) — (¢ + 8,y +3) wm (x,y) —
(x £3,y+8). To je moryhe uunp. ma caenehn mauun (0,0) — (3,8) —
(11,5) — (19,2) — (16,10) — (8,7) — (0,4) — (8,1) — (11,9) —
(3,6) — (11,3) — (19,0) (Bumeru caury 2).

Basxu 97 = 92 +42 (oBo paszmarame Ha KBaJpaTe je U jeIMHCTBEHO ), Ta
Cy mo3BoJbeHu motesu obmmka (r,y) — (x+9,y+4) u (z,y) — (x+4,y+
9). Hera je A=BUC,BNC =0, rne je B={(z,y) € A|4<y<T}
Tana ce noresuma obnuka (z,y) — (r £ 9,y £4) npenasu uz By C, u
0oBpHYTO, HOK ce moTesuma obuuka (x,y) — (r =4,y +9) moske nohu
camo u3 C y C. Kako csaku mores obuuka (z,y) — (r£9,y £4) mema
napaoct z, ma 6u ce momuo u3 (0,0) y (19,0) mopa ce usBpmuru
Hemapan 6poj oBakBux moresa. Ca apyre cTpaHe, HemapHUM Opojem
OBakBUX ToTe3a, kpenysmu m3 C, Mopa ce 3aBpmutu y B, mTo je
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KOHTpauknuja, jep tauka (19,0) muje y B. Ilakme, y oBoM ciyuajy
Huje Moryhe M3BPIUTHU 3aTATAK.

Hanomena. Ileo (B) ce MOske DEMUTH U ONUCUBAKLEM CBUX IIO/bA Y KOje ce
moske nohu kpenysmu u3 (0,0). Ta noma cy npurazana Ha caunu 3.
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MO ’96.2

Heka cy X,Y,Z nomuo:xja mopmasa u3z P wa BC, CA, AB, pemom. U3
retuBuux dersopoyrausa AZPY, BXPZ u CYPX caemu na je <XZY =
<APB — <ACB u na je XY = PC -sin<ACB. W3 upse Bese ciuemu

na je AXYZ jenmakorparu, Tj. ga je XY = X7, a uz gpyre na je

AB AC
PB - sin<ABC = PC -sin<ACB. —_— =
sin <ABC C - sin<AC Haxine, B PO OJAaKJIe ClIenu Ia

cumerpane BD u CD yraoBa <ABP u <ACP pene nyx AP y mcrtom
OIHOCY, Tj. KOHKypeHTHe cy ca AP.

Jpyeo pewewe. Hera cy X,Y,Z taure npeceka npasux AP, BP,CP ca
ocucaruM kpyrom tpoyriaa ABC, pemom. Kao um y mpBoM pememny je
XY = XZ. Axko je AP-PX = BP-PY = CP-PZ = k, n3 cimyHoctu
NAPC u AZPX cnenn

AC AP _AP-CP
Xz PZ  k
k-AC-BP AC  PC

1j., XZ = 1P . BP . OP" Cnenu na je 18- PB"

Tpehe pewewe. Heka je ) cauka mpomsBoJbHE Tauke () MHBEP3UjOM ca
nentpoM y A m monynpeunuxoM r. latu ycnos nocraje <BCP = <CBP,
1j., BP = PC. Mebytum

2

— r

B=apap P

)

AC  PC
na BaKU —— =

AB ~ PB’
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MO ’96.3

3a m=mn=0 ce nobuja f(0) =0, onarue je f(f(n)) = f(n) 3a ce n € Ny,
mna je marta jeTHaunHa €KBUBAJIEHTHA Ca

flm+ f(n) = f(m)+ f(n),  f(0)=0.

Jenno mweno pememe je (V) f(z) = 0. Hera [ Huje umeHTUUKE jeqHara
mynau. Ilocroju ¢urcua tauka ¢yurnuje f (HOp. CBe Tauvke y CJIUALUA
¢yurumje f cy takse). Heka je a najmama HeHysna GUKCHA Tayka QyHKIU]je
f. Wuanyrmujom caemu na cy m tauke obnuka ka, k € N ¢urcHe tauxe.
Hexa je b = ka + ¢ ¢urcra Taura, rae je 0 < i < a. Tana je

b=f(b) = flka+i) = f(i+ f(ka)) = f(i) + f(ka) = f(i) + ka;,
na je f(i) =4. Cnemnu i = 0, Tj. cBe QuKCHe Tauke oBe (PyHKUUje Cy OOIUKA
ka, k € N.
Kako je caumka ¢ysrnuje f ckyn meHUX (UKCHUX Tadaka, CIeIN Oa je
fli)y=an;, 3ai=0,1,...,a — 1 u mere nese n; >0 u ng = 0.
Heka je n = ka + ¢ npuponau 0Opoj, rme je 0 < ¢ < a. W3 mate
GYHKIMOHAHE je IHAYNHE CJIEeau

fn) = f(ka+1i)= f()+ ka = (n; + k)a.

Ilakie, ceM Hysna (yHKIUje, OBO Cy jeauHe MOryhHOCTH 3a pernema nare
jemnaumue. 3amMeHoM m = ka + 1, n = la + j ce nobuja

fm+f(n) = flka+i+ f(la+j))=f((k+1+n;)a+1)
= (k+1+4n;+n)a= f(m)+ f(n),

ma OHa TO W jecy.

MO ’96.4

Heka je 15a + 16b = 22 u 16a — 15b = y? 3a x,y € N. Tana je
z* +y* = (15a + 160)? + (16a — 15b)* = (15% 4 16)(a® + b%) = 481(a® + b?).
Hakme, paxku 481 = 13- 37 | z* + ¢*.

Jema. Hexra p | 2* +y*, rne cy x,y € Z u p memapan mpocTt Gpoj,
rakaB na pZ 1 (mod 8). Tanap|ax up|y.

Jokas. Tlomro p | 2% —y® u, mo mamnoj ®epmaosoj Teopemu, p | 2P~ —
yP~ L cmemu ma p | ¢ —y?, roe je d = (p —1,8). MebyTtum, d # 8, na
d | 4, omakne cnemu ma p | z* —y*, j. p|2y* u p|22*, ommocno p |y
up|a.

N3 nperxomue geme ciaemu na 13 | x,y u 37 | x,y, na cy o u y meLUBA
ca 481, Tj. cBakm on BUX je He Mamu on 481.

Ca mpyre crpane, moryhe je ma je x = y = 481 (3a a = 31 -481 u
b =481).
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MO ’96.5

Heka cy a,b,c,d,e m f nyxwune
crpamuna AB, BC, CD, DE, EF
FA, penowm.

W3 ycnoBa 3amaTra ciaemu ma je
<A = <D, <B = <F u «C = «F.
Hera cy PQ u RS mpase kpo3 A u
D, penom, nopmasae Ha BC u EF,
pemom (P,R € BC, Q,S € EF).
Tana je BF > PQ = RS, na Baxu
2BF > PQ + RS, T1j. Cunuka 4.

2BF > (asin B+ fsinC) + (csin C + dsin B),

U, CIUYHO,

2BD > (csin A+ bsin B) 4 (esin B + fsin A),
2DF > (esinC +dsin A) + (asin A + bsin C).
W3 cunycue Teopeme npumeneue Ha Tpoyriaose FAD, BCD u DEF cnenu:

~ BF R BD ~ DF
© 2sinA’ CiZsinC” EiQsinE’
IITO Ca MPEIXOIHUM Iaje:

Ra

Rat Rot R . 1 sinBJrsinA +1 b SinCJrsinB n
A ¢ B Z 1% \snd " snB 4 sinB = sinC
1 0]
> = )= — .
5 (a+b+...) 5

JemuakocT Baskm ako m camMo ako je <A = <B = <C = 120° u FB L
BC, DB | DE, FD 1 FA, tj. ako u camo ako je metoyrao ABCDEF
NPABUJIAH.

pyeo pewewe. Hera cy taure A’ ,C”,E"” TakBe ma Cy 4YeTBOPOYTJIOBU
ABA"F, CDC"B n EFE"D napanenorpavmun (Bumetu ciuky 5.). Tanma
cy tauke A’ C" B ronumeapse, a camdno Bazku u 3a Tpojke C” E"” B u
E" A" F. Hexka je A’ npecek nopmaJia kpo3 F'u B na FA” u BA”, penowm,
u nera cy O’ u E' ananoruo nedunucane. Ilomro je uersopoyrao A'FA”B
tetusaH, ca npeunuskom A’A”, u kako je AFA”"B = ABAF, ciemu na Bawku
2Ry = A’A” = z. Ciuuno ce nobuja na Baxu 2Rc = C'C" =y u 2Rp =
E'E" = z. Ako je AB = FA" =y,, AF = A”B = z,, CD = C"B = z,
CB=C"D=ux.,, FF =E"D =2, u ED = E'F = y., HeJe IHAKOCT KOJy
Tpeba MoKa3zaTu mocTaje

THY+z22Yat+ 2o+ 2ct+ T+ Tet Ye - (1)
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Heka je C'E' = a, A'E' = ¢
u A'/C' = e, a A; Tauka cuMeTpu-
una ca A" y ommocy Ha cumeTpaJy
<E'A'C’'. Hera cy Fy u By monnoxja
mopmana u3z Ay na A'C' u A'E’, pe-
nom. Cremu na je A1Fy = A"F =y,
u A1By = A”B = z,, onaknue je

arx = A'Ay - E'C' 2 2Sapia, 0 =

2541 1A, +254rcra, = 2o+ €Yq - Cuugka 5.

Cunugno ce mobuja ma je cy = ex. + az. u €z = ay, + cx., na je

C a e C a e
x—l—y—i—z 2 _'Za+_'Zc+_'mc+_'xe+_'ye+_'ya
a C C e e a

GO D)

Te— T — Zq — 2 .
° 5 S e = Je ya, e = 2" Tomro je AA"C"E" ~

NA'C'E’', cnemn ay/a = ¢1/c = e1/e = k, na je (E — E) e1 + (E — E) a; +
a ¢ c e

a & ce ae ea ca ac ec
——Ja=k(——-—+—-—+—-—)=
C C € e a

Hexa je a1 =

Jemnauuna (2) ce czomu Ha

c a Zg + Zc e ¢ Te + Te
rtytz > (_+_)( )+(_+_)(4)
a ¢ 2 c e 2
+(g+g> <ya+ye>.
e a 2

. ¢ a e c a e
KRakoje —+—-22, —+-22u—+—2=22, cnemu x+y+2 2 Yg + 24 + 2c +
a c c e e a

Te+ Te + Ye, Tj. (1).

JemumakocT Basky ako m camo ako je a = c = e u A" = C" = E" =
nearap(AA'C'E’), Tj. ako u camo axko je mecroyrao ABCDEF upasunas.

Hanomena. pyro pememe mpaTtu CTaHIADAHA HOKA3 HejeaHakocTu Frdds—
Mordell, Tj. 3axTeB 3amarka je yoIIITeHme OBe HejemHakocTu. AKo cy
P,, Py, P. nomuoxja nopmana u3 tauke P yuyrap ANABC na BC,CA, AB,
penom, u P,PP,P!, P,PP.P,, P.PP,P/ napanemorpamu, TBpheme 3anaTra
3a mecroyrao P,P!P,P!P.P| naje Erdés-Mordell nejennaroct 3a AABC u
Taury P.
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Bes ymamema ommrocTtu MOMKe Ce MPETIOCTABUTU & CY P U ¢ y3ajaMHO
npoctu (IOBOJBHO je nomeantu cBe x; u p u q ca NZS(p, q) na 6u ce nupobiem
CBEO HA TAaKaB).

Hera cy k u [ 6poj TakBuX i 3a KOje je X;41 — &; = P, OAHOCHO TAKBUX
i 3a Koje je wiy1 —x; = —q (0 <i<n). U3 xg=x, =0 cnenn kp = lg, na
3a Heku npuponan t Baxku k = qt, | = pt u n = (p+ ¢)t. Karxo je n >p+q,
caenm t > 1.

Hexra je y; = Tiypyrq—2i 321 =0,...,n—p—q. CBaknu y; je obnura up—vgq,
rae je u+v=p+gq, naje y; = (utv)p—v(p+q) = (p—v)(p+gq) nemwuso ca
p+q. Kako je yit1 — ¥i = (Titprqt1 — Titprq) — (Tiy1 —x) € {0, £(p+ @)},
cienu ma, ako HujenaH on y; Huje 0, Tama cy cBu y; ucTor 3uarka. MeDhyTum,
OBO je y KOHTPaJAUKIUJU Ca BE30M Yo + Yptq + .- + Yn—p—q = T, — g = 0,
ma je HeKu OJ Y; jedHAK HyJUW, OmakJje ciaemu TBpheme 3amaTka.

Zlpyzo pewewe. Kao u y IpPeTxomqHOM pellemy, MOKEe Ce IPETIOCTABUTH 14
je (p,q) = 1. Hexa je uu3 Tauara A;(y;,2;) (i=0,1,...,n) y N2 nepunucan
WHAYKTUMBHO Ha ciaenehu mauwm:

Ag = (0,0) m mera je (yit1,2i+1) = (yi,2 + 1) aro je xiy1 = z; + p,
OIHOCHO (Yit1,2i4+1) = (yi + 1, z;) nnaue.

Taure A; remepunry Tpajekropujy L y N2 (uzmommena muaumja, Koja ce
kpehe ,rope® wiu ,, mecHo” my:k 1EIOOPOjHE pEIIeTKe, KOpaluMa, Iy:KUHE
1). U3 ycnoBa 3amaTka ciaemu na je x; = pz; —qy; 3a CBe i U, Kako je &, = 0,
na je (zn,yn) = (kq, kp) 3a mero k € N. Ilomro je y, + 2, =n > p+gq, caemu
na je k > 1. Kako je x; = x; ako u camo ako je A;A; || AoAn, Tpeba
IOKA3aTo na mocToje 4,7, @ < j, (4,7) # (0,n) 3a roje je A;A; || AoA,.

Aro L nma 3ajeqauyky yHyTpammny tadry ca AgA, tBpbheme je, TpuBu-
janno, ucoymeno. Heka Baky cyIpoTHO U Heka je Pj; IpaBOyraoHUK, umje
Cy CTpaHe mapaJiejlHe KOOpIUHATHUM OCaMa, a TeMeHa y Tadkama (ip, jq) u
((i+1)p,(j+1)q). Hera je L;; neo Tpajexropuje L, Koju ce Hanasu yHyTap
P;;. DBe3 ymamema ONIITOCTH MO/ Ce IPETIOCTABATH Oa KpPajmbe Taduke
Loo nesxe Ha BepTURAJHUM cTpanama Pyy. Tana mocroju d € {1,...,k—1},
TAKO Ia Kpajime Tauke Lgg Jeke HAa XOpU3OHTAJHUM cTrpaHama Piy. Heka
je L, Tpajexropuja koja ce nmobuja rpancmanujoM Lgg 3a BekTop —d(p, q).
Kpajme raure L), meske Ha XOPM3OHTIAJHUM crpanama Py, ma Loy n L,
nmajy 3ajenanury taury X # Ag. Tauka Y, mobujena TpaHcaanmjoM Tavke
X 3a Berrop d(p,q), npunana L n 3amosomasa XY || AgA,.

MO ’97.1

(a) Hera je ABC mpaBoyrau Tpoyrao ca IPaBUM yIJIOM KOJ TeMeHa B,
yuja TeMeHa UMajy mese koopauHaTe, a karere AB = m u BC = n nexe
HA CTPaHUIAMA jeIMHUYHUX KBanapara. Heka je D Tauka ca 1meaobpojHum
KOOpuHaTaMa, TaksBa nga je derBopoyrao ABCD npaBoyraoHuk (Bumeru
ciuky 6).
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Cuuxra 6. Cuura 7.

IIpaBoyraonuk ABCD je HeHTPaJHO CUMETPUYAH y OTHOCY Ha Cpe-
mumre O xunorenyse AC. Ilpu Tome, ako cy OpOjeBU m U n UCTE MAPHOCTH,
onma cy upue tauke tpoyria ABC cumerpuuse y omHOCy Ha Tauky O
ca npauM Tauvkama tpoyria CDA, a Gese Tauke TPBOT TPOYTJa CUMET-
puuHe GenuM Tadykama Apyror tpoyraa. Ako cy Si(F) u So(F) mospummue
upHor u 6esor mena ¢urype F, pemom, oHna, 360T IOMEHYTe CHMETpPUje
npasoyraouuka ABCD, Baxku

F(m,n) = |S1(ABC) — Sy(ABC)| = %|51(ABCD) _ S,(ABCD). (1)

Axo cy 6pojesu m u n o6a napuu, tana je y npasoyraouury ABCD napan
Opoj jemmHMYHUX KBagpara W MeDy muMa jemnHak Opoj npHux m Oesmx,
na u3 jemHakoctu (1) caemu ma je f(m,n) = 0. Ako cy 6pojeBu m u n
oba HemapHu, OHAa ce Opoj Oeamx m OPOj NMPHUX jeIUHUYHUX KBaApaTa y
npasoyraouuky ABCD pasnukyjy 3a 1, ma ce u3 jemnakoctu (1) moGuja
na je f(m,n) = 5

(6) Ako cy Gpojesn m u n 06a napuu uau oba Hemapuu, Tana je f(m,n) <
% < %max{m, n}. Herka cy m m n 6pojeBM pas3iuuuTe NAPHOCTH, HA
npuMep, m napas u n Henapan 6po. Hera je ) taura rarere BC, TarBa
na je BC; = n—1, ciuxka 7. Tana je n — 1 mapan 6poj, ma Ha OCHOBY
repbema nokazanor nox (a), crean ga je S1(ABCY) — S2(ABC) =0. Axo
je S(AC,C) nospumuna tpoyraa AC1C, cuemu

flm,n) =|S1(ABC) — Sy (ABC)|
= |51(ABcl) + Sl(AC’lc) — SQ(ABCl) —
= [|S1(ACLC) — S2(AC1C)| < S(ACC) =

S2(ACLO)
< 1max{m n}
2 ~ 2 b b

yuMe je APYyru meo TBphema 3amaTka MJOKa3aH.

(8) Ompemumo f(2k + 1,2k) 3a npoussoman npuponan 6poj k. Hera je
ABC npaBoyrau Tpoyrao, TakaBs Ja je Tauka A KOOpAMHATHU TOYeTak, BB
Tauyka Ha r-ocu 3a Kojy Basku AB = 2k+1 u C Tauka ma npasoj x = 2k + 1
3a kojy Basku BC = 2k.
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VoA
C = Oy
Bak—1
A3/
Bs
A2
B>
A//Cl
o By
x
A=Ay Bo B .
Cunuka 8.

Heka cy Ag, Ai, ..., Asx_1 Taure npeceka npase AC' ca npasum y = 0,
y=1, ..., y =2k —1, perom. Hera je By taura ny:xu AB TakBa ma je
ABy =1 u ueka cy By, By, ..., Bai_1 Tauke npeceka npase ByC ca mpaBum
y=0,y=1, ..., y =2k —1, penom. Hera cy Cp, Cq, ..., Cop_1 Tauke
npeceka npase AC ca npasum ¢ = 1, ¢ = 2, ..., = 2k, penom (Bumeru

ciuky 8). Hera je xBampat koju canp:xm tpoyrao AgBoCy obojen upHo.
Tana je moppumuaa upHor meaa tpoyria AgByC

Sl (A()Boc) = S(A()Boco) + S(AlBlCl) + ...+ S(AgkleQkflchfl)

_1 2%k [N (k1) 1Y
22k +1 |\ 2k 2k 2k
1 4k +1

124224+ 4+ (2k)?] = ——.

T 4k(2k + 1) 12

IMopumua Gesor mena tpoyraa AgBoC je Sa(AgBoC) =k — (4k +1)/12 =
(8k —1)/12. Ha ocuoBy Tora u pesyarara HOKA3aHOT mon (&), ciemu

F(2k +1,2k) = [S1(ABC) — S3(ABC)|
= [S1(BoBC) + S1(ABoC) — Sa(BoBC) — Sa(AByC)|

4k+1 8k—-1 2k —1
= |S1(AByC) — S2(AByC)| = o " 12 |t e

ITpema Tome, Bpemuoct f(2k + 1,2k) seha je on npoussomue roucranre C

. 6C +1
akxo je k > 5
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Hera cy By u C; penom cpemumita crpanuna AC u AB, ¢ = <CAU, ¢ =
<BAU. Kako je BiW cumerpana nyxu AC u C1V cumerpana my:xu AB,
caemu na je <ACW = ¢ u <ABV =9 (Bumeru caury 9). Ako cy a, 8 u 7y
yraosu tpoyraa ABC rkonx temena A, B u C, penom, tana je

IBTC=180° - (-0 +v—p)=a+p+0=a+a=2a.

Cuura 9. Cuura 10.

W3 cunycue Teopeme, npuMenere Ha Tpoyrao BTC, nobuja ce

TB TC BC _ 2R sin o R

sin(y —¢) sin(3—19) sin2a  sin2a  cosa’

rae je R mosmynpeunuk ommcase kpyskHuie. V3 ycnoBa ma je a HajMamu
yrao tpoyraa ABC cnemn na je cosa >0 mu na je f—9>0uvy— ¢ > 0.
Iame je

TB+TC

- [sin(B — ) + sin(y — )]
COS &
. Bty—a  B-v+te—1
2R sin cos

= 2 = 2R cos
Cos o

B-rte—9

(1)
Kako cy mepudepmjckn yrioBu HaL UCTUM JIYKOM jeITHAKU, CIEIN Oa je

<UBC = ¢ u <UCB =1, na je

AU =2Rsin(f+ ¢) =2Rsin(y +9) = R - [sin(8 + ¢) + sin(y + 9)]
:2Rsinﬂ+’y+acosﬂ_’y—g(p_ﬁ:2RCOSW. (2)

N3 jemuarocru (1) u (2) cremn na je AU =TB+TC.

Apyeo pewewe. Herka cy X m Y pemom taure npeceka npasux BV u CW
ca onucanoM KpyskaunoMm tpoyria ABC (Buzeru cauky 10). Ilomro rauka
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V npunana cumerpasnu nysxu AB, Baxu AV = BV u AU = BX, a kako
je yrao A majmamu y tpoyriay ABC, tauka X npunana ayky AC koju me
canpyxku B. Cauuno, u3 ycaosa na tauka W npunana cumerpasu aysxu AC,
cinemnu na je AW = CW u AU = CY, a u3 yciosa na je A majMamu yrao
canenu ma tavka Y npunana ayry AB koju me camp:xu C. Ilpu Tome, Bazku
u BX =CY. Onarne cnemu na tauka 1’ npumnana 3ajeIHUYKO] CUMETDAaJIN
ny:xxu BY u CX u ma Baske jemmaxkoctu TB =TY u TC = TX, na cinemu
naje AU=CY =TY +TC=TB+TC.

Hanomena. Jemmaxkoctu TB =TY u TC = TX mory Outu mokazaHe U Ha
cnenehn HaywmH:

Kao y npsom pememny moraske ce ma je <BTC = 2a, a Kako Cy yrjioBu
<BYC u «BXC jennaru « (kao nepudepujcKu yrioBU HAL UCTUM JLyKOM )
u kako je <BTC = 2« cnomammu yrao 3a tpoyrao BTY, To je 2o =
<BYT+<Y BT = a+<Y BT, onakne caenu na je <Y BT = a. Ilpema Towme,
Tpoyrao Y BT je jemmaxkokpaku ca BpxoMm T, ma ciaemu na je TB = TY.
Amnasoruo jeu TC =TX.

IMO ’97.3
3a npousBOJHY mepmyranujy m = (Y1,Y2,...,Yn) OpOjeBa 1, Ta, ..., Tp
. . n+1 .
mexa je S(m) = y1 + 2y2 + ... + ny, u Hera je d = Heka je my =
(1,22, ..., xn) BT, = (Tn, Tn-1,...,21). Axro je |S(my)| < d nim |S(nf)| < d,

tepbeme 3amaTtka je mokaszamo. Muaue je |S(mp)| > d u S(nf) > d. Kako je

S(mo) +S(mg) = (x1+2x2+ - +nxy) + (xn + 22,1 + -+ + nay)
=n+1)(x1+az2+ - +x,),

u |z +ao+- -+, =1, cnemn |S(m)+S(7g)| = n+1 = 2d. VI3 npernocraske
na cy 6pojesu S(mg) n S(ng) mo amcosyrtHoj Bpentnoctu Behin oxn d, cinenn
na je jeman onm mux Behm on d, a apyru Mamu om —d.

Ilocrojm ®M3 mepmyTanuja mo, 71, ..., Tm = T3, TAKO Na CE CBaKa
OCHUM TIpBE MePMyTallije U3 TOT HMU3a A00uja TPAHCIO3UIMjOM IBa CYCEITHA
ujnaHa OpeTxonHe mepmyTammje. Aro ¢y m = (Y1,Y2,---5Yn) U Tip1 =
(21,22,...,2,) ABa CyCemHa WJaHa TOT HU3a, moctoju k € {1,2,...,n — 1},
TAKO N& BAKU 2k = Yk+1, 2k+1 = Yk U 2; = Y; 3a cBe unmekce j & {k, k+ 1}.
Kako 3a cBaku unnekc ¢ Baxku |z;| < d, nobuja ce

|S(mis1) —S(m)| =|(z14+ 222+ ...+ nzy) — (y1 +2y2 + ... +n2y)|
= |kzk + (k + 1)Zk+1 — kyk — (k + 1)yk+1|
= Yk = Yra| < yel + [ypsa| < 2d.

IIpema Tome, S(mp), S(m1), ..., S(mm) je HM3 GpojeBa, Takas ma ce CBaka
IBa y3aCTONHA 4YjaHa TOr HU3a Pa3juKy]y He Bume on 2d. Kako ce mpBu
U HOCIHeN\U YiaH Hu3a, Tj. Opojesu S(mg) n S(my) = S(7)) mHanase ca
pasHux crpasa uHTepBana [—d,d], cienu na 3a meko i € {2,3,...,m — 1}
Basku S(m;) € [—d,d], Tj. |S(m)] < d.
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(a) Herka 3a mexku mpupoman O6poj n > 1 mocroju cpebpHa Marpuna
A mumensuje n X n. YHU]y i-T€ BPCT€ W i-Te KOJOHe marpuie A Ha-
30BUMO i-TUM KPCTOM. Y CBaKOM KPCTY CpeOpHE MaTpHuIle CBAKU €JIEMEHT
cryma S ce mojaBibyje TadyHO jemaHmyT. llomTo ce Ha TJIaBHO)] OUjaro-
HaJau MaTpuile A HaJa3M TAYHO 1 eJIeMEHATA, TO MOCTOje eJIEeMEHTU CKyla
S =1{1,2,...,2n — 1} roju ce He mojaBmyjy Ha TOj mujaronanu. Hera je
T TakaB ejieMeHT. AKO ce eJleMeHT T Haja3u y IPECEKy i-Te BPCTEe U j-
Te KOJIOHE, TIe je i # j, OHIA €JEeMEHT I MPUIAIA -TOM U j-TOM KDPCTY.
Kako cBaku KpCT caIp:KM €JIeMeHT T, TO CIeNU Ja eJieMeHT T (Koju ce He
nojasibyje Ha mujaroHau cpebpHe MaTpuie) rpyIulle y IapoBe KPCTOBE
matpuiie A. Bpoj Tux KpcToBa jemHak je n, ma cieau Oa je n mapan 6poj.
Kako je 1997 menapan 6poj, To 3a n = 1997 e nmocroju cpebpHa MaTpuna.

(6) 3a cBaku 6poj n = 2% rne je k mpuponan 6poj, mocToju cpebGpHa
MaTpuma IuMeH3uje n X n. 3a n = 2 = 2! mpumep cpebpHe Marpuie je

[43)

JTOoBOJBLHO je joIr moKasaTu Ia ako MOCTOju cpebpHa marpuiia A muMeH3uje
n X n, oH#a moctoju u cpebpua marpurna D mumensuje 2n x 2n. Heka je A
cpebpHa MaTpulla IUMEH3Uje N X N U HEeKa je

D:[éﬁ]. (1)

[Tocroje paszmuunru n3bopu marpuna B u C, tako ma je D cpebpra Ma-
Tpuna muMensuje 2n X 2n. Ha mpumep, ako je mpsa BpcTa Martpure B

jemnaka (2n,2n+1,...,3n—1), a crenehie BpcTe cy LUKINYHE IePMyTaLUje
npse Bpcre. To 3maum, npyra spcra marpure B je (3n—1,2n,2n+1,...,3n—
2), tpeha Bpcra je (3n—2,3n—1,2n,...,3n—3) ura.. Canvro, npsa BpcTa
matpuie C jennara je (3n,3n+1,...,4n—1), a ocraue Bpcre marpune C cy
MUKJMYHE TepMyTalldje lbheHe IpBe BpcTe. Tana je m cBaka KOJOHA MATPUIE
B nepmyranuja exemenara 2n, 2n+1, ..., 3n—1, a cBaka KOJOHA MATpPUIE
C mepmyraruja enemenara 3n, 3n+1, ..., 4dn—1. Jlako ce mpoBepasa ma je

oBako mobujena marpuna D cpebpHa MaTpula IuMeH3uje 2n X 2n. 3aucra,
axo je 1 <i < n, ogma i-tu KpcT Marpune D caap:ku i-Tu Kpet matpuie A
U3 TOPHEr JIEBOT yria marpure D, i-Ty BpcTy marpurie B U i-Ty KOJOHY
marpuie C. Onpartie ciaenu na i-Tv KPCT Marpuiie D CAIp:KU CBe eJIeMEHTe
cryma {1,2,...,2n—1}, 3aTum cBe enemente ckyna {2n,2n+1,...,3n—1} u
Ha Kpajy cse exemente ckyna {3n,3n+1,...,4n—1}. Aro je n+1 < i < 2n,
ouza i-tu Kpct marpune D canpsku (i — n)-tu Kper marpune A u3 momer
nmecuor yraa marpute D, (i —n)-Ty xonony marpune B u (i —n)-ty BpcTy
marpune C. Ilakne, u y 0OBOM ciyuajy i-Tu KpCT mMarpuie D cagp:u cBe
enemente ckyma {1,2,...,4n —1}.
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Ipyra moryhuocr je ma ce marpuna D omer morpasku y obuauky (1).
Axo maTpuna A uMma CBe jeauHUIle Ha TJIaBHO] AUjaroHaJu, Taaa U MATPULA
D nmva cBe jemurure Ha raasHoj mujaronanau. Marpune B u C mory qobutu
Ha cienehu nHaywms:

Matpuna B nobuja ce u3 marpurie A TAKO MTO Ce€ CBAKU €JIEMEHT Ma-
tpunie A moseha 3a 2n, a marpuna C' ce nobuja u3 marpure B Taro mTo
ce cBuU OpOjeBUM HA WHEHO] TIABHOj AujaroHaju 3amene ca 2n. Jlako ce
mpoBepaBa ma je m OBako mobujena marpuria D cpebpHa.

MO ’97.5

Hexka je nmap (a,b) pememe marte jemHadube y CKyIly OIPUPOIHUX OPOjeBa U
Heka je d HajBehwu 3ajenumuru nennnan Opojesa a u b. Tana je a =dx, b=
dy, rme cy x 1 y y3ajaMHO MTPOCTU MPUPOTHU OpPOjeBHM, MMa JaTa jeTHAYNHA
nmobuja caemehu ekBuBaJieHTaH OOJIUK

(da)®" = (dy)*. (1)

Y 3aBHCHOCTH 01 BPeIHOCTH eKcmoHeHara dy’ u ¢ moctoje caemehnu ciayua-
jeBu:

1. Hera je dy? = z. Tama ce u3 jemmaumne (1) nobuja ma je r =y, a
KaKO Cy T U Yy y3ajaMHO TpoCTu OpojeBu, ciaenu ga je r =y = 1. U3
jemmakoctu dy?> = x cremu d = 1, ma je a = b = 1. IIposepom ce
nobuja na je nap (a,b) = (1,1) pememe nare jeanauune.

2. Hexa je dy? > z. Jemmaumnma (1) ce Moxke 3amucaTn y oKy

2

ddyZ—;p . $dy _ yai (2)

2 .
W3 (2) cremu ma ce x% campxum y y®, a Kako Cy T M Y y3ajaMHO
upoctu Opojesu, ciaemu na je = 1 u jemmauuHa (2) nobuja ekBuBa-
JIeHTaH ODJInK

AW =y, (3)

Axko je d = 1, omma u3 (3) caema ma je y = 1 u dy? = 1, mTo je
Yy KOHTDAIMKIUjU ca IpeTmocTaBkoM dy? > x. 3a d > 2 jemmaumna
(3) mema pemema, jep 3a d > 2 U 3a CBaKM NPUPOJAH OPOj Y Basku
ddv’-1 > 9dy*~1 > 2%yl > y. IlpBe mBe om TUX HeEjemHAKOCTU CY
ounrsiense, a HejemHakocT 22! > gy ce mako mOKasyje WHIYKIW]jOM.
IIpema Tome, y cayuajy 2 marta jemHadynHa HEMA PEIICHA.

3. Hexra je dy? < x. Tama je z > d, a jemmaumna (1) ce Mose 3amicarn
y ObIUKYy

xdyz _ dz—dy2 . yx' (4)
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U3 (4) cnemu ma je y* nemumiar 6poja 2%’ a karo cy T 1 y y3ajaMHO
upoctu 6pojeBu, TO ciaemu na je y = 1, na jemmauumna (4) mobuja
00nuK

x? = d* 7, (5)

Kako je z > d, To u3 jemmaxoctu (5) caemu na je d < z —d. U3
jemnakocru (5) rakobe caemu na GpojeBu x u d UMajy UCTE NPOCTE
nenwmonie. Hera je p mpoct menuaar 6pojeBa © m d m HEKa Cy T U S
nHajsehu excnonenTn 3a koje Baxku p” |z u p® | d. Tama us jennakoctu
(5) caenu rd = s(xr — d), a xako je d < x —d, To ciemu ma je r > s.
3ato je 6poj x memwus ca d, tj. © = kd 3a Heku neo Opoj k. Jemnaumna
(5) mobuja obmuk

k=d"2 (6)

ITomro je d < x — d, T0o je ©* > 2d, na caemu na je k > 3. Cama ce
u3 (6) mobuja ma je d > 2. Iuckycujom mo k u3 jemmauune (6) ce
nobuja:

e Ako je k = 3, ounma je d = 3, omariye ciaemu x = 9, a = 27,
b = 3. Jlako ce mposepasa na je nap (a,b) = (27,3) pememe narte
jenmHavunHe.

e Axo je k = 4, onma je d*> = 4, 1j. d = 2, onmaxyie ciaemu r = 8,
a = 16, b = 2. TIposepom ce mobuja na je map (a,b) = (16,2)
pelleme naTe jeIHAUNHE.

e Axo je k > 5, onna jeqHaumEa HeMa pemema, jep je dF 2 > 272 >
k, mpum yeMy ce ToOCJemma HejeTHAKOCT JIAKO MOKA3Yyje WHIYKIN-
joMm.

Ilakne, nata jennauuna uma Tpu pemema. To cy (1,1), (27,3) u (16,2).

Lpyzo pewewe. Hexa npupomau 6pojeBu a u b 3am0Bo/baBajy maTy jemaHa-
guny. Tana a u b umajy ucre npocre dparkrope. Heka je

(e SN}

a=pi'py® ... py, b:p’flp’gz...pgn,

roe ¢y pi, P2, ..., Pn OPOCTHU 6pojeBn, a 1, g, ..., Qn, ﬂla 523 sy /Bn
npuponuu 6pojesu. Tanma 3a cBako i = 1,2,...,n Baxku ;b = Ba, Tj.
Q5 a

o =4z =7 33 HEKH paluOHANan 6poj .
i

. . . 2 s
Crnemn a = b, ma ce 3aMeHOM y naTy jemmauuny mobuja ma je (b7)" = b,

omakse ciema rb? = b, Tj.
r=0""2 (7)

[Tomro je pammonasanm O6poj r jemHak PANUMOHAJHOM CTEIEHY ITPUPOIHOT
6poja, To caenu ma je r npuponan 6poj. Ciemn:
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e Ako je r=1, ouma je b=1wu a =1, mro jecte pemene.

e Axro je r =2, onna ce u3 (7) sako mobuja ma y OBOM Ciyuajy HeMa
penema.

e Axo je r =3, ouma u3 (7) cmemu nma je b= 3, ma je a = 33 = 27.
e Ako je r =4, onga je b> =4, 1j. b=2u a = b* = 16.

e Ako je r > 5, oHIa Ce MHAYKIMjOM JIAKO IOKA3yje Na BasKU HejemaHa-
kocT r < 2" 72 ma m3 (7) caemw ma y OBOM CITydajy HEMa pPemIeHa.

MO ’97.6

Heka je pasbujame mpupomHor Gpoja mpencraBibame TOr Opoja y obiau-
Ky 30upa cabupaka koju cy crenenu nsojke. CBako pasbujame Opoja
2k + 1, campsu Gap jemam cabupax obmmka 1 = 2°. Axo ce m3ocTtaBm
TakaB cabupaxk, moduja ce pazdbujame 6poja 2k. Baxku u oOpHyTO: ako ce
IPOM3BOJLHOM pasbujamy 6poja 2k mona cabupar 1 = 20, nobuja ce pasdu-
jame 6poja 2k + 1. IIpema Tome, meDhy pasbujamuma Opoja 2k + 1 u Opoja
2k mocToju Oujermnuja, Tj. 3a CBAKM MPpUpOIaH Opoj k BaKM je IHAKOCT

f@2k+1) = f(2k). (1)

Cpa pasbujama maprOor Opoja 2k ce MOry HTOZEIUTH Yy [OBE MUC]yHKTHE
raace S1 m Sy. Kuaca S; canpsxu pasbujama y kojumMa mMa cabupaka
jemmarmx 1 = 2°, a wmaca Sy campssn paszbujama Koja HeMajy TakBUX cabu-
paka. Mameby waace Sy u pasbujama Gpoja 2k — 1 mocToju 6ujexnuja (ako
ce y IpPOM3BOJLHOM paszdujamy IpBe KJIace U30CTaBU jeqHA jeAUHUIA, HO-
buja ce pazbujame Opoja 2k — 1; ako ce mpouw3BOBHOM pa3bujamy Opoja
2k — 1 monma jemmnurtia, mobuja ce pasbujame Opoja 2k y rKoMe mMma cabu-
paka jemmakux 1). Couuno, nsmeby raace Se 1 pazbujama 6poja k nocroju
bujexnuja (ako ce cBaku cabupak IPOU3BOJLHOr pasbujama kiaace Sy mpe-
moJIoBU, nobuja ce paszbujame 6poja k; aKo ce cBaku cabupak IPOU3BOJHHOT
pasbujama Opoja k ymsoctpyuu, nobuja ce pasbujame u3 riaace Sz). Ha
OCHOBY TOra mobuja ce cienehy peKypeHTHY Be3y:

f2k) = f2k 1) + f(k). (2)

Axo ce momepunumme f(0) =1, ouna popmyne (1) u (2) Baske 3a cBaku 1eo
6poj k > 0. M3 dopmyna (1) u (2) ce nobuja na je f(0) = f(1) < f(2) =
f(3) < f(4) = f(5) < f(6) = ..., tj. mu3 f(n) je pacryhu. Ilame, n3 tux
dopmyna caemu na 3a k=1,2,3,... Baxu

f(2k) = f(2k = 2) = f(k). (3)

Axo ce 3a mpousBoJbaH NMPUPOAAH Opoj n cabepy jeAHAKOCTU KOje ce Ho-
bujajy u3z (3) 3a k=1,2,...,n, nobuja ce u caegehia pexypenTHa Be3a:

f@2n) = fO)+ f(1) +...+ f(n). (4)
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Kaxko je f(0) = f(1) =1, a mu3 (f(n)) je pacryhun, To 3a n > 2 u3z (4) cnenun
f@2n) =24+ (f2)+fB)+...+f(n) <2+ (n—-1)f(n) (5)
< f(n)+ (n=1)f(n) =nf(n).
Kopucrehu (5), nobuja ce:

f(2n) < 2n—1f(2n—1) < 2n—1 . 2n—2f<2n—2) < 2n—1 . 2n—2 . 2n—3f(2n—3>
<...o<2vtoon=2 ol f(2) = 2. 2n(n—1)/2,

Jlako ce mpoBepaBa ma 3a n > 3 Basu Hejemmaroct 2 - 2"(—1)/2 < 2m’/2 g
THMeE je NOKa3aHa JeCHa HejemHAKOCT M3 TBpDhema 3amaTka.
3a nesie Opojese a u b koju cy unn 06a mapHU UM 00a HEMAPHU U TAKBE
na je b > a > 0, Ba3u Heje THAKOCT:
fo+1) = f(b) = fla+1) = f(a). (6)

Sawucra, k0 cy a u b napuu 6pojesu, oHIa Ha OCHOBY jemakoctu (1) cienm
naje f(b+1)—f(b) = fla+1)— f(a) =0. Aro je b=2by —1 u a = 2a; — 1,
rme ¢y ap m by mpupomam OpojeBu 3a Koje Bazku by > a1, oHma ropuctehn
jemnakocr (2) m MoHOTOHOCT Hu3a f(n) caenu na je

fOO+1)—f(b) = f(201) — f(2br — 1) = f(b1) > f(a1)
= f(2a1) — f(2a1 — 1) = f(a+1) = f(a).

Hexka je r mapan, a k npuponan 0poj, Tako na Baxku r > k > 1. Axro ce y

nejennaxoctu (6) 3amenu a =7 —j, b=r+j, peqom 3a j =0,1,...,k— 1,
u cabepy mobujeHe HejeTHAKOCTU, CIAEIU 1A je
fr+k)=fr) 2 fr+1) = flr—k+1). (7)
Moo je r mapan 6poj, To je f(r+ 1) = f(r), na ce uz (7) mobuja:
fr+k)+fr—k+1)=2f(r) 3a k=1,2,...,r (8)

Cabupamenm nejequarocty (8) n kopumhemem jennakoctu (3) cieman

2ef(r) < F)+f(2) + ... + f(2r) = f(4r) - 1,

OlaKJIe Najbe CIeUd Na 3a CBAKU mapad o0poj r > 2 sawu f(4r) > 2rf(r).
SamenoM r = 2™ 2 nobuja ce HejemTHAKOCT

f@m) >2amTipemT?), (9)

Bpoj r = 2™~ 2 je mapam ako je m > 2, a mejemmaxoct (9) Baxkm u 3a
m = 2. Kowmaumno, ako je n mpupomnan 6poj sehu on 1 u [ mpuponan Opoj
TakaB na Basku 20 < n, OHAA 3aMeHOM y Hejemmaroctu (9), pemom m =
n,n—1,...,n—2l+ 2, ce nobuja cnenehu HU3 HejeTHAKOCTU

f'(2n) > 2n—1f(2n—2) > 2n—1 . 2n—3f(2n—4) > 2n—1 . 2n—3 . 2n—5f(2n—6)
> 2(n—1)+(n—3)+~-~+(n—2l+1)f(2n—2l) _ 2l(n—l)f(2n—2l).
(10)
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Axo je n mapan 6poj, ouma 3a | = 4, u3 (10) ce mobuja
@) > 2 f(20) = 2/,
a ako je n memapa 6poj, ouma 3a l = (n—1)/2 u3 (10) ce nobuja

f(2n) > 2(71,271)/4 . f(21) — 2(7’7,271)/4 . 2 > 271,2/4'

Apyeo pewemwe. Ilpe ceera, 6poj f(2") upeacrasiba Opoj peniema je HAYMHE
zo + 2x1 + 2%y + ... 4+ 2", = 27, (1)

Yy CKYIIy HEHEraTUBHUX IeJuX OpojeBa, a Takohe m Opoj pemema HejemHa-
quHe
21 4 2220 + ... + 2"z, < 27, (2)

y CKyIy HeHeraTtmBHUX Iesux OpojeBa. Ilame, 3a cBako ¢ = 1,2,...,n,
MOCTOjU TAUHO je[IHO pemreme Hejemnaunue (2) 3a koje Baskw 2ix; = 27, Y
oCTaIuM pememuMa 3a CBako 1 = 1,2,...,n Baxn 2'z; < 27. HejemnakocT
2ix; < 2" Baskm 3a x; € {0,1,...,2" 7 — 1}, Tj. 3a 2"7! HeHETaTUBHUX TETUX
BPEIHOCTU NPOMEHJbUBE T;. lIpema Tome,

f@M <n+ HQ"_i =n 4 2n(n=1/2 o o' /2 34 > 3.

i=1

ITocnenma mejemHaKOCT ce JIAKO MOKA3yje MHAYKIUjoM. Tume je moxaszaHa
ropma omnena 3a 6poj f(2"). Y mumy mobujama nome omexe 6poja f(27)
Pa3MOTPUMO CKYI

A={(z1,...,2n) ER" |21 20,...2, 20, 121 + ... + apz, < k}.

rge ¢y ai, ..., Qnp, k HEHETATUBHU peaany OPOjeBU. 3a CBaKy TadKy
t = (t1,...,ty) € A, roe cy ty, ..., t, HeHeraTuBHU yeau OPOjeBU, pPas-
MOTPUMO N-IuMeH3noHy Koukry t + [0,1]". YHuja TaxBux komku (mo cBuM
neauM Tavkama u3 A) canp:ku Ckyn A u uMa 3anpeMuHy jeqHary Opojy
nemnx tavaka y A (ako x = (z1,...,2,) € A, onga x € ¢t + [0,1]", rzme je
t = ([z1],...,[zn]) € A). IIpema Tome, Gpoj Henux tadaka y A HUje Mambu
on zampemune ckyna A. [Ipumenom moGujeHor 3akbyvak Ha HEjeIHAYUUHY

201 + 2220 + ...+ 2" g, <27

(3amemapyje ce cayuaj o, = 1, jep OH Aaje caMo jeJHO peliemne), 1o6ujamo
ce ma je

R 1 > >
n _ (n®—n)/2 n®/4
f(2 )27(71_1)! Ul 9 —7@_1)!2 > 2 3a n=09.
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Pamu 6osme mpouene, u3 ciayvaj x,—1 = x, = 0 u Hejegnaumue 2x; + 2229 +
42" 2 5 < 2" mobuja ce ma je

2

1 o 1 e )
n (n“—n)/2-1 n*/4

f(2") > D Ul 5 = (n—2)!2 >2 3a n > 4.

[Tocmenma HejemHAKOCT ce JaKO NOKAa3yje MHAYKIUJOM. 3a 1 = 3 BayKuU
f(2%) = 10 > 2%, ma je TuMe 3aBpmIeH mOKA3 JOHCI OrPAHUYEHA ODPOja
f@m).

9(n®—n)/2

Hanomena.  Kopucrehun norazamy mejemmakoct f(27) > W u
n—1)!

ouursenny Hejennaroct (n — 1)l < n™, nobuja ce na je

f(2n) > 2(n27n)/27n log, n

W mopen ummenune na je NOma MPOIEHA Teka, OHA je MOCTa ciuaduja on

. 2

ropme npouesne (Ha npumep, saxku na f(2") (3a Beauke n) npemamyje 2
1

3a CBaKo ¢ < 5)

MO ’98.1

(a) Heka je werBopoyrao ABCD rerusan. Tana je PA = PB = PC = PD.
Ha ocHOBy cBOjcTBa mepudepunjCcKnx u IMEHTPAJIHUX yraoBa qobuja ce

SAPB = 29ACB = 2(% - <iCBD> =7 — <CPD. 1)
Ako je P(XY Z) nospummua tpoyria XY Z, ouna ce us (1) mobuja:
P(ABP) —1.PA.PBsinaAPB - % . PC - PDsin(r — <CPD)

. PC - PDsin<CPD = P(CDP).

DN DO |

A

Cuka 11.
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(6) Hera je P(ABP) = P(CDP) un uexka je E npecer qujaronana AC u BD,
ciurka 11. He ymamyjyhm ommTocT MOske ce MPETIOCTABUTU Ha Tadka P
npunana tpoyriay ABC, tj. jemnom ox tpoyriaoBa ABE wnu BCFE. Hera
cy o = <ABD, ¥ = <ACD u verka cy M u N penom cpeauinTa CTPaHUIA
ABu CD. Tana je PM 1 ABu PN L CD. Tauke M, N u P uHucy xoau-
meapue (y mpoTuBHOM Ou ce cumerpadie crpanuna AB u C'D nokmnanade).
W3 mpasoyraor tpoyraa ABE ce mobuja <BEM = ¢, <AME = 2¢, na
cremqu <EMP = 90° — 2p. Awnasorno, u3 npasoyraor tpoyria CDE ce
nobuja <CEN =, <DNFE = 2¢, onakzne ciaemu <FNP = 90° —2¢. Basku
u <MEN =90° + ¢ + v, na crenu

INPM = 360° — (<EMP+<MEN +<ENP) = 90° + ¢+ = <MEN. (2)

IMomro je AB =2FEM u CD = 2EN, uz P(ABP) = P(CDP) cnemu na je
EM-PM = EN - PN, Tj.
EM PN 3
EN PM’ (3)

N3 (2) n (3) cnemn na je AEMN ~ APNM, onakine je <EMN = <PNM
u <ENM = <PMN. Ha ocuoBy Tora ciemu na je uerBopoyrao LM PN
napaJsiesorpaMm u ga je <EMP = <ENP. Ilpema tome, 90° —2p = 90° — 241,
Tj. ¢ =1, ogHoCcHO yerBOpoyrao ABCD je terusaH.

Upyeo pewewe. Hera P npunana AAEB, rae je FE upecexk AC u BD (apyru

caydaj ce pamu ananoruo). Heka cy M u N nomuoxja HOpMana u3 P Ha

AC un BD, penom. Tana je P(ABP) = P(ABE) — P(AEP) — P(BEP) =

1 1

§~(AE~BE—AE-EN—BE~EM) = §~(AM-BN—EM~EN). Cuaruno
1

ce nobuja u P(CDP) = 3 (CM-DN — EM - EN). Cnenu na je

P(ABP) — P(CDP) = AM - BN = CM - DN

Hera je ABCD reruBan. Tana je
P meHTap OommMcaHOT KPyra 4eTBOPO-
yrana ABCD, na cy M u N cemumira
nyxxu AC u BD, pemom. Cuoemu
AM = CM u BN = DN, na u3 (1)
cnenn P(ABP) = P(CDP).

Ca mpyre crpase, akO Ye€TBOPO-
yrao ABCD uuje teruBan u PA =

Craura 12.

PB > PC = PD (0BO ce MOsKe IPETHOCTABUTU 0e3 I'y0Jbermha ONIITOCTH),
rana je AM > CM u BN > DN, na no (1) ciemu P(ABP) > P(CDP),
ONAKJIE CIENU U APYTH CMep TBpDhema m3 3amaTka.
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MO ’98.2

Kako je 6poj mapoBa cymmuja jemHak (12’) U KaKO je CBaKU map Cyauja MUCTO
OIlEHMO HAjBUINE Kk TarkMUUYapa, TO je YKymaH Opoj mapoBa IMOIYTApPHUX
ornena Hajswure k - (g) Hexa je x; 6poj cyauja koju Cy TO3UTUBHO OIEHUIU
1-TOI' TaKMUYapa, a y, Opoj cymmja KOju Cy ¢-TOT TaKMHUUYAPa OINECHUIN He-
ratusHO, rae je 1 <4 < a. Tana 3a cBako i Baxku z; +y; = b. Bpoj maposa
CyauMja KOju Cy HAa MCTU HAYWH ONEHWJIU {-TOT TAKMUUIApPa je

(5)+ (%) =5 @ eut-m- > (Gl+w-o)

2 \2
1
. . L Yi
[TomTo je b > 3 memapan Opoj, BaKU u 5 +

[l R

(b —2b) = 1 (b—1)2—1).
5 -(b—1)%. Kako je

1
4
Opoj cBUX mapoBa MOLYJAPHUX OIEHA jeIHAK Z (<2> + ( )), cienu

()5 (()+(4)) = 5

k_b—-1 .
OJlaKjIe JaKO CIeou — > ETRR mTo je TBpheme 3amarka.
a
Hanomena. Iobujena jemmakoct npenusHa (Tj. DOCTUMKE C€ JeIHAKOCT).
. 2r+1 )
3aucra, ako je a = U CBAaKM TaKMUYap je OLeHmeH IIO3UTWBHO
r

Ko paznmuuntux r cymja (b= 2r 4+ 1), 1ako ce Buam na ce MO¥ke I00UTH
jemHakocT. KOpermujoM ropmer mokasa, MOMKe ce IOKa3aTu na no0ujeHu
pe3yiaTar HUje TadaH 3a HapHO b, HO MOxke ce moburum ciaabuja mpoueHa

k b—2
==
20— 2
MO ’98.3

3a ysajamuo mpocre nmpupoare 6pojese a u b Baskn d(ab) = d(a)d(b). Hera
jen= p’flp§2 ©...-p{t, rme ¢y pi, p2, ..., p+ MehycoOHO paznMUUTH IPOCTU
6pojesu, a ki, ko, ..., ky npuponuu Gpojesu. Tana saxu d(n) = (ki +
D(ka+1) ... (ke +1),d(n?) = (2k1 +1)(2ka + 1) - ...  (2ky + 1) m

d(n?)  2ki+1 2ky+1 2k, + 1

d(n)ikl—f—l ko +1 kt—i—l.

: 5 . - d(n?)
Kako je d(n®) memapan 6poj, crenu na je u () rakobhe menapan. CBaku
n
HemapaH Npupogad OpoOj M MOKe NPEACTABUTUA Y OOJIUKY
2k1+1 2ko+1 2k + 1

:k1—|—1 ko +1 .”.k't%-l’
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3a Heke npuponue 6pojese t, ki, ko, ..., ki, TOKA3 MHIYKIMjOM 10 HEIIADHUM
npupoTHUM OpojeBUMa M.
da?)
3a m = 1 tBpbhemwe Bakm, jep je a01) =

Hexka TtBpbheme Baku 3a cBe HemapHe OpOjeBe Mame O HEKOI HEIAPHOT
6poja m. Tama je m + 1 = 2"mg, roe je mo Hemapan Opoj MamU OL M.
Ha ocHOBY mHAyKTWMBHE TPETIOCTABKE CJIEAW OA MOCTOjU MPUPOTAH OPOj

d 2
ng TAKaB O BAKU (ng) =mg. Heka je
d(no)
zo=(2"—1mg—1, x; =2 3a i=12,...,7.
3ai=0,1,...,r — 1 Baskm 2x; = x;41. Hera cy po, p1, ..., Pr—1 PA3IAUUTA
pocT GPOjeBy U y3ajaMHO TPOCTH ca Ny 1 HeKa je n = piopit-....pr 1" ng.
Tana je
dn?)  2x04+1 2z +1 27,1 +1 d(nd)
din)  wo+1 x+1 7 oz +1 d(ng)
1 +1 x9+1 x, +1
= . o Mo
ro+1 x1+1 Tr—1+1
x,+1
= “Mmo.
pr L
Tarobe je
z, + 1 z, + 1 ro+1 2 (o + 1)
= = = — 1 = 27‘ — 1 = .
o+ 1 0T @2 —Dme 0T 21 2 —1 o mn
d(n?)

IIpema Tome, Baku = m, a TUME je DOKa3 3aBPIIEH.

d(n)

MO ’98.4

Heka cy ¢ u b upuponumn 6pojesu, Taxsu aa je 6poj a?b+ a + b nemus ca
ab®> + b+ 7. Tanma je u 6poj

b(a*b +a+b) — a(ab® +b+7) = b* — Ta,
trakobe nemus ca ab® + b+ 7. Iloctoje cnenehu ciygaju:

(a) Hera je b>—T7a > 0. Kako je a > 1, To je b>—7a < ab®>+b+7, na caemm
na y oBoM ciyuajy Basu b? —7a = 0. Ilakme 6poj b je memus ca 7, Tj.
b = 7k, 3a mexu mpupognan 6poj k. Hame, u3 yciaosa b? = 7a, nobuja
ce ma je a = Tk%. IIposepom ce nobuja ma 3a (a,b) = (7k?,7k), rue je
k mpupomam 6poj, Baswm: 6poj a?b+a+b = Tk(49k* + k+ 1) memus je
ca ab® +b+7="T(49k* + k+1).

(6) Hexra je b>—7a < 0. Tana je Ta—b* Mamu o 7a u nemus ca ab®+b+7.
Axo je b > 3, tanma je ab®> +b+7 > 9a, na Mopa 6utu b= 1 nmm b = 2.
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e 3a b = 1 mobuja ce ma je 6poj 7a — 1 memusB ca a + 8. Kaxko
je 7Ta—1="T(a+8) —57 u Basku 57 = 1-57 = 3-19, 1o 3a a
y 063up momase BpegHoctu a = 11 u a = 49. 3a (a,b) = (11,1)
mpoBepoM ciemu na je 6poj a’b+a+b =133 = 7-19 menus ca
ab> +b+7=19. 3a (a,b) = (49,1) nposepom ce nobuja ma je
6poj a’b+a+b=2451 = 43 - 57 nemus ca ab®> +b+ 7 = 57.

e 3a b= 2 nmobuja ce ma je 6poj Ta — 4 memus ca 4a + 9. Kaxko je
4(Ta—4) = 7(4a+9)— 79, a 6poj 79 Hema nennone obauka 4a+9,
jep je mpoct, 4-17T+9 =7Tmu 4-18+9 = 81, cnenu na y oBOM
cIy4dajy HeMa pelema.

IIpema TOMe, ¢Bu mapoBu npuponaux Gpojesa (a,b) 3a Koje BaEM yCIOB
samatka cy: (11,1), (49,1) u (7k?,7k), rae je k mpousBomaH TPUPOAAH
Opoj.

MO ’98.5

Hera cy a = <CAB, § = <ABC, v = <BCA. W3 uumenuny na cy mnpase
KL n RS napanenne, u3z rpoyrina BK R nobujajy ce caenehe jemnakocTu:

T o« T f Ty
BKR=—-—— KBR=— — = BRK = - — .
BER 2 2’ KBR 2 27 bR 2 2

o B
R
L,
K
C M A
Caura 13.

Kopucrehu cunycny Teopemy u3 Tpoyraa BK R nobuja ce (BumeTu ciauky
13):

sin Tr_o cos | —
_ (2 2) _ (2)
BR_W'BK_@'BK .
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cos 3 cos 3
BS=-"2.BL=-—"2.BK. 2)
cos § cos §

Baxu u BI | RS u IK | AB. Kopucrehu te uumenune, [Turaropuny
TeopeMy, KOCUHYCHY TeopeMmy u jemnakoctu (1) u (2) mobuja ce
2IR-I1Scos<<RIS =IR?+1S5%— RS?
= (BI? + BR?) + (BI® + BS?) — (BR + BS)?
— 9(BI? - BR- BS) = 2(BI? — BK?)
=2IK? >0,

omakie ciemu ma je yrao <<RIS omrap.

Lpyeo pewewe. Hera cy E u F cpenumra nysku KM u LM, penom. Tana
cy uerBopoyrnosu RBIE u SBIF rerusuu, onucanu Han IR u IS, penowm.
Caemu na je <RIS = <RMS+<UIRM+<ISM = 90°—(3/24+<IBE+<IBF =
90° — 5/2 + <EBF.

Kako cy BE u BF texxumue nyxu tpoyrnosa BKM wn BLM, penowm,
1
u xaxko je BM > BK u BM > BL, cnenu na je <MBE < 3" <MBK n

1
<MBF < 3 -<<MBL. CabupamemM nocienme nse Bese, mobuja ce <EBF <
g, onakie je <RIS < 90°.

Hanomena. Moxke ce nokasatu (Ha npumep, moMolly BekTopa) na je TBpbe-
BEe TAYHO U 32 IIPOU3BOJBHY IPAaBY KOja IpoJiasu Kpo3 B.

MO ’98.6
Hexka je S cryn cBux ¢yurmuja f: N — N taksux na je
f@?f(m)) =m(f(n))* sacse m,n€N. (1)

Hera je f € Sua= f(1). Aro ce y (1) samenn n = 1, nobuja ce ma je

f(f(m)) =a’m, 3acse m€N. (2)
3am=1wu3 (1) ce nobuja u:

f(an?®) = (f(n))* 3acse neN. (3)
Nz (1), (2) u (3) mobuja ce

(f(m)f(n))? :(f(m))2(f§?))2:(f(m))Qf(émz) (m?f(f(an?)))

=f
= f(maan?) = f(a(amm)?) = (f(amn))?,
omakie caema na je f(amn) = f(m)f(n) 3a cee m,n € N. Ba n =1 Baxn

flam) =af(m) 3acse meN. (4)
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Ako ce y (4) ymecTto m 3aMeHHM MmN U UCKOPUCTHU jenHakocT f(amn) =
f(m)f(n), nobuja ce

af(mn) = f(m)f(n) 3acse m,n € N. (5)

Yecnos (1) je, y3 o3naky f(1) = a, eKBUBaJEHTAH Ca KOHJYHKIMjOM yCJIOBa
(2) n (5). 3a 1o je momosmHO jomr mokaszaru ga u3 (2) m (5) cmemm (1).
Sawucra, npernocrasmajynu na Baxku (2) u (5), caenu ma 3a OPOU3BOJLHE
m,n € N Baxu

n2 m n n m n 2-a2m

a a? a

3a maru mpoct 6poj p Hexa cy p® u p’ majsehu cremenu Gpoja p Koju meme
6pojese a u f(n), penom. Kopucrehu (5) mMaTeMaTHIKOM MHIYKIUjOM Ce
JaKO MOKasyje ma 3a cBaku mpupoman 0poj k Baxm (f(n))F = a¥~!f(nk).
Hajsumm cremenu 6poja p koju meae Gpojese (f(n))* m a¥~! jemmaru cy,
pemom, pFP u p—De  TIpema Tome, 3a cBaku HpuUpomaH Gpoj k, Basku
kB > (k — 1)a, omakiue caenu na je 8 > a. C 063upoM Ia 3akbydvar BarKu
3a TPOM3BOJLAH MPOCT OpOj p, caenu na je 6poj f(n) memus ca a.

f(n)
a
f(n) nemus ca a 3a ceako n € N, ciaequ na je Ha oBaj HAUMH AepUHUCAHA
¢yHKIMja ¢ KOja CKyII IPUPOIHUX OpojeBa mpeciaukasa y cebe. U pyHKIM]a

g mpunana ckymy S. 3awucra, kopucrehu nebuwHUMjy (QYHKIUje g U CBO-
jerBa ¢yurnuje f caemu:

f(n?g(m)) _ f(n)f(n)f(g(m))

Heka je g(n) = 3a n € N. V3 nokasanme uwmmenune na je 6poj

gln2g(m)) = TIm) _ HmIn,
I agm) _ (fm)Pr(rem) _ (fn)?aPm
at a* a*
- (1) =
[Ipurom je g(1) = % = 1. Kopucrehiu (2) u (5), nmobuja ce ma cy

KapaKTepUCTUYHA CBOJCTBa QyHKIMje g € S marta ca:
9(1) =1, g(mn) =g(m)g(n), g(g(m))=m 3zacse m,neN. (6)
_ f(n) ,
Kako 3a csako n € N Basxu g(n) = ——= < f(n), o je, upu onpebusamy
a
MUHUMAJHE BPEIHOCTU KOjy ¢yHKuuje m3 S Mory yseru y Tauyrn 1998,
IOBOJLHO Pa3MoOTpuTu GyHKOUje g 3a Koje Baske jemuaxoctu (6).

Heka je g : N — N npoussomua ¢gyurnuja 3a kojy Baske ycaosu (6). Ipe
cBera, ¢ je unjernuja. 3awucra, uz g(m) = g(n) caemu na je m = g(g(m)) =
g(g(n)) = n. Takobe, ¢pynruuja g npeciauraBa CBakU OPOCT OpPOj y HIPOCT
6poj. Heka Baskm cynpoTHO, Tj. HEKa 3a HEKM MpOCT Opoj p Baskn g(p) = uv
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rae cy u > 1 u v > 1 npuponuu 6pojesu. Kopucrehu csojcrsa (6) nobuja
ce na je p = g(g(p)) = g(uv) = g(u)g(v). omro je p upoct 6poj, To je jenan
oxn 6pojesa g(u) u g(v) jennarx 1. Ho 1o je KOHTpamuKIMja ca YUHEHUIOM
na 3a MHjekTuBHY (yHEIMjy ¢ Baskm ¢g(1) = 1. Ilakme, pyHEmMja g 3ancra
IpecaruKaBa IpocTe OpojeBe y mpocTe.

Kako je 1998 = 233 .37, ¢ ob3upom ma cy 6pojesu g(2), g(3) u g(37)
MeDhycoOHO paszaumuuTy mpocTy OpOojeBuU, ciaemn

g(1998) = g(2-3%-37) = g(2) - (9(3))% - 9(37) = 2% -3.5=120.

IIpeocraje jomr na ce xomcTpyunme npumep ¢yurnuje g : N — N, 3a xojy
Baske yciaosu (6) m 3a kojy je ¢g(1998) = 120. Hera je g(1) =1, g(2) = 3,
9(3) = 2, g(5) = 37, g(37) = 5; g(p) = p, ako je p mpoct OPOj KOjU HE
npunana ckymy {2,3,5,37}. Komaumo, 3a n = pi"p3* - ... - pp*, rme je k
npupomgan 6poj, p1, P2, ..., Pk TPOCTU OPOjEeBU, & a1, A2, ..., O TPUPOITHA
OpojeBu, Heka je

(e 2PN e%:]

g(n) = gPi'py® .- pp*) = (g(p1))* (9(p2))** - ... - (9(pr)) .

Jlako ce mpoBepaBa na oBako nepurmcana gyurnuja g : N — N 3anmoBommaBa
yeaose (6) m mpu Tome Bawm g(1998) =23 -3 -5 = 120.

MO ’99.1

3a mpousBosbHe Tauke P u () Hexa je Spg cuMerpuja y OTHOCY Ha CUMe-
rpany nyxu P(Q. Heka je S roHauvaH CKyn Tavaka y PaBHU KOjU CAIPKUA
Oap Tpu Tauke M 3aJ0BOJHABA IATU YCJIOB U Heka je T Teskumre cryma S.
3a mpousBoJsHe aBe pasnuunrte tadke A, B € § Basu Sap(S) = 5. Onmarne
cnenu na je u Sap(T) =T u TA = TB. Ilpema ToMme, cBe Tauke CKyma
S mpunanajy KpysKHUIM ca HeHTpoM 1 U mpeacTaBibajy TEMEHa KOHBEK-
cuor moaurona. Heka je taj momuron AjAs...A,. Cumerpuja y omHOCy
Ha cuMmerpany ay:ku A; Az npeciaukaBa CBaky O JBE MOJYPABHU UMja je
rpanuna npasa A;As y cebGe. Heka je o oma om TUX NOJypaBHU KOja
caapsku teme As. C 063upoM ma modypaBaH « He CAIP:KU HUjEIHO APYTO
reme n-toyraa AjAs... A, (ocum Ay, Az u Az), u Baku Sa,a,(A1) = Az,
TO je Sa,4,(A2) = Az, Omatne crnemn nma je AjAs = AsAs. Amanorso
ce mobuja ma je AsAs = A3As = ... = A,A| u, Kako TeMeHa IOJUTOHA
Ay Ay ... A, npunanajy jemHoj KpYsKHULM, Taj IIOJUIOH je npasuiad. Jlako
ce mpoBepaBa Oa CKYyI KOjU Ce€ CACTOjU O TEeMeHa IPABUIHOT MOJUTOHA
3a70BOJbABA NATU YCJOB.

Hanomewna. Y OpUTHMHAIHO] Bep3Wju 3aJaTKa, Mpemiaradv je 3axTeBao Oa
Ce MCTU 33JaTaK ypaan U y IPOCTOPY.
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MO ’99.2

IlaTta HejeOHAKOCT je XOMOI'€HA M CUMETPUYHA IO IPOMEHJLUBUM T, ...,
Zpn. Ilpema Tome, Ge3 yMamema OIITOCTH PasMaTpama, MOKE Ce IPEeT-
MOCTABUTU A j€& T1 = Xg = ... =2 Ty =2 0wz +...+2, = 1. Y oBOM
caydajy Tpeba MakcuMm30BaTH 30Up

F(zy,...,0,) = Z ziwj(a] + 7).

1<i<j<n
. . 1 1
3a n =2 ce nobuja na je xiwa(z? + 23) < 5(2x1x2)(1 — 2x119) < g TPH
UeMy jeIHAKOCT BasKU aKO M CaAMO akKo je 2x1xe = 1/2, 1j. x1 = x9 = 1/2.
Herka je n > 3 u x4 mocimemma y HHU3Y IPOMEHJLUBUX L1, ..., Tp
Koja je pazmmumra onm myse. Heka je X = (x1,...,2Tk, Tks1,0,...,0) u

Y = (z1,..., 25 + 1+1,0,0,...,0). Kako je

k—1
F(Y)-F(X) —xkka{ (zk + Tp41) lefwk :Ek_H}

= 2xpas {3k + Tr1) (L — Tp — Thsr) — a7 — a3}
= 2 Tr14( @k + o) (3 — 4(zk + 2p41)) + 2282p41 )

(1)

—_

N3 mejemnarkocty 1 > 21 + o + Tpp1 = i(xk + Zp+1) + Tk + TRy DOOUja ce

2
na je 3 > 2 + Tpt1, na u3 (1) cnemn F(Y) — F(X) > 0. Ipumvenyjyhn
HaBeIEeHy CMEHY HEKOJUKO MyTa mobuja ce ma je
F(zy,...,2,) < F(a,b,0,...,0) = ab(a® + b?)
1 1 11
= S (2ab)(1 ~2ab) < o = F ..,0).
L 2a)(1 - 2a) (35:0+-0)

. 1 .
IIpema Tome, TpaskeHa koHcTanta je C = 3 a jeoHAKOCT ce NOCTIKE aKO
u camMo aKo cy n — 2 om OpojeBa 1, ..., T, jJeOHAKU HYJIU, & TPEOCTATA

mBa cy mehycobHo jennaka (HUje UCKIbYYEH CIydaj Oa Cy U OHU jeJHAKU
HYJIH).

Jpyeo pewewe. Hexa je M = 23 + ...+ 2. Tana je

Y maylad) <YwaM=L.ou (Zm)

1<i<jsn 1<j i<J

<1. M+22i<j‘ri$j 2:1. nx- 4
=2 2 8 41’ '

7=

Je,Z[HaKOCT BaiKM aKO 1 CaMO aKO BayKe yCJIOBU

=2 E Tilj,
i<y
2 2 . . .
ziwj(rv; +x5) = Mzz; 3a cse i <.

—~ o~
w \)
= =
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Jlako ce nmposepasa ma yciosu (2) u (3) Baske ako U caMO aKo Cy 1 — 2 01
opojesa x1, ..., T, jeIHAKN HYJIU, a IpeocTaa aBa cy MehycoOHO jemmaka
(HUje MCKIbYUeH ciyvaj Ha Cy U OHU jeIHAKU HYJIN).

MO ’99.3

Hera cy moma (jemmununm kBanparm) mate Tabie 00O0jeHA HAM3MEHUYIHO
0esio u PHO, KAO Ha MIAXOBCKO] TAOJJM, TAKO Ja je MOHE JIEBO MOJbE IPHO.

Cunura 14.

Heka je x, Tpaskenu majmamu 6poj, b, HajMamu 6poj Oeaux mosma Koja
MOpajy OuTu O3HaUeHA TAKO Aa CBAKO IPHO MOJbEe mMa Dap jeqHO O3HAUEHO
cycemHo 6eJio moJbe M, CJAWYHO, HEKA je ¢, HajMamu Opoj IMPHUX MOJha KOja
MOpajy OuTu o3HaUYEHA TAKO Ja CBAKO 0OeJo mojhe mMa Oap jeqHo O3HAUEHO
cycenuo 1pHo nosse. C oG3upom ma je n = 2k 3a Heku npupompas 6poj k,
TO Ha Tabam mMa jegHak OpOj OeNMX M NPHUX TOJba, ma, 300r cuMeTpuje
tabie, caenu na je b, = ¢, u T, = by + ¢y

Heka cy Gese mujaronasie Koje cy ,mapaJjieiine “ BEJIUKO] IIPHO] IUjaro-
HaJIM HyMepucane OpojeBuma 1, 2, ..., 2k. Y mossuMma aujaroHasia Koje cy
o3Hauene Opojesuma 2, 4, ..., 2k o3zmaummo pemom 2, 4, ..., k, ..., 3, 1
oJba, TAKO Ja HUKOja NBA O3HAUEHA II0J/bA HEMA]y 3ajeJHUYKO TeMe (BUIeTu
ciuky 14, rme je mpencrasmen caydaj k = 5). Ilpm Tome je cBako mpHO
MoJbe CYCEeIHO TAYHO jeTHOM O3HAUEHOM OesioM mosby. DBpoj o3naueHmx
Oesux moJba y OBOM IPUMEDPY jelHAK je

k(k+1
(2+4+...+k)+((k—1)+...+3+1):%7
OaKJIe CJeanu na BarkKu
k(k+1
bni%- (1)

Hame, m1aKo je IpUMETUTH Aa Yy HABEAEHOM IPUMEPY HE IOCTOjU IPHO [0JbE
KOje je CycemHO ca HeKa /IBa O3HaueHa Oesa mosra. lIpema ToMe, HEOIXOIHO
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k(k -+ 1)

2
CTOjU O3HAYEHO I[PHO MOJbE, Tj.

je ozmaumTu Gap IIPHUX TOJhba, TAKO A4 3a CBAKO 0OeJo moJjhe mMo-

k(k+1)

k(k+1)

N3 (1) u (2) u unmenune na je b, = ¢, cnemn na je b, = ¢, = 5

Haxkae, x, = b, + ¢, = k(k +1).
Lpyzo pewewe. 3a n = 2k, HeKa Cy y NPBOM HOTe3y NeJuje CycemHe ca
rpaEunoM o0ojeHe y I[PHO, 3a-

TUM, y OpPYroM, henauje KojuMa Cy Ml
oBe henmje rpammueHe obojene y 1 1

oo, opahe memie oo (AR
Cy HpeTXOAme rpamuume ofojene y O I Ji

IPHO, W TaKO JaJse, MOK C€ CBUM 1l (I [
henujama marte kBampaTHe Tabiie He
npuapysku 60ja (Bugeru ciaury 15).

Ciuuga 15.

Hazosumo hennje obojeme y HekoMm moTe3y mojac. ¥ yodeHOM O0O-
jemy cBaka henuja (Guno Gesa, OGUIO UPHA) MMa TAYHO ABE CyCEIHE [PHE
henuje. Kako je 6poj upuux henuja npu oBaksoMm 60jewmy 2k(k+1), ciaenu
na ce Mopa obenesxutu 6ap k(k + 1) henuja.

Ca mpyre crpase, akO Cce y CBAKOM IIPHOM IOjacy O0ejeke MPBO HEKE
IBe y3acronue hemuje, 3aTuM He 00eseske HApPeIHe ABEe, U TAKO NaJhe, CBAKA
henuja wa npmoMm mojacy he mmartu obeneskeny cycemmy henujy. Jlako
ce BUIM Oa je Moryhe HAMECTUTH OBAaKBe HM30BE HA ABA y3aCTOIHA IIPHA
mojaca, Tako Ha CBaka hesuja y OesioM mojacy Koju ce Hajaszu usMebhy
BUX UMa TA4YHO jeIHy cycenHy obeneskeny heswujy. Ilakie, KpeHYBIIN O[
najseher mojaca u obeseskaBajyhu Ha ONMMCAHN HAYWH, TOOUja ce TPaKeHO
obeseskaBame KOje CaApKU TAYHO MOJIOBUHY UpHUX hHemuja, 1j. k(k + 1)
henuja.

Crnemu ma je tpaskena majMama Mmoryha spemmoct k(k + 1).

Hanomena. 3an =4k—1un = 4k+1 ce cnuuanm 60jemeM MOKE MOKA3ATH
nma cy Tpaskene Hajmame Bpemnoctu 4k? — 1 u (2k + 1)2, pemowm.

MO ’99.4
Ouurisenno je na csaku nap (1,p), rae je p npoct 6poj, 3a10BObaBA yCIOBE

samatka. Ilap (2,2) je rakobhe pememe. Ako jen =2 u p > 2, onma je
p menapan 6poj, na caemu ma je m (p — 1) + 1 rakobhe memapan 6poj Koju
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muje nemus ca 2P~ IIpurom 6poj (2 —1)" + 1 = 2 Huje nemuB ca n HA 3a
jemso n = 3.

ITpeocraje jom ma ce morpaske pemema (n,p) 3a KOja BaEKU N > 3 U
p > 3. Kako je p > 3, (p — 1)+ 1 je menapaun Gpoj. 3aTo je U HEros
[enuian n HemapaH, ma 300r yciaoBa n < 2p mobuja ce na je n < 2p. Hexa
je ¢ majMamu npoct nenmnan 6poja n. W3 yeaosa g | (p— 1)" + 1 nobuja
ce (p—1)" = —1 (mod q), a 6pojesu q u p—1 cy ysajamuo npoctu. [TomTo
je 6poj p — 1 mapan, ¢ Mopa Outu HemapaH. Kako je ¢ HajMamU MPOCT
nenuaar 6poja n, To ¢y u 6pojeBu n U ¢ — 1 y3ajaMHO TMPOCTHU, OHAKJIE
ciequ Ia MOCTOje uesan OpojeBu u U v 3a kKoje Basxku un +v(qg— 1) =1. U3
oBe jemHakocTu nobujaMo ma je u HemapaH Opoj, jep je ¢ — 1 mapan. 3aTo
(n u3 Mane Pepmaose Teopeme) Bake ciaenehie KoHrpyeHuje

p=1=(p=1" (p=1"" = (-1 "= ~1 (mod g),

omakje ciemnu ma je 6poj p memuB ca ¢, Tj. p = q. Kako je ¢ HajMamu
mpocT meauial 6poja n, To 6poj 2 Huje meausarn opoja n. Ilpema Tome, n
je memuB ca ¢ =p U n # 2p, Tj. N =Dp.

Konaumo, n3 ycmaoBa

p—1 —r 1 =p2d 2 (Pt 4 P (7 1
PP e 1P+ p{p (1>p + +<p_3p b)) T

nobuja ce ma je p—1 =2, 1j. p =3, jep cy cBU cabupim y BUTHUIACTO]
3arpaay OCUM TOCJeNmer NebuBu ca p. Tako ce mobuja m pememe (3,3).

Iakne, cBu Tpaskenu naposu cy: (l,p), rme je p IpOU3BOLAH IPOCT
6poj, (2,2) u (3,3).

IMO ’99.5

Hera cy P u () Ttaure mpecerka kpysauna 7 um 'y, a R Tauka npecera
npasux PQ u O10,. Hera je Hy; r xomoretuja ca nenrpom M u koepu-
b 71
r
nujearom — . Ouurnemno je Hyy r (I'1) =T'. Kako ce mpu T0j XOMOTeTHjI
1 7T
tauke C' u D npecaukasajy penoMm y A u B, To Baxku
MC MD
—:—ZL, CD || AB.
MA MB nr

3a moka3 ummeHure na je npasa C'D ramrenra kpyra e, moBobHO je

IOKa3aTu na je pacrojame tauke Oy on npase C'D jeIHAKO TOIYIPEUYHUKY
Tro, Tj. d(OQ,CD) =T9.

Onpenumo npBo pacrojame tauke M om npase AB. Kopumhemem rocu-
HycHe TeopeMe nobujajy ce cuenehie jemnakoctu (Bumeru cauky 16):
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Ciuura 16.

d(M,AB) =d(01,AB)— O1M - cos <0201 M
= 0103 — RO3 + O1 M - cos <001 04
=11 — 19 -c08s<<O109P + 11 - cos <0010

Radort . (renPario (o)
=7 —rg s ———=2 .
2rira 2ri(r —ry)
e ﬁ 2rf —2rry + 2rrg — 13 rro(2ry — 1)
DTS 2(r —ry) o2r(r =)
2
<0/103r0 ce Bumu ma Bazku m ROy = 2—2 ) Iame, pacrojame npasux CD
1
u AB je:
r—r ro(2r1 —12) r3
d(C,AB) = —— -d(M,AB) = ———"% =y — —=
( ) r ( ) 2r1 2 2r1
Y KOHAYHO
2 -2
d(OQ,CD) = d(C, AB) + ROg =19 — —2 =+ 2 r9.
27‘1 2’)"1

Lpyzo pewewe. Panu nakmer npahema, IpBO Cy HOKa3aHe ABE JeMe.

Jema 1. Hera je S menrap ynucame kpyskaune tpoyriaa ABC, S,
IEHTap HeroBe CIOJha MPUIUCAHE KPYsKHUIE, KOja T0MpPYje CTPaHu-
ny BC. Hegra je A’ cpemumre nyka BC onucane Kpy:KHUIE TPOYTJIaA
ABC, koju ne canp:xu taurky A. Tana je A/AB=A'C=A'S=A'S,.

Loxas. Jlema ce mako morasyje padyHameM oaroBapajynux yriosa.

Jlema 2. Hera ce kpyskaUIe ki u ko cexy y taukama X n Y u 1oaupyjy
kpyskauIy k msuyrpa y taukama M u N, pemom. Heka je A jemma
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on mpeceunux tavaka npase XY ca k u weka AM u AN cery ki u ko
pemom y C'u FE. Tana je CE 3ajennuuka TaHTeHTa KPY:KHUIA ki U
ko.

loxasz. Tlomro je AC - AM = AX - AY = AE - AN, ueTBOpOYyrao
MNEC je teruan. Hexka M N mno apyru myT ceue ki y Z. Ako je
M’ mpouszBo/bHA Tauka 3ajemauuke TanrenTe y M, tana je <MCZ =
IM'MZ = <M'MN = <MAN (rnenajyhu opujentucane yriose!),
omarise je CZ | AN. Cuemu ma je <ACE = <ANM = <CZM, Tj.
CFE raurupa k. Ananorno ce mokasyje na C'E tanrupa k.

Hera cy E u F upecetu NA u NB ca I's, pemom. Ilpumenom neme 2,
cremu na cy CE un DF 3ajemuuuke TanrenTe kpysxuuma ['1 u Is.

Ako oBe mBe Kpy:KHUIIE UMAjy
UCTU TOJYIPEYHUK, TBpheme ciemu
rpuBnjanano. Vwxaue, nera je G
npeceuna tauka CE u DF u meka
cy O1 m Oy nuenrepu kpyskuuna ' u
Iy, pemom. Ilomro je O1D = O.C
n <O1DG = <0,CG = 90°, caemm
na je Op cpemumre kpaher mgyka
onucane kpysxauie tpoyria CDG.
Henrap Os ce HANTA3U HA CUMETPAIN
<CGD, nomro I'y momupyje u GC n Canuka 17.
GD.

Mebyrum, Os nexn u wa 'y, ma uz geme 1 caenn na je Oy uinn 1e-
HTAp yIMCAHOT WJIM IEeHTap CIoJba npunucasor kpyra rpoyriaa CDG (koju
momupyje crpanuny CD). Hakne, I'y je min ynucanu min Crnosba IPUIACA-
uu (koju omrosapa crpanunu CD) kpyr tpoyraa CDG, na, y oba ciayuaja,
raurupa CD.

MO ’99.6

Herajec= f(0)u A= {f(z) |z € R}. Bax =y =0 ce nobuja na je f(—c) =
f(e) + ¢ —1, omarzne je ¢ # 0. Jlako ce ompebyje pecrpurnuja ¢pyurnuje f
Ha ckynm A. 3aucra, 3a cBako x = f(y) € A je f(0) = f(z) + 2% + f(z) — 1,
Tj.
c+1 22
- -~ 1
fay =312 (1)
3a y = 0 ce noduja na je f(r —c¢)— f(x) = cx + f(c¢) — 1. Karo je ¢ # 0,
13 mociaenme jenHakocTu ciaemu na je ckyn {f(z —c) — f(x) | x € R} jennak
ckymy R cBux peamnux Gpojesa, Tj. A— A={y1 —y2: y1,42 € A} =R.
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Cana je mako oapenutu Bpensoct f(x) 3a npousBoban apryMent ¢ € R.
ITo mperxomaom, Mory ce uszabepaTu Yy, U Yo U3 A TAKO Ia BaKU T = Y1 —Ys.
Kopucrehu nary jenuaumny u jennaroct (1) cienu

f@) = flyr —y2) = f(y2) +vay2 + f(y1) — 1

e+l 3 c+1 o3
-9 2 +2y1y2 + 2 2 (2)
(yl - yz) _

z
c— —.
2 2

N3 (1) u (2) cnemn na je ¢ =1, Tj.

2
f(ar:):l—J%7 3a cBe x € R. (3)

Jlako ce npoBepasa na ¢yurimja (3) 3amoBosbaBa HaTy QYHKIUOHAIHY je-
nuaunny. I[Ipema tome, ¢pyuknuja nara ca (3) je jeauHo peuieme.

MO ’00.1

Hexka je S rtaura npeceka npasux MN u AB.

Ciunura 18.

Ha ocuoBy Teopeme 0 moTeHnmMju Tadvke y OMHOCY Ha KPY:KHUILY, nT0OUja
ce ma je SA? = SM-SN = SB?, onaksne cnemu SA = SB. Kaxo je PQ || AB,
To je u MP = MQ (Buneru cauky 18).
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Ha ocroBy Teopeme o0 jemHAKOCTM HEepU(EPUjCKOT YTIa HAL TETUBOM Ca

yryioM uaMeby TaHreHTe U TeTWBE CJieau
EAB = <ACM = <MAB, <EBA=<BDM =<MBA. (1)

N3 (1) caemn na cy rauke E u M cumerpuune y omguocy Ha npasy AB.
Hame je EM 1 AB, a rako je PQ || AB, canemqu na je EM 1 PQ. Ilpema
ToMe, Tauka F npunana cuMmerpaJsau ayxu PQ, na je EP = EQ.

MO ’00.2

Hexajeazf,bzg
Y z

z .
, c= = rae ¢y x, Yy, z nosutusHu Opojesu (TO ce

1
MOKe ypaIuTHu, Ha mpuMep, 3a x =1, y = —, z = pr ). Hara mejexuaxoct
a a
no0Uja €KBUBAJICHTHU OOJIUK:
(z—y+2)(y—2z+z)(z-2+y) <ayz (1)

HajBume jemam om 6pojeBa u =2 —y+2, v =y —2+2x, W =2—2T+ Y je
HeraTuBaH, jep je 30up Ouio Koja ABa O HUX MO3UTUBAH. AKO je TadyHO
jeman onm Tux OpojeBa HerarusaH, onmga je uvw < 0 < zyz, tj. Baskm (1).
Ako je u 2 0, v > 0, w > 0, u3 mHejennarkocTu mamebhy apurmMeTuvke u
reOMETPUjCKe CPEIrHE CJienn

(z—y+2)+y—2+2)

Vuw=+/(z—y+2)y—z+z) < 5

:l’7

un anaJysoruo /ovw < y, v/ wu < z. V3 oBe Tpu HejemHarocTm mobuja ce
uww = Juv - Jow - Jwu < xyz. JeAHAKOCT BayKM aKO U CaAMO aKO je
r=y=2z2,Tj. a=b=c=1.

Apyeo pewewe. Tpanchomarujom nspasa ce noduja

1 1 1 1 1
a—1+5)(b=1+>)=ab—a+2—bt1-F1—7+—.
b c c c b bc

Nzab=1Lul =acrem
c be

1 1 1
a—1+-)(b-1+=)=%-b—-+2<
b c c b

1
momTo je b+ 5 > 2. Amnasorno ce nobuja

b—1—|—l c—1—|—l gém c—1—|—l a—1—|—1 SE.
c a a a b b

Iara HejemHAKOCT CileqV W3 NPETXOMHE TPU HEjeNHAKOCTU. JEemTHAKOCT
BasKM aKO U caMo ako je a =b=c=1.

)

ol
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MO ’00.3

TpakeHu CKyn BpeTHOCTU je [ ! oo) .

(a)

n—17

. 1 . .
Hera je A > 1 Pasmorpumo crparerujy kKom Koje y CBaKOM
n

nore3y OyBa Koja je Ha OpoOjHOj mpasoj mpBa (Miau jeqHa oI HEKO-
JIMKO TAKBUX ), IVIEAAHO CJeBa Ha JEeCHO, IpecKaye NMpPeKo OyBe Koja
je mocnenma. llocne HEKONMKO mOTe3a OBAKBOI TUMA CE HOJA3U IO
mo3uIje y K0joj cy cBe OyBe y pazanuuTuM Tadkama. Heka je k
Opoj M3BEIACHUX TOTE3a W HEKA Cy dj — MaKCHMaJIHO pacTojame Mehy
OyBama mocye k more3a, J; — MUHUMAJHO pacTojame mebhy Oysama
nocie k nmoresa. Ouuriensuo je di > (n — 1)d.

TMocae (k+1)-or moTesa mojasmyje ce HOBO pacTojame Mehy cycemaum
6yBaMa, Koje je jemHako Adg. AKO je OHO MUHMMAJHO pacTtojame Mebhy
OyBaMa y HOBOj MO3UIMAjU, OHIA je 0k11 = Adg. AKO HUje, OHIA BayKu
Ok41 = 0. Y CBAKOM Ciy4dajy je

Ort1 > min< 1, Mk > min{1, (n — 1)A}.
Sk Ok

) 1
Kako je A > ——
n—1
Kama Cy ce cBe OyBe HaIIe y pa3auyuTyM Tauykama. llpema Tome,
O TOT TPEHYTKAa a HaJaJ,e MUHUMAJHO pacTojame mehy OyBama ce
HE cMamyje, a MOoJo:kaj OyBe Koja je mpBa CJaeBa Ce MOCJIE CBAKOT
moTe3a ImoMepa YIECHO 3a BEIUYMHY KOja HUje Marma O IIO3UTUBHE
roucranre. Cuemn nma he ce 3a mpousBosmHy Taury M HaA mpasoj,
mocJyie MOBOJLHO BEJMKOT Opoja moresa, ¢Be OyBe Hahwm mecHO om Te

caamm Opy1 = 0k, 3a CBe MHIEKCE k O TPEHyTKa

Ta4dKe.

. 1 .
Heka je A\ < - Ilokazahemo ma 3a cBaky NOYETHY HO3UIA)Y
n

n OyBa Ha npaBoj (ZOBOJHO je TO MOKA3ATU 3a HEKYy NO3ULU)Y),
noctoju Tauka M TakBa ma je OyBe He MOry mOpeckoumTu. Heka
cy moJsioskajuma OyBa TIpUAPY:KEHU oaroBapajyhu peaanu OpojeBu Ha
opojuoj mpaBoj. Hera je s, 30up cBUX OpojeBa KOju mMpencTaBbajy
nosokaje Gysa mocie k-tor moresa (y TPOM3BOLHOM YOUEHOM HU3Y
noresa), a rp Hajsehu ox tux 6pojesa. Ouuraenno je s < nrg. Ho-
BOJBHO je HOKa3aTu na je Hu3 (Tj)r>0 OTPAHUUEH.

Y (k + 1)-om motesy Oysa m3 Heke Tauke A Ckaue Upeko Tauke B
y taury C. Heka cy a, b, ¢ OpojeBu Koju, penom, OoAroBapajy TUM
TauykaMma. lana je syi11 = S + ¢ —a. Ha ocHOBY maror yciioBa, Koju
nepuHUILIE Ty:KUHY CKOKa, ciemu ¢ —b = A(b— a), omnocuo A(c —a) =
(I+A)(c—10). IIpema Towme,

14+

5y (c—D).

Sk4+1 — Sk =C—a=
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MMO ’00.4

Ako je ¢ > g, Oysa je y (k+ 1)-om moTe3y croumsia y Tadky Koja ce
HaJIa3W OECHO O OCTajux OyBa, Tj. Tpy1 = c. llomTo ce y Taurum b
Hajga3uiaa OyBa mocise k-tor moresa, To je b < ri. Ha ocmoBy Tora
ciemun

14+ A 14+ A
Skl = 86 = —y— (€= ) 2> — - (Th41 = 7). (1)

Ako je ¢ < 1, OHIA je Tkl =Tk U Sky1 — Sk = ¢ —a > 0 u (1) oner
Basku. Hexa je (zp)k>0 HU3 peanHux OpojeBa LeuHUCAH ca:

1+ A
ZkZL%“k—Sk, k=0,1,2,....
A
Ha ocuoBy (1) caenu na 3a cBako k > 0 Baxku 241 — 25 < 0, Tj. Hu3
(zk)k>0 je Hepactyhu u 3a cBako k > 0 Baxku zj < 2.
1
Kako je A < 1 cnenu 1+ A > nA. Heka je p= % —n. Tana je
n—

>0, a 3a ommry wiaH HU3a (2))g>0 BaKN
zr = (n+ p)ry — s = prg + (nry — sk) = prg.

3a cBako k Baxu r < zx/p < zo/p. Ilpema Tome, Hu3 (rk)k>0 je
OrpaHMYeH KOHCTAHTOM, KOja 3aBUCH O N, A U TOYeTHe MO3UIuje,
aJu He OJ pelociena moTe3a.

MO ’00.4

Heka cy rapre pacmopebene y kyruje Ttako ma mabumoHMdap yBeK MO:Ke
ycmemno na n3sene Tpuk. [locroje crenehe moryhuocTn:

(a) ITocroje Tpu rKapre, KOje Cy O3HAUEHE y3acTONHUM OpojeBuma k, k+1,

k42, a pacmopebene cy 1o jenna y cBakoj O TPU KyTHje, HA TPUMED,
y LPBEHO], miaBoj u 0enoj, pemxom. Ilomro ce rapre k+ 1 u k + 2
Hasaze y miasoj u 6emnoj kytuju, o 36up (k+ 1)+ (k+2) =2k +3
MOKE [1a Ce peajim3yje camo y cilyJyajeBuMa Kana Kapra Huje OupaHa
u3 upsene kyrtuje. Kako je k + (k + 3) = 2k + 3, To kapra ca 6pojem
k-+3 He Moske OuTH y miuaBoj KyTuju (y npoTuBHOM ce Kapre k u k+3
HaJla3e y IPBEHOj W IJIaBOj W, ako Cy OHe m3abpane, nobujenu 36up
je 2k + 3 u Huje Gupana kapra u3 Gene KyTuje). AHANOrHO, Kapra ca
O6pojeMm k + 3 He moxe Obutu y Oenoj ryruju. Ilpema Tome, k + 3 ce
HaJla3” y IPBEHOj KyTuju. [IpyruM peumma, ako ce TPU y3aCTOMHA
opoja k, k41 u k + 2 manaze y Tpu pazauumure KyTuje, OHIA ce OPoj
k+ 3 (mapasmo, ako je k+ 3 < 100) Hamasm y UCTOj KyTUjU y KOjoOj je
6poj k. Amasoruo ce s3akmyuyje na ce 6poj k—1 (ako je k—1>1)
HaJla3W y UCTOj KyTUju kKao m 0poj k + 2. OmnpaBme ciemu Ja CBaka
KyTHja camgp:u OpojeBe KOHIDYETHE IO MOLYILY 3.

Axo cy rapre pacnopebene Tako na CBaka KyTHUja CaIp:ku Opojese
KOHI'DYEeTHEe MO MOIyay 3, oHma MmabumoHunyap mpumemyje cienehe
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npaBmio 3a norabame KyTuje: ako je nobujeHu 30Up KOHI'DYEHTAH
ca 0, 1 nam 2 mo moxyny 3, OHIA KApTa HUje ODMpaHa M3 KyTHje Koja
canp:xu OpojeBe KOHrpyeaTHe penoMm ca 0, 2 wiam 1 mo momymy 3.
OsBakBux pacnopena kapara uma 3! = 6.

(6) Huroje Tpm kapTe O3HAUEHE Y3aCTONHUM OPOjeBUMAa HUCY PACIOpPe-
bene y tpu pazamunre kytuje. Heka ce 1 Hamasu y IpBeHOj KyTHjH,
Heka je | HajMamy Opoj KOjU ce HaJa3! y KyTUjU KOja HUje IPBEHa, Ha
npuMep y IJIaBOj W HEKa je m HajMamu Opoj Koju ce Hajaszu y 0eioj
kyrtuju. Ilomro ce | — 1 mana3m y mpBeHOj KyTuju, a | y miaBoj, TO
ce 0poj [ + 1 we manasu y 6enoj, tj. [+ 1 < m.

Axro je m < 100, momro je [ +m = (I — 1) + (m + 1) u 6pojesu [,
m u | —1 ce Hamaze pemoM y IUIaBoj, 0eJ0j U IPBEHO] KyTHUjU, TO
ce m O6poj m + 1 wana3u y upsenoj kyrtuju. Ilame, u3 jemnaroctu
I+ (m+1)=(+1)+m un ynmenune na ce l, m+1 u m HaANA3E peIOM
y IIaBOj, MPBEHOj u Oesoj kyTuju, caenu na ce |+ 1 magaszu y 6e0j
rkytuju. V3 mobujeme romTpamuknuje ciaemu na je m = 100. Ilakie,
jemuuu Opoj KOju ce Hasmasm y Oesoj kytuju je 100.

U3 jemmakoctu ([ — 1) + 100 = [ + 99 u ummenune na ce 6pojeBu
l—1, 100 u [ mamaze peaoM y UpBeHOj, Oes0j 1 maaBoj KyTUju, Cjiaean
na ce m 6poj 99 mamaszu y miasoj kytuju. Ako Ou Heku Opoj n €
{2,3,...,98} 6uo y upseHoj KyTuju, Tama u3 jemHarocTu n + 99 =
(n—1)+100 caenu ma ce 6poj n— 1 mamasu y 6esnoj KyTuju, a To je y
KOHTDpaIUKINjU ca 3akbydukoM na je 100 jemmam Opoj Koju ce Haza3u
y 6enoj kytuju. Jlakme, cBe KapTe o3HAUeHE OpojeBuMa {2,3,...,98}
ce Hajla3e y MJIaBOj KyTUjU.

Axo ce 1 mamasu y upsenoj kyrtuju, 100 y 6enoj, a cBu ocranu 6po-
jeBu y miaBoOj KyTuju, oHma mMabmonmuap mpumemyje ciaemehe mpa-
BUJIO: aKO je mobujenu 36up jemmak 101, omma rapra Huje OuUpaHa
U3 mIaBe KyTuje; ako mobujenn 36up Huje Behwm ox 100, onma kapra
HUuje Oupana u3 Gese KyTuje; ako nobujenu 30up Huje mamu ox 102,
OHJIA KapTa Huje OupaHa U3 UPBEHE KyTuje. 3000 CUMEeTpUje TOCTOju
3! = 6 pacnopena onpebennx paszbujamem {1}, {2,3,...,99}, {100}
CKyHa JAaTUX Kapara.

Haxrne, yrynmaun 0poj moOpux pacmomesia Kapara jeaHar je 12.

MO °00.5
Baxu cnenehie (onmruje) rBpbheme:

e 3a cearu npupodan 6poj k nocmoju npupodan 6poj n = n(k), maxae da
samcun |2"+1, 3| n u bpojn je denus ca mauno k npocmux 6pojesaa.

Y noka3sy oBor TBphema kKopuctu ce ciaeneha mema:
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e 3a ceaxu npupodar b6poj t nocmoju npocm bpoj p, maxae da p | t3 + 1,
asu p nuje deaunay, b6poja t + 1.

Jokaz aeme: Aro TBpbheme seme He BaykU 3a HEKU Npupomad O6poj t > 2,
TaAa CBAKMU MPOCT Aesmiiall Opoja t2—t+1 nemu t+ 1. Kako je t2—t+1=
(t+1)(t—2)+3, To ctemm ma je 3 jemwHm mpoct mesmiarn 6poja t? —t+ 1,
1j. t? —t+1 je cremen 6poja 3. Kaxo je 6poj t+1 memus ca 3, To je u 6poj
t—2 nemus ca 3. Cuemu ma je 6poj t? —t+ 1 memus ca 3, anu HUje HEHUB
ca 9, majet?—t+1=3, aToje y KOHTPAIUKIM]UA ca YCIOBOM t > 2.

Jokasz mephewa: Aro je k = 1, nako ce mposepasa na 3a 6poj n(l) = 3
Basku TBpheme. Hera 3a mexu mpupoman 6poj k > 1 mocroju 6poj n(k) =
3'.t, rme jel > 1w 31t 3a koju Baskm n | 2" + 1 m n uMa tauno k
npocrux menuona. Tana je 6poj n = n(k) menapan 6poj, omakie ciemu na
3| 22" —2"+1. Kopucrehu jemmakoct 23" +1 = (2" +1)(2?" —2"+1), nobuja
ce ma 3n | 25" + 1. Ha ocHOBY nOKazaHe JieMe MOCTOjU HeMapaH MPOCT 6POj
p, TakaB ma p | 25"+ 1 m pt 2" + 1. Caema ma 6poj n(k + 1) = 3p - n(k)
3a10BoJbaBa ycioBe TBphema 3a k + 1. Tume je mokas 3aBpimes.

MO ’00.6

Hera cy Mi, Mo, M3 Tauke cumerpuyne ca taukama 17, Tb, T3 y omHOCY
ma cuMerpaJie yriosa {CAB, <ABC, <BCA, pemom. Taure M, Ms,
M3 npunanajy kpys:kHunu ynucanoj y tpoyrao ABC. Ilokaszahemo ma cy
yupaso tauke M;, Ms, M3 temena Ttpoyria koju ¢popmupajy npase [, lo,
l3. 360r cuMeTpuje, TOBOJBLHO je JOKA3aTU na IpaBa [y canp:ku Tadry Ma.

Cuura 19.

Hexa je S nenrap ynucane kpysguune tpoyraa ABC (Bumetu caury 19).
Tauke T7 u Hy Hasa3e ce yBek ca ucre crpane npase BS, u npu Ttome je
tauka Th 6amwxa npasoj BS on rauke Hy. Hera ce rauka C Hanasu ca ucre
crpane npase BS kao u tauke Ty u Hy (caudno ce pasMarpa ciaydaj Kaxa
je rauka C' ca gpyre crpane upase BS). Heka je <CAB = «, <ABC = (3,
<IBCA =~.
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Ilorazahemo npBo ma mauka cumempuuna mauxy Ho y 0o0nocy na npasy
TyT5 npunada npasoj BS. Hera je | mpasa onpebena ycmosuma [ L ToT5
u Hy € l. Hera je P mpecek npasux BS u [, a () npecek npasux BS u
ToT5. Taura @) je npecek maysku 1573 m BP. IloBombHO je mokasatu ma je
<PQH> = 2<9PQT;. Kopucrehu jenHakocT yHAKPCHUX YIJIOBA U TEOPEMY
0 CHoJbaIllbeM YIJIy Tpoyria, mobuja ce ma je

<PQT, = <BQT; = <AT3Q — <T3BQ = (900 - %) - g - % (1)

N3 (1) m ummenune na cy rtauke 17 m T3 cuUMeTpuuHe y OIHOCY Ha
npaBy BQ, cuemn nma je <BQT) = <BQ13 = g Taure C u @ cy

ca ucre crpane mupase ST, jep je <BT1Q = 90° +% > 90°. Kako je

STy = SCTy = 1, crnenu na je verBopoyrao QSTiC rteruBaH, omakie

je <SQC = <«ST1C = 90°. Yersopoyrao BCH>(@Q je takobe rerusan, jep
je <BQC = <BH>C = 90°. N3 uumenune na je <PQH, cnosmammu yrao
tpoyrsna QBHs, jemHakocTu nepudeprjcKux yrioBa y TETUBHOM YETBOD-
oyraiy BCH>Q u (1), nobuja ce na je

IPQH2 = <BH2Q + <QBH2 = <BCQ + <QCH; = v = 2aPQ1T5,

mrTo je rope HaBemerno momohwuo tBpbeme. Jlame, kKopuctehu uumeHUILy
na je <QHyT, cnomammu yrao tpoyria (QCHs u nepudepujcke yriose y
teruBHOM ueTBOpOyriy BCH>(Q), nobuja ce ma je

<BPTy = <IQH2T2 = <IQCH2 + <IH2QC = <IQBH2 + <HyBC = g .

[Tomro je Tauka Ms cumerpuuna ca To y omHocy Ha BS, To je <BPMjy =
<BPTy = g = <CBP, onakne caenu na je PMs || BC.

Hokazxumo jom na je Iy || BC. To je ounrnenso arxo je § = . Hera
je B < v (amamormo ce pasmarpa cayuaj 3 > 7). Heka cy D u F
npecenu npasux HoH3 u 15713 ca BC, penom. W3 tpoyraa BDHy nobujamo
<<BDHj3; =180°—(3—-90°—-<CH3Hy = 90° - —<<CBHy = v— (3. U3 Tpoyraa
CET, nobujamo na je <BET; = <CET, =~ — (90° — a/2) = (y — §)/2. U3
jemnakoctu <BDHs =~ — 3, <BET3 = (7 — ()/2 u uumenune na je mpasa
l1 cumerpuuna mpaBoj HsoHjs y omuocy wa mpaBy 15753, mobujamo ma je
I || BC.

Konauno, us PMs | BC, 11 || BC u P €y, cnenn na My € 1.

Lpyzo pewewe. Hera je AABC cMemTen y KOMIUIEKCHY paBaH, TAKO Ja Ce
jeMHUYHA KPYsKHUIA TOKJIana ca kKpyskaunom ynucanom y AABC. Heka
MaJia CJIOBa KOja O3HAUYABAjy KOMIIJIEKCHE OpojeBe OaroBapajy BEIUKUM
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KOja y 3aJaTKy O3HauyaBajy Tauke. Rako je TaHreHTa KPYy:KHUIE HOPMaJHA
Ha IpaBy KOja CIaja IeHTap KPYKHUIE U TOAUPHY TAUKy TAHIEHTE, Ba/KU:

a—1 t a—1t3 ¢
2 72_"_ 2 2 73_"_ 3
a—to to (Z*tg t3

- 1 -
Kako je tgzt—mt;;:t—,cnenn

+ —. (2)

C o63upom na cy To u T3 Tauke moaupa yOoucaHe KPY;KHUIE Ca IBE CTPaH-

2tot
uie Tpoyraa, TO je ty # t3 um to # —t3, na u3 (2) caemu a = %
2 + 13
2t41 2t41 2 - 2
Amnasorno ce nobuja b = 18 ,c= 12 ,majea = , b= ,
) t1 + 13 t1 +t2 to +t3 i1 +t3
Cc= e Canuyno, 13 HOpMaJIHOCTU BucuHa u crpanuna ANABC, cnenn
1+12
a—hs a—0» t3 5 c— hsg a—> 9
- — = - —_— = — — = 3, = — = —_ — = t3
a—hs a—b 3 c—hs a—b
— a—nh hsy —c¢
Crnenu na je hg = 2 P ia= 3752 + ¢, omakie je
3 3

1
hs :§{a+c+(a—5)-t§}7
— 1 - ot? + 2ty + 3 + tt2 — t1t3
P <a+z+a20) st ish v i3+ ity — ity
2 t3 t3(t1 + tg)(tg + t3)

3a npoussosmHe Tauke T u N Ha jenquauunoj kpyskaunu (M # N) oxpenumo
Tauky K, koja je cumerpuuna y omuHocy Ha npaBy M N npou3BOJLHOj TAUKU

L ¢ mn. Bawxe jegnakoctu |l —m| = |k —m| u [l —n|= |k —n|, 1j.
I—Im—Im+mm = kk—km—km+mm, (3)
Il—In—In+nn = kk—kn—kn+nn. (4)

Onysumamen jemnaumme (4) on (3), mobuja ce I(n —m) + (W —m) =
n—m

k(n —m)+ k(7 — ), a kako je I —m = , caenu

nm

EZL-(k’—l—I—Zmn),
mn

na ce 3amenoM y (3) u pemasameMm onrosapajyiie kBamparHe jenHavuHe
nobuja (k #1):
k=m+n—Imn.
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Hera je P3 Tauka koja je cuMmeTpuyHa Tadku Hi y omHocy Ha npaBy 1575.
Tana je
ot? + 12t + 13 + t3t2 — t1t3

p3 =to+ 13 —tats- 323 g - 2

t5(t1 + tz)gt2 +t3)
_ hlta+ta)(13+15) _ (13 +15)
ts(t1 +t2)(ta +t3)  ta(ts +t2)

Axo je P, Tauka cumerpuuHa Ttauku Hy y ommocy Ha 1573, aHAJIOrHO ce
noouja

t1(t3 + 2 t2 + t2
_ala+t) e g = 2T
ta(t1 +t3) tats(t1 +t3)

Onasne ciaenu na je

b2

by s = t5(ts — t2)(t3 + 13)
tats(ty +—t3)§t1 +ét2)’

By — Py = (t2 — t3)(t3 + 13)
2 tatz(ts +1t3)(t1 +t2)

. Db2—Pp3 2 . .
ma je —— = —t7. Hera je x mpeceuna Tadura jeIMHWYHE KPYKHUIE U
P2 —P3
mpase paps3, OMHOCHO mpase l; m3 3amaTka. Tana je T=1/x un
L —p2 _ P2—P3 2
= S22 S 4
T —=P2 P2—DP3
. 2 —aps )
onarie mobujamo ma je ————— = —t7, OJHOCHO
1—ap,
22 — x(py + Dot?) + 11 = 0. (5)

Kako je
1 3+1t3 po

Tty titts  tity)
To jennaumua (5) mpumMa 06IMK

Do

totzx?® — ty(t5 + t3)T + titats = 0. (6)
IuckpyMuHATA KBAAPATHOI TPUHOMA HA JIEBO] cTpaHu jeaHaroctu (6) je
D=3 + ) - 13 = 43 - ),

. tity tit3 .
na cy pemema jegaavube (6) x1 = — u Tg = rat Awnasoruo ce mobuja

t3 2
. t1to
Ia Ccy IpecedHe Taudke IMpaBe [y ca jeIMHUYHOM KPYKHUIIOM Y] = s Ty =
3
tats . ts3ty
o a ImpeceyHe Tauvke IpaBe l3 ca jeIUHUYHOM KPY/KHUIOM Cy 2] = ra
1 2
tats
29 = - IIpema tome, mpase l; u [l ce ceky y Tauyku 7 = yp, OpaBe lo u
1
l3 y TaukM Yo = 2o, & WpaBe |1 U l3 Y TAUKU To = 21, IPU YEeMY T€ IPECEUHe

TayKe MPUIMAAAjy jeIMHUYIHO] KPYKHUIU.
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MO ’01.1

Hera je a = <CAB, 8 = <ABC, v = <BCA, ¢ = <COP. Hera je R
MOJIYIIPEYHUK ommucaHe Kpy:kHuie tpoyraa ABC, P nomHo:xkje HOpMaJie u3
A uwa BC' u K u Q taurke cumerpuune ca tauykama A m C' y omHocy Ha
cumerpaday crpanune BC, penom. Tama je OA=0B=0C=0K=Ru
AK = PQ (jep je nmpaBa AP napasenna cumerpasnu crpanuie BC). Jlame
je <AOK = <AOB — <KOB = <AOB — <AOC = 27y — 23 > 60°.

Ciuka 20.

Ha ocmoBy mperxomuor ce nmobuja AK > OK = R u PQ > R. Kako je
OP+R=0Q+0C >QC =QP+ PC > R+ PC, na cnequ OP > PC' u
<PCO > «COP = ¢. Konauno:

1 1
a+te= §.<IBOC+<COP <3 (180° — 2 - <PCO) + <«PCO = 90°.

Ilpyzo pewemwe. Ilomro je <OCP = 90° — <CAB, mOBOJBHO je HOKa3aTh
na je <OCP > <COP, 1j. na je OP > CP (rao y upsBoMm pememy). M3
HEjeIHAKOCTU TPOyTJa, CIeau Oa je HOBOJLHO mokaszatu na je CP < —-CO.

Herka je CO = R. U3 cunycue teopeme ciaemu na je CP = AC cosy =
2Rsin fcosy < 2Rsin G cos (6 + 30°). Konauno, Basku

2sin B cos (B + 30°) = sin (20 4 30°) — sin 30° <

)

| —

omakJje cienu TBpheme 3amaTka.

MO ’01.2

ca ab
b_Q’Z_C_2H

p=+v 1+ 8z, q=+/1+ 8y, r=+1+8z. (1)

. C
HeKaJexZE,y:
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IlaTa HejemHAKOCT mOCTaje

1 1 1
+ + > 1, OJHOCHO
V1+8 V1+8y V/1+38z2

(pq + qr +p)* — (pgr)* > 0, (2)

npu ycioBy z,y,z >0, zyz = 1. U3 (1) crenu ma je
(pq + gr +1p)* = (par)? = (pa)* + (gr)* + (rp)* + 2par(p + g + ) — (par)®

24+ 8(x+y+2z)+2pqr(p+q+r1)—512.

W3 vejemnaxkocTtu n3mely apuTMeTUYKe U F€OMETPUjCKE CPEAUHE, CJIEIn

1
2+8(z+y+2) >2+8-3(zyz)3 = 26; (3)

4
3

u 2pqr(p+q+7) > 6(pgr) :6{(1+8x)(1+8y)(1+83)}§:

2
6{1+8(x+y+2z)+64(zy = yz + zx) + 512}3 >
6-(1+8-3+64-3+512) = 486 (4)

Cabupamem (3) u (4) ce nobuja (2). JemmakoCT BaKM aKO M CaMO aKo je
r =19y =2z, Tj. aKO U caMO akKo je a =b=c.

Zpyeo pewewe. Onpemumo k > 0 Tako ma je

a ak

>
Va8 a0tk

Hejemraroct (1) je exsuBamentra ca (a¥+b%+c%)? > a?~2(a?+8bc), omarme
ce cpebuBamem mobuja

3a cBe a,b,c¢ > 0. (1)

(a® + b 4+ *)? — a®* > 8a*2be.

W3 vejemnaxkocTtu n3mebhy apurMeTUdyKe M r€OMETPUjCKE CPEIUHE CJiean

B
=

3k 3k
bac4,

PNES
N
=

k k
(a® 408+ )% —a? = (bF +F) (20" +b7 +cF) > 202¢2 -4a2bict > 8a
4
na ce MOjke ysetu k = 3" Iaxkie:

a n b n c >
Va2 +8ec Vb2+8ca 2+ 8ab

IS

+
S
Wl ol



70 MO ’01.2

a b c

ST e a— e —
v a? + 8bc 4 vV b2 + 8ca v 2 + 8ab

e () (39 (39 -

Tpeba mokazatu ma je r +y+ 2 > 1.
ITowro je f omamajyha mo npoMmenmuBuMa x,¥, z, JOBOJLHO je JOKa3aTu

Tpehe pewemwe. Hera je x =

Tana Basku

ma us x,y,2 >0, v +y+2=1crem f(z,y,2) > 8. Ilomro je — - 1=
x
2 _ .2
— 2
(= —|—y—|—22) T ( x—|—y+22)(y+ ?) , mejemmaroct f(z,y,z) = 8 mocraje
x x
Cetyta)e+2y+2)(z+y+22)(y+2)(z+2)(x+y)
229222

> 8%

KOja je HemocpemqHa MOCJEeOUla Heje THAKOCTU n3MeDy apuTMeTudKe U reo-
METPUjCKE CPEeIUHE.

Yemepmo pewemwe. Baku u onmruje TBpheme:

a L b n c > 3
VaZ+kbe VB2+kea VER+kab  V1+Ek

axo u camo axo je k > 8.

Baxcu 3a cee a,b,c >0

Joxasz. Hera je K > 8, a z, y u z neQuHHUCAHU KAO y NIPBOM DEIIEHY.
Hejemnakoct ce cBoau Ha

3 1
, e je f(t) = —m—,
e TR f(t) T

3a cBe x,¥,z > 0 takBe na je xyz = 1. [orazahiemo mejennakocr (1) ncnu-
TUBameM eKCTpeMHUX Bpemuoctu ¢ymruuje F(z,y,z) (Jlarpamkos meTon
MHOKUIIAIA ).

sIparmna® crkyna D = {(z,y,2) € Ry | zyz = 1} ce cactoju on tauara
(z,y,2) kojuma jemua ox x,y,z texku 0. Hera je To x (TO ce Moske mpeTno-
craBuTu 6e3 ymamema onmrocTn). Cremm

F(x,y,2) = f(x) + fly) + f(z) = (1)

3
Vit

Ako ce murnmyM ¢ymrnmje F(x,y,z) DOCTURE y YHYTPAIIKOCTH CKymna D,
nocroju A € R, tako na je (x,y, z) craumonapra tauka Gpyusuuje F(z,y,z)+
Aryz, Tj. (2,9,2,A\) ce manasu meby pememuma cuctema f'(x) + \yz =
F'y)+ ez = f'(z) + Moy =0, zyz = 1. Enuvunucamem A\ nobuja ce

F(r,y,2) > fx) =12

of (x) =yf'(y) = 2f'(z), ayz=1. (2)
—kt
Syurnuja tf'(t) = ———5 omnaja Ha (O,%], a pacTe Ha [%,00)7 jep je
2(1+ kt)2
k(kt — 2

(tf'(®) =

)5. Ilakne, 6ap mBa on x,y,z MOpajy OuTm jeqHAKU.
2
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Ako je x =y = z, tana je (1,1,1) jemuno pememe (2). Hera je x =y # 2.
k(2 — y)(KPy?2* = 3kyz —y — 2)

11 : i 2 ! 2 — 2

cnemn y?z = 1 u k39?22 — 3kyz —y — z = 0. EmuMunncamenm z ce mobuja

jenHAYMHA

k3 k 1 . 3 3
— =3 ——y—— =0, Tj. gly) =y° +3ky— k> +1=0.

Y Y Y
Kako je ¢'(y) = 3y?>+3k > 0u g(k—1) = 0, jenunO peasHo pememne TocaeImne
jemnauune je y = k — 1. Caemn ma cy (k— 1,k—1, ﬁ) (u, HApaBHO,
Tauyke HOOUjeHe mepMyTanujaMa KOOpAUHATA) jeArHa pemema cucreMa (2)
y KOojuMa T,Y,Z HUCY CBU jemHaku. Rakxo je F (k‘— 1,k— LW) =

k+1
VEZ —k+1
a b c a

3a 0 < k < 8 Baskn + + > +
vVaZz+kbe Vb2+keca Vc2+kab a2+ 8be

b
N + NEEwTT > 1. durcupameMm ¢ u TmymTameM a 1 b ma Texe

HYJU, IPBa ABa CAOUPKA y MPETXOMHOM m3paldy he Texutu Hy u, a Tpehu

V1+k

TOpma HEejeTHAKOCT HE BAaYKU.

> F(1,1,1) =1, cnemnn (1).

he rexxutn ka 1. Kako je > 13a 0 < k <8, 3a oBe Bpenuoctu k

MO ’01.3

Heka je G ckyn meBojumua, B ckyn meuaka, P ckyn 3anaraka, P(g) cryn
3amaraka Koje je pemmia nesojumna g € G, P(b) ckynm 3amaraka koje je
pemmo nevak b € B, G(p) ckyn meBojumna kKoje Ccy pemwmie 3anaTak p € P
u B(p) ckyn neuaka koju cy pemmiu 3anatak p € P.Ako me Basku tBpheme
3amaTka, Tana 3a cBako p € P Baxm |G(p)| < 2 nium |B(p)| < 2. Heka je
3amaTky p € P nmonesmena upsena 60ja ako je |G(p)| < 2, a nnaBa unauve.

Pasmorpumo tabauiy 21 x 21 y K0joj BpCTe IPEeTCTABIbA]Y IE€BOjUUILE,
a KoJIoHe mevake. 3a cBako ¢; € G, b; € B, rume ¢y 4,7 € {1,2,...,21} uera
ce momy (gi,b;) mpuapy:xu 6oja Ha cremnelin HayMH:

nzabepe ce p € P(g;) N P(b;) (TakBO p HOCTOjU IO yCIOBUMA 3aIATKA) U
YOUEHOM II0Jby Ce IPUAPY:RU 00ja Koja je NPpUAPYKeHA U 3aTaTKY P.

Ha ocuoBy HupuxmaeoBor mpunnuma c6ap 221 mome je 060jeHO MCTOM
Oojom, mma ciaemu ma HEKa BpcTa canpsku 11 miaaBux mosha MM HEKa KOJOHA
canpsku 11 IpBEHUX MOJbA.

Hexa muje tauno tBpbheme 3amaTka 1 HEKA BPCTA KOja OAroBapa IeBO-
juunu g; canpsku 11 miaBux mosba. 3a CBAKO O OBUX IOJbA BaiKU:

3amaTak KOju je OupaH m dmja je 60ja mpuapy:;KeHa MOJbY, PENnao je
HAJBUIIE BA HeYaKa.
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+ 1 = 6 3amaTaka Koje je pemmia

. . {11
Ciuemu ma mocToju HajMame 5

neBojumIa g;, ma je, 300r yciaoBa 3alaTKa, OHA pemuiaa TayHo Tux 6 3a-
naraka. Mebhyrum, rana 3a HajBume 12 mevaka mOCTOjW 3aaTak KOJjU CY
PelmIn NCTOBPEMEHO Ca NEBOJUUIIOM ¢;, IITO j€ KOHTPAIUKIINI]a Ca YCIOBOM
3a/1aTKA.

Amnasoruo ce mobuja KOHTPaAUKIMja U y CIAydajy [a HEKa KOJIOHA
canp:xu 11 npBeHUX MOJbA.
Ilakne, moctoju 3amatak p € P 3a koju je |G(p)| = 3 u |B(p)| = 3.

Jpyzo pewewe. Hera je 3amarax mexcax 3a devwaxe ako ra je PEIIUIO Ha-
jBUIE OBa IeYaKa, a Mencax 3a 0e80juuye ako Cy r'a pellnyie HAjBUIle IBe
NEBOjUUIIE.

IIpomernmo 6poj mapoBa mevak—meBOjunIla, TAKBUX Ha Cy 00oje permuan
HEKM 3a1aTak Te/KaK 3a Jevake. 3a IPOU3BOJLHY aeBojunily, Mehy He Buime
oI IecT 3alaTaka Koje je pemmuiaa, Oap jemaH je pemeH On CTpaHe Tpu
nedaka, Tj. HAjBUIIE IIET OJ HBUX MOI'Y OWTM TEIIKM 3a Nedake. Rako je
CBaKM TAKaB 3a0aTaK PEIINJIO HAJBUIIE IBA Aedaka, OPOj TPAKEHUX IapoBa
He npenasu 21-5-2 = 210.

Amnasoruno, nmocroju HajBumre 210 mpoBa meYak—IeBOjUUIla, TAKBUX A4
cy oboje pemmau HeKM 3aJaTak TEKAK 3a JeBojumne. Kako mocrtoju 212 >
2-210 mapoBa medak—meBOjUMIla U KAKO je CBAKU O BUX pPemuo bap jeman
3amaTak, caenu TBpheme 3amarTka.

Hanomena. Baxku m remepanusamnuja TBphema 3amaTka:

Axo 2(m—1)(n—1)4+1 denwara u2(m—1)(n—1)+1 desojuuya yuwecmeyje
MG HEKOM TMAKMUYNERY U 3G C8AK0Z 0eMaKa U CEaKY 0E80JUUUY NOCMOjU
bap jedan szadamar Koju je ceaxo 00 wur pewuo. Ilpumom Huko wuje
pewuo suwe 00 m zadamaxa. Tada je nexu zadamax pewuso bap n
denakra u n 0e8oJuula.

MO ’01.4

AKoO He moCTOje mepMyTaluje ca HaBeAeHUM CBOjCTBOM, cuaenu na S(a) maje
pasnuuuTe ocTaTke Hpu nememy ca nl. Tanma 3a cymy csBux uspasa S(a),
KAl @ TPOJIa3u CBE MEPMYyTAIUje, BaKU

ZS(a)EO—i—l—l—...—l—(n!—l):ME

5 (mod n!).

| S

Ca mpyre crpane, koepunujent y3 k; y ZS(a) je(n—=11-(1424...4n) =
a

n+1

-n! 3a cBe 1, omarye ce mobuja

ZS(a)En—gl-(k1+...+kn)-n!EO (mod n),
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3a cBe Hemapue n. V3 mobujeHe KOHTpaauKIUje ciieau TBpDHeme 3amaTKa.

MO ’01.5

Heka cy a = 60°, 8 u v oarosapajyhu yraosu maror tpoyriaa. Hera cy
D u FE tauke ma npasama AB u AQ, pemom, tako na je A— B — D u
A—-—Q—-FE, BD = BP u QF = (B. Ilo ycmosuma 3anmatka je AD =
AB + BP = AQ + QB = AE. Kaxo je <PAD = <PAE, tpoyraosu APD

g = <QBP (jep je <ABP

u APFE cy nonynapuu, na je <AEP = <ADP =

CIIOJbAIILY 32 jeNHAKOKpaku Tpoyrao BDP, suneru caury 21). Onpasne je
<QEP = <QBP.

Cuura 21. Cuuga 22.

Axo P me mpunana BE, tana je AQBP = AQEP (AQBE je jennako-
kpaku, QB = QF, PQ = PQ, <QBP = <PEQ); nako ce Buau na Mopa gohu
0 MOmYJAaPHOCTU, BumeTu cauky 22), na P npunana cumerpanu <BQE.
MebyTum, kako P npunana u cumerpainu <QAB, Mopa OGUTH TIeHTap CIOJba
npunucasor kpyra AQAB (koju nomupyje crpanuny (QB), ma npunana u

cumerpasu <QBD. Cnemu na je <PBQ = g = <PBD = 180° — 3, na je

6 =120°, wro je wemoryhe (a« =60°, v>0u o+ [+~ = 180°).
Haxrne, P € BE, onnocuo E = C. N3 QC = @B cuemu na je 120° — § =

v = g , Tj. 8 =380°uy=40° (3a TpOyrao ca OBUM yIJIOBUMA BasKe yCJIOBU
3a1aTKa).
MO ’01.6

JaTa jeJHAKOCT je eKByUBAJCHTHA ca a’—ac+c? = b?>+bd+d?. Cpebusamem
ce nobuja (ab+ cd)(ad + be) = ac(b?® + bd + d?) + bd(a® — ac + ¢?), omrOCHO

(ab+ cd)(ad + be) = (ac + bd)(a® — ac + ). (1)
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Hera je ab—+ cd npoct 6poj. M3 a >b> ¢ > d ciequ na je (a—d)(b—c) >0
u (a —b)(c —d) > 0, onHOCHO

ab + cd > ac+ bd > ad + bc, (2)

omakie ciaemu na je ac+ bd ysajamuo mpoct ca ab+ cd. Mebyrum, rana u3
(1) cnenqu ma ac+ bd menu ad + be, mro je y kourpasuknuju ca (2).

Hanomena. Ycaos (1) ce morao noburtu npuMeHoM KocunycHe u IITomome-
jeBe Tteopeme Ha uverBopoyrao XY ZT, rme je XY =a, YZ =¢, ZT =0,
TX =du <Y = 60°, <T = 120° (omatie je, BEPOBATHO, U HACTAJIA MO-
TUBaIUja 3a CACTABJbamEe OBOI 3amaTka). VlHaue, mOCTOje UETBODKE KOje
3a10BOJbABA]Y YCJIOBe 3amaTka, Ha upumep (21,18,14,1) u (65,50, 34, 11).

MO ’02.1

Hexa je a; 6poj mmaBux Tavaka yuja je x KoopawHaTta ¢, a b; Opoj mIaBux
Tavyaka 4mja je y KoopamHaTa ¢. 1peda mokaszatu ma je agdi - ... dp_1 =
boby ... by—1. Basxku u Bume, ag,...,a,_1 je nepmyranuja ausa by, ..., b,_1.

Iloka3 nHIyKIIjoM IO OPOjy IMPBEHUX Tavaka. 1BpDheme je TpuBUjaIHO
aKo cy cBe Tauke miaase. Vuaue, Heka je (z,y) UpBeHA TAUYKa 3a KOJy je x+y
najsehe. Tana je ay =by, =n—2 —y—1. Aro ce 6oja Te Tauke IPOMEHU
y mnaso, a, u b, ce mosehamajy 3a 1. Ilo mEmyKTHjCKOj mpeTmOCTaBIMI
(na TBpheme Bakum ako UMa Mame UPBEHUX TAYAKA), AQ,...,0np—1 C& Uy
nosehanum 3a 1 je mepmyrammja Emsa b, ...,b,—1 ca b, moBehammu 3a 1.
Haxkne, a, = by, omakie cirenu TBpDheme.

Zpyzo pewewe. Heka cy a; u b; kao y npBom pemewny. Tpeba mokaszatu na
je aopy * ... Apn_1 :bobl '~~-'bn—1~

Horas uanykmujom mo n. Tepbheme je TpuBmjamuo 3a n = 1. Heka
je TBpbeme TauHo 3a KOHTYpe T uymje cy Tadke 00OjeHEe MIOJHO YCIOBUMA
3alaTKa, a duju je Gpopmar Mamu ox n. Aro koHTypa T HeMa HUjeqHy Ip-
BEHY TaudKy, TBpheme je TpuBujaso. Vnaue, HEKa je p MAKCUMAaJTHA ATINACA
IPBEHUX Tadyaka, a ¢ MAKCUMaJlHA OPAMHATA IPBEHUX TadyaKa duja je al-
nuca p. M3ocraBmameM npBe BpeTe ckyna 1’ ce nodbuja KOHTYpa Ha KOjy ce
MOJKE NMPUMEHUTU WHIYKTUBHA IPETHOCTABKA (OPAMHATA CBAKE MPEOCTAIE
Tauke ce cMamu 3a 1). Ako je n > p+2, nomro cy cse tauke T ca ammucom
Behiom o p mnase, cinemn na je api; =n—(p+i)3al<i<n—1—p (m,
HAPaBHO, IO yCJIOBY 3alaTKa a; ce He Mema 3a 0 < p), na je

biby ... by_1 =apar ... ap- (n—p—2)..

Kaxro je bp =n—1—p, caenn bobibs-... - b1 =apar-...-ap-(n—p—1)=
apay - ...-ap. Aro je n =p+1, oner Basku ucro, jep je razxa by = a,—1 =0.
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MO ’02.2

1
TTomrro je <BCA = 3 -(BOA = <BOD, npase CA aun OD cy napaJemnue,

1j. gerBopoyrao DOJA je mapamenorpam. Cremu na je AJ = OD = OFE =
AFE = AF. Opasne je
JFE =<JFA—-<qFEFA=<AJF — <ECA = <AJF — <ACF = <CFJ.

N3 AE = AF caemu u na je CJ cumerpana <ECF, na je J unenrtap ynu-
canor kpyra ACEF.

Lpyeo pewewe. bBe3 ymamema OMIITOCTUA, MOKE Ce MPETIOCTABUTHU A je
kpy:kHUIa k jemmamuHa. Heka je mara KOHTypa CMeEIITEHA y KOODIU-
HarHy pasas, tako ma je 0(0,0), A(1,0) u D(cosa,sina). Tanma Baxkn

B(cos2a,sin2a), C(— cos2a, —sin 2a), E(%,@), F(l —ﬁ) Kako je

2 20772
=~ . . =
CA = (1 — cos2aq,sin2a) = 2cosa - (cosa,sina) = 2cosa - OD, cuemu
na je CA || OD, ma je uersopoyrao DOJA mapamensorpam. Cremn

|

— =

OA = 0J+ 0D, tj. J(1 —cosa,—sina). W3 jemnakoctu aykoa AE u
AF, cnemn na je C'J cumerpana <ECF, na, na 6u ce mokasanuo TBpbheme
3aaTKa, MOBOJLHO je NOKA3aTu Ia Cy BEKTOpU

FC  FE
.
]
FE
— —
ucrocmepru. Baxu FE = (0,/3), Tj. ﬁ = (0,1), u, cmuuno FC =
FE

1 3
(—cos?a— 5,—sin2a—|— §>7 Tj. ||F—C)'||2 = 2+ cos2a — v/ 3sin2a = 2 +

2cos(2a + 60°) = 4cos*(a + 30°). Tlo ycmoBy 3amaTra je 0 < 2o < 120°, ma
— —
: . FC FE
je cos(a+30°) > 0, onakie je —— + —— =
EC [IFE)
1

1 3
m. <—0052a— 5,—sin2a+ g +2COS(a+6OO)> _

1+ 2cosa —
2 cos(a + 30°)

1 3
jep je F—j: (5 —cosa,% —sinoz).

MO ’02.3

Heka je (m,n) nap koju 3a10BosbaBa yciose 3anatka. Hera ce npu nememy
nomuroMa f(x) = 2™ +x — 1 ca g(z) = 2" + 22 — 1 nobuja xKommunwk ¢(z) U
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ocrarak (). Kako cy roepunujentu nomuuoma f(x) u g(x) uenu u kako je
Hajcrapuju koeduuujent noaunoma ¢(x) jenHak 1, koeduuujeHTr TOIUHOMA,
q(z) u r(x) cy nean. Ilomro je degr(z) < degg(z), 3a OOBOJBHO BEIUKO X

f(z) r(z) 1) .
= q(z) + —, TO je —= meo Gpoj

g(z) g9(z) g9(z)

3a DECKOHAYHO MHOTO HeJUX T, Ta je jeJHaK HylIu OeCcKOHAYHO MHOTO IyTa,

1j. r(z) =0, ogrocuo f(x) je memus ca g(x).

Baxku |R(z)| < |G(z)|, na rako je

Heka je m=n-+k, k> 0. Kaxko je
fl@) =a*g(z) + (1 —z) (@ + 2% - 1),

nomuuom g(z) mema (1—z) (k1425 —1), ma mw 2% +28 —1 (jep je g(1) # 0).
Cnemn k+1>n > 3. Kako je g(0) <0 n g(1) >0, g(x) nma myny « € (0,1).
Crnemun o™ > ot u o? > o, omakne je l=a"+a? > " +aF =1, may
obe mpeTxonHe HejeqHAKOCTU Mopa Baxkutu jemnakoct. Caemu n = k + 1,
k=2,1j. n=3um=>5.
Kako je
P rr—1=@3+22 - D@ —z+1),
nap (5,3) 3a00BO/bABA YCIOBE 3aIaTKA.

pyeo pewewe. Kao y mpBoMm pememy 3akmbyuyje ce ma je moaunom f(x)
nessus ca g(x).

Momuuom g(x) nma myay « € (0,1), jep je g(0) =—-1<0wu g(1) =1> 0.
Caemu na je f(a) =0, na je

a"+a=a"+a%=1.

Axo je m = 2n, tama je 1—a = a™ < (a")? = (1-a?)?, omrocHo a(a—1)(a’+
a—1) > 0. MebyTtwuu, oso ruje moryhe, jep je o> +a—1>a™+a—1=0.
Hakne, Basku m < 2n. ,
m—n m—n
Cne;m@:xm_"—(x T _x+1),naje h(z) =z
g(x) 9()

— x4+ 1 mewus ca g(x). Mebyrum, degh(z) = m —n+2 < n+
1 = degg(z) + 1, ma je uwnmm h(x) = g(x) uma h(x) = (x — a)g(x) 3a HEKO
a € Z. Kaxo je degh(x) < degg(x), cnenn ma je m = 2n — 1, onakie je
h(z) = a"tt —2"~! — 2 + 1. Kako je h(1) = 0, cremu a = 1, 1j. h(x) =
(z—1)(z"+2% 1) = 2" —2" 4+ 23 —22 —x+1, omakse je n =3, Tj. m = 5.

m—n+2 _

ajm—n

Hanomena. Baxu u cieneha Tteopema:

Honunom " £ 2F £ 1 je uau upedyuuburan usu je jednax npouszsody
noaunoma % £ x + 1 u upedyyubuaroz gaxmopa.

IMO ’02.4
d; 1 D 1 1
K 1 _— = _ = — - . 1
(a) Kaxo je R cremm — ddr +...+ Bods Iame je

IR A W U W T S S
dgdl = n2 = dk,1 dk dl dg o dk
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2
n
(momro je d; =1), 1j. 1< D S dy. Hakne, pawu D < n?.
2

(6) Aro D | n?, Tana je % nemanarn 6poja n?

, Koju je pasauuur ox 1(= dy)
u koju muje Behu onm dy. MebyTum, do HajMamu TpoCT meauaal 6poja n
2
n n
(cammm TuM u ox n?), ma je o= do m dp_1 = e Cnemu D > dp_1d;, =
2
n

N -n =D, 1j. D=dj_1d, omakae je k = 2, mTO je TAYHO aKO U CAMO aKO
2

je n=ds, Tj. aKO U CaMO aKO je OpOj n MPOCT.
MO ’02.5

Samenom ¢ = z = 0 u t = y y mary (QYHKIUMOHAJHY jeIHAUUHY, nobuja ce

4f(0)f(y) = 2f(0) 3a cBaro y. Axro je f(0) # 0, mobuja ce ma je f(y) = E

2
3a CBAKO Y, Tj. f je NAEHTWUYKMU jeTHAKO — .
Nuaue je f(0) =0. 3amenom z =t = 0 ce nmobuja
flzy) = f(2)f(y)  3acsez,yeR. (1)

Axo je f(y) =0 3a mero y # 0, tana je f(z) = f (y . %) =fly)-f (%) =0,
Tj. f je WOCHTUYKK jeqHAKO HYJIU.

Ilakne, ako mocroju jom pemema, Mopa outn f(y) # 0 3a y # 0. 3a-
menom z =y = 1y (1), cremn (f(1))> = f(1), ma cremn f(1) = 1. 3a-
MeoM ¢ = 0, y =t = 1 y mosasHy (yHKIMOHAJHY jeTHAUYNHY, TOOUja ce
2f(z) = f(2)+ f(—z) 3a cBako z, 1j. f je napHa pyHKIMja, Ia jy je TOBOJLHO
oxpenuru Ha [0,00).

Us (1) je f(z) = f(/x)? > 03a cBako x > 0, ma 3aMeHOM t = T aHm z = Y
y monasny ¢ysrmuonaany jemmaumuy ciema f(x? +y?) = (f(x) + f(y))? =
(f(2))? = f(2®) 3a cako x,y >0, Tj. f je pacyha ma [0,00).

3ameHOM Yy = 2z =1 =1 y nosa3ny (yHKIMOHAJIHY jeIHAUUHY CJI€IU

fla+1)=2(f(x)+1) — f(x —1) 3a CBaKO . (2)

Y3 f(0) =0wu f(1) = 1, mako ce moka3yje mEmyKnujom na Baxu f(n) = n? 3a

cBako npuponuo n. Axo je r € QF, rama je r = b , ma n3 (1) u mperxomHOr
q
ctemn p* = f(p) = flar) = f@f(r) = ¢ - f(r), ma nperxomio Ba
3a mMo3WTHBHE pamuonasiHe O6pojeBe. Kako je f pacryha 3a x > 0, ciuemu
f(z) = 2% 3a cBako x > 0, a O TOpe HABENEHOM U 3a CBako ¥ € R.
1
Jlako ce mposepasa ma cy ¢ymrmuje f(z) = 0, f(z) = 7 f(x) = 22

pemema gate (pyHKIVWOHAJIHE jeTHAYNHE.
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MO ’02.6

Hexra je 0;; 32 1 <i,j <n uiFj cKyn cBUX Tadaka KpysKHULE k;, TAKBUX
a TaHCEHTa Ha k; y TuUM Tadkama cede kj;. Jlako ce Bumu na je 0;; yuuja
IBa Iyka Kpy:kHULe k; (m3meby omrosapajyhe yuyrpamme n onrosapajyhe
CToJbaIlhe 3ajeHIYKe TaHTeHTe Ha k; u kj), ma ako je 2q4; yrao m3meby
3aje THUYKUX YHYTpPaIllBUX TaHreHTH Ha k; m k;, Tama je 0,; yHmja mnsa

TyKa EPY:KHMUIE k; YMju je NEHTpaJHW yrao o;; ¥ sinoy; = IIo

0,0,
yCJIOBUMa 3aJaTKa Cy ckynoBu 0;;, 1 < 4,7 < n OUCjYHKTHU U BasKu HZ'Jj = 0;,
1<2,7<n.

Py6 komBekcHOr OoMOTAaUYa yOUEHOI CKylla Ce CaCTOjU OJ TAHIE€HTHUX
ny:&u (OeJ0BU 3aje [HUYKUX CHOJLAIILUX TAHMEHTU OoAroBapajyliux Kpy-
PKHULA) U OJ JIyKOBa KPY/KHUIA, KOjUMa je 30Up HeHTPAJIHUX YyrioBa 27
M KOjU Cy AMjCYHKTHE ca ckymoBuma 0;;, 1 < 4,5 < n (IO KOHCTPYKIMjU).
Cnemu na je 36up Gpojesa «;j, 1 <i,j < n ue sehu ox 2(n — 1)m, na je

2(n—1)ﬂ>i D 205= ), da >4y sinag =8 ) %’
iy

i=1 1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n

omakJje ciaenu TBpbheme 3amarTka.

MO ’03.1

Hera je D = {z —y | z,y € A}. DBpoj enemenara ckyna D uuje sehu oxn
101-100 + 1. CrymoBu A+t; mu A+ t; cy OUCjYHKTHE aKkO U CaMO aKo je
t;—t; ¢ D. IloBomHo je jom msabparn 100 TakBux enxemenara ti,...,t100-

Heka je t; npousBoman esnement ckyna S\ D (TakaB eleMeHT mOCTOju,
mowTo je Opoj esemenara ckyna S Belim on 6poja ememenara ckyma D).
Hera je mzabpano k (k < 99) ememenara ty,...,t; u3 D, Tako na pasinka
NpOM3BOJLHA ABA O BUX He npunaia ckynmy D. Eaement tri1q ce Gupa
TAKO Ma Ipulana CKymy S ¥ He mpumnaia HUjeIHOM OX CKymoBa t + D, ts +
D, ..., tx+D (oBo je moryhie, momro cBaku o NPETXOIHUX CKYIIOBA CAADKA
majsume 101 - 100 + 1 enemenara, Tj. BUXOBa yHUja caap:ku HajBume 99 -
(101 - 100 + 1) = 999999 < 1000000 ememenata).

Hanomewna. Baxku m onmruje tBpheme:

Hexa je A k-eaemernmuu noockyn ckyna S = {1,2,...,m} u nexa je n
npupodar 6poj 3a xoju eaxncu (n — 1)(k? — k + 2) < 2m. Tada nocmoje
bpojesu ti,ta,. .., ty, € S makrsu da cy ckynosut; +A, j=1,2,...,n, no
NaApoBUME QUCTYHKMHU.

Jlokas. Hera cy mu3 ckynosa (S;);>o n HuU3 6pojeBa (t;);>1 OedpuHu-
caHH ca:

So=9; aro je S;_1 # 0 omma jet; =minS;_1 u S; =S5, 1 \{ti+z—y |
x,y € A}.
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Ako je t € S;—1\ S, ouma je t = t; nau nocroje x,y € A, © > y,

-1
TakBu ma je t = t; + 2 —y. 3ato je |S;\ Si—q| = 1+ 5 )7Tj.
k*—k+2
|Si] = [Si—1] — % Cunemu na je
k2 —k+2 k2 —k+2
|S¢\>\So|*i'7+>mf(n71).7+>o

2 2

3a i = 1,2,..,n — 1, na #HU3 ({;);>1 nMa nobpo aeduHECAHUX Gap n
unanoBa. Crynosu t;+ A, i =1,2,...,n cy mo mapoBuMa JUC]yHKTHU.
3aucra, ako 6u ckynosu t;+A u t;+A, 1 < j, UMaau HeIpa3aH IPECeK,
nocrojanu 6u 6pojeBu x,y € A, TakBu na je t; +x =t; + y, ma ciaeam
tj=ti+x—y&59S; 2 5j_1, mMTO je mpoTUBYPeUHO ca t; € Sj_1.

Ilokas omnmrujer TBphema je mMomudpuranmja mOKa3a y OPBOM PEIICHY.
N36opom cnenuduuHOr egemMenTa (MUHUMAIHOL) Ce HOCTUKE M MHOTO Ipe-
nU3HUja IpoueHa on TBphema 3amarka.

IMO ’03.2

a2
2ab? — b3 +1
6poj. IMomro je k > 0, cnemu ma je 2ab® > b3, ma je 2a > b. Axo je 2a > b,
tamga u3 2ab® — b3 +1 > 0 caemn na je a®> > b?(2a — b) + 1 > b2, 1j. a > b.
Iakme, ako je a < 2a < b, Tana je a = %.

IlaTa jemmaumna ce MOKE MOCMATPATH KAO KBAAPATHA 1O ¢, OJHOCHO Y
obmury a® — 2kb%a + k(b® — 1) = 0, u uMa mBa pemema, a; ¥ dz, TAKO 1a je
6ap jemmo y No. U3 a1 + ag = 2kb? u ajay = k(b — 1) cremm ma je m apyro
y No. Hexa je a; > as. Tanma je a1 > kb u

Herka cy a u b nmpupomuu 6pojeBu 3a Koje je = k mpupomgax

k(b —1) _ k(b® —1
0<ay="" ) < K )

b.
P R

Ha ocuoBy ropmux pasmarpama, ciaean mga je az = 0 uau ag = % . Axo je

as =0, taza je b> —1 =0, 1j. a; =2k, b=1. Axo je CLQZ%, rana je b =2t
2 4

38 HeKO teN, k= bz , a1 = 5 — g . Cnemu nma cy jemmua moryha pemema

maTe jeTHAYnHe

(a,b) € {(2t,1), (t,2t), (8t* —t,2t) | t e N}.

Jlako ce mpoBepaBa na je 3a OBe mapoOBe UCIYHEH yCJIOB 3a1aTKA.

a® _a
m = 5, IIa Cy IIapoBU
obauka (2k,1), k € N pemema nare jennadume.

Hexka je je b> 1. Ako je 2a < b, orna je 2ab> —b>+1 = (2a—b)b?+1 < 0,
ma je BPemHOCT PasMaTpaHOr M3pasa HeraTuBHA, mTO je memoryhe. Ako

Zpyeo pewewe. Aro je b = 1 omma je
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je 2a = b, omma je 2ab? — b3 +1 = (2a — b)b? +1 = 1, ma je BpemmocT
pasmaTpaHOr m3pasa jemEaka a’, Tj. maposu obmmka (k,2k), k € N cy
pelema naTe jeTHadnHe.

Hek je b>1m 2a > b. U3 a® > 2ab> —b3+1> (2a—b)b> u2a—b > 1
crema a > b. V3 a? > (2a — b)b? u 2a — b > a cnemu a > b2,

Kako je (b2—1)% = 4a2b*—(2ab®>—b>+1) (2ab?+b>—1), To Basu 2ab®—b>+1 |
(b®—1)%. Hera je (b>—1)2 > 2ab® —b*>+1. Kaxo je (b°—1)%,2ab> -3 +1=1

3 2

% =1 (mod b?), ma je (b> —1)? > (2ab® —
b3+1)(b2+1). Iomro je a > b?, nobuja ce ma je (b>—1)% > (264 —b>+1)(b?+1),

mTo je exBuBasenTHo ca (b—1)b°+2b* +b% +b? < 0, konrpammkmuja. Hake,
b4

(mod b?), cremu na je

(b3 —1)2 = 2ab?> — b3 + 1, onaxse ce nobuja na je a =

2 2
a b
y maTy jemHauYWHy ce mobuja ma je 2 — 1 =1 a TO je mpUupomaH
Opoj ako u camo ako je b mapan nmpupoman 6poj. lakiae m mapoBu 0GJIUKA

(8k* — k,2k), k € N cy pemema nate jennaumne (1 HeMa APYTHUX).

. Y BpimTaBameM

MO ’03.3

Heka cy X, Y, Z, U, V u W cpemumra crpanuna AB, BC, CD, DE, EF
u A mecroyraa ABCDEF, penowm, u exka je P= ADNBE, Q = BENCF
n R=CFNAD (Buneru ciaury 23).

Hera je <APB > 60°. Heka je K Tauka kKoja JIeKU ca KUCTE CTPAHE
npase AB ca koje ce maJsasu u tauka P, takBa na je rpoyrao ABK jen-
HaKOCTpaHudaH, u Heka je () meHTap Kpyra OMUCAHOI OKO TOI TPOYIJIA.
Kako je <APB < <AKB, 10 je OP < OK. 3aro je XP < XO + OP <
XO+0OK=XK=AB- @ . JacHO je ma jeqHAKOCT BasKM aKO M CaMO aKO
je P =K, 1j. ako u camo ako je tpoyrao ABP jemnakocrpanuyan (BumeTu
caury 24).

A

Ciuka 23. Ciuka 24.

36up yraosa <APB, <BQC u <CRD jenuak je 180°. Aro HuCy cBa
Tpu jemnaxa 60°, jeman on mux je Behm ox 60°. Heka je To, HAa mpumep,
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GAPB. Tama je XU < XP+UP < AB- 3 + DE -2 = (AB + DE) - %2,
a TO je MPOTMBHO mpeTmocTasmy 3anaTka. Cmemu ma je <APB = <BQC =
<CRD = 60°. Tpoyraosu ABP, BCQ, CDR, DEP, EFQ un FAR cy jen-
HAKOCTPAHUYHU. 3auCTa, ako HOp. Tpoyrao ABP Huje je IHAKOCTpAHUYAH,
oner cemn na je XU < XP+UP < AB-Y2 + DE- Y3 = (AB+ DE)- 3,
IITO je IPOTUBHO IPETIOCTABIN 3aJaTKAa.

W3 uyumenure na cy rpoyraosu ABP, BCQ, CDR, DEP, EFQ u FAR
jemHaKOCTpaHuyHU ciequ na cy yriaosu mecroyriaa ABCDEF jemnaku 1o
120°.

MO ’03.4

Taure P u @ nesxe Ha kpyry kome je C'D npeunuk. Cuemu na je <QPD =
<QRQCD = <ACD = <ABD u <PQD = <PCD = <BAD, na je APQD ~

P BA D
ABAD. Opasne ciaemu na je Q—g =D Tj. na je PQ = AB - A—g Ha
D
CIMYaH HAUYMH ce mokasyje ma je QR = CB - % Cremu nma je PQ =
D D
QR ako u camo ako je AB - A—g = CB - % [Nocnenma jemmakocT je
e aJIeHTHA, Ca AB AD Omuoc AB AD cy jenmHa ocuMa,
KBUBAJICHTH —_— = ——. HOCU —— U —— HAKI OTHOCUM
cB_cD " cp VI A

Ha Koje cumerpadie yraoBa <ABC u <ADC pasnaxy nyxx AC, a ouu cy
jemHaky ako m camo ako cumerpadie yriaosa <ABC u <ADC ceky myx AC
Y UCTOj TAYKU.

Ciuura 25.

Lpyeo pewewe. Heka je r MOTyIPEUYHUK KPyTa OMUCAHOT OKO YETBOPOYTJIIA
ABCD. Tauke P u ) neske ma rpyry rome je C'D mpeunuk. 3arto je

PQ = CD -singBCA = CD - o> Ha ciuuan Hauwse ce ce moka3yje na
T
CB

je QR = AD - 5 Cunemu na je PQQ = QR arko u camo ako je CD - AB =
r
. . AB AD
AD - CB. Tlocnenma jemHAKOCT je €KBUBAJIEHTHA Ca CE - CD’ ma ce

3aKJbyUaK M3BOAU KA0O U y IPBOM DEIIEnY.
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MO ’03.5

Kako je 1 < a0 < ... <z, ciemu ma je

D> lmi—wl=2- ) (w—w)

i=1 j—1 1<i<j<n
n
n n
2 _ 2
d D (wi—w) =2 Y (x5 — )
i=1 j=1 1<i<j<n

3aro je mara HejeIHAKOCT EKBUBAJIEHTHA Ca

2
2
n‘—1
Yoo @i—m)| < 7 (x; — )%
1<i<j<n 1<i<j<n
Kako je
n
Z (x; —x;) = Z(2k —n— 1)z,
1<i<j<n k=1
n k—1 n
Yo G- —w) =) (k—i)= > (G—k) o=
1<i<jsn k=1 \ i=1 j=k+1
n n
k(k—1 n—k)(n—k+1
_ < (2 ) )(2 ))xk'2(2kn1)xk;
k=1 k=1
TO je
2 .
Z (xj—xi)zg' Z (7 — i) (wj — ).
1<i<j<n 1<i<j<n
Kopumhemem Kommujese mejemnakoct modbuja ce
2 2
4 .
> (ay—w) =5 o G-iay—w) | <
1<i<j<n 1<i<j<n
4 L n?—1
<3 SooG=)? D (@)= 5 > (mi—w))?,
1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
KaKoO je
n j—1 n . . . 2/ 9
SN2 VI (-1Dj2i-1)  n°(n*-1)
Z(j Z)_Z. U Z)_,Z 6 To12
1<i<j<n j=11i=1 Jj=1
. Ty — Ty . .
JemmakocT BasKM aKO M caMo ako cy c¢Bu OpojeBu —— , 1 < i < j < n,
Jj—1

jemnaru meDy cobom, Tj. ako u caMo ako je Hu3 (Tk)i1<k<n APUTMETHUKA
mporpecuja.
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MO ’03.6

Kako pP~ 1 +pP~2+...4+p+1# 1 (mod p?), nocroju mpoct 6poj ¢, Takas ma
qlpPt+pP 2+ . . +p+lup?/g—1. KakojepP t+pP2+...+p+1=1
(mod p—1), To cy pP" L +pP~2+ ...+ p+1 u p— 1 yzajamuo mpocTu, ma
ql/p—1. Kako je (p—1)(pP L +pP2+...+p+1)=p’ -1, T0o q | p* — 1.
3aro je mopenak 6poja p no monyay ¢ jensak p. Caemmn ma p | ¢ — 1 (mana
depmaoBa Teopema).

Heka nocroju npuponan 6poj n takas na je nP = p (mod ¢q). Tana je

=1

P (mod ¢). Kako p { qp%l U KaKO je mopemak Opoja p 1o
=1

Moaysy ¢ jemHak p, To p P # 1 (mod ¢). W3 nobujene KOHTpaquKnuje

ciaemu TBpheme 3amaTka.

1=ntt =

Hanomewna. Ilpoct 6poj ¢ 3am0Bo/baBa NOCTABJHEHN YCJIOB aKO M CAMO aKO
jempocruy K = Q(\/p). llpumemyjyhu reopemy HeGorapjosa o rycTusn
na [amoaosBo 3arBapame noma K (tBpbheme 3anatka je cuenujanan ciayyaj
oBe TeopeMe), 100ujaMo Ia CKYIl TAKBUX ¢ UMA I'yCTUHY % . Cunenn ma moc-
TOju 6ECKOHAYHO MHOT'O MPOCTUX OpoOjeBa ¢ KOju 3aM0BOHABA]Y MOCTABILEHU
yCJIOB.

MO ’04.1

Hexka je L npecek cumerpasie yraa <BAC u crpanune BC, a T cpenumre
nysku MN u meka cy «,(,v yraosu tpoyriaa ABC ron temena A, B,C,
pemom. Hexka je k xpysuauna ca mujamerpom BC, kp Kpy:KHUIA OMUCAHA
oko ABMR u k¢ kpyskauna onucana oko ACNR.

Kako je OM = ON, cumerpana yraa <MON mnoknama ce ca cume-
tpasom nysxku MN. Crora ce y AAMN cumerpaina yraa <M AN u cume-
Tpasna crpanune MN cery y tauku R, KOja mpumaia KPY:KHUIU ONUCAHO]
oko tpoyrna AAMN (3aucra, u3 u3 rerusaor yerBopoyraa BOCNM cnenn
<AMN = 180° — <BMN = v u <ANM = 180° — <«CNM = (3, ma je
AM # AN (& <AMN # <ANM & (3 #+ v < AB # AC; nakse, cumerpadia
yraia <MAN u cumerpana crpanune M N HuCy TapajesHe, Tj. HUXOB
[PECEK je jemHa Tadka).

W3 rerusnux yerBopoyraosa AMRN u BMNC' cunemnn
<ARM = <ANM = 3 = <ABL, <ARN = <AMN =~ =<ACL,
omakie ce mobuja na cy yersopoyriosu BLRM u CLRN rerusuu. Ilakie,

L je 3ajemnmura Tauvka Kpy:kHUNA kp U ko, ma ce OBe KPY:KHUIE CEKY Yy
raukn (L) koja mpunana crpannmu BC.
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Cuura 26.

pyeo pewewe. Hera cy o3make mcre Kao y OPBOM pememny (IPBU HACYC).
Kako je AABC ~ AANM (mowmro je <AMN = v u <ANM = [3), ca
oaropapajyhum rexumuum auaujama AO u AT, cnemu <BAO = <CAT.
Crora je cumerpana AR yraa <BAC rmakobe um cumerpana yraa <OAT.

Opatie caenu
RT AT

RO~ A0~
Kako cy AT u AO onrosapajyhie TesKuIHe Ay:KU Y CIUYHUM TPOYTJIOBUMA

u kako je O meHTap KpyskHUIE k Koja mposasu um kpo3 B u kpo3 M (1j.
OB = OM) mobuja ce

RT AT MN MT MT

RO A0 BC BO MO’
Caemu ma je MR cumerpana <OMN. Hame je <BMO = (ABMO je
jemnakokparu) u <AMN =~ (u3 AABC ~ AANM), na je <OMN = a.
Konauno <BMR = 3+ 1 -a = <CLR (cnomammu y AABL), onakie cieu
na rtauke B, L, R, M npunanajy mcrtoj Kpy:kHUIM. AHaJOrHO ce mobuja na
u C, L, R, N npunanajy uCTOj KPYKHUIU, Ta Ce Te IBE KPY/KHUIE CEKy Ha
crpanunu BC.

Tpehe pewewe. Karko je BC npeunur kpy:kuuie Ha xkome cy u M u N 1O
je BM L. CM u BN L CN, na cy BN u CM sucune AABC (nmomro je ou
OWTPOYTJIM, TO CY OB€ BUCHUHE YHYTAp TPOYTJA).

Heka cumerpana <MON (koja je yjemuo u cumerpana ny:xu MN, jep
je AMON jenmnakokpak, OM = ON) ceue rpy:xuuiyy onucany oko AMAN
y Tauku R'. Tana je MR' = NR’ (jep je R’ ma cumerpamu mysxu MN),
na cy U JyKOBU MR u NR' ucre nyssmue, Tj. <MAR' = <R'AN onmakue
je R’ u ma cumerpamu yraa <MAN. Kaxo A ¢ OR' (A € OR’', ciemu na
je A ma cumerpamu my:xu M N, na je AM = AN, 1j. ciemu AC - cosa =
AB-cosa = AC = AB, mTo je IPOTUBHO YyCJIOBY 3aIaTKa), Te je R’ mpecer
cumerpadia yraosa <BAC u <MON, nakre R’ = R, na je 4eTBOpOyrao
MRN A teruBaH.
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Kpyxuune ommcame oko ABMR um ACNR ce ceky y R. Heka je
Apyra mpecedHa Tauka oBe ABe kpyskuune X . V3 TeTuBHUX 4eTBOPOYTIIOBA

BXRM, MRNA u XCNR ce nobuja
<BXR = 180° — <RMB = 180° — (180° — <AMR) = <AMR,
<CXR =180° — <RNC = 180° — (180° — <ANR) = <ANR,

na je
<BXR+<CXR=<AMR+ <ANR = 180°,
onmakie ciaenu na cy rauke B, X u C ronnuneapue. Taura R je yHyTap yria

<BAC (jep je ma cumerpauu yraa <BAC), na je u X yayrap <BAC. Tume
je morazano na X mpunana ay:xku BC, mro je u Tpebanio moKasaTu.

Cuura 27. Ciuura 28.

Hanomena TBpbheme 3amaTka ocTaje Ha CHA3U U 38 MPOU3BOJLHY KPYKHUILY
k, roja mpousasu kpo3 tauke B u C, rae je O meH meHTap.

MO ’04.2

3amenom ¢ =b=c¢ =0y mary jennauuny (y Toj curyauuju Basxku ab+ be+
ca = 0) mobuja ce 3P(0) = 2P(0), omaocuo P(0) = 0. Bamenom b = ¢ = 0
y mary jemmauuny (y Toj curyamuju Basku ab + be + ca = 0) mobuja ce
P(—a) = P(a), ma je P(z) mapua ¢ymkmuja. Cremn ma je P(z) = ax? +
asxt+. . 4a,z®, n € N. Axo Pi(z) u Py(x) 3amoBo/maBajy naty jemsaunmy,
Tazna To Baxku u 3a P (2)+P:(x), na je JOBOLHO NCIUTATH CBe MOJIMHOME
obmura z2F, k € N.

3a csako = € R 3a Tpojry (a,b,¢) = (6x,3xz, —2x) je ucnymen ycios
ab + bc + ca = 0, ma ce nobuja P(3z) + P(bx) + P(—8z) = 2P(7x) 3a cBako
r. 3a P(z) = 2?* k € N, cremm

32k 452k L (—8)%k —2. 7%k = .

k

Kako je 82k > 2. 72k 34 | > 3, caiemu ma z2F 3a k > 3 me 3aI0BOJbABAjY

yCJO0B€ 3adaTKa.
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Kako je
(a—=0)*+(b—c)*+(c—a)®—2(a+b+c)* = —6(ab+ bc+ ca),

22 je pememe 3amartka. Heka je x =a—b, y=b—c, 2 =c—a. Tana je
r+y+2z=0, a, mo nperxomaoM, x° +y? + 22 = 2(a + b+ ¢)?. Cremn

1
a:y+yz+z:c:—5-(a:2+y2+z2):—(a+b+c)2,

(zy)* + (y2)* + (22)* = (vy + yz + 22)* — 2zyz(r +y + 2) = (a + b+ ¢)*,
ot yt 2t = (@ 7+ 2% - 2[(@y)’ + (92)° + (22)°] = 2(a + b+ o),

ma je u x* pememe 3amaTKA.
Harne, pemema naTe jefHAYMHE Cy OOJMHOMU OOIMKa aox’ + asz?,
as, a4 € R.

Jpyeo pewewe. Baxe cBu 3ak/pydIy IpBOI IACYCa IPETXOMAHOL PEIIEHA.

3a k > 2, 3ameHoMm ¢ = — a+b# 0 nobuja ce

a
a+b’

(a5 + (b4 22 2k+ L v atp— "

a+b a+b B at+b)
a+b
b2

2k
a .
MuoskemeM ca ( > U CMEHOM Z = 3 nobuja ce

(22 = 1)%F (22 + 1) + (22 +22)% = 2(2% + 2 + 1),

k—2 I[ajy

() o (3) =2 (D))

2k 2k
OIaKIE je 3( 1 > = 2( 9 >, 1j. k=2. Cnenu na je 3a k > 2 jenuno moryhe

pememe P(z) = z*. Ocraje jom ma ce nposepu na z2 u x? jecy pemema.

Kako je k > 2, koedpurmjentn y3 z*

MO ’04.3

Hera ce mpaBoyraoHuk m X n MOKe HPEKPUTU KyKama. 3a CBaKy KYyKY
A nocrToju jenuHCTBEHA KykKa B Koja IOKPUBA HETOBO ,, YHYTPAIIHE‘“ M0Jbe
(Bumeru cauky 29). Ilo Ha cumeTpujy, nocroje Tpu MoryhHocT mookaja
Kyke B:

(1) yuuja xkyka A u B je npasoyraonuk 4 x 3 (Buneru ciury 30);

(2) yuuja kyra A u B ¢opmupaja yHU]y ABa 2 X 3 HPABOYraoHUKA KOjU
cy ,HAJIEeILeHn jenan Ha npyru (Bumetn cauky 31);
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(3) xyra A me mpekpusa ,yHyTpamme“ nome kyke B. Mebyrtuwm, oso je
Hemoryhe (ocraje HEOKPUBEHO yCAMILEH IOJLE KOME CYy CBU CyCeIu
[OKPUBEHU, BUAETU CJIVKY 32 Ha KOjO] jé OBO II0Jbe OCEHUEHO).

Y oba moryha cayuaja, opuruHajHa Kyka A je cycem cBora cycemua
B. Crora ce cBe Kyke MOT'Y IOIEJUTH y IapoOBe y3ajaMHUX Ccycela, ma je
yrymaH Opoj kyka mapan. Kako ce cBaka Kyka cacroju ox 6 kBampara,
caenu na 12 | mn.

Caura 29. Caura 30. Cuaura 31. Cikra 32.

Heka je jeman om m,n memus ca 4 (6e3 ymMamema OMNIITOCTH, 300r
cumerpuje, Heka 4 | m). Axo 3 | n, Tama ce MPaBOYTAOHUK M X N MOMKE
NPEeKPUTU IPaBOyraOHUIMMa AuMeH3uja 3 X 4, a caMuM TUM U KyKama.
WNuaue, Bazku 12 | m. Aro je n ¢ {1,2,5}, tana nocroje k,l € Ny, Tako na
je n =3k +4l. Karo ce 1o nperxoaHoM mpasBoyraoHurum m X 3k u m x 4l
MOTY IpeKpuTu Kykama (HapaBHO, ako je k = 0 muum [ = 0 Hema mra na
ce mpekpuBa), TO je Moryhe ypaautu m ca OpaBOyraoHUKOM m X 1. AKO
12 |m un € {1,2,5}, narko ce Bumu ma mpeKpuBam€e KykaMa Huje Moryhe.

Ako Hujenan ox m u n HUje nempus ca 4, caenu na cy um un napuau (mn
je memuso ca 4). Heka je npaBOyraoHUK IIOJEJ/bEH HA je JUHUUHE KBaApaTe,
ca BpCcTaMa ¥ KOJOHOMa Koje cy o3HaveHe ca 1,...,m u 1,...,n (ox Bpxa
Ka IHY U ca JeBa Ha necHo). Heka je obesie:KeH CBAKM jeIMHUYHN KBAIPAT
32 KOJU je TAYHO jemaH on ¢ u j meaus ca 4 (Bumetu caury 33).

Ciuura 33.

Csakm on gBa Moryha obmmka kKoju (opMupajy nOBe CyceIHe KyKe
npekpuBa 12 jenurmyHmx kBanpara. Jlako ce Buam ma Te mBe cycemgHe
KyKe y OMJIO KOM IOJIO/KAjy HOKPUBA]Y UM 3 Mian 5 00esIesKeHIX KBaApaTa,
OOHOCHO HemapaH Opoj obesekeHnX KBaaparTa.

Mebyrtnm, ako je m = 4du+2 un = 4v + 2, u,v € Ny, Tana je yrkymax
6poj obeneskenux kBanpara u(3v + 2) + v(3u + 2) = 2(3uv + u + v), wWro je
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napas 6poj. lakie yrynan Opoj obimka GpopMUpAaHUX O 2 CyCeIHE KyKe
je mapam, na je ykynan 6poj jeMHUYHUX KBAAPATA Y IPABOYyTaOHUKY (mn)
mesmuB ca 24, mro je Hemoryhe, jep Hujeman ox 6pojeBa m u n HUje OEHUB
ca 4.

Ilakne, kKykaMa ce MOKEe NPEKPUTH IPABOYTAOHUK AKO U CAMO aKO je
mumensuja 4k x 3l wau 12k X m, roe je kI > 1 um > 6.

Jpyzo pewewe. Kao y npBoM pememy 3amaTak ce CBOAU Ha ciayuaj 4{m u
4tn.

Ciuka 34. Ciuura 35. Cuura 36. Ciuura 37.

Kako je moraszano y mpBOM pemieny, KyKe Ce MOI'Y IMOAEJIUTHU y HapoBe,
Tj. Tpeba UCOUTATU Oa JU Ce MPABOYTAOHUK 1M X N MOKE IPEKPUTU PUry-
pama ca cauka 34, 35, 36 u 37 (1 oHUMA HOOUjEeHUM U3 HUX CUMETPUjaMa
u poramujama). Kako 8 1 mn, 6poj purypa koju ydecrByje y TOj HOLEIH je
menapas. Heka je, Ha npumep, 6poj ¢urypa y TOj HOIeNM KOju je 0OIMKa
unu purype ca ciauke 34 unu purype ca ciauke 35 Hemapad (HEKa Cy TO
durype npsoz muna). Heka cy npHO O3HAUEHA CBA MOJbA Yy KOJOHAMA YUUjU
je munekc nessus ca 4. Jlako ce Buau na cBaka Gurypa IpBOT THUIA TOKPUBA
TAYKO TPU M0JbA KOja Cy O3HAUEHA I[PHO, Tj. YKYIIHO HemapaH Opoj TaKBUX
nosma. Ciaemu na je ykyman Opoj IoJ/ba KOja Cy O3HAUeHa I[PHO Koja Cy
npexpuBeHa (QuUrypama Koje HHCY NIPBOI THIa HelapaH, IITO je HeMoryhe,
jep TakBe ¢QUrype MOKPUBAjJY WM IBA WU YETUPU [PHA MOJba. AHAJIOTHO
ce pamu apyru cayuaj (yKOJIuko je Opoj Gurypa Koje HUCY OPBOr THIA
HemapaH), 3aMEHOM yJIOre BPCTa U KOJIOHA.

MO ’04.4

360r cumerpuje, JOBOJBHO je moraszaru t1 < to + t3. CpebuBamem m3zpasa
IATOT y 3aJATKY CJIeIn

= "1 ti tj
t |- — | = CETVA R
<§:Z> <§2u> e 2: <g_%m>
i=1 i=1 1<i<j<n
1 1 1 ti t;
nttr-(—+—)+—-(tat+ts)+ ~+ 2.
' (t2 t3> t1 (t2 + %) Z <tj ti)
I1<i<j<n
(4,4) # (1,2),(1,3)
W3 mHejemmakocT apuUTMETUYKE M TE€OMETPUjCKE CPEOrHEe je

11 2 ti ot
— == , totty>2Vtats, m —+ -2
t2 t3 = /—t2t3 2 3 = 203 tj tz

>2 3acBedt,].
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Hexka je a = > (0. U3 ycnoBa 3anaTka cienu

"1 (z) (z%) SRS I (I

i=1

2a+ 2 +n%—4, na je 2a+ 2 — 5 < 0,0mH0cHO ca (2a — 1)(a —2) < 0, Tj.
% <a= \/’21273 < 2. Cuemu t; < 2-+/tal3, ma ce u3z HejennakocTu usmeby

apUTMETUUYKE U TeOMeTPUjCKe cpeaune nobuja t; < 2-+/totg < to + t3, mro
je m Tpebajio MOKa3aTH.

Lpyzo pewewe. 360r cumeTpuje, MOBOJBHO je mokasaTu t, < to + t3. Ako je
t1 < tp unu t; < t3, TO je TPUBUjAJHO, A CE€ MOKE MPETIOCTABUTU 1A je
t1 > max{ts, t3}. CpebuBamem uspasza maTor y 3amaTky Cienu

(o) (L) (Eep-e) o

1<

Csu cabupuu ca gecue crpane (1) cy HeHeraTwBHU, I1a je OHA HE MAamba
onn?+T, rne je T = (i—;—k;—f —2) + <§—;+i—?—2). ITowro je T pacryha
¢yurnmja mo t; 3a t; > max{te,t3} m momtTo 3a ty +t3 = t; Bakm T =
% + i—; —12>1, cnemn ma 3a ty +t3 < t; Baskm T > 1, ma je mecHa cTpaHa
y (1) me mama ox n? + 1. Kako je mociemme y KOHTPAIUKIMAA Ca JTATHAM
YCJIOBOM, cjemu TBpheme 3amaTka.

Hanomena. Moske ce nokazatu (Ha OpuUMep, TPaKEHEM EKCTPEMHUX BpPe-
mrocTr momohy JlarpamxoBux MHEOEMIANA), na ce n? + 1 u3 3a1aTKa MOe
samenntn ca (n+ /10 — 3)2, tako na TBpheme 3amaTka ocTaHe Ha CHA3M.
IIpuTom je oBa mpomena Hajboma Moryha.

MO ’04.5

Hexka je uerBopoyrao ABCD reruBan u Heka npase BP u DP ceky onucany
kpyskHuny dersopoyrna ABCD no apyru nyTt y E n F, penom. Tana us
nator ycaosa ciaenu na je AB = CF u AD = CE, na je BF || AC n
DE || AC. Cnemu na cy BFED u BFCA jemnakokpaku Tpamnesu, na Tadka
P = BENDF npunana 3ajeqauyko] cumerpaau xy:xu BE, ED, AC. Ilakxue,
Baku AP = CP.

O6parno, weka je AP = CP u merka P npunana tpoyriosuma ACD u
BCD (moxe ce mpeTnoctaBuTu 6e3 rybibema ONMTOCT, BUAETA KOMEHTAD
Ha MOYeTKy Apyror pemema). Hexka BP u DP cexy AC' 'y K u L, penom.
Tana je <APK = <CPL. Tlomro je AP = CP, tauke K u L cy cumerpuyse
y omuocy ma cumerpainy nysxku AC (p). Heka je E rtauka cumerpudna ca
D y omuocy wa p. Tana E npunana npasoj BP u Baxku NAPD = ACPE.
Crnemqu <BDC = <ADP = <BEC, mro 3naun na je uerBopoyrao BCED
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tetuBaH. Kako je m uerBopoyrao ACED tetuBaH, Takas je M Y€TBOPOYTa0

ABCD.

Apyeo pewewe. Karo je P ymyrpamma tauka dyerBopoyria ABCD, ciemu
na Baku <DBA < <DBC ako u camo ako je <BDA < <«BDC. Crora
ce 6e3 ymMamema ONIMTOCTH MOKE IPETIOCTABUTH Ja ce Taura P Hamasu y
rpoyraosuma ANACD u ABCD.

Hera je ABC'D tetuBan ueTBOpOyrao u Heka cy K u L mpecenn npasux
BP u DP ca upasom AC, pemom. Tana w3 ycnosa 3anarka (<PBC =
<DBA nu <PDC = <BDA) n <ACB = <ADB, <ABD = <ACD cuemu
na cy tpoyraosu ADAB, ADLC u ACKB cauuau. Oparie ce mobuja
<PLK = <PKL, ogaocao PK = PL.

Tarxobe, u Tpoyranosu NADL u ABDC cy ciuuysu omakie ciemau

AL AD KC

BC BD BC’
1j. AL = KC. Caenu na je NALP 2 NCKP (AL =CK, <ALP = <CKP,
PL = PK), onakxne je AP = CP.

Cuura 38. Cuaura 39.

O6parno, weka je AP = CP. Heka cy X u Y Tauke mpeceka KpPyik-
wune omucane oko ABCP ca npasama C'D u DP, pemom. Ilo ycuoBy
3amatka, rpoyraosu ADB u PDX cy canuan (<BDA = <PDC = <PDX
n <DBA =<PBC =<DXP), nacy u AADP u ABDX canunan (<PDA =
<PDB+ <BDA = <PDB+ <PDC = <BDX u 42 = £L) Onarze je

- DX
BX BD XD (1)
AP AD PD’
Kako cy u tpoyraosu DPC u DXY cawuunu, cienu
YX _ XD o)
CP PD’
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Kako je AP =CP, u3 (1) u (2) ciequ BX =YX, na je

<DCB =<XYB =<XBY =<XPY =<PDX +<PXD
= <9ADB + <ABD = 180° — <BAD.

[Mperxomna jemnaxkocT moBsiauum na je yerBopoyrao ABCD Terusan.

MO ’04.6

Axo 20 | n, Tama CBAKM yMHOKAK N UMA MOCIENme [Be U(pe TmapHe, Ta He
MOke OuTu ajgrepHupajyhn.

(1)

Heka je (n,10) = 1. 3a cBako npupoxnso k mocroju 6poj Ap(n) =
10mF — 1
10...010...010...010...01 = ———
10F —
(mo Ojeposoj Teopemu, 3a m = ¢ [n(lOk — 1)}; y AENUMAJJIHOM 3aIUCY
6poja Ar(n) usmeby cBake aBe yzacTonHe jequHUIE Ce HAJA3M TAYHO
k Hymna).

, m € N, koju je memuB ca n

Heka je n=2-5"-ny, rae je r 2 1 u (ng,10) = 1.

Tana 3a csako k mocroju anrepuupajyhu memapan 6poj My (ca k
mudapa), Koju je memus ca 5, mokas mHIyKIEjOM:

Moske ce uzabparu M; = 5. Hera mocroju anreprupajyhu 6poj
M, ca r uudapa nemus ca 5" u meka je ¢ € {0,1,2,3,4} rakso na je
]EV)I[ = —¢2" (mod 5) (rako je (27,5) = 1, mocaenma KORIDYEHINja YBEK
nma pemema). Tana cy 6pojesu M, +c-10" u M, + (5+¢)-10" car+1
nudapa u jeqHaxum 5" - (% + 2" c) ub" - (% +2"-c+5- 2’”), pemom,
ma cy mesmusu ca 5"l Tauno jemam on mux je axreprmpajyhm. 3a
o6poj M, ce bupa Taj 6poj.

Cnemn nma je y oBoMm cayuajy 6poj 10 - Ag.(n1) - My, antepuupajyhn
U IeJLUB ca 1.

Heka je n =2" -ny, rme je r > 1 u (nq,10) = 1.

Tana 3a cBako r moctoju anrepuupajyhum memapan 6poj Nj (ca 2r
madapa), kKoju je memus ca 22771 nokas wmmykmMjOM:

Moske ce m3abparu N; = 16. Hera nmocroju anreprmpajyhm 6poj
N, ca 2r mudpapa memus ca 22"+l Tana je jemam om N, + m - 10?7,
rae je m € {10,12,14,16}, memus ca 2273 na ce Moske m3abpaTu 3a
Nyy1 (axo je N, = 22"71d, cnemn N, +m - 10%" = 22"+ (d+ 57 - )

ud+5 % =0 (mod4), a mocaenma KOHIPYCHIMja UMa DEIICH:Ee

% €{5,6,7,8} 3a ceako d u r, jep je (57,4) =1).
Cnemn ma je y oBom cayuajy 6poj As.(ny) - N, anrepuupajyhn u
IEJLUB Ca n.

Haxme, 6poj je anrepumpajyhu ako u camo aro Huje memus ca 20.
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MO ’05.1

Hera cy a1, aq2,b1,b2,c1,co,x nepunucane kao #a caunu 40, a d crpaHuna
nmaTor Tpoyrua. Tana je, HA OCHOBY KOCUHYCHE TeOopeMe

2 12 2 2 2 2 2 2 2
a5 + b7 —azby == (1), b3 +c] —bacy = a7, 5 +aj —ca) =x

uay;+as =by +by=c1 +co =d—2x. Enumunucamem ag u3 (1), nobuja ce
d* — 2dx + (a2 + a1by +0?) = (d — )(2a1 + b1). Amamorso je d* — 2dx + (b3 +
bici +c2) = (d — )(2by + ¢1), omarae je (makom omysumama u cpebuBama)

(a1 —c1)(ar+ b1+ —d+z)= (a1 —b)(d—2x) (2).
Huknauuro ce mobuja u

(bl—al)(a1+b1+cl—d—|—x):(b1—cl)(d—x) (3) u

(Cl — bl)(al +b1 +c1 — d+l‘) = (Cl — al)(d— l’)
C

Axo cy Heka nBa on ai, by, ¢, jenHaku
(6e3 ymamema ommrocTu, 3600 mu-
KJINYHOCTH, HEKA je a1 = by), KaKo je
d—x >0, u3 (3) cnenn by = ¢1(= a1).
Ako cy cBU paznuuuTy, omer 0e3
yMambelha ONMTOCTU, HEKa je aj >
by > ¢1. Mebyrum, no (2), rana 6u
Mopajo outut a1 +by+c1 —d+x > 0,
amo (3) ap+b+c; —d+x <0, mro
je memoryhe.

Cunemu a1 = by = ¢;. To 3maun
ma 3a gaTto a; < % IOCTOjU HAa- Cuanka 40.
jBUINE jemaH IIECTOyrao ca ocobu-

HaMa Ne(PUHUCAHUM Yy 3aIaTKY.

Ca mpyre crtpane, 3a maTo ai < g [OCTOJU TaKAB IIECTOYrao (Tadka
Ay ce mobuja rao Tauka 3a kKojy je B — A; — C u BA; = ap; Ttaura B;
ce mobuja kao Tauka 3a kojy je C' — By — A u CBy = ay; tauka Cp ce
nobuja kao tauka 3a kojy je A — Cy — B u ACy = ay; tauke As, By, Cy
pemoM, ce mobujajy kao mpeceru cumerpata mysku Ay By, B1C1,C1A; ca
BC,CA, AB pemoMm; 0BaKO KOHCTPYUCAH MIECTOYTa0 3a00BOJLABA yCIOBE
3amaTka, mTo caemu Hemocpemuo uz AA1CBy &2 ABAC; =2 NACBA;
(mBa mapa jeaHakux cTpaHuna U yrao uaMeby mux)).

Mebyrum, 3a oBakas mecroyrao je tBpheme 3anaTka TpusBujaaHo (nare
TPU Iy3KU Ce CEeKy Yy IEHTPY HATOT TPOYTJA).

Jpyzo pewewe. Hera je P mauka ymyrap AABC, taksa na je AA;AsP
jemnakocrpannuan. Kako je AP || C1Cy u A1 P = C1C5, gyerBOpoyrao
A1 PC1C5 je pomb. Amanoruo ce mokasyje ma je u derBopoyrao A;PBsyBj
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pom6, na je AC;BsP jemmarocrpanuuan. Heka je o = <ByB1As, [ =
<AB1AsA |, m v = <C1CrA . Tana cy a u § cnomammu yraosu AC By As, ca
<AsCBy = 60°, na je a+ 6 = 240°. Kako je <ByPAs; = a u <C1PA; =7,
cnemn « + v = 360° — (<C1PBy + <A1 PAs) = 240°, omakiue je [ = 7.
Amnasorao ce morasyje ma je u <C1 BBy = 3, na NA1AsB; =2 AB1By(Cy
ANC1C2A, 1j. NA1B1C] je jennakoctpannunu. Caemu na cy npase B1Co,
A1By u C1 Ay cumerpasie cTpaHWnia OBOT TPOYTJa, Ha CE€ CEKy Yy JeIHO]
TAUKMN.

A
Bs
C1
By
Ca
C Ao Ay B
Cuura 41. Cuuka 42.

Tpehe pewewe. Hera je o = <AC3B3, = <AB1C7 u K Taura mpeceka
npaBux B1C7 u ByCs. Kako cy tpoyraosu By BoCy u BoCCs jennakokpa-
ku, caemu <{B1C1 By = <0 u <CyB2CY = a.

Hera je <B1CoBy = pu <C1 BV = . 3 AAB1Cy cnemu a+f+p+1) =
120°, a m3 AKB1Cy u AKC1Bs cniemn o + § = ¢ + 1. IHakne, Baxun
a+ B =60° na je werBopoyrao AB;KC, raruBan. Cuaemu <KAC| =a u
<IByAK = (3, na je KCy = KA = KBy, 1j. p =1 = 30°.

Amnajorao ce morasyje ma je <BsA1B; = <««CyB1A; = 30°, na je npasa
B;Cs cumerpana <CiBjA; (tpoyraa AyBiCi). Cauuno ce mokasyje u
na cy npase A1By u C1A; cumerpane <B1ACy nu <A1C1 By, na caemu
TBpbheme 3amaTka.

Yemepmo pewewe. Hera cy

—_—
U = BQCl, u' = 0102, v = CQAl, ’Ul = AlAg, w = AgBl, u = BlBg.

Kaxko je v/ + v +w' =0, cremu u + v + w = 0, na momro je |u| = |v| = |w|,
crenu na cy yriosu mMeDy Bekropmma u,v,w jemHaru 120°.

Hakne, npase ByC1, CoA; m Ay By uuHe jeqHAKOCTPAHUYAH TPOYrao.

Cunemu na je ANAC1Bs ~ ABACy ~ ACB1As, na rako je ByCi; =
OQAl = AQBl n AAClBQ = ABAlCQ = ACBlAQ

Crenu 3ak/bydak Kao y OPBOM pememy (M0 IPEeTXOMHOM, AATH MIEeCTO-
yrao ce MOyKe BUAETU U Kao mpecek Tpoyriaa ABC u tpoyria mobujeHor
on tpoyria ABC poranujoM OKO HEroBOT IEHTPa 3a MPOU3BOJLAH YyTao @,
0 < ¢ < 120°).
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MO ’05.2

Y maToM HU3Y He MOT'Y Ce JaBUTH jeNHaKa diaHa (ako 6u 6uio a; = a;,i # j,
Tama 3a N > 4,j WIAHOBM @; U G; IAjy MCTU OCTATAK IPHU IEJLElmy Ca n).
Hera je a; majsehnu, a a; majuamu Opoj meby ai,...,a, 3a Hexo n € N.
Kako cy oBu 6pojeBu pasnuuury, MOpa outu a; —aj = n— 1. Axo 6u om0
a;—aj; =m>n—1, raga je n < m, na ce a; n a; Hangaze Mehy ai,...,an,
Tj. MeDy oBuM OpojeBuMa ce HaJsa3e OBa KOJU Oajy WUCTU OCTATaK IPU
mememy ca m, mTo je Hemoryhe. Cmemm a; —a; = n — 1, a Kako je n y
ropmeM u360py OMIIO IPOU3BOJLHO, ciaenu na je {ai,...,a,} Ckyn obuauka
{k,k+1,...,k+n—1} 3a Hero k € Z, Tj. CKyn cacTaBibeH O] y3aCTOIHUX
nenux Gpojesa (3a csakro n € N).

Heka je k € Z. Kako ce y matom Hu3y jaB/ba OECKOHAYHO MHOT'O ITO3U-
TUBHUX 1 OECKOHAYHO MHOTO HETaTWUBHUX OpOjeBa, W KAKO Ce He jaBjbajy
nBa ucTa Opoja, mocroje ¢ u j, TakBu Aa je a; < k < a;. Mebyrmu, karo je
{ai,..., Gmax{ij1} cacTaBben onx ysacTomHux mesnux Opojesa, meby muma
ce Haya3u u k, omakie ciaenu TBpheme 3anarka.

MO ’05.3
) 5 — 12 (J:5+y2—|—22)—(x2+y2+22) x2+y2—|—z2
Kako je — 5 5 = . 5 5 =l-—=—"—mu
A T 2+ Ytz A o T

CJWYHO 3a ApYTUW U Tpehu diaaH Koju ce jaBiba y OaToj HEejeIHAKOCTH, OHA
j€e eKBUBAJIEHTHA Ca

w2 +y?+22 2?4y 422 a4 y? 422

$5+y2+22 $2+y5+2§2 x2+y2+25\

W3 mejemnakoctu Komu—IllBapn—bymakoBckor u ycaosBa xryz > 1 caemm

2
5 1 2
@ +y?+ 2z +y* +2%) > (x? (y2)2 +y-y+Z-z> > (2 +y*+2%)7,
OJaKJe je
x2—|—y2+22 yz—|—y2+22
x5+y2+22 = x2+y2+22'

CauyHOM TPOIEHOM 3a Apyra ABa YjaaHa, CJeIu

x2+y2+22 :172+y2+z2 x2+y2+z2 Yz + zx + Y
Pyt +22 2P +22 2 +y2 420 a2 4 y2 422

jep je yz 4+ zx +xy < 2® +y* 4 2%, Ila Gu BaskuIa jeTHAKOCT, MOPA BAKUTI
M jJeOHAKOCT Yy HOCIeOH0j HejeTHAKOCTU, Tj. Mopa outm © =y = 2z = 1.
Ca mpyre crpase, 3a £ = y = z = 1 je UCIyHEHA jeTHAKOCT Y MOYETHO]
HEejeTHAKOCTH, Tj. JeIHAKOCT BayKU aKO M CaMO aKo je £ =y = 2z = 1.
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Lpyzo pewewe. Baxe caenehe mejennarocTu:
25 Y5 25

>1
x5—|—y2—|—22+y5+22+x2+z5+x2+y2 =

(1)

(E2 y2 22

+ + <
x5+y2+22 y5+22+x2 Z5+x2+y2\
"3 KOjUX HEMOCPEIHO CJIenu TpaskeHa HejeTHAKOCT.

1, (2)

Baucra, u3 yz(y? +2%) = 3z +y2d <yt 4+ 2t (&0 < (y—2)(y3 - 2%)),
cremn x(y* 4+ 24) > zyz(y? + 22) > 9? + 22, ommocHo

x® x® x?

> = .
P4+ y?+22 7 ad oyttt 2t 4yt + 2t

Amnasorno je u

y5 y4 25 24

> 2 .
e R SRy R S S B R i SR S

CabupameM nperxonHe Tpu Hejexunaxkoctu, nobuja ce (1).
N3 zyz > 1 u Komu-1lIsapuose HejemmakocTu, ciaenu
(@ + 97+ 2%) (w2 +y" +2%) 2 (2 +y" + )
(ka0 y IPBOM peIreny), OAHOCHO

2 _ xz(yz+y2+z2)
x5+y2—|—22 = (1:2—|—y2+22)2 ’

Amnasorno je u

y? v (zz + 22 + 2?) Y 22 22(zy + 2% + y?)
22 +y5+22 0 (a2 +y? +22)? 22 +y?+20 0 (24222

CabupameM TPEeTXOIHE TPU HEjeAHAKOCTHU, CJIEAN

1,2 y2 22

<
x5+y2+22+y5+z2+x2+z5+x2+y2

2(2%y? + y222 + 2222) + 22yz + 2?2 + 2y2? _
(22 + y2 + 22)2
(@2 +y? +2%)% = (@t + ' + 2%) + (2yz + 2y’ + 2y2?)
(2 +y2? + 22)?
ma (2) caemn memocpemmo u3 rlyz + wy’z + xyz? < 2t 4+ ¢t 4+ 2%, mro je
Mjypxenosa mejemmakoct 3a (2,1,1) u (4,0,0). Jemmakoct Basku ako u
caMo akKo je x =y =z = 1.

)

Hanomena. Tpakena Heje THAKOCT ce MOKe TOOUTHU HemocpenHo u3 Mjypxe-
nose u Illypose HejemHakocTu (MCTUHA, IOCIE IPUIAYHO IIOCIA OKO Cpe-
busama uspasa).
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MO ’05.4

Caaku mpoct 6poj mesau HeKM diaH Hu3a. 3aucta, ako je p € {2,3}, rana
p |48 =ay. Axo je p >3, rama je (2,p) = (3,p) = (6,p) =1m 2P 1 =3r~1 =
67! (mod p) (mama Pepmaosa Teopema), ma je

1 1 1
ap—2=—+-+=-—1=0 (mod p).
Ilakse, npuponan 6poj uuju je menmsall p > 3 HHUje y3ajaMHO IPOCT Ca
ap_2, Ia je jenunau OpPOj KOju 3a10BOJbaBa yCJOBe 3aJaTka 1.

MO ’05.5

Hera je O raura npeceka cumerpana nyxku AC u BD. Tana je OA =
OC,0B = OD, a karo je u BC = DA, cneiu NODA = NOBC. Caemu
na poranuja oko tauke O 3a <BOD cnuka tauke Bu C'y D u A, pemom.
KRako je BE = DF, oBa porauuja cauka taury E y F, na je OE = OF
u <EOF = «BOD = <COA (yrao poranuje). Cruemu ma cy TpOyrJioBU
EOF,BOD u COA cnuunu.

Cuura 43.

Axko sunuje AB,CD u EF nucy cse napasense u (6e3 ryGibema OnuTo-
ctu, vera je EF Jf CD u X = EFNCD) u3 Merenajese TeopeMe mpuMeneHe
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"a tpoyriose ACD u BCD cnenn

AR AF DX CE DX DQ

RC FD XC EB XC @B
(cnyuaj AB || EF || CD je Tpusujanan, jep je tama udersopoyrao ABCD

AR D
jemHakokpakm Tpane3, a I/ m F cy cpemumra KpakoBa, Ia je RO~ Q—g
OYUIJIEIHO).
W3 nocnenme Bese u canunoctu tpoyriaosa BOD u COA cuemu na je

ABOQ ~ ACOR, na je <BQO = <CRO, mrro 31aun na taure P, Q, R u O

NIPUNALAjy UCTO] KPYKHUIN.

Hanomena. Tpaskena Tauka je npyra 3ajeqnuuka tauka (pasnuunra ox P)
kpyskHUNa onucanux oko ABCP u ADAP.

MO ’05.6

Heka je n; 6poj yyecHura roju cy pemmau tadso ¢ 3agaraka (0 < i < 6;
o ycjoBuMa 3anartka je ag = 0), a 6pOj yUECHUKA KOJU Cy PELIUIN (-TU U
J-tn 3amarak n;j,1 < 4,5 < 6,4 # j. Yrynan Opoj maposa 3anaTaka KOju

6 .
cy petenu je S = Z (;) n; = ng + 3ng + 6ng + 10n; . Ca apyre crpamne,
i=0

6\ 2n+1
o e 3aIaKa Ba S = o= .
no tBphemy 3amaka Basku ;pw > <2) 5
na + 3ng + 6ng + 10n5 > 6n + 3 = 6(ng + n1 + no + ng + ng + ns) + 3, Tj.
Hakoun cpebuBama 4ns — 3 = 6ng + 6ny + dng + 3ng. Jacwo je ma mopa Gurum
ns > 0. Ako O6u 6uso ns < 2, Tana je ns = 1, ma u3 3aame Be3e Caenu
ngp=ny=ng=n3=0,ng=n—1,1j. S=6(n—1)+10=06n+4.

= 6n + 3, na ciaeau

2 2
Ako 51 2n+ 1, rana je bn+4 = S > (g) n; = 6n + 6, wro je
Hemoryhe.
n+1
Cnemu =z€N. U3 S =6n+4, raro 151 6n + 4, crenn na me

MOTy OmTm CBU p;; jemHarm z. Mebyrmd, xako je 15z = 6n+3 = § — 1,
camo jemaH mMo:xke outu z + 1. DBe3 ymamema OmmITOCTH, HEKA je YUYeCHUK
KOju je ypaauwo 5 3amaTaka ypaauo 3anatke 1,2.3,4 u 5 u HEeKa je p1; = 2 3a
2 < i< 6. Ako je x 6POj YyUECHUKA KOJU CY PENIUIIN MECTU 3aaTaK, a y OPoj
YUEHUKA KOJU Cy PEIlWIN YeTUPU 3adaTKa U MeDy muMa IpBU, CIeIu aa je
D16+ P26 + P36 + Pac + Pse = 3 (CBAKM YUEHUK KOJU je PEIINO MECTU 3a0aTaK
y IPEeTXOAHOM 36Upy HOUPUHOCU ca 3), HOK je P12 + P13 + pia + p1s + Pig =
3y + 4 (cBakM yUeHUWK KOJU je PElIMO NPBU 3a4aTak y NPETXOTHOM 30upy
MOTPUHOCH ca 3, CeM jeIHOT, Koju mompuHOCcH ca 4).

Cnemu 3z = p16+p26+D36+pa6+pse € {5z, 5z+1}, 1j. 3z € {2n+1,2n+2},
omarine je (n,3) = 1. Kako map (i,j) 3a xoju je p;; = z+ 1 He ydecrByje y
p12+p13+p1a+p15+p16 = 3y+4, cnenqu bz = 3y+4, 1j. 2n+1 = 3y+4, onakae
caenu 3 | n, WTO je KOHTpaIUKIMja U3 Koje cuaenu TBpheme 3anaTka.
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Hanomewna. Y opurvHaJIHOj IOCTABIU TBP DEme KOje je rope JoKa3aHo OMIIo
je meo (6) 3amarra. Y meamy (a) ce 3aXTeBAJIO Ha Ce HOKA)Ke Na AKO je
2

CBAKU TPOOJIEM PENIUIIO BUIIE O 5 VUYECHUKA, TaJa MOCTOjU TPU 3aTATKA
KOja Cy pelleHa Ol CTPaHEe BUIIE OJ A YYECHUKA U YeTUPU 3a7aTKA KOja

1
Cy pelleHa On CTpaHe BUIIE O = yuecHura. TakoDe, 3amarak ce mMoxe

OoTeKaTU 3aXTEBOM [Ja Ce KOHCTDPYyUIIE NPUMEP KOju IOKa3yje nOa IOCTOju
cuUTyaluja U3 3aJaTKa, TAKO 4 je TAYHO MBA yUYEHUKA PEINJIO TAYHO IIeT
3aaTaKa.

MO ’06.1

Kaxo je <PBC + <PCB = % - (APBA + 9PCA + <PBC + 9<PCB) =

<IABCJQF<IBCA, caremn na je <CPB = 90° — ﬁ,

HaJIA3W Ha JIYKYy Kpy:kHUIE ca rerusoM BC.

Tj. Taura P ce

Cruka 44.

Kako u tauka S mpumana OBOj KPYsKHUIM, TO je KPYKHUIA OMUCAHA OKO
ABCS.

ITo mosuaroj Teopemnu (,,Benuku 3amatak”), menrap te kpyskuume A’ je
Tayka Koja ce Hajas3u Ha cpemumty ayka BC (koju He canpsu A) Kpyk-
uune ormcane oko AABC, 1j. npunana cumerpaiu <BAC, omaocHO Tauka
S nmpumana myxn AA’.

N3z NAPA' cnenun AP+PA" > AA" = AS+SA’ = AS+PA’, tj. AP > AS.
JenHakoCT Basku aKO M caMo ako je Tauka P Ha myswum AA’) Tj. ako u camo
ako je P=S.
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MO ’06.2

Hera je ABC jennakokpaku Tpoyrao ca ABe HoOpe CTpaHe KOju yUecTBYyje
y youenoj momenu u Heka je AB = AC. Tanma crpana AC we moske 6utu
nobpa (m3meby A u C mma napuo muoro crpana P). Heka cy cse ctpane P
koje cy uameby A u B (y meny py6a koju me canpsku C), KA0 U CBe CTpaHe
P xoje cy usmeby A u C (y meny pyba koju me canpsxku B) momemene
ANABC. Tanma y cBakoM O rOpma ABa CKyIa IMOCTOju cTpana P Koja He
npunaga HEKOM APYIOM jeIHAKOKPAKOM TPOYTJY ca ABe noOpe cTpaHe y
naToj momenu (3amcTa, jeIHAKOKPAKOM TPOYIJLY CA TEeMEHMMa HA WBUILU
usmebhy A u B npunazna napuo crpana P, a Ha OBOj UBUIM UX UMa HEMAPHO
MHOTO).

Cnenu ma cBaKM jeqHAKOKPAKU TPOYrao ca aBe no0Ope cTpaHe y HEKO]
nomeau onpebyje Gap aBe cTpaHe Koje, HA TOPHU HAUWH, HE MOTY OUTH
onpebene HEKMM IPYTrUM TAKBUM TPOYTJIOM K3 Te MOJEJe, [ TPaxKeHn 6POj

2006
wuje Behu om —— = 1003. Ca npyre crpane, ako y ce 2006-ToyraoHuky

A1A2 e A2006 IIOBYRY ,HI/IjaI‘OHaJIe AiArL'JrQ 3a 1 = ]., 37 5, ey 2005, 141A20057 u
ocTajie A0 TPUAHTYyJIAIMje Ha MPOU3BOJLAH HAUMWH, AOOUja ce momesia Koja
canpxu 1003 TpaskeHUX TPOYTJIOBA.

MO ’06.3

Bes ymamema omnmrocTu Moxke ce nmpermnocraButy aa je a < b < c¢. Kako je
ab(a? — b?) + be(b? — ) + ca(c? —a?) = (b—c)(a —b)(c—a)(a+b+c), y 0BOj
cuTyamujn nata Besa je ekpmBasenTHa ca (¢ —a)(c —b)(b—a)la+b+c| <
(b—a)+(c—b)\°  (c—a)

2 ) 4
(mejemuaroct uzmebhy apuTmMernuke M reoMeTpUjCKe CPEIUHE, jeJHAKOCT
(c—b)+(b—a))2 _

2 ~

M(a® + b* + )2, Kako je (b—a)(c—b) < (

BaKM aKO M caMo ako je 2b = a + ¢) u, caudHo, (

(c—b) ;(b—a) . 3(0—@)2 <2. [(b_a)2+(c_b)2+(c—a)2] (jeIL_

HAKOCT aKO M caMo ako je 2b = a + ¢), caemu

(c—a)(c=b)(b—a)la+b+¢| < 1~|(c—a)3(a+b+c)|:

4
i'ﬂc—a)ﬁ(a+b+c)2
2 2 2113
<L lz-[w—a) teb +<c—a>1] (bt
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(mo mejemmakoctu umsaMely apuTMeTruuke U TeOMETPUjCKe CpPeAuHEe, jel-

(b—a)?+ (c—b)%? + (c—a)?

HAKOCT Ba:KM 4KO U CAMO aKO je 3 = (a+b+c)?)
(b—a)®+(c—b)?*+(c—a)? .17
3 b
_ @ 3 +(a+b+c) _
S 2 4

9v 2
3—\/2_-(a2+b2+02)2.

N3 ycaosa 3a jemnakoct ca b =1 (1aKo ce BUau ma y ciaydajy jeIHAKOCTH

3 3 9v 2
Mopa 6utn b # 0) caenn a = 1—5-\/51/10: 1+§-\/§, Tj. M = 3—\/2_ (ropma

IpOIeHA Ce NOCTIKE). JeNHAKOCT ca OBOM KOHCTAHTOM BAKU AKO U CaMO
3 3

ako je Tpojka (a,b,c) mpononuoHasHa TPOjUU (1 5 V2,1,1+ 3 \/5)

(mo ma mepmyTanujy).

MO ’06.4

Arojexr < —1cinem 1 < 142742271 < 142714271 =2 1j. 1427 4220H1 ¢
Z, ma y OBOM CJydYajy jemHaumHa HEMa pemema. 3a © = —1 jenHadumHa
noctaje y? = 2, ma u y oBOM ciydajy HeMa pemema. CIMUHO ce IpoBepaBa
[la jeqHAUMHA HeMa pemena 3a z € {1,2,3}.

3a x = 0 jemmaumna moctaje y? = 4, ma cy (0,2) u (0, —2) pemema.

Jemmaumna ce mose 3ammcatu y obmury 2%(1 4 27H) = (y — 1)(y + 1),
3a x > 0 caemu ma je y Hemapuo, ma ¢y y — 1 u y + 1 y3acTonHu mapHn
6pojeBu, Tj. jemaH ox WUX je mebuB ca 2, a mHuje ca 4, a apyru ca 2771, a
HUje ca 27.

Cnemu ma je y = 2°"'n £ 1, rme je n memapam mpupoman 6poj (ako je
(x,y) pememe, Tana je pememe u (x,—y), Ima ce MOkKe IPETIOCTABUTH 14
je y > 0). Yspmrasamem y jennauuny u cpebusamem ce mobuja 1+ n >
1Fn=2"2n?-38), 1j. 2n®> —n — 17 <0, na mopa 6utu n € {1,3}.

Axo je n =1, ciemu 1 F1 = (=7) 22 mro je memoryhe.

Axo jen = 3 ciemm 173 = 272, mro je moryhe y curyamuju 1+3 = 2472,
Tj. r=4umy=2"1.3-1=23.

Iaxkine, cea pemema cy (0,2), (0,—2), (4,23) u (4, —23).

MO ’06.5

Axo cy cBa menobpojua pemema jemnaunue Q(r) = T UCTOBPEMEHO M peI-
ema jemmaumne P(z) = z, tBpbeme je Tpusmjamuo (deg P = n). Wnaue,
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HEeKa je xg TakBo ma je Q(xg) = xo u P(xg) # o 1 X1 = P(x,) 3a n > 0.
Kako 3a nene a,b Basku a — b | P(a) — P(b), cnenu na y Husy

To — L1, L1 —T2y++-y Ly — Tp41 = Ty — L1

CBaKM 4YJIaH OCEJIN Cnenehn, Tj. OHUM Cy 11O aHCOJ’IyTHOj BpeaHOCTN je,ﬂHaI{I/I.

Ako je xp = min{zy,...,z,}, cienu ma je xp_1 — r = —(Tp — Tpr1), TJ.
Th—1 = Tp+1 # Tk, Tj. pelema jequavuune Q(r) = x Cy u pelremna jeHavnHEe
P(P(z)) = .

Hera je a € Z rmakas ma je P(P(a)) = a m b = P(a) # a. Tana je
P(b) = a. Heka je ¢ € Z Takas na je P(P(c)) =cu d= P(c). U3

c—al|P(c) = Pla),b—d| P(b) - P(d),c—b]| P(c) - P(b),d —a| P(d) — P(a),
caemu na ce c—a u d—>b, omnocuo ¢ —b u d — a, mehycobuo mese, Tj. ma je
c—b==x(d—a), c—a==x(d-0).

Axo obe mperxomHe Be3e Bayke ca 3HAKOM -+, mobuja ce a = b, mTO je
KOHTpamuknuja. Vuave, Basku a + b = c+ d.

Heka je F(z) =a+b— 2z — P(x). Ilo rope mokazanoMm cieau Ia CBAKO
pememe jemmauune P(P(z)) = x 3amosomasa u F(x) = 0 (oBy jemmauuny
3amoBosbaBajy u a u b). Kako je F moauHOM n-TOr CTemeHa, Uy OBOM
cayuajy ciuenu TBpheme 3amarka.

MO °06.6
Heka P(X) osmauasa noBpiuuay ¢urype X.

Jlema. Ceakn komsercan (2n)-toyrao (II) mma crpamy m Teme, Tako na
P

Tpoyrao onpebeH muMa uMa MOBPUIMHY HE Mamby O

Jokas. Hera je zaasna oujazonana (2n)-Toyria OHA qUjaroHaJa ra KOja Ieju
Ha gBa n-toyriaa. Heka je b = AB crpanuna garor (2n)-toyraa, C
[IpEeCeK IJIaBHUX AMjaroHaJia Koje mMmajy ca kpajese A u B, pemom, u
Ay rpoyrao ABC'. Csaka taura Il ce manasu nameby nse riasue nu-
jaromaJje, Tj. npunana A 3a HEKY CTpaHy b, OMHOCHO YHUja OBAKBUX
Tpoyriosa npekpusa I, ma mocroje crpane AB u A’B’, Tako ma cy

P(II
AA" m BB’ ranasme mmjaromase 11 m P(Aap) + P(Aap) = L

Hera ce AA’ u BB’ ceky y D u mera je (6e3 ymMamema OMIITOCTH)
DB > DB’'. Tana je

P(ABA') = P(ABD) + P(DBA') > P(ABD) + P(DA'B') =
P(10)

P(AAB)+P(AA’B/)> n
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Heka je Il mpow3Bo/baH KOHBEKCAH IOJUIOH ca cTpaHama bi,...,b, u
Py, noBpumHa nonesbeHa cTpaHu b; KAo y TEKCTY 3amaTka. Heka He Baku
Py,
P(II)

m
tBpbeme 3amaTka. Tama je Z < 2, ma moctoje qi,...,qm € Q, Tako
i=1

e Py, )
ﬂaJeZqi:2nqi> dai=1,...,m.
i=1

p(I)
Heka je n majMamu 3aje IHUUKMA caap:RaJial UMEHUIIANa 0pojeBa qi, ..., ¢m
uki=nq3ai=1,....m (k1+...+¢m = 2n). Axo ce i-ta crpana Il noxean

HA k; jeNHAKUX IeJ0Ba, NATU M-TOYTao Ceé MOMKE BAIETU Kao (2n)-Toyrao
(ca meruMm yraosuma ox 180°). ITo rope mokasaHO] jeMu, IOCTOjU CTPAHA b

P(1I
u reMme B, Tako na 3a rpoyrao oapeben wmuma (T') Basku P(T) > Py . Aro
n

je b meo i-Te crpane u ako je 1’ Tpoyrao oapeben temenom B u cTpaHOM
b;, Basku
P(II
P(T’):kZP(T)Zk‘Z ,(n):(Ji'P(H)>Si;

mTo je Hemoryhe. W3 mobujeme koTpamwkiuje ciaemu TBphHeme 3amaTka.
[IpoyuaBameM yciaoBa jeTHAKOCTH Y TOpPE MOKA3aHOj JIEMU, NOJa3U Ce 0
3aKJBYUKa Ma jeTHAKOCT BayKM ako U camo ako je Il menrpasso cumerpu-
YaH.



PEIIEILA 3AJTATARA CA BAJIKAHCEKNX
MATEMATNYEKNNX OJINMMIINJA TA

BMO ’96.1

Hera je a = BC,b = CA,c= AB. Tlomro je 3.0T = O—J)4+O—B>+&>', cienu
— —  ——\2

9.072 = (OA + OB+ OC) = 3R? + 2R? - (cos 20 + cos 20 + cos 27), jep je

OA = 0B = 0C = R u «BOC = 2a,<COA = 23, <AOB = 2v. Cuemu

OT? = 3R? + 2R* (3 —2sin® a — 2sin® B — 2sin’y) = 9R? — (2Rsina)® —

(2Rsin ) — (2Rsiny)® = 9R2 — (a2 + b2 + ¢?)  (%).

Kaxko 3a nmospmuny tpoyriaa ABC Baxu P(ABC) = abc _ (a+b+o)r

) 4R 2 ’
abe
2Rr = —— .
cnema 2Rr = — Thiec (k)

ITo (x) m (%*) caenn na je TpaskeHa HEjeJHAKOCT EKBUBAJIEHTHA Ca

a2+b2—|—02> abc a?+b%+c? a+b+c> b
> ,  OIHOCHO . > abe,
9 atbte 3 3

a MOCJIeOIba CJICIU U3 HEejeTHAKOCTY APUTMETUYKE M F€OMETPUjCKE CPEaNHE
2,712, 2
. L oa*+ b+ 3 a+b+e 3
(jep je — 5 > Va?b%c? n —5 > Vabce). JemHAKOCT BaKU aKO

u caMo ako je a =b = ¢, 1j. ako je Tpoyrao ABC' jemHakoCcTpaHUYaH.

BMO ’96.2

Heka je p = k? + 1, rne je k majsehe moryhe, Tako ma je k? < p. Crems na
je 1 <1< 2k (umaue 6u 6uno p > k? + (2k +1) = (k +1)%). He moxe Gurn
mu | = 2k, jep 6u 6uno p = k% + 2k = k(k +2), Tj. p me 6u 6uo mpoct 6poj
(mo ycnmosuma 3amaTka je k > 2).

Arko jel =1, mexa jex =p—(k—1)? ny=p—12 Caemn 2 = 2k n
y = k? :§~x, Tj. * >1wuax|y (2] k, jep je p Henapan Gpoj; y OBOM
carayuajy Basky u k > 2, ma je % > 1).
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Arko je 1 <l <2k, mexka jex =p—k*uy=p—|k—2?> Craema z =1
uy=p—(K*—2kzx+2%) =2 -(2k+1—2), maz |y (y oBoM cayuajy je
2k+1—2=2k+1—-1>1, 1j. y # x; He Mmoxke Obutu uu k = z, jep Ou GuIo
p=k(k+1),k > 2, mro je memoryhe, jep je p mpoct).

BMO ’96.3

Heﬁje npeceuna Ttauyka nyxku AP, BQ,CR,DJ\J_)TaLHiO. Tanma cy OA
u OP BeKTOpU KOjU MMa]jy UCTU mpasar, Eije OA x OP = 0. E;KO B}P
OC’42—OD7 ma je 0= 04 x OC—;—OD,
Tj. OAxOC = 0D x OA AHanorHo ce 11061/1Ja (Jep (@) ) mpumaza u oyRuMa
BQ,CR,DM) na je OBxO0D = OEXOB OCxOE = OAXOC’ ODXOA =
OB +OC B

—
cpemumire ny:xu CD, ciemu OP =

OB x OD, ma cJienu OExOB = OC x OE, omakie je 0 = OF x
—_—  —
OFE x ON, 1j. tauke E,O u N cy KoJuHeapHe.

BMO ’96.4

Y muzy 2% — 1,271 -9 9nt2 _92 927 _9n 920 _ | cpaky umaH HOYEB O
Apyror je mBa myTa Belin o MpPeTXOMHOr, CeM MOCIeIher, KOju je jemHak
30Upy NPBOT U HpeTHocjaeqmer. Ha oBaj HAUMH, YKOJIUKO C€ KOHCTPYUIIE
cKyn ca ocobunoM (6) U3 mOCTaBKe 3aJaTKa KOjU caapsku 6poj 2" —1, nona-
BameM jour (n+ 1)-or esemeHTa, MOKe ce HOBUTU CKYII Ca UCTOM OCOGUHOM
Koju camp:su 227 — 1.

Hera je A = {2”"‘1 2,27F2 92 920 _9gn 92n _ 1}. Tana crym

= {1} U UAQF1 3am0BoJbaBa ocobuny (6) M3 mOCTaBKe 3a4aTKA U
i=1
8 5
canpsm 22 — 1 = 2256 — 1 (ckyn B campwm 1+ (1+ 1)+ (2+ 1) + (4 +
D4+ (8+1)+(164+1)+ (324 1)+ (644 1) 4 (128 +1) = 264 enemenTa). Cryn
C=BuU{2"- (2%°-1)|1<k<243}U

U {2499 _ 2115, 2499 o 2517 2499 _ 219’ 2499 o 237 2499 2499 1}

taxkobe 3amoBosmasa ocobuny (6) u3 mocTaBke 3amaTka u campsu 2499 — 1
(campsku CBe WIAHOBE CKyIIa {2’C . (2256 — 1) |1<k< 243}, jep je 22%6 —1 ¢
B u Bazku 2F11. (2256 — 1) =92.92F. (2256 — 1); ocTaTak Cce MOKE BUICTU U3
creneher HU3a je AHAKOCTU:

2499 2115 (2499 2243) T (2243 _ 2115) ’2243 _ 2115 c A128
2499 _ 251 _ (2499 _ 2115) + (2115 _ 251) 72115 _ 251 c A64
2499 _ 219 — (2499 _ 251) + (251 _ 219) 7251 _ 219 c A32



BMO ’97.1 105
2499 _ 23 — (2499 _ 219) 4 (219 _ 23) ,219 _ 23 c A16
2099 2= (2" - 2%) + (2°-2),2° —2€ 4
299 1= (2" —2) + (22 —1),2° -1 € Ay;
cryn C canpsku 264 4 243 + 6 = 513 exemenara).
Konauno, ckyn A = CUA499UAggs 3an0B0maBa ocobuny (6) u3 nocraske

3amaTka, canp:xu edemente 1 u 21996 —1 (1996 = 2-998), a 6poj enemenara
cryma A je 5134 (499 + 1) + (998 + 1) = 2012.

BMO '97.1
Heka je P(XYZ) nospummna tpoyraa XY Z. Kako 3a 0 < a < 7 Baku
2, 02
0 <sina <1 un kako je zy < %, cienn
1 1 1 0A%2+0B?
P(AOB) = 5 -OA-OB sin <A0B < 5 - OA- OB < §-+.

Jemnarkoct Basku ako u camo ako je sin<<AOB =1 (tj. ako cy npase OA u
OB mebycobuo nopmamnue) u OA = OB.
Cuuuno ce mobuja ma BasKuU:

2 2
P(BOC) < 1 M7
2 2
1 0OC?+0D?
P(COD) < 5 -
2 2
1 OD?+0A?
P(DOA) < 3 T

CabupameM IpeTXOAHNX HejeHAKOCTU U KOPUIINEHmeM yCiIoBa 3a1aTKa
nobuja ce:

P(ABCD) = P(AOB) + P(BOC) + P(COD) + P(DOA) <

OA? +0OB? + 0OC? + OD?

. = P(ABCD),

Tj. BayKM jeTHAKOCT, & TO je TAYHO aKO U CAMO aKO BAKMU Yy CBUM IIPETXO-
JHUM HEejeTHAKOCTUMA, Tj. ako u camo ako je OA1LOB, OB1OC, OC1OD,
OD10OA n OA = OB = OC = OD, 1j. ako u camMoO akKO jeé YeTBOPOyrao
ABCD xBagpar ca nearpom O.
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BMO ’97.2

Heka je S = {x1,22,...,2,} u Hera je mMarpuma M = (Mij)i<i<n1<j<k
nepucana ca
1, ako z; € A;
mi; = { ’ J
0, ako x; € A;

IIpema ycmoBuma 3anmarka Marpuna M Ha cMe caap:KaTH [Be jeTHAKE
KojoHe (ako Oum Omio i # k m m;; = my,; 3a cee j = 1,....k, Tana 6u
€JIEMEHTU T; U T) NPUIALAJIU UCTUM MOACKynoBuMa u3 A, Tj. He 6u mocro-
jao moackyn u3 A kKoju canp:ky TavHO jenaH on x; U xy). llakie, exemenara
ckyna S He cMe OuTH BuUIIe o1 Opoja Pa3IUUUTUX HU30BA AY:KUHE Kk UMju
cy exemerntu 0 mim 1, 7j. n < 2k,

BMO ’97.3

Hera je P mpeceuna tauka mpaBa KM u LN u uerka cy Hp u Hce xo-
MoretHuje ca nearpuMma y B n C| penoMm, koje npecaukasajy kpyskanne C1 1
Cy va kpysxauny I'. Tana je Hp(K) = A, Hp(M) = C,He(L) = A,He(N) =
B, na je KM || AC n

LN || AB. (%)

ANABC ~ APMN

A

Cuoura 45.
Canemn <ACB = <KMB = <PMN u <ABC = <LNC = <PNM, na je
. PM AC
APMN ~ ANABC, onakie je PN — AR
Kaxo je AD Tanrenra kpyrosa C) u Cy, cnemu AK-AB = AD? = AL-AC,
a'e%—A—K U3 (%) cae a je uerBopoyrao ALPK mapasenorpa
maje 5o = o7 Jenu ma je 4eTBOpoyT napaJseaorpam,

na saxku AL = PK u AK = PL.
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PM PL . .
Cnenn ﬁ = 55 PM - PK = PN - PL (norenuuja uma C; u3

rauke P je jennakra norennuju za Co u3 tauke P), ma tauka P npunana
pammkanuoj ocu kpyrosa Cp u Co, Tj. (ako ce OHM HOMAPYjy CHOBA) HU-
XOBO] 3ajeIHUYKO] yHYTPAIIH0j TAHTEHTHU, a TO je mpaBa AD.

Hanomena. IHa je KL 3ajemmuura taunrenta C7; m Cy ce moke m Opske
nokaszatu. Heka je 7 umBep3suja ca meHTpoM y A m mosynpednuroMm AD.
Tana je Z(Cy) = C1, Z(Cy) = Cy, I(B) = K, Z(C) = Lu Z(I') = KL, na je
KL 3ajemauura tanrenra kpyrosa C7 u Cs.

BMO’97.4

U3 yemosa 3amatka, 3a ¢ = 0 cremn f(f(y)) = (f(0)* +y, ma 3a y =
- (f(O))2 (= a) cnema f(f(a)) = 0. Oner u3 ycnosa 3amatka, 3a x = f(a)
ciemm

fifly) = 3a cBako ¥y € R. (%)

Kopucrehu (), samenom f(x) yMeCTo T Y yCJOB 3aJaTKa, CJIeIn

faf@) + ) =(f(f@)* +y =2 +y, 1.
(f (x)) 3a cBako T € R. (%)

Hera je f(1) =6 (€ {-1,1}). U3 ycaosa 3anartka, 3a © = 1, kopuctehn
(x%) cema f (04 f(y)) = 6> +y = 1 +y 3a cako y € R. Kpampupamem n
ropucrehn (#x), ciema (3+ f(y)* = (f (6+ f(¥))" = (L +y)*, 7). f(y) =
% — 5.y

Hakne, moryha pemema cy f(z) = x 3a cBako ¢ € R u f(z) = —x 3a
cBako z € R. OBe mBe (yHEKNUje 3aI0BOJLABAjY YCIOB 3amaTKa, Ha U jecy
peremna.

BMO ’98.1

(k+1) kK 2k+1

- = >1
1998 1998 1998 ~ OO
k > 999, cBu wianosu noues on 1000-or cy pazmuuutu. Ca apyre crpaHe,

999
. (k+1)2 k? 2k +1 k2
k <999 - = 1,
3a ¢ Tgos T 1098 T 1998 v TV EEY {1008 ), .
12 9992
= = 499.

1998 0 um [1998} 99. Iakme, y
natom Hu3y ce Hamasu 500 + (1997 — 999) = 1498 pazmuuuTux 4YIaHOBA.

Axko je a—b> 1, tana je [a] # [b]. Kaxro je

Hajga3e CBU 1eau OpojeBu mamebhy

BMO ’98.2

Basxkwn ommtuje tBpbheme:
Hexka je me N, n e Nn>2wnmneka cy 0 < a; < as < ... < Ggn41 PEATHU
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opojesu. Tana je

R/ar — % as + ... — Wagm—f— 7{/a2m+1< ”\/al—a2+...—a2m—|—a2m+1.

Crenujanno 3a m = n nobuja ce TBpheme 3anaTka.

OsBo onmruje TBpheme Moske ce mokaszaTu MHAYKIUjoM 1m0 m. CmeHoMm
a; =z 3a 1 <i<2m+1 u crenenoBamem ca n (06e cTpaHe HejeIHAKOCTU
Cy MO3UTUBHE), no0Uja Ce eKBUBAJIECHTHA HEjeTHAKOCT

n n n n n
(T1 — @2+ ... = Tom + Tome1)" < 2] —ah + ... — 25, +Th 41,

roe je 0 <z < 2o <...< Tomt1-
3a m =1 tpeba mokazatu ma 3an >2u 0 <z <y < 2z BakKHA

(z—y+2)"<az"—y"+2". (%)
MebyTum, kako 3a 0 < <y < z Baku z = ¢ — Yy + 2z, (x) je TauHo 360r

n—1

n—1
anyn:(27y)zzkyn717kE(ny) (;Efy#»z)kxnilik:
k=0 0

>
Il

n—1
(w—y+2)—a]Y (w—y+2)fa" " F=(@—y+2)"—a"
k=0

Hexa je tBpbeme Ttauno 3a m — 1 u Hera je 0 < 21 <z < ... < Tomy1-
Tana je

(331 — X9+ ... — Tom +.732m+1)n =
n
(€1 — 22+ ... — Tam—2 + (Tam—1 — Tom + Tom+1)] <
(mo TBphemy 3a m—1 3a 2m—1-TOPKY Z1, T2, ..., T2m—2, T2m—1—L2m+T2m+1,

jep je mpu mATUM YCIOBAMA T2m—2 < Tom—1 — Lom + Tamt1)
o —ah 4. =l o+ (Tamo1 — Tom + Toma1)" <
(mo (%), jep je 0 < Tom—1 < Tom < Tami1)
TV =Xy = Ty, o T T, — Ty, T

OsuMm je TBpheme MOKA3aHO WHIYKILjOM.

BMO ’98.3

Heka je § = AABC \ {T} u merka cy rmauke P, Q,R na crpanama
AB, BC, AB, penowm, Tako na je PQ || AC u TR || BC. Heka je S; Tpoyrao
PRT 6e3 tauke T', S ywerBopoyrao BQTR 6e3 ny:xu TR u S3 ueTBOpOyrao
CAPQ Ge3 nyxu PQ. Tana je S mucjyukraa yuuja Si, So u S3.
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Cryn &1 ce jemHocTaBHO IIpe- C
ICTaBJ/ba KA0 YHUja AYKU KOJUMA je Q
jeman xpaj Ha TP, a npyru Ha TR;

CKyHn S Ce jeIHOCTABHO MPEICTABIHA
KA0 YyHHja Oy:KU KOjuMa je jenaH
kpaj Ha TQ, a npyru ma BR (Ge3s
nysxu TR); ckyn Ss ce jeIHOCTABHO
peACcTaB/ba Kao YHUjA TY:KU KOjUMAa
je jeman kpaj va CQ, a npyru sa AP

(6e3 ny:xu PQ) (Bumern ciury 46). iy » B

Crauxra 46.

BMO ’98.4

Kako je 2° = +1 (mod 11) wmm 2° = 0 (mod 11) 3a 2 € Z, caemn na ocTaTax
Koju maje z° — 4 mpu mememy ca 11 mome Gutm 6, 7 mmm 8. Ca apyre
cTpaHe, OCTATaK KOjU Maje KBaapaT meyior Opoja mpu mememy ca 11 Moxke
ourm 0, 1, 3, 4 nim 9, na kaxo je {6,7,8}N1{0,1,3,4,9} = 0, cnemu na nara
jenmHaumHa HEeMa IeJIOOPOJHUX pPelenha.

BMO ’99.1

Hera je A; cpemumre nyxu BC.
Y tpoyrny ADE, AA; m DK cy
TEKUIIHE y7KU, Tj. CEKy C€ Yy TAUKU
T, trako ma je AT : TA; = 2 : 1.
Mebytum, AA; je resrumHEa ny:k u
tpoyraia ABC, ma je T rexumrre
ANABC. Ilakme, xomorermja ca
neaTpoM y 1T m koedUIUMjeHTOM
—2 (Hrp,—2) camka CpeIumTa CTpa-
vuna rpoyraa ABC y oaroBapajyha
TeMeHa (CaMUM TUM KPY/KHUIY KOja
canp:ku cpenumta crpaauna AABC Caura 47.
(OjnepoBa KpyskHUIA) Yy OIUCAHY
kpysrauny AABC).

Kaxo je Hy,—2(K) = D u D npunana onucaroj kpyskaunu AABC, cienu
tBpbeme (a). Kako je Hr,_2(K) =D u Hp,_2(A1) = A, cnenn KA, || AD.
Kako je DF npeunur xpy:kuune onucane NABC, caiemu <DAF = 90°, Tj.
DA1AF, onakiue cienu tBpheme (6).
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BMO ’99.2

Heka je a® = b (mod p) 3a meke a,b € {1,2,...,p — 1} u mera je p =
3k + 2,k € N (mo ycnosy 3azmarka). Kako je (a,p) = (b,p) = 1, mo maioj
®eapmosoj Teopemu je aP~t =P~ =1 (mod p), ma Baskm

a=aP = a1 = gSF+3 = (g3)2h+1 = (p3) 2+ — pOR+3 — 2Pl = (mod p),

Tj. a =b. Hakne, 6pojesu 12,23 ... (p—1)% najy pasnuuure octaTke mpu
nejbemy ca p, Tj. 3a cBako y € {1,2,...,p — 1} Baxkn

|{y2—x3—l|x€Z,1§x§p—1}|:p—l,

Tj. HajBUINE jedaH WiaH TOT CKyla MO)Ke OWTU NeJLUB ca P, OHJAKJE CJIeIn
TBpbeme 3amarka.

BMO ’99.3

Heka je T rexumre, a a,b,c,a,(,7 omrosapajyhe crpanume, OIHOCHO
yruosu tpoyria ABC. Kako je mospmmHa tpoyria ABT Tpu myTa Mama
on P(ABC) (T menm resgumny naunujy y ommocy 1: 2, na je u TP tpu myTta

-TP P(ABC
mame on Bucune AABC u3 temena C), cremu na je ¢ = ( )

2 3 ’
2P 2P 2P
TP = 3 Awnamoruo je TM = 3a , TN = 3 Y uerBopoyray T'PBM

c a
je <I'PB = <BMT = 90°,<ABC = (3, na je <MTP = 180° — (3, na Basku

Tj.

2P 2P L
. e — - — -sin 2

PTPM) = TP-TM-sin<MTP _ 3. 3q _ 2[P(ABC)]?sin 3 _
. 2 _ 2 9ac

—P<A309) S0 (ep je P(ABC) — aCSQm/B ). Amnamorro je P(TMN) =
) 22

w w P(INP) — w’ ma samu P(MNP) —

P(MTN) + P(NTP) + P(PTM) = @ - (sin® a + sin® B + sin®v), Tj.

TpasKkeHa HEjeTHAKOCT je eKBUBAJCHTHA Ca

4 9
§<sin2a+sin2ﬁ+sin27<1 3a O<a,ﬂ,7<g,a+ﬂ+7=ﬂ.

Konauno, oma ciaemu u3 sin? o + sin’® § + sin? y =

1

5 (2— (cosZa+cos2ﬂ)+2—200827) =

(4 —2cos(a + B) cos(a — B) — 2cos® ) = 2+ cosy (cos(a — ) — cosy) =

N —

2 — 2cosysin

. . 4
a g ¥ sin & §+7:2+2cosacosﬂcos’y>2>§
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u sin? a+sin? f+sin? v = 2+ cosy (cos(a — 3) — cosy) < 24cosy (1 — cos7y) <

2
cos 1 —cos
2+ ( vt (2 bw) =1 (mejemuaroct usmelhy reomerpujcke u apu-

TMeTuYKe cpeause, cosy > 0, jep je v omrap yrao). Jemmakoct (y npouenu

0JI03r0) BaKU aKO U caMo ako je cos(a — ) =1 u cosy =1 — cosvy, 1j. aKko
s

u camo axo je tpoyrao ABC jenmaroctpamnmdan (o = [ =17 = %).

Hanomewna: m3 pemema ce BUOU na je IPOIEHA 00310 IpeBulle rpyda, Tj.
P(MNP)

MIOKA3aHO je ma Bak! — < —————. Y TEKCTY je OCTaBJbEHO o7 3aTO IITO

9 = P(ABO)

je To OMo 3aXTeB 3aJaTKA HA CAMOM TAKMUYEHY.

BMO ’99.4

Axo jexg =21 =... =, =0, Tana je y; > n+1 3a cse j € Ny, ma rpaxena
HEJeIHAKOCT TPUBUJAIHO CIeau ().
Unaue, weka cy k € Ng,l € N Taksu na je xp = [ u z; = 0 3a cBako
0, 3a n=k
Tn, 3a nF*k
Hexka je (y),)n>0 HU3 nobujen Ha oCHOBY HU3a (Z),)n>0, AHAJOTHO NOOUjamy
yn+1, 3a n<l

HI3a u3 HU3A (T . Tanma je y. = ma je
(yn)n>0 ( n)n}O na je vy, Yn, 32 n>l ) J

n m n m
PIERDBEDIERD I
i=0 j=0 i=0 j=0

0<i<k—1umnexra je nus (z))n,>0 AedpuHUCAH ca T], =

n m
jep ce le cMamu 3a [, a Zyj noseha 3a min{l,m} <. Hacrasmajyhu

i=0 j=0
NOCTYHAK 33 Ty1,...,Tn, JIEBA CTPAHA HEjeNHAKOCTU ce He moBehaBa, a
IecHa ce He Mema. Kako mo (%) y caydajy g = 21 = ... = 2, = 0 Baskn

HEjeIHAKOCT, CJHEIOU U A& BAKU 38 IPOU3BOLAH (T )p>0 KOJU 3aL0BOHABA
yCJIOBE 3aIaTKA.

Hanomena. Y (%) MOke BasKUTU je [HAKOCT, a4 CAMUM TUM U Y HEje IHAKOCTU
IATOj y 3amaTKy (aKO ce y TOPH:EeM MOCTYIIKY HI JIEBa CTPAHA HE MPOMEHN).

BMO ’00.1

Buneru pememe BMO’97.4. ma crpanu 107. Wswemabyjyhe je na je
Yy POKy OI caMO TpU romuHe Ha DaJyiKaHCKO] MAaTEMATHYKO] OJIMMIIN]a,IN
MOHOBJLEH 3amaTak. Takobhe, mHTEepecaHTHO je ma ra je jeaHa KOMUCHja
OKapakTepucaja Kao JaK, a APyra Kao TeKakK 33JaTak.
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BMO ’00.2

Yersopoyrao PMNA je reruBan (<MPA = <MNA = 90°), ma je
<PMN = 180° — «CAB, omakne ciemu ma Cy yHyTpaIllkhe CUMETpaJe
yraoBa <PMN n <CAB napanemnHe.

Cuura 48.

Heka mpaBa mapasenna ca npaBom BC' u koja cangpsxu Ttaury F ceude
crpanune AB n BC y taukama B’ u C’, pemom. Tanma je ME 1 B'C’,
na cy uersopoyraosu MNC'E u MEB'P rerusan (<MNC' = <MEC’' =
IMEB' = <MPB' = 90°). Caemn na je <MPE = <MB'E = <MC'E =
<IMNE (AMC'B’ je jemmakokpaku). Heka cy P’ u N’ nmomHoxja HOD-
mvase n3 E wa crpamune AB u AC, pemom. Tana je PM || EP' u
MN || EN’, ma u3 yruoBa ca napajejHuMm kpaunuma ciemu <<P'EP =
<IMPE = <MNFE = <NEN’, na je cumerpaaa yraosa <PEN u <P'EN’
zajenanuka. MebyTuM, kao m Magonpe, yersopoyrao P'EN’'A je reru-
BaH, ca <P'EFQ’ = 180° — <CAB, mna je nu cumerpasa <PEN mnapaJjenna
cumerpaiau <CAB.

Ilakmne, youyeHe mpase Cy mnapaJsenne. AkKo Ou ce mORIanaJge, mpasa
ME 6u 6una u napauenna cumerpaau <CAB u wopmamua wa BC, na
6ou cumerpana <CAB 6una nopmanua Ha BC, 1j. Tpoyrao ABC 6u 6uo
jemmaxkokpaku. M3 mobujere KoHTpamuknuje ciaenu TBpbheme 3amaTka.

BMO ’00.3

Hera je npaBoyraouuk ABC'D mumensuja 50 x 90 cMemTeH y KOODIMHATHY
paBaH, Tako ma My TemeHa umajy koopmuuate A(0,0), B(90,0), C(90,50),
D(0,50). Hexra cy E(60y/2,0) u F(60v/2,50). Tazna ce u3 mpaBoyraoHUKA
AEFD wose uspesatu 300(= 6 - 50) Tpasenux mpasoyraonmka (60v/2 <
90 < 70v/2), a us mpasoyraommka EBCF jom 15(= 5-3) (jep je 5 <
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90 — 60v2 < 6 u 30v/2 < 50 < 40v/2). Iakme, mome ce ucehu 315

TpaBOYTAOHUKA KOjU MCIYHAaBAa]y 3aXTeBE 3aTaTKA.
Heka je X = ABCDﬂ{(amy) |z+y=n-10v2,n ¢ N}. Kako je 90V 2 <

140(= 90 + 50) < 1002, cremu ma je X yumja 9 aysu. Ipsa xyx (n=1)
je mmjaromama kBampara crpammme 10v/2 (1j. mymumme je 20). Cumwmano,
npyra ay#x (n = 2) je majaromata kBaapara crpanume 20V 2 (Tj. mysmme
je 40), a tpeha myx (n = 3) je mmjaromasa kBagpata crpanuie 30v/ 2
(tj. mysmme je 60). Kako je 30v/2 < 50 < 40v/2 u 60v/2 < 90 < 100v/2,
caemm na omrosapajyhie mysu 3a n € {4,5,6} ucre nysxune (jeman xpaj um
je ma AB, a npyru ma C'D) u jennake Cy QujaroHaJU KBaApaTa CTPAHULE
50 (tj. myswmma uM je 50v/2). Amasormo, cemma, ocMa ¥ IeBETa Iy CY
nujaroHajie KBanpaTa crpanuie 140 — 70\@, 140 — 80v/2 m 140 — 90\/5,
pemoM, 1j. ayxuHe cy uMm 1401/ 2 — 140, 140v/2 — 160 u 140v/2 — 180, pemonm.
Haxrne, ykynua nyskuaa cBux mysku y X msuocu 20 + 40 4+ 60 + 3 - 50v/2 +
3-140v2 — (140 + 160 + 180) = 570v/2 — 360. Ca mpyre crpame, cyma
oy w3 X Koje Jeske y IPOM3BOJFHOM IIPABOYTAOHUKY auMensuja 1 x 10v/2
KOjU 3a0BOJbABA yCJIOBE 3aTaTKa je V2. Kaxo je 57042 — 360 < 316\/5,
cremu na ce y ABCD me moske cMmectutu Buie on 315 mpaBoyraoHuka ca
TPpa:KeHNUM CBOjCTBUMA.
Ilakie, Tpaxkeau O0poj je 315.

BMO ’00.4

Basxku caienehe tBpbeme:

3a cBarko n € N nmocroju d € N TakaB na cy 6pojesu d,2d,...,nd creneHu.
Oso TtBpheme Moke ce mokaszaTu MHAYKOUjoM. 3a n =1 u n = 2 MoKe

ce yzeru d = 22 (jep cy 22 u 23 crenmernu). Heka je TBpbeme Tauno 3a n,

Tj. Hera mocroju d € N Takso ma je id = t;* 3a cBako ¢ € {1,2,...,n}, rme

je ti,s; > 2. Hera je m = NZS(s1,82,...,8,) u D = (n+1)™d™*!. Tana je

mqSi

iD =id[(n+1)d)" =t - [(n+ 1)d™ = [ti ((n+ 1)d)5_1}

saie{1,2,....,n} u (n+1)D = ((n+1)d)™"", na je rBpheme rauno u 3a
n+ 1, 7j. maro tBpbheme je mOKA3aHO WHIYKIIU]jOM.
Iakne, mocroju d, TakBo ma cy 6pojesu d,2d,...,n-nld creneau. Hera
je
A={nld,2-nld,...,n-nld}.

Tana A uMma n eseMeHATA W CBAKUA OX HBUX je cTemeH (Tj. WCOYHEHU Cy
ycaosu (a) u (6) 3amatka). Heka cy ri,79,...,7, € A u Hera je r; = a; - nld
3ai€{1,2,...,k} (jacuo je ma jea; € Nua; <nzaiec{l,2,...,k}). Tana
je
r+ro+.. .+ Tk
k

!
:%.(a1+a2+...+ak)d.
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Kako je k| n!, a; e Nzaie {1,2,....k} mwa; +as+ ...+ ar < k-n, cnemn
R T ol 5T I ol . | .
na je 3 =N-d,rme je Ne Nu N < n-n!, na je, mo uzbopy

. rt+rot+ ...+
Opoja d, u CTETIeH.

Haxrne, Tako uzabpan ckyn A 3a10BOJbaBa yCIOBE 3aJATKA.

BMO’01.1

Kako je a memapan 6poj, majsehu crenen Opoja 2 koju menu 6pojese ab —
(a—=b)—1=(a+1)(b—1) ma(a+1)(b—1) je jennar. ITo ycnoBy 3anaTka je
a(a+1)(b—1) = (a+1)(ab—a) = (a+1)(2" —(a+1)). Axo je (a+1) =2"-1,211,
Tana je 2" —(a+1) = 2" (2" — I) nkako je n > m cienn xa 21 (2" — 1),
omakie caemu u TBpheme 3amaTka.

BMO ’01.2

IIpso pewemwe: Hera je AjAsA3A4As meroyrao Koju 3am0BObaBa yCIOBE

3amaTka u Heka je npasa A As ceue As Az u AsAy y C u D, penom. Karo

Cy yHYTpAIIbU yrJIOBU HETOYIJa jemHakud (U TO %’r ), Tpoyraosu AyDAj,

2
AyDAs u CA3D cy jenmakokparu u Basku C Az = AsD, 2C As cos ?ﬂ- = A1 A,
n CA2 + A2A3 = A3A4 + A4D, IIa cJjenn

2 cos 2% . (A2A3 — A3A4) = A4A5 — A1A2.

2 2

2
Kaxo je sinlﬂ—O :cosg = 1—28in2%: 1—2-sin ;T—O(l—sin 17T_O)’ ciaenu na

™
je cos — wopewn jemmaumue z = 1 — 8z%(1 —2?), vj. 0=8z* -8z —z — 1=

, clIeon ma je cos 2r

1 2
(x—1)<m+§>(4x2+2m—1). KaKOjeO<—7T<E B

5 2
or VhH—1

HO3UTUBHO pememe jenmaunue 4z 4+ 2z — 1, 1j. cos 5

. Haxrme,

COS%Tr je umpamuonaJsian 6poj, ma caemu AsAs = AsAs u A1Ay = AjAs.
Amnanoruo ce mokasyjy M IpeocTaje jeIHAKOCTU CTPaHWUIa MeTOyrJa, Ia
OH MOpa OUTU MpPABUJIAH.

Zpyzo pewewe: Hera je meroyrao kKoju 3am0BOBbaBa yCJIOBE 33TATKA
CMEIITEeH y KOMIJIEKCHY PaBaH, TAKO M4 je jeHa CTPAHUIA MEeTOYyTJa mapa-
JenHa peasHo]j ocu (6e3 yMamema ONIITOCTA MOKE Ce y3eTH a je Ta CTpa-
HUNA jeIVHUYHE Oy:KUHe). Talna IPeocTanrM CTPAHUIAMa MEeTOYTIIA OAr0-
Bapajy peannu ymuommu 6pojesa o, a?, a3, o, rae je o = cos 2F 4 - sin Z&
(360r jemmakoctu yriosa), Tj. Bamm 1 + aja + axa® + aza® + asat = 0 3a
a1, as2,as,a4 € R. VI3 gpyror ycaoBa 3amaTka cjaequ na je ai,ds,as,aq € Q
(koMMYHVEK panmmoHaJHUX OpojeBa je pammonasan Opoj), a m3 TOra W 1a
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je ay = a3 = a3 = ag = 1 € R, jep je 1 + oz + 22 + 2% + 2* vunn-
Masgau noauHoM « y Q[z] (Tto cmemu Hup. w3 Aj3eHmITAjHOBOr KpUTEPU-
> -1
jyma, jep je 1+ x + 2% + 23 + 2t = a: T Tj. 3a y = x — 1 ciuemu
T —
+1)° -1
l+z+22+23+2* = u =yt + 5y° + 10y% + 10y + 5, Koedu-
Y

mujent y3 y'je 1, ocramu cy mesmuBu ca 5, a caoGONAH UTAH HUje NEJHUB
ca 25).

BMO ’01.3

r+y—+z >

Heka je x = Y canoB 3amaTka mocTaje 3 >

e b _c
$2+y2+22
3

u3meDy KBagpaTHE M apUTMETUYKE CPEAUHE, CJIeIn

3 1
2+y? 422 (oty+z\? (rty+z\2 (rty+z)?
3 ” 3 - 3 ' 3 >

TYyz, a Tpeba NOKA3aTU Ia BaKN > xyz. W3 HejemmakocTu

(u3 HejeqarocTy uaMehy apuTMeTnUKe U reOMETPUjCKe CPEIUHE, OIHOCHO
73 yCJI0Ba 3a]aTKA)

W
SIS

~(zy2)

> (Y xyz)

mro je Tpebasio mokaszaTu. 300r jeqHAKOCTU CpelarHa, Oa Ou BajKuia je-

JHAKOCT MOpa outu x = Yy = 2, a KaKO je I{OpI/IHﬂ'_leH 1 yCJIOB 3aaTKa, CJIeaunu

THytz 3 . . .
r=————=2ayz =2", na Kako je x > 0 ciemn na je x =y =z = 1, T1j.

= TYz,

a=0b=c=+/3. 3a 0By TPOjKY jeAHAKOCT je HCIYH-CHA.

BMO ’01.4

Heka cy henuje obojene y upsero u 6eso, Tako ma cycenHe henuje uMmajy
pasnuuuty 60jy (TakBo Gojeme je Morylie; HIP. HEKa Cy UPBEHE je IUHUIHA
KOIIKa KOja HeMa MOIWPHUX Tadvyaka ca CTpaHaMa naTe KOuke u 12 jenuHu-
YHUX KOUKM KOje MMAajy Ta4HO 2 CTpaHe Ha CTpPAaHAMa JaTe KOIKE) U HeKa
je cBakoj hemuju momemen OPOj KOju je MOMEHEH jeJUHUUHO] KOIKU KOja ce
y IIOYETHOM MOJIO¥KA]y Haja3u y 10j. Heka je mpeocranoj henmuju nonemen
cumboxa r. Tanma ce moveTHM MOJIOMkKA] MOKE BUAETU KAO [MEPMYyTaluja

1 2 ... 25 26 r
1 2 ... 25 26 r )’
IOK [03BOJbEHU IIOTE3 IPEICTABJhA TPAHCIO3UIKja O0OINKA

12 ... i ... 2 r .
( Lo T S ), saic{1,2,...,26}. (%)
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Ilakse, nmurame 3amaTka je na Ju ce IOMONY KOHAYHO MHOIO OBAKBUX II€-
)
pMyTanuja u3 noderHe nepmyramyje (jeaquHuuna) Moxke nohu no mepmyra-

nuje

12 2526 0

2% 25 ... 2 1 )
1j. ma gu mocroje t € N u py,pa,...,p; obauka (), TAKO Ha BAKUA ¢ =
pip2 .. -Pt-

Kaxko je ce ¢ mpencraB/ba Ka0 IPOM3BOJ HEIIAPHO MHOI'O TPAHCIO3WIN)A
(¢ =(1,26)(2,25)...(13,14)), cnemm na je g HemapHa mepMyTaluUja, Ma KAKO
cy cBe mepmyTanuje obauka (x) Hemapse, t Mopa outu Hemapuo. Ca mpyre
cTpaHe, CBaka mepMyTranuja obauka (x) Mema 00jy KOIKe KOjo] je M0mesheH
cuMOOJI T, & Kako je Ta 60ja mcTa y MOUYeTHOM U KPajmheM MoJIo:kajy, t Mopa
OuTy mapHO.

W3 mobujena KOHTpaIUKIje CIAECIN 1a TOMONY MO3BOJ/LEHUX MOTE3a HUje
Moryhe mobuTu TpaskeHu pacIope.

BMO’02.1

Heka je s € N rakso ma nocrtoju nyt gyskube s (tj. S = X1 Xo... X, rae je
X, €e{A1,A4:,... A} 3al1<i<s, X; #X,3ai+#j, X, n X;41 cy noBe3anu
3a 1 <7< s—1) u He nocroju Behie s ca ToM 0COGUHOM (TAKBO § OUNIIIEHO
nocroju). Hera S = X;X5... X, Ttakas myt. Kako je X; mosesan ca 6Gap
TpU Apyre Tauke, MOBe3aH je ca Oap mse Tauke paziaumuure on Xo (Y u
Z). Mopa 6urn {Y,Z} C {X3,..., X} unaue 6u moCTOjao LyT Ly>KUHE
s+1 (YX1Xo.. . X umu ZX1Xs...X,), na je Y = X;, Z = X; 3a Heke
i,7 (i # 7). Heka je i < j. Axo je i mapuo, taga cy Xi,Xo,...,X; Tauke

KOje 3a/10BOJbaBajy yCIoBe 3aJaTka, ako je j mapHo, taga cy X, Xo,..., X;
Tayke KOj€ 33/10BOJbABAjy YCJOBE 331aTKa, a aKO Cy ¢ U j HemapHu, Tadad
cy Xi, Xj41,...,X; Tauke Koje 3a710BOJbaBajy yCJIOBE 3aJaTKa.

BMO ’02.2

W3 ycnoBa 3amaTka ciaenu ma 3a n > 2 BAKU DG, = Gpi1 + 20, + Gp_1, TA je

(1+5anan+1) — (1 +5ap—1ay) = day (apt1 — an-1) =

(@nt1 +2an + an_1) (Apt1 — @n1) = a2,y + 2apan+1 — 2anan_1 — a4
(an+1 + an)2 - (an + an—1)27

na ciaean
(1 + 5a'nan+l) - (anJrl + an)2 = (1 + an715an) - (an + an71>2;

1j. Bpeanoct uspasa (1 + Sanani1) — (Gny1 —|—an)2 HE 3aBUCHU O N U jeIHAKA
je (1+5azay) — (ag + ay)? = 501.
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Iaxne, Bawu 1 4 5a,an11 = (an + anyp1)? + 501 3a cBaxo n € N. Kaxo
je (an + any1)? mornyw kBampar u kako je (k + 1)2 — k? = 2k 4 1, mopa
out a, + ant1 < 250. Mebyrnm, kaxo HU3 (ap)p>1 pacre (MEIyKIUja:
as = 30 > 20 = a1; aKO Gn > Gp_1, CHAEOU Gptl = 30p — Up—1 > 205 > Op
3a CBaKO N = 2) M Kako je aq = 180, cuemm ma 3a n > 4 BAKU ap + Apip1 =
aq + ag = 360 > 250, caemu na 1+ 5a,a,4+1 HEe MOKe OUTU HOTIYH KBaIpaT
3an > 4.

Kako je 14 bajas = 3001,54% < 3001 < 552, 1+ basas = 10501,102% <
10501 < 103? u 1+ 5azas = 63001 = 2512, cremn na je 1+ 5a,a,41 TOTIYHE
KBaApaT caMo 3a n = 3.

BMO ’02.3

Herka cy Hy, Hy, Hs u Hy oprouenrpu tpoyriosa AMN, AST, BMN
u BST, pemom. 360r cumerpuje y OTHOCY Ha IpaBy Koja claja IEeHTpe
Kpy:kHUIA, yerBopoyrao HyHoHsH, je jemHakokpaku Tparme3, ca OCHOBU-
nama napaJsegaum npaBoj AB. Ilakie, HOBOBHO je joml MOKa3aTu Oa Cy
kpauu HopMmaJau Ha AB. Basxku u Bume, naumve je H1B | ABu Hy, | AB
(rauke A u B npunanajy kpanumMa tpamnesa). okas 3a Hy L AB je anaio-
ran noka3y 3a HiB 1 AB, ma ocraje jomr ma ce mocienme mokaske. Heka
je @ =ABNMN. Tauka @ je cpemummre ny:xku M N, jep je 360or moreuiuje
y omHocy Ha maTe kpy:xHmie QM? = QB - QA = QN2.

Cuura 49.

Ha ocuHOBy TEOpemMe O TAHI€HTHOM ¥ YIJOM HAJ TETUBOM, BAaKU

IQRNB = <NAQ n <QM B = MAQ. Cunenu AQNB ~ AQNA u AMQB ~
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AMQA, na je <NBM + <NAM = <MNA + <AMN + <NAM = 180°,
ma Tauka B’, Koja je cuMeTpuuHa y omHOCY Ha () ca TaukoMm B mpumania
onucanoj kpyskuunu AAMN. Kako je tauka cuMmerpuyHa tauku Hp y
omuocy Ha () (H{) mmjaMeTpasHO CyNpPOTHA TAYKA OBE KPYKHUIE y OTHOCY
Ha A, cnenn <H{B'A =90°, na je u <H;BA = 90° (upasa AQ je nuBaApU-
jaHTHA TPU CUMETPUjU Y OXHOCY Ha Q).
Jpyeo pewewe. Baske cBU 3ar/Lydnu u3 IPpBOT HACyca NIPBOT pemema. Heka
je P = ABN AH;,. IloBoswHO je mokazatu ma je derBopoyrao HiBP(Q
TetuBaH, Tj. na je AH, - AP = AB - AQ.

W3 norenmnuje rauke Py omHocy Ha onucany kpyskuauiny AAMN cinenn
PM-PN = PH,-PA (Tauke cuMETpUYHE OPTOLEHTPY Y OJHOCY HA CTPAHUIE
TPOyIJIa NPUNANAjy HBerosoj omucanoj kpyskaunu). Cruaenu na je

AH,-AP = (AP—H,P)- AP = AP?>— PM PN

(AQ* — AP?) — (MQ — PQ) - (NQ + PQ)

— AQ? - PQ®— MQ?+ PQ?* = AQ? — PQ?

= AQ®-AQ BQ = AQ - (AQ — BQ) = AQ - AB.

BMO ’02.4

Heka je Hu3 (a,)n>1 AeduHuCcaH ca a1 =n, ap+1 = f(a,) 3a n > 1. Hera je
mu3 (by)n>1 DepuHmcan ca b, = ap41 — a, — 667 3a n > 1. Tana u3 ycuosa
3azxartka caequ b,i1 + 2b, € {0,1} 3a n € N.

Axo je b, < —1, Tana je by,41 = —2b,, na je byio < 1—2b,41 < 144b, <
3b,. Haxrme, axo je by <0, Tama je ba,y1 < —3". (1)

Ilame, KAKO je ant1 = 2a, + (2001 + &,) — any2 < 2a, + 2001, rue je
(€n)n>1 HA3 KOJU camp:ku caMo ejeMeHTe u3 ckyma {0,1}, caenu ma ako je

5 5\"
an > 4002, Tana je a1 < 3 an, ma je a, < C - (§> 3a mero C € R (ako

BaskU a, < 4002, TUM mpe Basku ropma MPOLEHA).
Mebyrum, u3z (1) caemu ag,y1 — ag, — 667 < —3", ma je agpt1 < 667 +

5\" . . .
C - <2 — 3" — —0o0 Kam N — 00, Tj. HEraTUBHO j€ 3a HEKO N, IMTO je

KOHTDPAIUKIMja Ca YNHEHUIOM aa je ciauka f y N.
Canemu by > 0. Axo je by > 1, Tama je by = 9 — 2b; < 1 — 2b; < 0, mro
je memoryhe (momaB/mameM MCTOBETHOI IIOCTYIKA Kao y cayuajy by < 0).
Hakne, by = 0 3a cBako n € N, na mopa 6utu f(n) = n+ 667 3a cBako
n € N. Jlako ce mpoBepaBa na oBa (GyHKIHUja 3aJ0BOHbABA YCIOBE 3aTaTKA.

BMO’03.1

Heka je C' cryn wroju ce cacroju ox 2002 pasauuura mpupomHa Opoja
nmemusa ca 2003, unp. {2003k | 1 < k < 2002}, a D ckyn koju ce cactoju on
2002 paznuunra npuponra 6poja, koju npu meksemny ca 2003 majy ocrarak
1, mop. {2003k +1 |1 < k < 2002}. Hera je B=CUD, a A npoussoian
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weros monckyn ox 2003 enxemenra. Hexa AN D wmma k enemenara (Basku
1 < k <2002, jep ckynoBu C' u D umajy 2002 ememenara). Tama ANC
mva 2003 — k ememenarta, Te 36up 6pojeBa y A mpu nememy ca 2003 maje
ocrarak (2003 —k)-0+k-1 =k, na muje nemus ca 2003, jep je 1 < k < 2002.
Ilakse, TpaKEeHN CKYI HOCTOjU.

BMO ’03.2

Hera cy By u C; cpemumra crpanuna AC u AB, penom u meka je O meHTap
ommcanor kpyra tpoyraa ABC. Heka cy y mctom Tpoyriy «, (3,7 yrioBu
kon temena A, B, C,penom, u a,b, ¢ nyxune crpanuna BC,CA, AB, penou.

Cuaura 50.

Heka je pacmopen tauaka kao Ha cauimu 50 (3a Apyravyuju mOJIoka]
Tadyaka, Ha npuMmep, kana je AB < AC, 1j. v < [, mau Kanm je yrao -y
omTap, AOKa3 je aHAJOTHAH.

W3 npasoyrior Tpoyraa BC1E mobuja ce ma je

B BC, _ c ¢
~ cos(«C1BE)  2sin(<C,EB)  2sinf3

(«ChEB = <ABC = 8 a0 yriaoBu ca HODMAJHUM KpaunuMma). AHAJIO-
rao u3 ACBF canemu CF = (a«B1FC = m — <ACB, anu je omer
sin(«B1 FC) = sinvy).

Y rpoyrny ADC Baxxu <DAC = g u <ADC = v — (3. W3 cunycue
Teopeme CJiean

2siny

DC  AC _ b-sing
sin3  sin(y — f) - D= sin(y — )

Y NADB je <DAB =a+p=n—vu <ADB = v— 3. U3 cunycue Teopeme

cienn

DB AB :>DB:c-sin(7r—7): c-sinvy

sin(a +3)  sin(y — 8) sin(y — B3) sin(y — 3)
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DB BE
DC = COF° nobuja ce ma cy mnpasoyrau tpoyriaosu ABDE

u ACDF cmuunu. Cremn na je <BDE = <CDF, na cy tauke D, E u F
KOJIMHEaPHE.

Kako Baxnu

BMO ’03.3

Hakon cpebusama, ycaos (a) nocraje f(z+y)+(z+y) = (f(z)+2)(f(y)+y),
Tj. ako je g(x) = f(x) + x, cnenn:

(@) gz +y) =g(x)g(y), 3acsako z,y€Q,

(6") g(x)=2g(x+1), 3acsaro z € Q,

(&) g(1) > 0.

Bax =y =0u3 (a’) cienn g(0) = (¢(0))*, ma je g(0) = 0 uam ¢(0) = 1.
3ax=0wu3 (6") u (8") cnemu g(0) = 2¢(1) > 0, ma je g(0) =1. U3 (6’) je

g(1)=1= (%)1, na u3 (a') MELYKIUjOM CIemu Aa je

2

1 n
g(n) = <§> 3a cako n € N.
Axo ce y jemmarocr (a’) zamenn y = —x mobuja ce g(0) = 1 = g(x)g(—x),
na je
()= (¥
g(—x) = —.
9(x)

ITowro je g(0) =1= (%)O u g(n) = (%)n (Vn € N), caenn

g(z) = <%) (V= € Z).

z
2

s =0(2)o(2)= ((2))" 0

3a cBako x € Q. 360r Tora je m-tu KOpeH jemHo3zuauHo onpeben u Kama je
m mapaH 6poj.

Munykmujom no m caemu na je g(m - x) = g(x)
mhiemeM jennakoctu (k) caenu u

Axo ce y (a’) z n y 3amere ca £ nobuja ce

m

3a cBako m € N. Kopn-

g(m - z) = g(x)™ ()

3a CBAKO M € Z, OJaKJe ce 3a T = % nobuja

(o 2)0=3-6(R)
()= 1)

OJaKJe je
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3a cBako m € N. Ako ce y jemHaroct (#*) 3aMeHU & = % nobuja ce g (%) =

m
(%) k  ommocrO

0= (3) teeo,

Cnenu na je

fl) = (;) =94 (zeQ)

Jlako ce opoBepaBa da OBa q)yHKIII/Ija 3a10BOJ/baBa CBa TPpU yCJOBa 3adaTKa.

BMO ’03.4

Des ymamema ONIITOCTH MOKE Ce€ NPETHOCTaBUTH xa je m > n (36or
cumerpuje). Heka je cerment AyA,11 npeoz muna axko cy A, u A,i1 Tauke
npeceka mujaronanse AC ca y3aCTONHUM BEPTUKAJIHUM JIMHAjaAMa MperKe
(TakBu cermenTu cy Ha ciaumu 51 mpencraBbeHM MOAEOLAHUM JIMHUjAMA).
Axo je jemna on tauara A, u A, npecex mujaronane AC ca BePTHUKAJIHOM
JIMHIJOM MPE:Ke, a Ipyra ca XOPU3OHTAJIHOM JIMHM)OM, cerMeHT A,A,.11 je
0pyzoe muna.

C

Ciuura 51.

[MocToju m — 1 npeceunux rauaka nujaronase AC ca BepTUKAJIHUM JIU-
Hujama 1 n — 1 npeceuynux tayaka mgujaronate AC ca XOPU3OHTAJIHUM JIH-
Hujama, pasiauuutux onq A u C'.

Cge Te Tauke cy mebycoGuo pasmuumre (ako 6u ce TMOKJIAmAJe HEKe,
raga On mmjaronana AC mposasmia kKpos tauky (a,b) ca meno6pojHuM
roopamHaTtaMa, na 6w u3 TasecoBe Teopeme ciaemuno a : b = m : n, Tj.
an = bm, wro je memoryhe, jep je (m,n) = 1, a 3a npuponue 6pojese a u b
Bazku 0 <a<mu 0 <b<n). Crora oue neine AC na m+n — 1 cermenara
(oBaj 6poj je, mo ycioBuMa 3axaTka, Hemapa). IlpBu uman y cymu je
no3utuBan. V3 menapuoctu 6poja m+n — 1 caenu ma y OaToj CyMu MO3U-
TUBHUX YJIAHOBA MMa jeJaH BUIIe Hero HeraTuBHUX. Axo je A, mpecedna
rauyaka mujaronaige AC ca XOPU3OHTAJHOM JUHUJOM Tala Cy HEHU OKOJHU
cermentu Ap,_1 A, m Ap Ay cerMeHTE APYTIOr THUIIA My CyMH y4eCTBYjy ca
cynporauM 3HakoM. CTora y cyMu ydecTByje jemHark O6pOj ,,TO3UTUBHUX
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u ,HeraTuBHUX “ cermenara apyror tuma. Ciaenu na ,,MO3UTUBHUX “ CErMe-
HaTa MPBOT TUIMA Y JATOj CyMU UMa 3a jelaH BUIIE OJ , HEFATUBHUX “ cerme-
HTa IPBOr TUIa. Kako CBM CerMeHTH HPBOI TUIA MMAjy UCTY NyskuHy (13
TamnecoBe Teopeme ce nobdbuja ma je NyKUHA OBAKBOI CET'MEHTA 7Vm:n+”2)
cienu ma je ,,MONPUHOC® cerMeHaTa MIPBOTI TUIA TPAasKEHO] CyMU jemHaK
v m2+n?

— .

3a ¢urcuo k = 1,2,...,n — 1, Heka O6poj km npm mememy ca n gaje
KOJIMYHUK t; W OCTaTak Ty, OMHOCHO km = tin + ri, tae je 0 < rp < n.
IIpeceuna rauka mujaronasne AC ca k-TOM XOPU3OHTAJHOM JUHUjOM (TIe
je AB mynra) je tauka Ag, rme je s = k + ¢ + 1 u nma koopmunare (y
KOODJMHATHOM cucrteMy y koM je A koopammaram moderak) (i + =, k).
Onasne ce mobuja 3HAK cerMeHaTa OKO Tauke Ag:

)

OyKWHU jeTHOT TAKBOT CETMEHTAa, Tj.

k + 1 As—lAs AsAs+1
apHO — +
HEIIapHO + —

Hame, r;, uMa ucTy mapHOCT Kao u k + ty:

ako je k mapam m km = {yn + r; je mapan, ma cy OpojeBu 1 u I
UCTE MAapPHOCTU, Ha Cy U 7'y U k + tp ucre nmapuoctu. Ako je k memapan u
km = tpn + rp je HemapaH, ma cy OpojeBU i U tj pas3aumynTe MapHOCTH, 14
cy 1, u k 4+t mcre mapHOCTH.

Ca mpyre crpane, Kako 1, = r, gaje pm = gm (mod n), a 0BO moBJIaYU
p = ¢ (mod n) (jep cy m u n y3zajaMHO TPOCTU OPOjEBU), OTHOCHO P = ¢
(jep Basku 0 < p,q < n), caemu na cy 6pojeBu rp cBU Moryhwu ocranu (cem
0) mo Momymy n.

Kana je rp mapan 6poj caemn ma je

V'm2 +n2 rk+\/m n—rg

*AsflAs + AsAs+1 - -

m n m n
vVm2+n?2 n-—2r,
m n o
Kako rj y3uma mo jemsom cBaky on Bpennoctu 2,4,...,n— 1, OB 4WiIaHOBU
,, JOTIPUHOCE “ CyMU Ca
n—1 n—1 n—1
2 . 2 2
Vv m? 4+ n? Zn—Q-(Qz) v m? 4+ n? Zl 4 Z
- 0. — . —_ . 7
m n m . n 4
i=1 i=1 i=1

= T
Kana je rp memapam 6poj je

vVm2+nZ re vm24n2 n—r,  Vm?24+n? 2rp —n

m n m n m n

m

v m? +n? (n—l 4 ";1'"21>_\/mz+n2 1—n
- :

As—lAs*AsAs—i-l -
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Kako rp y3uma no jemHoMm cBakry on BpemaocTu 1,3,...,m — 2 OBU UJIAHOBU
,, JOTIPUHOCE “ CyMU Ca

n—1
VmZn? K2 (20 —1)—n
m n N
i=1
VmZin? (4 22 2 pn-1 n-1\ Vm2+n? 1-n
m n 2 n 2 2 N m 2n

Crora je IOIPUHOC CBUX CEIMEHATa APYror TUIA TPAKEHOj CYMU jenHaK

vmZ2+n? 1—n vm? + n?
n

- , ITO €3 —— ——— OJ CErMenaTa IPBOr THIa naje

k—1
. 1/,rnZ +n2
(17 A A | = ———.

. mn
Jj=1
BMO’04.1
Samenom n = 0 ce mobuja
agpm = 4am, —2m — 3. (1)
Samenom m =1 un =0 caemu as = 7. 3amena n = 1 y HOJA3HO] pelanuju
. 1 .
naje Gmi1 + Gm—1 — M = 3 (agm + az2), omakie je
om = 20m41 + 20,1 —2m — 7. (2)

Onysnmamenm (2) u (1) u gememenm ca 2 nobuja ce HEXOMOTEHA JTUHEADHA
PEKYPEHTHA jeTHaYuYrHA

Q41 — 20 + Q1 = 2,
ma ce TPAKEHEM ILEHOT pPElIeHma y OOJNUKY a, = An?> +Bn+C nobuja ma
je A=B=C=1, 1. a, =n?+n+1, omHOCHO a4 = 20042 + 2005.
BMO ’04.2
Axo je x =y, jemnaunna
x¥ —y” = ay? — 19 (1)

HeMa pelema, jep je Tama JeBa cTpaHa jemHaka 0, a mecHa z° — 19, mTo
je memoryhe. ITocmarpamem jemnauune (1) mo momyiy y, a 3aTUM U IO
MOIyNy T mobuja ce

r+19=0 (mod y) (2) 19—-y=0 (mod z). (3)
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N3 (2) n (3) cnemn na zy nenu © —y + 19. He moxke 6ut © —y + 19 =0
(360or napuoctu 6u x MOpaso Outu x = 2, aau oHza y = 21 Huje mpocT),
na cuenut x +y + 19 > |z — y + 19| > xy, onakie je

(x —1)(y — 1) < 20.

Caemu ma cy npoctu 6pojesu x u y mamu ox 20, na je |z —y| < 19. Crora
jele—y+19=2—y+19, na je x —y + 19 > xy, 1j.

(z+1)(y—1) <18 (3)

N3 (3) cnemm na 3a x > 5 mpocT 6poj y MOke OUTH caMo y = 2 min y = 3.
3a y =2 cuaenu

Y-y =22 —2"<0<5-22-19<z-9y> - 19

(22 — 2% <0, 3a ¢ > 5, ce JaKO MOKa3yje MATEMATUIKOM WHIYKIAjOM), JOK
3a y = 3 caenu

o/ —y* =2 -3 <0<5-3°-19<z -y~ 19

(omet ce 23 —3% < 0, 3a x > 5, JTaKo MOKa3yje MATEMATUYKOM WHIYKIUjOM ).
Crora 3a x > 5 mosasHa jeqHAUYMHA HEMa PEIIeHa.

Ocraje ma ce mposepu (z,y) € {(2,3),(2,5),(2,7),(3,2),(3,5)}. Hobuja
ce ma cy jemmna pemema (x,y) = (2,3) u (x,y) = (2,7).

BMO ’04.3

Heka cy A’, B’ u C' cpemnmra crpanuna BC, CA u AB, penom, a kg,
ky m k. kpysmEune kpo3 tauky O ca mentpuma y taukama A, B’ un (',
pemom. Kako cy K um O npeceune Taure KpyskHuna k, u k. caenu na je
KO 1 B'C’ (upurom B'C’ monosu KO), a rako je B'C’ || BC' (cpemma
muauja AABC), nobuja ce ma je KO L BC. Ananorso ce nobujajy u
LO L CAu MO 1 AB.

Cuaura 52.
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Hera je O nenrap omucanor kpyra AABC. Kako je OA’ L BC (|| B'C"),
caemu na je O opromentap AA'B'C’'. Kako je ANA'B'C' ~ ANABC u kako
je ANABC omrpoyrau, caemn ga je u AA’B'C’ omTpoyram, ma je meros
opronenTtap O y yayrpammoctu AA'B'C’. Heka cy K', L' u M’ cpemumra
nysxu OK, OL u OM (o cy nomuosxja sucuna y AA'B'CY).

Pamu nakmer npahema, mpBo je mokasana jgema:

Jlema. Heka je H opromenTtap omrpoyrior tpoyraa XY Z u HEKa Cy
X', Y' u Z' npojeknuje H na YZ, ZX u XY, pemom. Tana je H
meHTap ymmcasor kpyray AX'Y'Z’.

Joxaz. Yersopoyrao XY'HZ' je retusan jep je <XY'H = <XZ'H =
90°. Omarue je <HZ'Y' = <HXZ. Ananoruo jeu <HZ'X' = <HY Z.
Mebyrum, Baskun <HXZ = <HYZ = 90° — <Y ZX (u3 npaBoyraux
AYZY'u AX'ZX). Crora je <HZ'Y' =<HZ'X', na je npasa HZ'
cumerpadta yraa <X’ Z'Y’. Amanorso ce norasyje u na je HY' cume-
tpana yraa <X'Y'Z', na je H menrap ymnmcaHOr Kpyra y TpOyTao
AX'Y'Z'.

Ha ocnoBy mperxonme meme cienu na je O meHTap ynucanor KPyra y
tpoyrao K'L'M’. Karo je AKLM caurka AK'L'M’' npu xomoretuju ca
neurpoM y O u koedunujerToM 2, ciaenu na je O u neHTap yOUCAHOT Kpyra
y AKLM.

Cruka 54.

O6parno, wera je O nenrap ynucanor kpyra y AKLM. Tana tauka O
npunama yayrpammoctu AK LM, na npunanga u yHYTPaIl®bOCTA TPOYTJIa
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AK'L'M', xoju ce mobuja on AKLM xomorerujom ca uearpom y O u
koepunujentom 1. Kako K’ npunana myxu B'C’, L' npunana myxu C'A’
u M’ npunana mysku A’B’, tauka O je u y ymyrpammoctu AA'B'C’.
Kaxko je O memrap ymucanor kpyra y AKLM, sazgku <LKO = <MKO,
Ia U3 OMHOCA NepU(epujcKuX U MeHTPaJHUX YrioBa y Kpyrosuma k, u k.

caenu
1 1
<qA'C'O = 3 <LC'O = <LKO = <MKO = 3 <MB'O=<A'B'O. (1)
Amnanoruo je <C'A'O = <C'B'O u <B’A’O = «B'C'O. CabupamemMm oBe
Tpu jemnaroctu nobuja ce <C'A'O + <A'C'O + <B'C'O =
SC'A'B' + <A'B'C' + <B'C'A' 180°
2 2

Omasne je A’O L B'C’, a 36or B'C' | BC je u A’O L BC. Amnanoruo ce
nokasyje u B'O 1 AC, na je O menrap onucanor kpyra NABC.

=90°.

Hanomena. Jenuaxoct (1) ce MOKe UCKOPDUCTUTH U 3 JOKa3 CMepa KOJU je
IpBU JOKa3aH y TOpmeM pemerny. Hamme, nz <A'B'O = 90° — <B’A'C' =
<A'C’'O u n3 omHOCA MEPUPEPUJCKUX U MEHTPAJHUX YIJIOBA Y KPYTOBAMA
ky u k. mobuja ce

1 1
<LKO = 3 <LC'O =<A'C'O=<A'B'O = 3 <MB'O =<MKO.

Kao u y pememny, tauka O je y yayrpammoctu AA'B'C’, na u y ynyrpa-
mmoctu AK'L'M’. 36or opora u <LKO = <M KO nobuja ce na je KO
cumerpana yraa <LK M. Awnamorno ce nmorasyje na je u MO cumerpaa
yrana <KML, na je O nenarap ynucasor kpyra y AKLM.

BMO ’04.4

Ako cy cBe mpase mapaJiesHe, Tana ce kopumhemenm ycaosa (6) 3a cBaky
on mBe mpase koje ompebyjy Heky obnacT moka3yje ma cy cBu OpojeBu y
obnactuma jemnaku 0 U Tana HUje UCIYHEH yCIOB (a).

Axo mocroje nBe mpase Koje HUCY napaJenne nokazahemo na je moryhe
yImcaTH! mejie 6pojeBe Koju 3aI0BObaBajy 0ba ycaoBa.

IIpe cBera, moryhe je ynucarwm 3make + m — y cBe objacTu, Tako ma
Cy 3HAIM y CyCeTHUM O0OJacTUMa PA3IUUUTH, JOKA3 WHIYKIjOM.
Dasa undyxyuje. 3a n =1 ce y jenny obGJsacT ynuime +, a y IApyry —.
Unoyruujecku xopax. Hexa je moryhe ymucaru 3make Tako ma Cy 3Hamu y
cycemHUM OOJacTMa Pa3IMyYnTU Kala je PaBaH IOoaesbeHa Ha 00JacTu ca
n IpaBUX O KOje HUCY CBe Hapa’tiejiHe. Y KOJUKO Ce Y PABHU HaJa3u n + 1
mpaBuUX, TAKO na 0ap ABe HUCY HapaJiesiHe, MOXKE CE YOUUTU jeIHY O EBUX
(p), uujum oxcrpamuBameM ce 1o0uja n IpaBUX, KOje HUCY CBE IHapaJielHe.
Y obnactm Ha KOje paBaH Oear NMPEOCTAJUX N IPABUX Ce MOIY YINCATH
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3HAIIM TIpeMa WHAYKIU]CKOj mpermocTtaBnu. AKO ce nmpuiamkoMm Bpahiama
mpaBe p ca jelnHe HmeHe MPOMEHU 3HAaK + y —, OOJHOCHO — y +, a ca Apyre
CTpaHe HULITA He IPOMEHU, N00uja ce TPaKeHO yIuCuBamke 3a n+1 mpaBux.
3aucra, HEKa Cy yOodeHe OBe CyCemqHe ODJIACTH.

e Ako cy oHe Owmie Ha OHOj CTPAHW NpPaBE p IIe Ce HUje MEHao 3HAK
OHE MMajy MCTU 3HaK Kao Ipe yBobhema IpaBe p, TAKO Ja OHE MMajy
Pa3IUIUT 3HAK.

e Axo cy oHe Omile HA OHOj CTPAHU NpaBe P TIe Ce MeHao 3HAK, OHIA
cy obe mpoMeHmiIe 3HAK, IIa KAKO Cy Ipe yBoDhema mpase p mMale
Pa3IMUnT 3HAK, OHAA OIET MMAajy Pa3IUudUT 3HaK.

e Ako cy oBe obsacTu ca pa3HUX CTpaHa IIPaBe p OHE Cy HACTAJE O
jemuHCTBEHE ODJIACTU KOja je moJes/beHa IPaBOM p, Ia OHE UMAajy pa-
3JIMYNUT 3HAK.

Ciuura 55.

Haxrmne, moryhe je ynucatu 3HaKe + U — Ha HaBedeHW HauwH. Heka je
y cBaky obJsacT ynucau 6poj z - u, rae je z = 1, ako je y Toj obmactu 6uo
yomcaH 3HaK +, a —1, ako je Omo ymmcaH 3HAK —, a u OpoOj yrioBa y TOj
obmnactu.

Tama oBako ynucanu OpojeBU 3aT0BOJLaBajy o0a ycioBa:

(a) y cBakoMm mapy cycemaux obnacTu cy mBa 1ena 6poja (a u b), on
KOjUX je jemaH mO3UTUBAH, a Apyru HeratmsBaH. Heka je a < 0 < b.
Tana Baskn ab < a < a + b;

(6) y cBakoj Tauku mpeceka JBe IpaBe OpOje Ce OKOJIHU YIVIOBU WU ABA
WIN YeTUPU IIyTa Ca Pa3IUYUTUM 3HAIUMA:
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(1) + u — y cayuajy ma nocroje 2 meaa (Tj. Kaj je Ta Tauka Ipeceka
Ha MPaBOj y OOHOCY Ha KOjy ce pauyHa 30up cBux OpojeBa ca
jenme crpamne);

(2) +,—,4+,— y cayuajy ma mocroje 4 nena (rj. kax ce Opoje CBU
YTJIOBU OKO HEKE TPECEYHe TauKe);

Y CBaKOM CIIy4Yjy, KaKO je 30Up youeHMX OpojeBa 3a CBAKy TAUKy
npeceka 0, ucnymen je ycaos (06).

Ha cawmm 55 je moraszaH mpuMep TpPaskeHOr yHnucuBama OpojeBa y
obsacTy paBHU HAaCTaJle UCEHAmeM D IPABUX.

BMO’05.1

Hera je S nenrtap ynucasne kpyskHuie, a aysxuta crpanune BC u Heka cy
«, 3,7 yraosu kon temena A, B, C tpoyraa ABC, penowm.

Cuaura 56.
Kako je AADE jemnakokpar (AD = AFE) u kako je

<IXSB:180°—<BSC:§+%:90°—%

SADE = 90° — %

nobuja ce ma je <XSB = <ADFE = 180° — <BDX, onmakjue ciemu na je
uyerBopoyrao DBSX reruBan. Ilame je <BXC = <BDS = 90°, na je

ZX =7C= g [IOJIYIIPEYHUK ONUCAaHe KPYy:KHUIE Oko mpasoyraor ABXC.

Amnasorno ce mobuja na je u ESCY teruBan u omarie na jeu Y Z = g,
Tj. Basku XZ =Y Z.
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Cunemu na je uumenuna ga je AXYZ jemHakocTpaHUYaH je €KBUBAJIE-
vrHa ca <Y XZ = 60°. V3 rerusnor uerBopoyria DBSX ce mobuja ma je

<Y XC =<ABY = g , a m3 jemHakokparor tpoyria C'XZ ce mobuja ma je
9CXZ =<XCZ = % , ma je
YXZ =V XC +aCX7Z = @ .
B+ o e . .
Konauno, rako 5 = 60° < «a=60° ciemu na je AXY Z jennakocTtpa-

HUYAH aKo U camo ako je <BAC = 60°, mTo je u Tpebasio moKas3aTu.

BMO ’05.2

Jemmakoct p? —p+ 1 =0 ce Mmoske IpeypenuTu y 06IUK
pip—1)=(b-1)D>+b+1).

Kako u3 b3 = p?> —p+1 < p? < p® cnemn na je b < p, Basku p | b2 + b+ 1.
Iakne, cinenu

V+b+l=k-p

p—1=k-(b-1)
3a Heku 1eo 6poj k > 2. U3 apyre ox oBux jennauumna ciaemu p = kb—k+1,
ma ce yBpIITaBameM y IPBY mobuja ma je

b2 +b4+1=k*+k— k% (1)

Onasze je
V+b<k® = b+1<k® m

b +b—1 1
— =b0+24+ —-<b+3

b—1 tet b—1 T
rzie mocaeIma Heje HaKOCT Baskd, jep je b > 2 (momTo jemnaunme p? —p+1 =
1 up? —p+1=8 uemajy pemema y mpoctuM 6pojesnma). V3 mpeTxomamx
3akmyuka caemm ma je k2 = b+ 2. 3amenom y (1) ce mobuja

Ebh-1)<b*+b—-1 = k*<

bV +b+1=(b+2)-b+k—(b+2) = k=3 = b=7 = p=19.

BMO ’05.3
2 )2
a (a —D) .
ns 5 2a + b = ———— u aHAJOrHUX jeOHAKOCTU 3a IPEOoCcTaja aBa
b2 b— 2 2 _ 2
cabupka Ha JeBOj cTpanu — — 2b+ ¢ = (TC) u < —2c+a= %,
c a

TpaskeHa HEjeIHAKOCT Ce CBOIU HA

(a—b)2+ (b—c)2+(c—a)2 > (2a—2b)2-
b c a a+b+c




130 BMO ’05.4

[Mocnenma HejemuarocT ciaemu m3 Hejemuaroctu Romu—IIBapi-Bymako-
BCKOT:
(a=0)?*  (b—0¢)p?
_|_
b c

(b+c+a)< +(C_aa)2>>(|a—b|+|b—c+|c—a|)2

n ynmennne aa je |a —b|+ |b—c|+|c—a|l = 2-max{a,b,c} —2-min{a, b, c} =
2-max{la—10b|,|b—¢|,|c—a|]} = 2|a—b|. ¥ mejennaroctu Komu-IIsapu-DBy-
HAKOBCKOT jeTHAKOCT BaKU Kala je

a—b)2 — )2 c—a)?
@b @ _ema? "

a y Ipyroj rKama je
max{la — b, [b — |, e — al} = |a — b]. (2)

N3z (1) u (2) cneqn na je b > a m b > ¢, na oner u3 (2) cnemu b —a =
la—b] >1b—c|, Tj. Baskn b > ¢ > a. Cana ce (1) moxke 3anucaTu Kao

b b 1
AHojet:—MZ:E,HaRojeg-—~E:1no6njaceJ1aje1——:t—1:
c a b ¢ a z

1 t3—2t2+1

%—1,Tj. Z:t2H1—t—2:t—1:t—1,OﬂHOCHOT+
b

(t—1)t* -t —1) = 0. Karo jet = — > 0 nobujy ce pemema t; = 1 u
c

_1+V5

=0, Tj.

to 5 . Crora ciemu ma jeqHAKOCT BaKU CaMO Kaua je
1
(avbvc)e{(kvkak)v(kvk'3+2\/€ak' +2\/€)|k€R+}
BMO ’05.4

Hexa je nedoszeomenu nap map GpojeBa O KOJjUX jeNaH MeJu APYTU WU map
6pojesa Koju cy ysajamuo mpoctu. Hera je S momckym ckyma {1,2,...,n}
KOjU He Calp:KU HeI03BOJLeHe TmapoBe. AKO Taj CKyI MMa eJeMEeHTe KOju
cy me Behu on g , M KO je s HajMamu eJIeMeHT ckyna S, tanga 2s € S. Aro

Ce eJIEMeHT § 3aMeHU ca 25 y moackymy S mobuja ce HOBE mOAckym S’ koju
uMa jeqHaK OpOj esleMeHaTa Kao U S U KOjU TaKobhe He canpiKu HeT03BOJbEHE
naposBe. OBa mpouenypa ce MOKe HACTAaBUTU IOK ce He nobuje ma Cy CBU
eJIeMeHTH HOJACKymna OpojeBu koju cy Behwm on g Crora, 6e3 ymMamema

OMIITOCTH, MOYKE C€ MPEIINOCTABUTA Ia Cy CBU eJeMeHTH ckyna S sehm on
n

5
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Kako 3a cBaka 2 y3acromHa mpupojHa Opoja Baku Oa CY y3ajaMHO
npoctr TO S MOMKE CAnpP/KATH HAJBUIIE 1O 1 eJeMEeHT M3 CBaKOT mapa

. n . n -+
y3acTronaux OpojeBa Behwux on 5" Crora S mma HajBuIle [T} eme-

3
menata. Aro je n = 4k + 1, k > 1, tana je [% = k+ 1, ma ce

n3 cBakor mapa {2k + 1,2k + 1}, {2k + 3,2k + 4}, ..., {4k + 1} (mocue-
IEBY YIAH ce He MOoke ynaputu) 6upa jemas esement. Mebyrum, kako je
(2k+1,4k+1) = (2k + 2,4k + 1) = 1, meby oBa Tpu eneMeHTa y TPaKEHOM
ckymy 6u ce cmeno vahwu majsume 1. Caemu na je 3a n =1 (mod 4) 6poj
2
eremenara ckyna S He Behwm orx {ni} 3a n # 1 (mod4) je oo Beh
n+3| [n+2
4 1 | 4
Ocraje jom ma ce moraske na ce oBaj OpPOj MOke MOCTUNU 3a CBAKO 7.
n+2

MOKa3aHO, MOIITO je 3a OBakKBe OpojeBe [

. n
[Toackym mapaux 6pojeBa Behux ox — mMa TAYHO } eJeMeHaTa u 1a

HE caIp:KU HUjeTaH HEIO3BOJLEH Tap.

BMO ’06.1

Hakon Muoxkema obe crpane mejennarkoctu ca abe(l+a)(1+0)(1+4c¢)(1+abc)
u cpebuBama, nobuja ce ma je HejeTHAKOCT U3 3a0ATKA €KBUBAJECHTHA Ca
P + a?b>? + a®b? 3 + a*bPc + ab’E + a’bc? — 2ab*c? — 2a*bc? — a*bc
—2a2be — 2ab®c — 2abc® + ab® + be? + ca® + ab + be + ca > 0,

OZIHOCHO ca
be? (ab—1)2+ca?(be—1)2+ab?(ca—1)*+be(ab—1)*+ca(be—1)*+ab(ca—1)* > 0,

KOja je ucmymeHa. JemTHaKOCT BAXKM aKO U CaMO aKO CYy CBU cabupiu y
NpeTxonHo] HejenHakocTu jemHaku 0, Tj. ako M camo ako je ab = bc = ca =
1, Tj. ako m camo ako je a=b=c=1.

kx kz
Lpyzo pewewe. Hera je a = —, b= —, ¢ = —y, abe = k3. Tpasena
Y x z

Heje JHAKOCT ce TpaHCPOpMHUIIe y

y x z 3k
+ + > .
kz+x  ky+z kx+y k41

(1)

Ako je X = a+kz, Y =y+ke, Z = 2+ky, Baswux = X —kz = X—k(Z—ky) =
X —kZ+ kY

X —kZ+E(Y —kx) = X —kZ + kY — K2, 1j. = = kg—jl v,

Y — kX +k*Z  Z—kY + kX

AHaJIOTHO, Y = 3 ) nu z = 13 1

, I Ce, KPEHYBIIU O
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~<| 34
S
<IN
WV
[O%)
=

+

| =<

Y
— >
+Z+ = 3,

=N

aese crpane y (1), kopucrehn

K —2k+1>0 noouja

Y—kX+kQZ+X—kZ+k2Y+Z—kY+k2X
(B3 +1)X (3 +1)Z (k3+1)Y 7

! R (Ll ) s (Le2 )
k3 +1 X Z 'Y X z'Yv)|”

_3
k3 +1

3k
K —3k+1)> -,
( 1) k341
1j. (1). JemmarocT Baxku ako m camo ako je a =b=c=1.

Tpehe pewewe. CpebuBamem ce mobuja ma je TpaskeHa HEjeIHAKOCT €KBU-
BAJIEHTHA Ca

1+ abe 1+ abe 1+ abe
4T —rave g ST 1) =6, 1.
<a<1+b>+ >+<b<1+c>+ )*(cma)+ ) O e
l+a  b(1+0) 14 c(l+a) 1+c  a(l+0)
>
<a(1+b)+ 1+0b >+<b(1—|—c)+ 1+c )7 c(1+a)+ l+a > 6,

OZHOCHO (ApyrauyujuM I'DYIUCAHEM YIAHOBA) Ca

(e ) G ) (G ) =

KOja je JUPEKTHa IOCJIeIUuIa HejeTHAKOCTA u3MeDhy apurMeTudke U reome-

Tpujcke cpemnte (Tj. + — > 2 3a x > 0, Ipy YeMy jeIHAKOCT BAKU aKO U
x

camo ako je x = 1). Kao u y nperxomua msa pemema, Jako ce nobuja na
jemHAKOCT BasKM aKO U caMoO ako je a =b=c=1.

BMO ’06.2

Heka npasa A’E ceue ommcamy kpysxauny NAABC mo apyru myT y Tadiu
P. Taga je <EPC = 180° —<A'PC = <A’ AC = <EFC, na je 4eTBOPOYTa0
EPFC reruBan. Craemu na je <F'PC = «<FEC = <«CBB' = <CPB’, Tj.
tauka I npunana npasoj B'F.

Amnagorno je P € C'D.



BMO ’06.2 133

Ciuura 57.

Apyzo pewewe. Heka je maTm Tpoyrao CMEIMITEH Y KOMINIEKCHY PABaH, TAKO
& je Kpy:KHUIA ommcaHa OKO martor tpoyraa {z | |z|] = 1} u mpasa m
napaJiesHa MMaruHapHoj ocu (Taukm A oarosapa KoMILIeKcaH Opoj a u
camuHo 3a Apyre Tauke). Tama jea-a=b-b=c-¢=1, ad, e u f umajy
uctu peasnn neo (M), 1j. Baxu d+d=e+e=f+ f=2M (x).

Taurka E npunana npasoj BC, ma je 6poj F, Tj. gif, na cienu
—c G
e+ bce =b+ ¢, mro ca () maje
2Mbc —b—c b+c—2M ()
e=———##/—— u _
bc—1 be—1
(be =1 =0 6u 3raumio na je BC || m).
1
Taukama A’, B’, C' onrosapajy 6pojesu — , 3 o pemou. Ako Tauka Z
a c
1 1
2o o Z—a
npunaga npasoj A’E cnemu na je 6poj 4 peamam, Tj. LR ,

zZ—e z—e zZ—e€
onakie je, cpebuBamem un kopumhemem (kx),

az(abc —a —b—c+2M) +zZ(2Mabc — ab — ac —bc+ 1) =

OM + 2Ma’be — a’b — a®c — b — c.

AmaJgiorno, Tauka ca npase B'F 3anoBosmasa
bz(abc —a —b—c+2M) + Z(2Mabc — ab — ac — bc+ 1) =

OM + 2Ma*be — b%a — b’c —a — ¢,
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ma omy3uMameM u ckpahuBamem ca a — b # 0 caenu
z(a—b)(abc—a—b—c+2M) = 2Mabc(a—b) +ab(b—a)+c(b—a)(b+a)+ (a—Db),

z(abc—a—b—c+2M) =2Mabc — ab—c(b+a) + 1,

_ 2Mabc — ab — ac —ac+ 1
 abc—a—b—c+2M

Amnasiorso ce nobuja ncra tauka u y npecexy B'F u C'D (nocnenmu pe-

3yJITAT MOKa3yje ma ce Tauvka 2z IPeJCTaB/ba M3Pa30M KOjU je CUMeTpUYaH
o a, b, ¢), onguocuo ciaemu tBpheme 3amaTka.

Tj.

Hanomena. Kako je |abcl =1 u

2Mabe — ab — ac — ac + 1 = abe(abc —a — b — ¢+ 2M),

clemu nma TpecedHa Tadka 3a0BosbaBa |z| = 1, mrTo je GuiIo KibydHO ma
npBO (eseMeHTapHO) pememne Oyl PeIATUBHO jeIHOCTABHO.

BMO ’06.3

[IpousBox maBenena tpu neaa 6poja je mnp +3+ —— + —,
mnp  (mnp)?

3 1
je x = mnp, caemn na je 6poj k=1x+ — —|— — 1eo. lakue, x je mo3uTuBaH
z

ma, ako

pAIlMOHATIAH KOPEH jemHaunue ° — kx? + 33: +1=0. Ciequ nma je z =1,

m
Tj. mmp=1lum+— =m+ —— = 2m je ueo 6poj (amasoruo cy ueau u
np mnp
2n u 2p).
Hera je m > n > p. Tana je p < 1, na u3 rope yrepbhenor cienu na je
1
p=1wmmp= 3 Y mpBoMm cayyajy je m =n =1, a y apyrom mn = 2,
1
onakse (mn=2) cnequ na je m=2, n=1lummm=4, n=—.

1 11
Iakne, cBa pemema cy (1,1,1), (2,17 2), <4, 3 2) (1 mepmyTanuje—

ykynHO 10 pemema).

BMO ’06.4

Avo 2 |mua=2%-1,211, cnemn a; =1+ jm 3a j > 0, na natu EU3 HUje
epPUOIUYAH.
Heka 2tm u mera je S ={1,2,....m,m+1,m+3,...,2m — 2,2m}.

(a) Hera je a ¢ S. Y marom HM3y MOCTOjU HAjMamU 4iaH (HeKa je To

. . a .
a;). Tanma je a; memapau (uHade je ajy1 = EJ < a;), ma je ajio =



BMO ’06.4 135

a; +m . . .
2> aj, OMAKJIE Je aj < M. Cana MHAYKIUjOM JIAKO CIeou Ia je

(3a cBako i > j) a; < 2m u ma je a; < M aKo je a; HEmapHO.

Iakme, y oBOM ciydajy ce HOCJe MeCTa j y OaTOM HU3y He MOKe
BUIIE TIOjaBUTU G, TIa JaTU HU3 HUjE€ MEPUOIUIAH.

Heka je a € S. Kaon y (a), ungyknujom ciaenu na je (3a csako i > 0)
a; < 2m um na je a; < m ako je a; Henapuo. Cienu ma je matu HU3
OrpaHUUEH, Ia My Ce HEKU UJAHOBU IOHABJILAJY.

Heka je k majmamwu 6poj 3a koju mocrtoju | > k tako ma je arp = qg
(Tpeba nokazaru ma je k = 0; omarise cieny na je y OBOj CUTYaLUjU
HU3 meproaunuan). Ako je ap < m, U3 TOPHEr pa3MaTpama CIean Ia
@k-1 na = % ,ma je ap_1 = a;_1. AHaJorHO, aKo je ai > m
CIemun Ay = Qx—1+m u ap = a;—1 +m, Tj. axr—1 = a;—1. lIperxonuo je

wemoryhe (36or mauuna uzbopa k), ma mopa 6uru k = 0.

jeay =

Ilakse, maTu HU3 je MEPUOAUYAH AKO U CaMO ako je 2fm u a € S.



