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ME�UNARODNE I BALKANSKE

MATEMATIQKE OLIMPIJADE

Me�unarodna matematiqka olimpijada (MMO) odr�ava se svake go-
dine, poqevxi od 1959. godine. Na prvoj MMO, koja je odr�ana
u Rumuniji, uqestvovalo je sedam socijalistiqkih zemaǉa Istoqne
Evrope. Jugoslavija je prvi put uqestvovala na petoj MMO, koja je
odr�ana 1963. godine i otada je izostala samo 1980., kada MMO nije
ni odr�ana i 1993. i 1994., kada naxa ekipa nije uqestvovala zbog
sankcija uvedenih naxoj zemǉi. Posledǌih godina broj uqesnika je
ve�i od 90. Prema ustaǉenoj tradiciji MMO je dvodnevno takmi-
qeǌe, pri qemu svakog dana mladi matematiqari sredǌoxkolci re-
xavaju po tri zadatka, a zadaci se biraju iz oblasti algebra, geo-
metrija, teorija brojeva i kombinatorika. Nagra�uje se polovina
ukupnog broja takmiqara, a odnos prvih, drugih i tre�ih nagrada je
pribli�no 1:2:3. Iako se sada organizuju i druga me�unarodna ta-
kmiqeǌa mladih matematiqara, koja su drugaqije koncipirana, MMO
je takmiqeǌe koje po opxtem mixǉeǌu u�iva najve�i ugled. Balka-
nska matematiqka olimpijada (BMO) odr�ava se od 1984. godine, a
Jugoslavija je uqesnik ovog takmiqeǌa od 1987. godine.

U prethodnim izdaǌima Druxtva matematiqara Srbije objavǉeni
su zadaci sa rexeǌima i podaci o rezultatima naxih takmiqara na
svim MMO i BMO zakǉuqno sa 1995-om godinom (sveske 11 i 32 edi-
cije Materijali za mlade matematiqare). U ovoj kǌizi dajemo za-
datke, rexeǌa i rezultate naxih takmiqara na IMO i BMO koje
su odr�ane u periodu od 1996. do 2006. godine. U ovom periodu
naxa zemǉa je nastupala na ovim takmiqeǌima kao SR Jugoslavija i
posledǌih godina kao Srbija i Crna Gora (od ove 2007. godine naxa
ekipa nastupa�e pod imenom Srbija).

Naxi uqenici su osvojili veliki broj medaǉa. Pre navo�eǌa ko-
mpletnog pregleda svih rezultata pomenimo posebno rezultat Duxana
�uki�a, koji je do sada nax najuspexniji takmiqar. Duxan je u pe-
riodu od 1997. do 1999. godine osvojio jednu prvu i dve druge nagrade
na MMO, odnosno dve prve i jednu tre�u nagradu na BMO.
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Duxanu dugujemo i zahvalnost, poxto je pomogao autorima u saku-
pǉaǌu materijala za ovu kǌigu. Tako�e se zahvaǉujemo i Vladimiru
Jankovi�u, Vojislavu Petrovi�u, Ratku Toxi�u, �or�u Dugoxiji,
Vladimiru Balti�u, Vladimiru Dragovi�u, Ivanu Mati�u, Nikoli
Petrovi�u, qije smo qlanke koristili pri izradi ove kǌige, Pre-
dragu Janiqi�u, qiji je program (GCLC) korix�en pri izradi slika,
Vladimiru Lazi�u, Milivoju Luki�u, Aleksandaru Ili�u, Marku
Radovanovi�u, Milanu Novakovi�u, Aleksandaru Pejqevu, qija su
rexeǌa korix�ena (oni su u ovom periodu bili takmiqari), kao i
recenzentima Ratku Toxi�u i Miloxu Arsenovi�u, koji su pa�ǉivo
proqitali tekst i pomogli nizom sugestija.

1996 (IMO – Indija, BMO – Rumunija)

Vladimir Brankov Jelena Spasojevi�
Ivan Veǉkovi� Marko Stoxi�
�or�e Mili�evi� Boris Xobot

Na IMO su osvojili:

�or�e Mili�evi� – drugu nagradu;

Vladimir Brankov i Boris Xobot – tre�e nagrade,

dok je Ivan Veǉkovi� pohvaǉen.

Na BMO su osvojili:

�or�e Mili�evi� – prvu nagradu;

Marko Stoxi� – drugu nagradu;

Vladimir Brankov, Ivan Veǉkovi�, Jelena Spasojevi� i Boris Xobot
– tre�e nagrade.

1997 (IMO – Argentina, BMO – Grqka)

Ivan Veǉkovi� Jelena Spasojevi�
Duxan �uki� Rade Stanojevi�
Nikola Petrovi� Branislav Cvetkovi�

Na IMO su osvojili:

Duxan �uki� i Nikola Petrovi� – druge nagrade;

Jelena Spasojevi�, Rade Stanojevi� i Branislav Cvetkovi� – tre�e
nagrade.

Na BMO su osvojili:

Nikola Petrovi� i Jelena Spasojevi� – druge nagrade;

Duxan �uki� i Rade Stanojevi� – tre�e nagrade,
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dok su Ivan Veǉkovi� i i Branislav Cvetkovi� pohvaǉeni.

1998 (IMO – Tajvan (Republika Kina), BMO – Kipar)

Predrag Glixi� Nikola Petrovi�
Duxan �uki� Goran Predovi�
Isidora Milin Jelena Spasojevi�

Na IMO su osvojili:

Predrag Glixi�, Duxan �uki�, Isidora Milin, Nikola Petrovi� i Je-
lena Spasojevi� – druge nagrade,

dok je Goran Predovi� pohvaǉen.

Na BMO su osvojili:

Duxan �uki� i Goran Predovi� – prve nagrade;

Isidora Milin, Nikola Petrovi� i Jelena Spasojevi� – druge nagrade;

Predrag Glixi� – tre�u nagradu.

1999 (IMO – Rumunija, BMO – BJR Makedonija)

Predrag Glixi� Isidora Milin
Duxan �uki� Nikola Petrovi�
Ivan Mati� Rade Stanojevi�

Na IMO su osvojili:

Duxan �uki� – prvu nagradu;

Predrag Glixi� i Ivan Mati� – druge nagrade;

Isidora Milin, Nikola Petrovi� i Rade Stanojevi� – tre�e nagrade.

Na BMO ekipa Jugoslavije nije uqestvovala.

2000 (IMO – Ju�na Koreja, BMO – Moldavija)

Ivana Bo�i� Milivoje Luki�
Tijana Kosti� Milox Popovi�
Vladimir Lazi� Tomislav Radi�

Na IMO su osvojili:

Milivoje Luki� – druga nagrada;

Tijana Kosti�, Vladimir Lazi� i Tomislav Radi� – tre�e nagrade.

Na BMO su osvojili:

Vladimir Lazi� – druga nagrada;
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Tijana Kosti�, Milivoje Luki� i Milox Popovi� – tre�e nagrade.

2001 (IMO – SAD, BMO – Jugoslavija)

Ekipa Jugoslavije na IMO i BMO se ove godine razlikovala. Na
IMO ekipu Jugoslavije su predstavǉali

Vladimir Lazi� Marko Petkovi�
Milivoje Luki� Tatjana Simqevi�
Jelena Milanovi� Aleksandar Suboti�

i osvojili su:

Vladimir Lazi� – drugu nagradu;

Milivoje Luki�, Tatjana Simqevi� i Aleksandar Suboti� – tre�e na-
grade,

a na BMO:
Milan Kir�anski Karola Mesarox
Vladimir Lazi� Milan Radoǌi�
Milivoje Luki� Tatjana Simqevi�

i osvojili su:

Vladimir Lazi�, Milivoje Luki� i Tatjana Simqevi� – druge nagrade;

Milan Kir�anski, Karola Mesarox i Milan Radoǌi� – tre�e nagrade.

2002 (IMO – Xkotska (Velika Britanija), BMO – Turska)

Ekipa Jugoslavije na IMO i BMO se ove godine razlikovala. Na
IMO ekipu Jugoslavije su predstavǉali

Aleksandar Ili� Jelena Milanovi�
Dejan Kolun�ija Maja Taskovi�
Milivoje Luki� Nikola Todorovi�

i osvojili su:

Milivoje Luki� – drugu nagradu;

Aleksandar Ili�, Dejan Kolun�ija, Jelena Milanovi�, Maja Taskovi� i
Nikola Todorovi� – tre�e nagrade,

a na BMO:
Aleksandar Ili� Jelena Milanovi�
Dejan Kolun�ija Marko Petkovi�
Milivoje Luki� Milan Radoǌi�

i osvojili su:

Aleksandar Ili� i Milivoje Luki� – druge nagrade;



IMO i BMO 5

Dejan Kolun�ija, Jelena Milanovi� i Marko Petkovi� – tre�e nagrade.

2003 (IMO – Japan, BMO – Albanija)

Prvi put ekipa nastupa pod imenom Srbija i Crna Gora.

Aleksandar Brankovi� Milan Novakovi�
Aleksandar Ili� Aleksandar Pejqev
Jelena Milanovi� Marko Radovanovi�

Na IMO su osvojili:

Aleksandar Ili�, Aleksandar Pejqev i Marko Radovanovi� – druge na-
grade;

Jelena Milanovi� – tre�u nagradu,

dok su Aleksandar Brankovi� i Milan Novakovi� pohvaǉeni.

Na BMO su osvojili:

Jelena Milanovi� – druga nagrada;

Aleksandar Brankovi�, Aleksandar Ili�, Milan Novakovi�, Aleksandar
Pejqev i Marko Radovanovi� – tre�e nagrade.

2004 (IMO – Grqka, BMO – Bugarska)

�or�e Barali� Marko Radovanovi�
Milan Novakovi� Urox Rajkovi�
Aleksandar Pejqev Petra Stojsavǉevi�

Na IMO su osvojili:

Milan Novakovi� i Marko Radovanovi� – druge nagrade;

�or�e Barali�, Aleksandar Pejqev i Urox Rajkovi� – tre�e nagrade.

Na BMO su osvojili:

Marko Radovanovi� – druga nagrada;

�or�e Barali�, Milan Novakovi�, Aleksandar Pejqev, Urox Rajkovi� i
Petra Stojsavǉevi�– tre�e nagrade.

2005 (IMO – Meksiko, BMO – Rumunija)

Ekipa Srbije i Crne Gore na IMO i BMO se ove godine razlikovala.
Na IMO ekipu Srbije i Crne Gore su predstavǉali

�or�e Barali� Igor Kabiǉo
Bojan Baxi� Urox Rajkovi�
Milox �ori� Dimitrije Filipovi�
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i osvojili su:

Bojan Baxi�, Igor Kabiǉo i Urox Rajkovi� – tre�e nagrade,

dok je Milox �ori� pohvaǉen,

a na BMO:
�or�e Barali� Urox Rajkovi�
Milox �ori� Petra Stojsavǉevi�
Igor Kabiǉo Dimitrije Filipovi�

i osvojili su:

�or�e Barali� – drugu nagradu;

Milox �ori�, Igor Kabiǉo, Urox Rajkovi� i Petra Stojsavǉevi� –
tre�e nagrade.

2006 (IMO – Slovenija, BMO – Kipar)

Marko Jevremovi� Mladen Radojevi�
Marija Jeli� Marijana Smailagi�
Igor Ninkovi� Aleksandar Trokici�

Na IMO su osvojili:

Marko Jevremovi�, Marija Jeli�, Mladen Radojevi�, Marijana Smaila-
gi� i Aleksandar Trokici� – tre�e nagrade,

dok je Igor Ninkovi� pohvaǉen.

Na BMO su osvojili:

Marko Jevremovi� – prvu nagradu;

Marijana Smailagi� – drugu nagradu;

Igor Ninkovi�, Mladen Radojevi� i Aleksandar Trokici�– tre�e na-
grade.



ZADACI SA ME�UNARODNIH

MATEMATIQKIH OLIMPIJADA

IMO 1996

1. Neka je ABCD pravougaona tabla, AB = 20, BC = 12. Tabla je
razlo�ena na 20 × 12 jediniqnih kvadrata. Neka je r prirodan broj.
Novqi� mo�e da se premesti iz jednog kvadrata u drugi ako i samo
ako je rastojaǌe ǌihovih centara jednako

√
r. Zadatak je na�i niz

premextaǌa koji prevodi novqi� iz kvadrata kome je A jedno teme u
kvadrat kome je B jedno teme.

(a) Dokazati da se zadatak ne mo�e izvrxiti ako je r deǉivo sa 2
ili 3.

(b) Dokazati da se zadatak mo�e izvrxiti ako je r = 73.
(v) Mo�e li se zadatak izvrxiti ako je r = 97?

(Finska)

2. Neka je P unutraxǌa taqka trougla ABC takva da je

�APB − �ACB = �APC − �ABC.

Neka su D, E centri krugova upisanih u trouglove APB, APC, redom.
Dokazati da se AP , BD i CE seku u jednoj taqki.

(Kanada)

3. Neka je N0 skup nenegativnih celih brojeva. Na�i sve funkcije
f : N0 → N0, takve da je

f(m + f(n)) = f(f(m)) + f(n)

za sve m,n ∈ N0.
(Rumunija)

4. Prirodni brojevi a i b su takvi da su brojevi 15a + 16b i 16a− 15b
kvadrati prirodnih brojeva. Na�i najmaǌu mogu�u vrednost koju
mo�e uzeti maǌi od ta dva kvadrata.

(Rusija)
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5. Neka je ABCDEF konveksan xestougao, takav da je AB paralelno
sa ED, BC paralelno sa FE i CD paralelno sa AF . Neka RA, RC

i RE oznaqavaju polupreqnike krugova opisanih oko trouglova FAB,
BCD, DEF , redom, i neka O oznaqava obim xestougla. Dokazati da
je

RA + RC + RE � O

2
.

(Jermenija)

6. Neka su n, p, q prirodni brojevi takvi da je n > p + q. Neka su
x0, x1, . . . , xn celi brojevi koji zadovoǉavaju slede�e uslove:

(a) x0 = xn = 0;
(b) za svaki ceo broj i (1 � i � n), ili je xi − xi−1 = p ili je

xi − xi−1 = −q.
Dokazati da postoji par (i, j), gde je i < j i (i, j) �= (0, n), takav da

je xi = xj.
(Francuska)

IMO 1997

1. Taqke sa celim koordinatama u ravni su temena jediniqnih
kvadrata. Kvadrati su naizmeniqno obojeni crno i belo (kao na
xahovskoj tabli). Za svaki par (m,n) prirodnih brojeva uoqen je
pravougli trougao qija temena imaju cele koordinate i qije katete,
du�ina m i n, le�e na stranicama kvadrata. Neka je S1 ukupna po-
vrxina crnog, a S2 ukupna povrxina belog dela trougla i neka je

f(m,n) = |S1 − S2|.
(a) Izraqunati f(m,n) za sve prirodne m i n iste parnosti.

(b) Dokazati da je f(m,n) � 1
2
· max{m,n} za sve m i n.

(v) Dokazati da ne postoji konstanta C takva da va�i

f(m,n) < C za sve m i n.

(Belorusija)

2. U trouglu ABC ugao kod temena A je najmaǌi. Neka je U unutra-
xǌa taqka luka izme�u B i C opisane kru�nice trougla ABC koji ne
sadr�i A. Simetrale du�i AB i AC seku pravu AU u taqkama V i
W , redom, a prave BV i CW se seku u T . Dokazati da je

AU = TB + TC.

(Velika Britanija)
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3. Neka su x1, x2, . . . , xn realni brojevi koji zadovoǉavaju uslove:

|x1 + x2 + · · · + xn| = 1 i |xi| � n + 1
2

za i = 1, 2, . . . , n.

Dokazati da postoji permutacija y1, y2, . . . , yn brojeva x1, x2, . . . , xn,
takva da je

|y1 + 2y2 + · · · + nyn| � n + 1
2

.

(Rusija)

4. Matrica n×n (kvadratna tablica) qiji su qlanovi elementi skupa
S = {1, 2, . . . , 2n−1} naziva se srebrna matrica ako za svako i = 1, 2, . . . , n,
i-ta vrsta i i-ta kolona zajedno sadr�e sve elemente iz S. Dokazati
da:

(a) ne postoji srebrna matrica za n = 1997;
(b) srebrne matrice postoje za beskonaqno mnogo vrednosti n.

(Iran)

5. Na�i sve parove (a, b) prirodnih brojeva za koje va�i

ab2 = ba.

(Qexka)

6. Za svaki prirodan broj n neka f(n) oznaqava broj predstavǉaǌa
broja n u obliku zbira stepena broja 2 sa nenegativnim celim ekspo-
nentima. Reprezentacije koje se razlikuju samo u redosledu ǌihovih
sabiraka smatraju se istim. Na primer, f(4) = 4, jer broj 4 mo�e biti
predstavǉen na slede�a qetiri naqina: 4, 2 + 2, 2 + 1 + 1, 1 + 1 + 1 + 1.
Dokazati da za svaki prirodan broj n � 3 va�i

2n2/4 < f(2n) < 2n2/2.

(Litvanija)

IMO 1998

1. U konveksnom qetvorouglu ABCD, dijagonale AC i BD su me�uso-
bno normalne, a naspramne stranice AB i DC nisu paralelne. Neka se
taqka P , u kojoj se seku simetrale stranica AB i DC, nalazi unutar
qetvorougla ABCD. Dokazati da je ABCD tetivan qetvorougao ako i
samo ako trouglovi ABP i CDP imaju jednake povrxine.

(Luksemburg)

2. Na takmiqeǌu uqestvuje a takmiqara i b sudija, pri qemu je b � 3
neparan prirodan broj. Svaki sudija oceǌuje svakog takmiqara ili
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sa ,,proxao“ ili sa ,,pao“. Neka je k broj takav da se za svaku dvojicu
sudija ǌihove ocene poklapaju kod najvixe k takmiqara. Dokazati da
je

k

a
� b − 1

2b
.

(Indija)

3. Za svaki prirodan broj n neka je d(n) broj prirodnih delilaca
broja n (ukǉuquju�i 1 i sam broj n). Odrediti sve prirodne brojeve
k takve da za neko n va�i

d(n2)
d(n)

= k.

(Belorusija)

4. Odrediti sve parove (a, b) prirodnih brojeva takve da je broj a2b +
a + b deǉiv sa ab2 + b + 7.

(Velika Britanija)

5. Neka je I centar upisane kru�nice trougla ABC. Neka upisana
kru�nica dodiruje stranice BC, CA i AB u taqkama K, L i M , redom.
Prava koja sadr�i taqku B i paralelna je sa LK seqe prave LM i LK
redom u taqkama R i S. Dokazati da je �RIS oxtar.

(Ukrajina)

6. Odrediti najmaǌu mogu�nu vrednost broja f(1998), gde je funkcija
f : N → N takva da va�i

f(t2f(s)) = s · (f(t))2,

za sve s i t iz N.
(Bugarska)

IMO 1999

1. Odrediti sve konaqne skupove S taqaka u ravni, koje sadr�e bar
tri taqke i zadovoǉavaju slede�i uslov:

za svake dve razliqite taqke A i B iz S, simetrala du�i AB je
osa simetrije skupa S.

(Estonija)

2. Neka je n � 2 prirodan broj.
(a) Odrediti najmaǌu konstantu C, tako da nejednakost

∑
1�i<j�n

xixj(x2
i + xj)2 � C

( ∑
1�i�n

xi

)4
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va�i za sve realne brojeve x1, . . . , xn � 0.
(b) Za tu konstantu C odrediti kada va�i jednakost.

(Poǉska)

3. Kvadratna tabla n×n, gde je n paran prirodan broj, je podeǉena na
n2 jediniqnih kvadrata. Dva razliqita jediniqna kvadrata na tabli
su susedna ako imaju zajedniqku stranicu.

Oznaqeno je N jediniqnih kvadrata tako da je svaki jediniqni
kvadrat (oznaqen ili neoznaqen) susedan sa bar jednim oznaqenim
kvadratom.

Odrediti najmaǌu mogu�u vrednost broja N .
(Belorusija)

4. Odrediti sve parove (n, p) prirodnih brojeva za koje va�i:
(a) p je prost broj;
(b) n � 2p ;
(v) broj (p − 1)n + 1 je deǉiv sa np−1.

(Tajvan)

5. Kru�nice Γ1 i Γ2 nalaze se unutar kru�nice Γ i dodiruju Γ u
razliqitim taqkama M i N , redom. Kru�nica Γ1 prolazi kroz centar
kru�nice Γ2. Prava koja sadr�i dve taqke preseka kru�nica Γ1 i Γ2

seqe Γ u taqkama A i B. Prave MA i MB seku Γ1 u C i D, redom.
Dokazati da je prava CD tangenta kru�nice Γ2.

(Rusija)

6. Odrediti sve funkcije f : R → R takve da je

f(x − f(y)) = f(f(y)) + xf(y) + f(x) − 1

za sve x, y ∈ R.
(Japan)

IMO 2000

1. Kru�nice Γ1 i Γ2 seku se u taqkama M i N . Neka prava AB tangira
kru�nice Γ1 i Γ2 u A i B, redom, tako da je taqka M bli�a pravoj AB
nego xto je taqka N . Neka prava koja sadr�i taqku M i paralelna
je pravoj AB drugi put seqe kru�nicu Γ1 u taqki C, a kru�nicu Γ2 u
taqki D. Prave CA i DB seku se u taqki E, prave AN i CD u taqki
P , prave BN i CD u taqki Q. Dokazati da je EP = EQ.

(Rusija)
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2. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1.
Dokazati da je (

a − 1 +
1
b

)(
b − 1 +

1
c

)(
c − 1 +

1
a

)
� 1.

(SAD)

3. Neka je n � 2 prirodan broj. Na horizontalnoj pravoj nalazi se n
buva koje nisu sve u istoj taqki.
Za pozitivan broj λ potez se definixe na slede�i naqin:

biraju se dve buve, koje se nalaze u proizvoǉnim taqkama A i B,
pri qemu je taqka A levo od B;

buva iz taqke A skaqe u taqku C, koja se na datoj pravoj nalazi

desno od B, tako da je
BC

AB
= λ.

Odrediti sve vrednosti λ, tako da za svaku taqku M na datoj pravoj
i proizvoǉan poqetni raspored n buva, postoji konaqan niz poteza
posle kojih se sve buve na�u desno od taqke M .

(Belorusija)

4. Ma�ioniqar ima 100 karata numerisanih brojevima od 1 do 100.
On stavǉa sve karte u tri kutije - crvenu, belu i plavu, tako da svaka
kutija sadr�i bar jednu kartu.

Gledalac iz publike prvo bira dve kutije, a zatim bira po jednu
kartu iz svake od ǌih i saopxtava zbir brojeva na izabranim kar-
tama. Znaju�i taj zbir ma�ioniqar odre�uje kutiju iz koje nije bi-
rana karta.

Na koliko naqina ma�ioniqar mo�e da rasporedi karte u kutije,
tako da ovaj trik uvek bude uspexan (dve raspodele karata su razli-
qite ako bar jedna karta nije oba puta stavǉena u istu kutiju)?

(Ma�arska)

5. Da li postoji prirodan broj n koji je deǉiv sa taqno 2000 razli-
qitih prostih brojeva, takav da je broj 2n + 1 deǉiv sa n?

(Rusija)

6. Neka su AH1, BH2, CH3 visine oxtrouglog trougla ABC. Upisana
kru�nica u trougao ABC dodiruje stranice BC, CA, AB u taqkama
T1, T2, T3, redom. Neka su prave l1, l2, l3 simetriqne pravim H2H3,
H3H1, H1H2 u odnosu na prave T2T3, T3T1, T1T2, redom.

Dokazati da prave l1, l2, l3 odre�uju trougao qija temena pripadaju
kru�nici upisanoj u trougao ABC.

(Rusija)
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IMO 2001

1. Neka je ABC oxtrougli trougao i O centar ǌegove opisane kru�-
nice. Neka je P podno�je visine iz A na stranicu BC. Ako je
�BCA � �ABC + 30◦, dokazati da je �CAB + �COP < 90◦.

(Ju�na Koreja)

2. Dokazati da je

a√
a2 + 8bc

+
b√

b2 + 8ca
+

c√
c2 + 8ab

� 1

za sve pozitivne brojeve a, b, c.
(Ju�na Koreja)

3. Na matematiqkom takmiqeǌu uqestvovali su 21 deqak i 21 devo-
jqica. Svako od ǌih rexio je najvixe 6 zadataka. Za svakog deqaka
i svaku devojqicu postoji bar jedan zadatak koji su oboje rexili.
Dokazati da postoji zadatak koji su rexili bar tri deqaka i bar tri
devojqice.

(Nemaqka)

4. Neka je n neparan prirodan broj ve�i od 1 i neka su k1, k2, . . . , kn

celi brojevi. Za svaku permutaciju a = (a1, a2, . . . , an) skupa {1, 2, . . . , n}
neka je

S(a) =
n∑

i=1

kiai.

Dokazati da postoje permutacije b i c, b �= c, takve da je n! delilac
broja S(b) − S(c).

(Kanada)

5. U trouglu ABC va�i �CAB = 60◦. Simetrala ugla �BAC seqe
stranicu BC u taqki P , a simetrala ugla �ABC seqe stranicu CA u
taqki Q. Ako je AB + BP = AQ + QB, na�i uglove trougla ABC?

(Izrael)

6. Neka su a, b, c, d prirodni brojevi, takvi da je a > b > c > d i

ac + bd = (b + d + a − c)(b + d − a + c).

Dokazati da ab + cd nije prost broj.
(Bugarska)
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IMO 2002

1. Neka je n prirodan broj i T skup taqaka (x, y) u ravni takvih da
su x i y nenegativni celi brojevi i x + y < n. Svaka taqka skupa
T obojena je crveno ili plavo. Ako je taqka (x, y) obojena crveno,
takve su i sve taqke (x′, y′) skupa T za koje je istovremeno x′ � x i
y′ � y. Skup od n plavih taqaka naziva se X-skup ako imaju razliqite
x-koordinate, a skup od n plavih taqaka naziva se Y -skup ako imaju
razliqite y-koordinate. Dokazati da je broj X-skupova jednak broju
Y -skupova.

(Kolumbija)

2. Neka je BC preqnik kru�nice k qiji je centar O, A taqka na k takva
da je 0◦ < �AOB < 120◦, a D sredixte luka AB kru�nice k koji ne
sadr�i taqku C. Neka prava koja sadr�i taqku O i koja je paralelna
sa DA seqe pravu AC u J. Neka simetrala du�i OA seqe k u E i F .
Dokazati da je J centar kru�nice upisane u trougao CEF .

(Ju�na Koreja)

3. Odrediti sve parove (m,n) prirodnih brojeva (m,n � 3), tako da
je

am + a − 1
an + a2 − 1

prirodan broj za beskonaqno mnogo prirodnih brojeva a.
(Rumunija)

4. Neka je n > 1 prirodan broj i neka su d1, d2, . . . , dk svi pozitivni
delioci broja n, pri qemu je

1 = d1 < d2 < · · · < dk = n.

Neka je D =
k−1∑
i=1

didi+1.

(a) Dokazati da je D < n2.
(b) Odrediti sve n za koje je D deliteǉ od n2.

(Rumunija)

5. Odrediti sve funkcije f : R → R takve da va�i

(f(x) + f(z)) (f(y) + f(z)) = f(xy − zt) + f(xt + yz),

za sve realne x, y, z, t.
(Indija)

6. Neka su k1, k2, . . . , kn (n � 3) kru�nice polupreqnika 1 u ravni. Neka
su centri tih kru�nica O1, O2, . . . , On, redom. Ako nijedna prava nema



IMO2003 15

zajedniqkih taqaka sa vixe od dve uoqene kru�nice, dokazati da je∑
1�i<j�n

1
OiOj

� (n − 1)π
4

.

(Ukrajina)

IMO 2003

1. Neka je A podskup skupa S = {1, 2, . . . , 1 000 000} koji sadr�i taqno
101 element. Dokazati da postoje brojevi t1, t2, . . . , t100 iz S takvi da
su skupovi

Aj = {x + tj | x ∈ A} za j = 1, 2, . . . , 100

po parovima disjunktni.
(Brazil)

2. Odrediti sve parove (a, b) prirodnih brojeva takve da je

a2

2ab2 − b3 + 1

prirodan broj.
(Bugarska)

3. Za svaki par naspramnih stranica konveksnog xestougla va�i:

rastojaǌe izme�u ǌihovih sredixta jednako je proizvodu broja

√
3

2
i zbira ǌihovih du�ina.
Dokazati da su svi uglovi tog xestougla jednaki (konveksan xestougao
ABCDEF ima tri para naspramnih stranica: AB i DE, BC i EF ,
CD i FA).

(Poǉska)

4. Neka je ABCD tetivan qetvorougao. Neka su P , Q i R podno�ja
normala iz taqke D na prave BC, CA i AB, redom. Dokazati da je
PQ = QR ako i samo ako se simetrale uglova �ABC i �ADC seku na
pravoj AC.

(Finska)

5. Neka je n prirodan broj i x1, x2, . . . , xn realni brojevi takvi da je
x1 � x2 � . . . � xn.

(a) Dokazati da je⎛⎝ n∑
i=1

n∑
j=1

|xi − xj |
⎞⎠2

� 2(n2 − 1)
3

·
n∑

i=1

n∑
j=1

(xi − xj)2 .



16 IMO2004

(b) Dokazati da jednakost va�i ako i samo ako je x1, x2, . . . , xn ari-
tmetiqka progresija.

(Irska)

6. Neka je p prost broj. Dokazati da postoji prost broj q takav da
broj np − p nije deǉiv sa q za svaki ceo broj n.

(Francuska)

IMO 2004

1. Neka je ABC oxtrougli trougao, takav da je AB �= AC. Kru�nica
qiji je preqnik BC seqe stranice AB i AC u taqkama M i N , redom.
Neka je O sredixte stranice BC. Simetrale uglova �BAC i �MON
seku se u taqki R. Dokazati da kru�nice opisane oko trouglova BMR
i CNR imaju zajedniqku taqku koja pripada stranici BC.

(Rumunija)

2. Odrediti sve polinome P (x) sa realnim koeficijentima koji zado-
voǉavaju

P (a − b) + P (b − c) + P (c − a) = 2 · P (a + b + c)

za sve realne brojeve a, b, c za koje je ab + bc + ca = 0.
(Ju�na Koreja)

3. Neka je kuka figura sastavǉena od xest jediniqnih kvadrata, kao
na slici

ili ma koja figura dobijena od ove figure primenom rotacija i osnih
simetrija. Odrediti sve pravougaonike m × n koji se mogu pokriti
kukama tako da va�i:

(a) pravougaonik je pokriven bez praznina i bez preklapaǌa;
(b) ni jedan deo kuke nije izvan pravougaonika.

(Estonija)

4. Neka je n � 3 prirodan broj. Neka su t1, t2, . . . , tn pozitivni realni
brojevi takvi da je

n2 + 1 > (t1 + t2 + . . . + tn) ·
(

1
t1

+
1
t2

+ . . . +
1
tn

)
.

Dokazati da su ti, tj , tk du�ine stranica trougla, za sve i, j, k za koje
je 1 � i < j < k � n.

(Ju�na Koreja)
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5. U konveksnom qetvorouglu ABCD dijagonala BD nije simetrala
niti ugla �ABC niti ugla �CDA. Taqka P , koja se nalazi unutar
qetvorougla ABCD, je takva da je

�PBC = �DBA i �PDC = �BDA.

Dokazati da je ABCD tetivni qetvorougao ako i samo ako je AP = CP .
(Poǉska)

6. Prirodan broj naziva se alterniraju�i ako su svake dve susedne
cifre u ǌegovom dekadnom zapisu razliqite parnosti.

Odrediti sve prirodne brojeve n za koje postoji alterniraju�i broj
deǉiv sa n.

(Iran)

IMO 2005

1. Na stranicama jednakostraniqnog trougla ABC izabrano je xest
taqaka: A1, A2 na BC, B1, B2 na CA i C1, C2 na AB. Ove taqke su
temena konveksnog xestougla A1A2B1B2C1C2 qije stranice imaju je-
dnake du�ine. Dokazati da se prave A1B2, B1C2 i C1A2 seku u jednoj
taqki.

(Rumunija)

2. Neka je (an)n�1 niz celih brojeva koji ima beskonaqno mnogo kako
pozitivnih tako i negativnih qlanova. Poznato je da za svaki priro-
dan broj n, brojevi a1, a2, . . . , an daju n razliqitih ostataka pri deǉe-
ǌu sa n. Dokazati da se svaki ceo broj pojavǉuje u ovom nizu taqno
jednom.

(Holandija)

3. Neka su x, y i z pozitivni realni brojevi takvi da je xyz � 1.
Dokazati da je

x5 − x2

x5 + y2 + z2
+

y5 − y2

y5 + z2 + x2
+

z5 − z2

z5 + x2 + y2
� 0 .

(Ju�na Koreja)

4. Neka je niz (an)n�1 definisan sa

an = 2n + 3n + 6n − 1 za n � 1.

Odrediti sve prirodne brojeve koji su uzajamno prosti sa svakim
qlanom ovog niza.

(Poǉska)
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5. Neka je ABCD konveksan qetvorougao qije su stranice BC i AD
jednake i nisu paralelne. Neka su E i F unutraxǌe taqke stranica
BC i AD, redom, takve da je BE = DF . Prave AC i BD seku se u
P , prave BD i EF seku se u Q, prave EF i AC seku se u R. Ra-
zmotrimo trouglove PQR koji se dobijaju za sve takve taqke E i F .
Dokazati da sve opisane kru�nice ovih trouglova imaju zajedniqku
taqku razliqitu od P .

(Poǉska)

6. Na matematiqkom takmiqeǌu uqesnicima je dato 6 zadataka.

Pokazalo se da je svaki par zadataka rexilo vixe od
2
5

uqesnika i
da niko nije rexio svih 6 zadataka. Dokazati da postoje najmaǌe dva
uqesnika takva da je svaki od ǌih rexio taqno 5 zadataka.

(Rumunija)

IMO 2006

1. Neka je S centar upisane kru�nice trougla ABC. Neka je P un-
utraxǌa taqka trougla za koju va�i

�PBA + �PCA = �PBC + �PCB.

Dokazati da va�i AP � AS, pri qemu jednakost va�i ako i samo ako
je P ≡ S.

(Ju�na Koreja)

2. Neka je P pravilan 2006-tougaonik. Dijagonala P se naziva dobra
ako deli granicu P na delove koji sadr�e neparan broj stranica P .
Stranice P su dobre.

Neka je P sa 2003 dijagonale podeǉen na trouglove (tako da nikoje
dve dijagonale nemaju zajedniqku taqku u unutraxǌosti P ). Odrediti
najve�i mogu�i broj jednakokrakih trouglova koji imaju dve dobre
strane i koji se pojavǉuju u nekoj podeli.

(Srbija)

3. Odrediti najmaǌi broj M tako da∣∣ab(a2 − b2) + bc(b2 − c2) + ca(c2 − a2)
∣∣ � M(a2 + b2 + c2)2

va�i za sve realne a, b, c.
(Irska)

4. U Z2 rexiti jednaqinu 1 + 2x + 22x+1 = y2.
(SAD)

5. Neka je P polinom stepena n > 1 sa celobrojnim koeficijentima i k
prirodan broj. Neka je Q(x) = P (P (. . . P (P (x)) . . .)), gde se P primeǌuje
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k puta. Dokazati da jednaqina Q(x) = x nema vixe od n celobrojnih
rexeǌa.

(Rumunija)

6. Svakoj stranici b konveksnog poligona P pridru�ena je najve�a
povrxina trougla koji je sadr�an u P i qija je jedna stranica b.
Dokazati da zbir svih povrxina pridru�enih stranicama poligona
P nije maǌi od dvostruke povrxine poligona P .

(Srbija)
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ZADACI SA BALKANSKIH

MATEMATIQKIH OLIMPIJADA

BMO 1996

1. Neka je O centar opisane kru�nice, a T te�ixte trougla ABC.
Ako je R polupreqnik opisane, a r upisane kru�nice trougla ABC,
dokazati da je

OT �
√

R(R − 2r) .

(Grqka)

2. Neka je p > 5 prost broj i X =
{
p − n2 | n ∈ N

}
. Dokazati da X

sadr�i dva razliqita elementa x, y tako da je x �= 1 i x | y.
(Albanija)

3. Neka je ABCDE konveksan petougao. Neka su M,N,P,Q,R sredixta
stranica AB,BC,CD,DE,EA, redom. Ako se du�i AP,BQ,CR,DM
seku u jednoj taqki, dokazati da i du� EN sadr�i tu taqku.

(Jugoslavija)

4. Dokazati da postoji podskup A skupa
{
1, 2, 3, . . . , 21996 − 1

}
koji ima

slede�e osobine:
(a) 1 ∈ A i 21996 − 1 ∈ A;
(b) svaki element iz A \ {1} je zbir dva (ne obavezno razliqita)

elementa iz A;
(v) A nema vixe od 2012 elemenata.

(Rumunija)

BMO 1997

1. Neka je O unutraxǌa taqka konveksnog qetvorougla ABCD, takva
da je

OA2 + OB2 + OC2 + OD2 = 2 · P (ABCD),
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gde P (ABCD) oznaqava povrxinu qetvorougla ABCD. Dokazati da je
ABCD kvadrat sa centrom O.

(Jugoslavija)

2. Neka je A = {A1, A2, . . . , Ak} kolekcija podskupova skupa S koji ima n
(n � 2) elemenata. Ako za svaka dva elementa x, y ∈ S postoji podskup
Ai ∈ A, takav da Ai sadr�i taqno jedan od elemenata x, y, dokazati da
je n � 2k.

(Jugoslavija)

3. Neka su Γ, C1 i C2 kru�nice u ravni. Kru�nice C1 i C2 iznu-
tra dodiruju kru�nicu Γ u taqkama B i C, redom, a same se spoǉa
dodiruju u taqki D. Neka je A jedna od taqaka u kojoj zajedniqka
unutraxǌa tangenta kru�nica C1 i C2 seqe Γ i neka su K i L druge
taqke preseka pravih AB i AC sa kru�nicama C1 i C2, redom. Ako su
M i N druge taqke preseka prave BC sa kru�nicama C1 i C2, redom,
dokazati da se prave AD, KM i LN seku u jednoj taqki.

(Grqka)

4. Odrediti sve funkcije f : R → R, takve da za sve x, y ∈ R va�i

f (xf(x) + f(y)) = (f(x))2 + y.

(Bugarska)

BMO1998

1. Odrediti broj razliqitih qlanova niza
([

k2

1998

])1997

k=1

, gde [x] ozna-

qava ceo deo broja x.
(Grqka)

2. Neka je n ∈ N, n � 2 i neka su 0 < a1 < a2 < . . . < a2n+1 realni
brojevi. Dokazati da va�i

n√ a1 − n√ a2 + . . . − n√ a2n + n√ a2n+1 < n√ a1 − a2 + . . . − a2n + a2n+1 .

(Rumunija)

3. Neka je S skup svih taqaka trougla ABC bez jedne unutraxǌe taqke
(trougao sadr�i svoju ivicu). Dokazati da se S mo�e predstaviti kao
unija disjunktnih du�i (du� sadr�i svoje krajǌe taqke).

(Jugoslavija)

4. Dokazati da jednaqina y2 = x5 − 4 nema celobrojnih rexeǌa.
(Bugarska)
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BMO 1999

1. Neka je D sredixte kra�eg luka BC kru�nice opisane oko oxtrou-
glog trougla ABC. Neka su E i F taqke simetriqne sa D u odnosu
na du� BC i u odnosu na centar opisane kru�nice, redom. Neka je K
sredixte du�i EA.

(a) Dokazati da kru�nica koja sadr�i sredixta ivica trougla
ABC sadr�i K.

(b) Dokazati da je prava koja sadr�i K i sredixte du�i BC no-
rmalna na AF .

(Turska)

2. Neka je p neparan prost broj, takav da 3 | p − 2. Dokazati da je
najvixe p−1 qlan skupa

{
y2 − x3 − 1 | x, y ∈ Z, 1 � x, y � p − 1

}
deǉiv sa

p.
(Bugarska)

3. Neka su M , N i P projekcije te�ixta oxtrouglog trougla ABC na
stranice AB, BC i CA, redom. Dokazati da va�i

4
27

<
P (MNP )
P (ABC)

� 1
4

,

gde su P (MNP ) i P (ABC) povrxine trouglova MNP i ABC, redom.
(Albanija)

4. Neka je 0 � x0 � x1 � x2 � . . . niz nenegativnih celih brojeva, tako
da je za svako k � 0 broj qlanova niza ne ve�ih od k konaqan (neka je
taj broj yk). Dokazati da za sve prirodne m,n va�i

n∑
i=0

xi +
m∑

j=0

yj � (n + 1)(m + 1) .

(Rumunija)

BMO 2000

1. Odrediti sve funkcije f : R → R, takve da za sve x, y ∈ R va�i

f (xf(x) + f(y)) = (f(x))2 + y.

(Albanija)

2. Neka je ABC raznostrani oxtrougli trougao i E unutraxǌa taqka
te�ixne linije AD (D ∈ BC). Neka je taqka F normalna projekcija
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taqke E na pravu BC, M unutraxǌa taqka du�i EF , a N i P normalne
projekcije taqke M na prave AC i AB, redom. Dokazati da prave koje
sadr�e simetrale uglova PMN i PEN nemaju zajedniqkih taqaka.

(BJR Makedonija)

3. Na�i najve�i broj pravougaonika dimenzija 1×10
√

2 koje je mogu�e
dobiti od pravougaonika dimenzija 50 × 90, ako je dozvoǉeno seqeǌe
po pravama paralelnim ivicama datog pravougaonika.

(Jugoslavija)

4. Prirodan broj r se naziva stepen ako se mo�e prikazati u obliku
r = ts, gde su t i s prirodni, s, t � 2. Dokazati da za svaki prirodan
broj n postoji skup prirodnih brojeva A, koji zadovoǉava slede�e
uslove:

(a) A ima n elemenata;
(b) svi elementi skupa A su stepeni;

(v) za sve r1, r2, . . . rk (2 � k � n) iz A, broj
r1 + r2 + . . . + rk

k
je

stepen.
(Rumunija)

BMO2001

1. Neka je n prirodan broj. Ako su a i b prirodni brojevi ve�i od 1,
tako da je ab = 2n − 1, dokazati da je broj ab− (a− b)− 1 oblika k · 22m,
gde je k neparan prirodan, a m prirodan broj.

(Kipar)

2. Dokazati da je konveksni petougao koji zadovoǉava uslove:
(a) svi unutraxǌi uglovi su podudarni;
(b) du�ine svih stranica su racionalni brojevi;
pravilan.

(Moldavija)

3. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi, takvi da je a + b + c � abc.
Dokazati da je a2 + b2 + c2 � abc

√
3.

(Rumunija)

4. Kocka dimenzija 3× 3× 3 je podeǉena na 27 podudarnih jediniqnih
�elija u obliku kocke. Jedna od dobijenih �elija je prazna, dok se u
svakoj od preostalih nalazi jediniqna kocka oznaqena jednim od bro-
jeva 1, 2, . . . , 26 (svaki od ovih brojeva je dodeǉen taqno jednoj kocki).
Dozvoǉeno je premestiti jediniqnu kocku u susednu praznu �eliju
(dve �elije su susedne ako imaju zajedniqku stranu). Da li se, pomo�u
konaqno mnogo dozvoǉenih poteza, jediniqne kocke mogu rasporediti
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tako da kocke oznaqene brojevima k i 27 − k zamene mesta, za svako
k ∈ {1, 2, . . . , 13}?

(Bugarska)

BMO 2002

1. Neki parovi skupa od n taqaka A1, A2, . . . , An (n � 4) su me�u-
sobno povezani du�ima, tako da je svaka taqka povezana sa bar jox
tri uoqene taqke. Dokazati da postoji k � 2 i razliqite taqke
X1,X2, . . . , X2k ∈ {A1, A2, . . . , An}, tako da su taqke Xi i Xi+1 povezane
za svako i (1 � i � 2k), gde je X2k+1 ≡ X1.

(Jugoslavija)

2. Niz (an)n�1 je definisan sa

a1 = 20, a2 = 30, an+2 = 3an+1 − an za n � 1.

Odrediti sve prirodne n za koje je 1 + 5anan+1 potpun kvadrat.
(Bugarska)

3. Kru�nice C1 i C2 razliqitih polupreqnika se seku u taqkama A
i B. Neka su zajedniqke tangente ovih kru�nica MN i ST (M,S ∈
C1, N, T ∈ C2). Dokazati da ortocentri trouglova AMN , AST , BMN
i BST qine temena pravougaonika.

(Rumunija)

4. Odrediti sve funkcije f : N → N, takve da za svako n ∈ N va�i

2n + 1 � f(f(n)) + f(n) � 2n + 2002.

(Rumunija)

BMO 2003

1. Da li postoji skup B, koji se sastoji od 4004 prirodna broja,
takav da za svaki ǌegov podskup A, koji ima 2003 elementa, va�i da
zbir elemenata skupa A nije deǉiv sa 2003?

(BJR Makedonija)

2. Neka je ABC trougao, takav da va�i |AB| �= |AC|. Neka je D taqka
preseka tangente na opisanu kru�nicu trougla ABC u taqki A i prave
BC. Neka su E i F taqke na simetralama du�i AB i AC, redom,
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takve da su BE i CF normalne na BC. Dokazati da su taqke D, E i
F kolinearne.

(Rumunija)

3. Na�i sve funkcije f : Q → R koje zadovoǉavaju slede�e uslove:
(a) f(x + y) − yf(x) − xf(y) = f(x)f(y) − x − y + xy za sve x, y ∈ Q ;
(b) f(x) = 2f(x + 1) + 2 + x za svako x ∈ Q ;
(v) f(1) + 1 > 0.

(Kipar)

4. Neka su m i n uzajamno prosti neparni prirodni brojevi.
Pravougaonik ABCD, takav da je |AB| = m i |AD| = n, podeǉen
je na mn jediniqnih kvadrata. Oznaqimo sa A1, A2, . . . , Ak uzastopne
preseqne taqke dijagonale AC sa stranicama jediniqnih kvadrata
(A1 = A,Ak = C). Dokazati da va�i

k−1∑
j=1

(−1)j+1|AjAj+1| =
√

m2 + n2

mn
.

(Bugarska)

BMO2004

1. Niz realnih brojeva (an)n�0 zadovoǉava relaciju

am+n + am−n − m + n − 1 =
a2m + a2n

2

za sve m,n ∈ N, m � n. Ako je a1 = 3 na�i a2004.
(Kipar)

2. U skupu prostih brojeva rexiti

xy − yx = xy2 − 19.

(Albanija)

3. Neka je O unutraxǌa taqka oxtrouglog trougla ABC. Kru�nice
sa centrima u sredixtima stranica trougla ABC, koji prolaze taqku
O, me�usobno se seku u taqkama K, L i M , razliqitim od O. Dokazati
da je O centar upisane kru�nice trougla KLM ako i samo ako je O
centar opisane kru�nice oko trougla ABC.

(Rumunija)

4. Ravan je podeǉena na oblasti konaqnim brojem pravih, od kojih
nikoje tri ne prolaze kroz istu taqku. Dve oblasti se nazivaju suse-
dnim ukoliko je ǌihova zajedniqka granica du�, poluprava ili prava.
Potrebno je u svakoj oblasti upisati ceo broj tako da va�i:
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(a) proizvod brojeva iz susednih oblasti je maǌi od ǌihovog
zbira;

(b) zbir svih brojeva sa svake strane proizvoǉne prave jednak je
nuli.

Dokazati da je to mogu�e ako i samo ako nisu sve prave paralelne.
(Srbija i Crna Gora)

BMO 2005

1. Neka je ABC oxtrougli trougao qija upisana kru�nica dodiruje
stranice AB i AC u taqkama D i E, redom. Neka su X i Y taqke
preseka simetrala uglova kod temena C i B sa pravom DE, redom, i
neka je Z sredixte du�i BC. Dokazati da je trougao XY Z jednako-
straniqan ako i samo ako je �BAC = 60◦.

(Grqka, Rumunija)

2. Na�i sve proste brojeve p za koje je broj p2 − p + 1 kub prirodnog
broja.

(Albanija)

3. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi. Dokazati da va�i

a2

b
+

b2

c
+

c2

a
� a + b + c +

4(a − b)2

a + b + c
.

Kada va�i jednakost?
(Srbija i Crna Gora)

4. Neka je n � 2 prirodan broj i S ⊆ {1, 2, . . . , n} skup koji ne sadr�i
dva elementa takva da jedan deli drugi i koji ne sadr�i dva elementa
koji su uzajamno prosti. Koji je najve�i mogu�i broj elemenata skupa
S?

(Moldavija)

BMO 2006

1. Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi. Dokazati da je

1
a(1 + b)

+
1

b(1 + c)
+

1
c(1 + a)

� 3
1 + abc

.

(Grqka)

2. Neka prava m seqe stranice AB i AC trougla ABC u taqkama D i
F , redom, a produ�etak stranice BC u taqki E, tako da je C izme�u B



28 BMO2006

i E. Prave paralelne sa m kroz A, B, C seku po drugi put kru�nicu
opisanu oko 	ABC u taqkama A1, B1, C1, redom. Dokazati da se prave
A1E, B1F i C1D seku u jednoj taqki.

(Grqka)

3. Odrediti sve trojke (m,n, p) pozitivnih racionalnih brojeva, tako

da su brojevi m +
1
np

, n +
1

pm
i p +

1
mn

celi.

(Rumunija)

4. Neka je m prirodan broj. Odrediti sve prirodne brojeve a, tako
da je niz (an)n�0, definisan sa a0 = a i

an+1 =

{ an

2
, ako 2 | an

an + m, ako 2 � an

za n � 0, periodiqan (poqevxi od 0-tog qlana).
(Bugarska)



REXEǋA ZADATAKA SA

ME�UNARODNIH MATEMATIQKIH

OLIMPIJADA

IMO ’96.1

Neka je A = {(x, y) ∈ Z2 | 0 � x � 19, 0 � y � 11}. Zadatak je do�i iz
(0, 0) u (19, 0) preko taqka iz A, tako da je svaki potez oblika (x, y) →
(x + a, y + b), gde je a, b ∈ Z i a2 + b2 = r.

(a) Ako je r parno, a+ b je parno ako i samo ako je parno i a2 + b2 = r,
a, b ∈ Z (jer a2 ≡ a (mod 2)). Zato se parnost x + y posle poteza
ne meǌa, pa se ne mo�e do�i u (19, 0) iz (0, 0).

Ako 3 | r, tada su a i b deǉivi sa 3, pa, ako se u (x, y) mo�e do�i
iz (0, 0), mora biti 3 | x. Poxto 3 � 19, ne mo�e se do�i u (19, 0)
iz (0, 0).

(b) Kako je r = 73 = 82 +32 (ovo razlagaǌe na kvadrate je i jedinstve-
no), svaki potez je oblika ili (x, y) → (x ± 8, y ± 3) ili (x, y) →
(x± 3, y ± 8). To je mogu�e npr. na slede�i naqin (0, 0) → (3, 8) →
(11, 5) → (19, 2) → (16, 10) → (8, 7) → (0, 4) → (8, 1) → (11, 9) →
(3, 6) → (11, 3) → (19, 0) (videti sliku 2).

(v) Va�i 97 = 92+42 (ovo razlagaǌe na kvadrate je i jedinstveno), pa
su dozvoǉeni potezi oblika (x, y) → (x±9, y±4) i (x, y) → (x±4, y±
9). Neka je A = B ∪ C,B ∩ C = ∅, gde je B = {(x, y) ∈ A | 4 � y � 7}.
Tada se potezima oblika (x, y) → (x± 9, y ± 4) prelazi iz B u C, i
obrnuto, dok se potezima oblika (x, y) → (x ± 4, y ± 9) mo�e do�i
samo iz C u C. Kako svaki potez oblika (x, y) → (x± 9, y ± 4) meǌa
parnost x, da bi se doxlo iz (0, 0) u (19, 0) mora se izvrxiti
neparan broj ovakvih poteza. Sa druge strane, neparnim brojem
ovakvih poteza, krenuvxi iz C, mora se zavrxiti u B, xto je
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kontradikcija, jer taqka (19, 0) nije u B. Dakle, u ovom sluqaju
nije mogu�e izvrxiti zadatak.

Napomena. Deo (v) se mo�e rexiti i opisivaǌem svih poǉa u koje se
mo�e do�i krenuvxi iz (0, 0). Ta poǉa su prikazana na slici 3.
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Slika 2. Slika 3.

IMO ’96.2

Neka su X,Y,Z podno�ja normala iz P na BC, CA, AB, redom. Iz
tetivnih qetvorougliva AZPY , BXPZ i CY PX sledi da je �XZ Y =
�APB − �ACB i da je XY = PC · sin �ACB. Iz prve veze sledi
da je 	X Y Z jednakokraki, tj. da je XY = XZ, a iz druge da je

PB · sin�ABC = PC · sin �ACB. Dakle,
AB

PB
=

AC

PC
, odakle sledi da

simetrale BD i CD uglova �ABP i �ACP dele du� AP u istom
odnosu, tj. konkurentne su sa AP .

Drugo rexeǌe. Neka su X,Y,Z taqke preseka pravih AP,BP,CP sa
osisanim krugom trougla ABC, redom. Kao i u prvom rexeǌu je
XY = XZ. Ako je AP · PX = BP · PY = CP · PZ = k, iz sliqnosti
	APC i 	ZPX sledi

AC

XZ
=

AP

PZ
=

AP · CP

k
,

tj., XZ =
k · AC · BP

AP · BP · CP
. Sledi da je

AC

AB
=

PC

PB
.

Tre�e rexeǌe. Neka je Q slika proizvoǉne taqke Q inverzijom sa
centrom u A i polupreqnikom r. Dati uslov postaje �BCP = �CBP ,
tj., BP = PC. Me�utim

PB =
r2

AP · AB
· PB ,

pa va�i
AC

AB
=

PC

PB
.
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IMO ’96.3

Za m = n = 0 se dobija f(0) = 0, odakle je f(f(n)) = f(n) za sve n ∈ N0,
pa je data jednaqina ekvivalentna sa

f(m + f(n)) = f(m) + f(n), f(0) = 0 .

Jedno ǌeno rexeǌe je (∀x) f(x) = 0. Neka f nije identiqki jednaka
nuli. Postoji fiksna taqka funkcije f (npr. sve taqke u slici
funkcije f su takve). Neka je a najmaǌa nenula fiksna taqka funkcije
f . Indukcijom sledi da su i taqke oblika ka, k ∈ N fiksne taqke.
Neka je b = ka + i fiksna taqka, gde je 0 < i < a. Tada je

b = f(b) = f(ka + i) = f(i + f(ka)) = f(i) + f(ka) = f(i) + ka; ,

pa je f(i) = i. Sledi i = 0, tj. sve fiksne taqke ove funkcije su oblika
ka, k ∈ N.

Kako je slika funkcije f skup ǌenih fiksnih taqaka, sledi da je
f(i) = ani, za i = 0, 1, . . . , a − 1 i neke cele ni � 0 i n0 = 0.

Neka je n = ka + i prirodan broj, gde je 0 � i < a. Iz date
funkcionalne jednaqine sledi

f(n) = f(ka + i) = f(i) + ka = (ni + k)a.

Dakle, sem nula funkcije, ovo su jedine mogu�nosti za rexeǌa date
jednaqine. Zamenom m = ka + i, n = la + j se dobija

f(m + f(n)) = f(ka + i + f(la + j)) = f((k + l + nj)a + i)
= (k + l + nj + ni)a = f(m) + f(n),

pa ona to i jesu.

IMO ’96.4

Neka je 15a + 16b = x2 i 16a − 15b = y2 za x, y ∈ N. Tada je

x4 + y4 = (15a + 16b)2 + (16a − 15b)2 = (152 + 162)(a2 + b2) = 481(a2 + b2).

Dakle, va�i 481 = 13 · 37 | x4 + y4.

Lema. Neka p | x4 + y4, gde su x, y ∈ Z i p neparan prost broj,
takav da p �≡ 1 (mod 8). Tada p | x i p | y.

Dokaz. Poxto p | x8 − y8 i, po maloj Fermaovoj teoremi, p | xp−1 −
yp−1, sledi da p | xd − yd, gde je d = (p − 1, 8). Me�utim, d �= 8, pa
d | 4, odakle sledi da p | x4 − y4, tj. p | 2y4 i p | 2x4, odnosno p | y
i p | x.

Iz prethodne leme sledi da 13 | x, y i 37 | x, y, pa su x i y deǉivi
sa 481, tj. svaki od ǌih je ne maǌi od 481.

Sa druge strane, mogu�e je da je x = y = 481 (za a = 31 · 481 i
b = 481).
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IMO ’96.5

Neka su a, b, c, d, e i f du�ine
stranica AB, BC, CD, DE, EF
FA, redom.

Iz uslova zadatka sledi da je
�A = �D, �B = �E i �C = �F .
Neka su PQ i RS prave kroz A i
D, redom, normalne na BC i EF ,
redom (P,R ∈ BC, Q,S ∈ EF ).
Tada je BF � PQ = RS, pa va�i
2BF � PQ + RS, tj.

a

b

cd

e

f

A

B

D

C

E

F

S P

R Q

Slika 4.

2BF � (a sin B + f sin C) + (c sin C + d sin B),
i, sliqno,

2BD � (c sin A + b sin B) + (e sin B + f sin A),
2DF � (e sin C + d sin A) + (a sin A + b sin C).

Iz sinusne teoreme primeǌene na trouglove FAD, BCD i DEF sledi:

RA =
BF

2 sin A
, RC =

BD

2 sin C
, RE =

DF

2 sin E
,

xto sa predhodnim daje:

RA + RC + RE � 1
4
· a ·
(

sin B

sin A
+

sin A

sinB

)
+

1
4
· b ·
(

sin C

sinB
+

sin B

sin C

)
+ . . .

� 1
2
· (a + b + . . . ) =

O

2
.

Jednakost va�i ako i samo ako je �A = �B = �C = 120◦ i FB ⊥
BC, DB ⊥ DE, FD ⊥ FA, tj. ako i samo ako je xetougao ABCDEF
pravilan.

Drugo rexeǌe. Neka su taqke A′′, C ′′, E′′ takve da su qetvorouglovi
ABA′′F , CDC ′′B i EFE′′D paralelogrami (videti sliku 5.). Tada
su taqke A′′, C ′′, B kolinearne, a sliqno va�i i za trojke C ′′, E′′, B i
E′′, A′′, F . Neka je A′ presek normala kroz F i B na FA′′ i BA′′, redom,
i neka su C ′ i E′ analogno definisane. Poxto je qetvorougao A′FA′′B
tetivan, sa preqnikom A′A′′, i kako je 	FA′′B ∼= 	BAF , sledi da va�i
2RA = A′A′′ = x. Sliqno se dobija da va�i 2RC = C ′C ′′ = y i 2RE =
E′E′′ = z. Ako je AB = FA′′ = ya, AF = A′′B = za, CD = C ′′B = zc,
CB = C ′′D = xc, EF = E′′D = xe i ED = E′′F = ye, nejednakost koju
treba pokazati postaje

x + y + z � ya + za + zc + xc + xe + ye . (1)
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Neka je C ′E′ = a, A′E′ = c
i A′C ′ = e, a A1 taqka simetri-
qna sa A′′ u odnosu na simetralu
�E′A′C ′. Neka su F1 i B1 podno�ja
normala iz A1 na A′C ′ i A′E′, re-
dom. Sledi da je A1F1 = A′′F = ya

i A1B1 = A′′B = za, odakle je

ax = A′A1 · E′C ′ � 2SA′E′A1C′ =

2SA′E′A1 + 2SA′C′A1 = cza + eya .

A

B

C

D

E

F

A′ C′

E′

A′′

C′′

E′′

Slika 5.

Sliqno se dobija da je cy � exc + azc i ez � aye + cxe, pa je

x + y + z � c

a
· za +

a

c
· zc +

e

c
· xc +

c

e
· xe +

a

e
· ye +

e

a
· ya

=
( c

a
+

a

c

)(za + zc

2

)
+
( c

a
− a

c

)(za − zc

2

)
+ . . . .

(2)

Neka je a1 =
xc − xe

2
, c1 =

ye − ya

2
, e1 =

za − zc

2
. Poxto je 	A′′C ′′E′′ ∼

	A′C ′E′, sledi a1/a = c1/c = e1/e = k, pa je
( c

a
− a

c

)
e1 +

(e

c
− c

e

)
a1 +(a

e
− e

a

)
c1 = k

(ce

a
− ae

c
+

ea

c
− ca

e
+

ac

e
− ec

a

)
= 0.

Jednaqina (2) se svodi na

x + y + z �
( c

a
+

a

c

)(za + zc

2

)
+
(e

c
+

c

e

)(xe + xc

2

)
+
(a

e
+

e

a

)(ya + ye

2

)
.

Kako je
c

a
+

a

c
� 2,

e

c
+

c

e
� 2 i

a

e
+

e

a
� 2, sledi x + y + z � ya + za + zc +

xc + xe + ye, tj. (1).

Jednakost va�i ako i samo ako je a = c = e i A′′ = C ′′ = E′′ =
centar(	A′C ′E′), tj. ako i samo ako je xestougao ABCDEF pravilan.

Napomena. Drugo rexeǌe prati standardni dokaz nejednakosti Erdős–
Mordell, tj. zahtev zadatka je uopxteǌe ove nejednakosti. Ako su
Pa, Pb, Pc podno�ja normala iz taqke P unutar 	ABC na BC,CA,AB,
redom, i PaPPbP

′
c, PbPPcP

′
a, PcPPaP ′

b paralelogrami, tvr�eǌe zadatka
za xestougao PaP ′

cPbP
′
aPcP

′
b daje Erdős–Mordell nejednakost za 	ABC i

taqku P .
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IMO ’96.6

Bez umaǌeǌa opxtosti mo�e se pretpostaviti da su p i q uzajamno
prosti (dovoǉno je podeliti sve xi i p i q sa NZS(p, q) da bi se problem
sveo na takav).

Neka su k i l broj takvih i za koje je xi+1 − xi = p, odnosno takvih
i za koje je xi+1 − xi = −q (0 � i < n). Iz x0 = xn = 0 sledi kp = lq, pa
za neki prirodan t va�i k = qt, l = pt i n = (p + q)t. Kako je n > p + q,
sledi t > 1.

Neka je yi = xi+p+q−xi za i = 0, . . . , n−p−q. Svaki yi je oblika up−vq,
gde je u+ v = p+ q, pa je yi = (u+ v)p− v(p+ q) = (p− v)(p+ q) deǉivo sa
p + q. Kako je yi+1 − yi = (xi+p+q+1 − xi+p+q) − (xi+1 − xi) ∈ {0,±(p + q)},
sledi da, ako nijedan od yi nije 0, tada su svi yi istog znaka. Me�utim,
ovo je u kontradikciji sa vezom y0 + yp+q + . . . + yn−p−q = xn − x0 = 0,
pa je neki od yi jednak nuli, odakle sledi tvr�eǌe zadatka.

Drugo rexeǌe. Kao i u prethodnom rexeǌu, mo�e se pretpostaviti da
je (p, q) = 1. Neka je niz taqaka Ai(yi, zi) (i = 0, 1, . . . , n) u N2

0 definisan
induktivno na slede�i naqin:

A0 = (0, 0) i neka je (yi+1, zi+1) = (yi, zi + 1) ako je xi+1 = xi + p,
odnosno (yi+1, zi+1) = (yi + 1, zi) inaqe.

Taqke Ai generixu trajektoriju L u N2
0 (izlomǉena linija, koja se

kre�e ,,gore“ ili ,,desno“ du� celobrojne rexetke, koracima du�ine
1). Iz uslova zadatka sledi da je xi = pzi−qyi za sve i i, kako je xn = 0,
da je (zn, yn) = (kq, kp) za neko k ∈ N. Poxto je yn + zn = n > p+ q, sledi
da je k > 1. Kako je xi = xj ako i samo ako je AiAj ‖ A0An, treba
pokazato da postoje i, j, i < j, (i, j) �= (0, n) za koje je AiAj ‖ A0An.

Ako L ima zajedniqku unutraxǌu taqku sa A0An tvr�eǌe je, trivi-
jalno, ispuǌeno. Neka va�i suprotno i neka je Pij pravougaonik, qije
su strane paralelne koordinatnim osama, a temena u taqkama (ip, jq) i
((i+1)p, (j +1)q). Neka je Lij deo trajektorije L, koji se nalazi unutar
Pij. Bez umaǌeǌa opxtosti mo�e se pretpostaviti da krajǌe taqke
L00 le�e na vertikalnim stranama P00. Tada postoji d ∈ {1, . . . , k − 1},
tako da krajǌe taqke Ldd le�e na horizontalnim stranama Pdd. Neka
je L′

dd trajektorija koja se dobija translacijom Ldd za vektor −d(p, q).
Krajǌe taqke L′

dd le�e na horizontlalnim stranama P00, pa L00 i L′
dd

imaju zajedniqku taqku X �= A0. Taqka Y , dobijena translacijom taqke
X za vektor d(p, q), pripada L i zadovoǉava XY ‖ A0An.

IMO ’97.1

(a) Neka je ABC pravougli trougao sa pravim uglom kod temena B,
qija temena imaju cele koordinate, a katete AB = m i BC = n le�e
na stranicama jediniqnih kvadrata. Neka je D taqka sa celobrojnim
koordinatama, takva da je qetvorougao ABCD pravougaonik (videti
sliku 6).
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B C

A D

Slika 6.

B CC1

A

m

n

Slika 7.

Pravougaonik ABCD je centralno simetriqan u odnosu na sre-
dixte O hipotenuze AC. Pri tome, ako su brojevi m i n iste parnosti,
onda su crne taqke trougla ABC simetriqne u odnosu na taqku O
sa crnim taqkama trougla CDA, a bele taqke prvog trougla simet-
riqne belim taqkama drugog trougla. Ako su S1(F ) i S2(F ) povrxine
crnog i belog dela figure F , redom, onda, zbog pomenute simetrije
pravougaonika ABCD, va�i

f(m,n) = |S1(ABC) − S2(ABC)| =
1
2
|S1(ABCD) − S2(ABCD)|. (1)

Ako su brojevi m i n oba parni, tada je u pravougaoniku ABCD paran
broj jediniqnih kvadrata i me�u ǌima jednak broj crnih i belih,
pa iz jednakosti (1) sledi da je f(m,n) = 0. Ako su brojevi m i n
oba neparni, onda se broj belih i broj crnih jediniqnih kvadrata u
pravougaoniku ABCD razlikuju za 1, pa se iz jednakosti (1) dobija

da je f(m,n) =
1
2

.

(b) Ako su brojevi m i n oba parni ili oba neparni, tada je f(m,n) �
1
2 � 1

2 max{m,n}. Neka su m i n brojevi razliqite parnosti, na
primer, m paran i n neparan bro. Neka je C1 taqka katete BC, takva
da je BC1 = n − 1, slika 7. Tada je n − 1 paran broj, pa na osnovu
tvr�eǌa dokazanog pod (a), sledi da je S1(ABC1) − S2(ABC1) = 0. Ako
je S(AC1C) povrxina trougla AC1C, sledi

f(m,n) = |S1(ABC) − S2(ABC)|
= |S1(ABC1) + S1(AC1C) − S2(ABC1) − S2(AC1C)|
= |S1(AC1C) − S2(AC1C)| � S(AC1C) =

m

2
� 1

2
max{m,n},

qime je drugi deo tvr�eǌa zadatka dokazan.

(v) Odredimo f(2k + 1, 2k) za proizvoǉan prirodan broj k. Neka je
ABC pravougli trougao, takav da je taqka A koordinatni poqetak, B
taqka na x-osi za koju va�i AB = 2k + 1 i C taqka na pravoj x = 2k + 1
za koju va�i BC = 2k.
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A = A0

y

B0

B1

B2

B3

B2k−1

C = C2k

B

x
C0

C1

C2

A1

A2

A3

Slika 8.

Neka su A0, A1, . . ., A2k−1 taqke preseka prave AC sa pravim y = 0,
y = 1, . . ., y = 2k − 1, redom. Neka je B0 taqka du�i AB takva da je
AB0 = 1 i neka su B0, B1, . . ., B2k−1 taqke preseka prave B0C sa pravim
y = 0, y = 1, . . ., y = 2k − 1, redom. Neka su C0, C1, . . ., C2k−1 taqke
preseka prave AC sa pravim x = 1, x = 2, . . ., x = 2k, redom (videti
sliku 8). Neka je kvadrat koji sadr�i trougao A0B0C0 obojen crno.
Tada je povrxina crnog dela trougla A0B0C

S1(A0B0C) = S(A0B0C0) + S(A1B1C1) + . . . + S(A2k−1B2k−1C2k−1)

=
1
2

2k

2k + 1

[(
2k

2k

)2

+
(

2k − 1
2k

)2

+ . . . +
(

1
2k

)2]
=

1
4k(2k + 1)

[12 + 22 + · · · + (2k)2] =
4k + 1

12
.

Povrxina belog dela trougla A0B0C je S2(A0B0C) = k − (4k + 1)/12 =
(8k − 1)/12. Na osnovu toga i rezultata dokazanog pod (a), sledi

f(2k + 1, 2k) = |S1(ABC) − S2(ABC)|
= |S1(B0BC) + S1(AB0C) − S2(B0BC) − S2(AB0C)|
= |S1(AB0C) − S2(AB0C)| =

∣∣∣∣4k + 1
12

− 8k − 1
12

∣∣∣∣ = 2k − 1
6

.

Prema tome, vrednost f(2k + 1, 2k) ve�a je od proizvoǉne konstante C

ako je k >
6C + 1

2
.
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IMO ’97.2

Neka su B1 i C1 redom sredixta stranica AC i AB, ϕ = �CAU , ϑ =
�BAU . Kako je B1W simetrala du�i AC i C1V simetrala du�i AB,
sledi da je �ACW = ϕ i �ABV = ϑ (videti sliku 9). Ako su α, β i γ
uglovi trougla ABC kod temena A, B i C, redom, tada je

�BTC = 180◦ − (β − ϑ + γ − ϕ) = α + ϕ + ϑ = α + α = 2α.

B

C

A

U

W

V B1

C1

T

Slika 9.

B

C

A

U

W

V

TY

X

Slika 10.

Iz sinusne teoreme, primeǌene na trougao BTC, dobija se

TB

sin(γ − ϕ)
=

TC

sin(β − ϑ)
=

BC

sin 2α
=

2R sinα

sin 2α
=

R

cos α
,

gde je R polupreqnik opisane kru�nice. Iz uslova da je α najmaǌi
ugao trougla ABC sledi da je cos α > 0 i da je β − ϑ > 0 i γ − ϕ > 0.
Daǉe je

TB + TC =
R

cos α
· [sin(β − ϑ) + sin(γ − ϕ)]

=
2R sin

β + γ − α

2
cos

β − γ + ϕ − ϑ

2
cos α

= 2R cos
β − γ + ϕ − ϑ

2
.

(1)
Kako su periferijski uglovi nad istim lukom jednaki, sledi da je
�UBC = ϕ i �UCB = ϑ, pa je

AU = 2R sin(β + ϕ) = 2R sin(γ + ϑ) = R · [sin(β + ϕ) + sin(γ + ϑ)]

= 2R sin
β + γ + α

2
cos

β − γ + ϕ − ϑ

2
= 2R cos

β − γ + ϕ − ϑ

2
.

(2)

Iz jednakosti (1) i (2) sledi da je AU = TB + TC.

Drugo rexeǌe. Neka su X i Y redom taqke preseka pravih BV i CW
sa opisanom kru�nicom trougla ABC (videti sliku 10). Poxto taqka
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V pripada simetrali du�i AB, va�i AV = BV i AU = BX, a kako
je ugao A najmaǌi u trouglu ABC, taqka X pripada luku AC koji ne
sadr�i B. Sliqno, iz uslova da taqka W pripada simetrali du�i AC,
sledi da je AW = CW i AU = CY , a iz uslova da je A najmaǌi ugao
sledi da taqka Y pripada luku AB koji ne sadr�i C. Pri tome, va�i
i BX = CY . Odatle sledi da taqka T pripada zajedniqkoj simetrali
du�i BY i CX i da va�e jednakosti TB = TY i TC = TX, pa sledi
da je AU = CY = TY + TC = TB + TC.

Napomena. Jednakosti TB = TY i TC = TX mogu biti dokazane i na
slede�i naqin:

Kao u prvom rexeǌu doka�e se da je �BTC = 2α, a kako su uglovi
�BY C i �BXC jednaki α (kao periferijski uglovi nad istim lukom)
i kako je �BTC = 2α spoǉaxǌi ugao za trougao BTY , to je 2α =
�BY T +�Y BT = α+�Y BT , odakle sledi da je �Y BT = α. Prema tome,
trougao Y BT je jednakokraki sa vrhom T , pa sledi da je TB = TY .
Analogno je i TC = TX.

IMO ’97.3

Za proizvoǉnu permutaciju π = (y1, y2, . . . , yn) brojeva x1, x2, . . ., xn

neka je S(π) = y1 + 2y2 + . . . + nyn i neka je d =
n + 1

2
. Neka je π0 =

(x1, x2, . . . , xn) i π∗
0 = (xn, xn−1, . . . , x1). Ako je |S(π0)| � d ili |S(π∗

0)| � d,
tvr�eǌe zadatka je dokazano. Inaqe je |S(π0)| > d i S(π∗

0) > d. Kako je

S(π0) + S(π∗
0) = (x1 + 2x2 + · · · + nxn) + (xn + 2xn−1 + · · · + nx1)

= (n + 1)(x1 + x2 + · · · + xn),

i |x1+x2+· · ·+xn| = 1, sledi |S(π0)+S(π∗
0)| = n+1 = 2d. Iz pretpostavke

da su brojevi S(π0) i S(π∗
0) po apsolutnoj vrednosti ve�i od d, sledi

da je jedan od ǌih ve�i od d, a drugi maǌi od −d.
Postoji niz permutacija π0, π1, . . ., πm = π∗

0 , tako da se svaka
osim prve permutacije iz tog niza dobija transpozicijom dva susedna
qlana prethodne permutacije. Ako su πi = (y1, y2, . . . , yn) i πi+1 =
(z1, z2, . . . , zn) dva susedna qlana tog niza, postoji k ∈ {1, 2, . . . , n − 1},
tako da va�i zk = yk+1, zk+1 = yk i zj = yj za sve indekse j �∈ {k, k + 1}.
Kako za svaki indeks i va�i |xi| � d, dobija se

|S(πi+1) − S(πi)| = |(z1 + 2z2 + . . . + nzn) − (y1 + 2y2 + . . . + nzn)|
= |kzk + (k + 1)zk+1 − kyk − (k + 1)yk+1|
= |yk − yk+1| � |yk| + |yk+1| � 2d.

Prema tome, S(π0), S(π1), . . ., S(πm) je niz brojeva, takav da se svaka
dva uzastopna qlana tog niza razlikuju ne vixe od 2d. Kako se prvi
i posledǌi qlan niza, tj. brojevi S(π0) i S(πm) = S(π∗

0) nalaze sa
raznih strana intervala [−d, d ], sledi da za neko i ∈ {2, 3, . . . ,m − 1}
va�i S(πi) ∈ [−d, d ], tj. |S(πi)| � d.
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IMO ’97.4

(a) Neka za neki prirodan broj n > 1 postoji srebrna matrica
A dimenzije n × n. Uniju i-te vrste i i-te kolone matrice A na-
zovimo i-tim krstom. U svakom krstu srebrne matrice svaki element
skupa S se pojavǉuje taqno jedanput. Poxto se na glavnoj dijago-
nali matrice A nalazi taqno n elemenata, to postoje elementi skupa
S = {1, 2, . . . , 2n − 1} koji se ne pojavǉuju na toj dijagonali. Neka je
x takav element. Ako se element x nalazi u preseku i-te vrste i j-
te kolone, gde je i �= j, onda element x pripada i-tom i j-tom krstu.
Kako svaki krst sadr�i element x, to sledi da element x (koji se ne
pojavǉuje na dijagonali srebrne matrice) grupixe u parove krstove
matrice A. Broj tih krstova jednak je n, pa sledi da je n paran broj.
Kako je 1997 neparan broj, to za n = 1997 ne postoji srebrna matrica.

(b) Za svaki broj n = 2k, gde je k prirodan broj, postoji srebrna
matrica dimenzije n × n. Za n = 2 = 21 primer srebrne matrice je

A =
[

1 2
3 1

]
.

Dovoǉno je jox dokazati da ako postoji srebrna matrica A dimenzije
n× n, onda postoji i srebrna matrica D dimenzije 2n× 2n. Neka je A
srebrna matrica dimenzije n × n i neka je

D =
[

A B
C A

]
. (1)

Postoje razliqiti izbori matrica B i C, tako da je D srebrna ma-
trica dimenzije 2n × 2n. Na primer, ako je prva vrsta matrice B
jednaka (2n, 2n+1, . . . , 3n−1), a slede�e vrste su cikliqne permutacije
prve vrste. To znaqi, druga vrsta matrice B je (3n−1, 2n, 2n+1, . . . , 3n−
2), tre�a vrsta je (3n−2, 3n−1, 2n, . . . , 3n−3) itd.. Sliqno, prva vrsta
matrice C jednaka je (3n, 3n+1, . . . , 4n−1), a ostale vrste matrice C su
cikliqne permutacije ǌene prve vrste. Tada je i svaka kolona matrice
B permutacija elemenata 2n, 2n+1, . . ., 3n−1, a svaka kolona matrice
C permutacija elemenata 3n, 3n+1, . . ., 4n−1. Lako se proverava da je
ovako dobijena matrica D srebrna matrica dimenzije 2n×2n. Zaista,
ako je 1 � i � n, onda i-ti krst matrice D sadr�i i-ti krst matrice A
iz gorǌeg levog ugla matrice D, i-tu vrstu matrice B i i-tu kolonu
matrice C. Odatle sledi da i-ti krst matrice D sadr�i sve elemente
skupa {1, 2, . . . , 2n−1}, zatim sve elemente skupa {2n, 2n+1, . . . , 3n−1} i
na kraju sve elemente skupa {3n, 3n+1, . . . , 4n−1}. Ako je n+1 � i � 2n,
onda i-ti krst matrice D sadr�i (i − n)-ti krst matrice A iz doǌeg
desnog ugla matrice D, (i− n)-tu kolonu matrice B i (i− n)-tu vrstu
matrice C. Dakle, i u ovom sluqaju i-ti krst matrice D sadr�i sve
elemente skupa {1, 2, . . . , 4n − 1}.
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Druga mogu�nost je da se matrica D opet potra�i u obliku (1).
Ako matrica A ima sve jedinice na glavnoj dijagonali, tada i matrica
D ima sve jedinice na glavnoj dijagonali. Matrice B i C mogu dobiti
na slede�i naqin:

Matrica B dobija se iz matrice A tako xto se svaki element ma-
trice A pove�a za 2n, a matrica C se dobija iz matrice B tako xto
se svi brojevi na ǌenoj glavnoj dijagonali zamene sa 2n. Lako se
proverava da je i ovako dobijena matrica D srebrna.

IMO ’97.5

Neka je par (a, b) rexeǌe date jednaqine u skupu prirodnih brojeva i
neka je d najve�i zajedniqki delilac brojeva a i b. Tada je a = dx, b =
dy, gde su x i y uzajamno prosti prirodni brojevi, pa data jednaqina
dobija slede�i ekvivalentan oblik

(dx)dy2
= (dy)x. (1)

U zavisnosti od vrednosti eksponenata dy2 i x postoje slede�i sluqa-
jevi:

1. Neka je dy2 = x. Tada se iz jednaqine (1) dobija da je x = y, a
kako su x i y uzajamno prosti brojevi, sledi da je x = y = 1. Iz
jednakosti dy2 = x sledi d = 1, pa je a = b = 1. Proverom se
dobija da je par (a, b) = (1, 1) rexeǌe date jednaqine.

2. Neka je dy2 > x. Jednaqina (1) se mo�e zapisati u obliku

ddy2−x · xdy2
= yx. (2)

Iz (2) sledi da se xdy2
sadr�i u yx, a kako su x i y uzajamno

prosti brojevi, sledi da je x = 1 i jednaqina (2) dobija ekviva-
lentan oblik

ddy2−1 = y. (3)

Ako je d = 1, onda iz (3) sledi da je y = 1 i dy2 = 1, xto je
u kontradikciji sa pretpostavkom dy2 > x. Za d � 2 jednaqina
(3) nema rexeǌa, jer za d � 2 i za svaki prirodan broj y va�i
ddy2−1 � 2dy2−1 � 22y−1 > y. Prve dve od tih nejednakosti su
oqigledne, a nejednakost 22y−1 > y se lako dokazuje indukcijom.
Prema tome, u sluqaju 2 data jednaqina nema rexeǌa.

3. Neka je dy2 < x. Tada je x > d, a jednaqina (1) se mo�e zapisati
u obliku

xdy2
= dx−dy2 · yx. (4)
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Iz (4) sledi da je yx delilac broja xdy2
, a kako su x i y uzajamno

prosti brojevi, to sledi da je y = 1, pa jednaqina (4) dobija
oblik

xd = dx−d. (5)

Kako je x > d, to iz jednakosti (5) sledi da je d < x − d. Iz
jednakosti (5) tako�e sledi da brojevi x i d imaju iste proste
delioce. Neka je p prost delilac brojeva x i d i neka su r i s
najve�i eksponenti za koje va�i pr | x i ps | d. Tada iz jednakosti
(5) sledi rd = s(x − d), a kako je d < x − d, to sledi da je r > s.
Zato je broj x deǉiv sa d, tj. x = kd za neki ceo broj k. Jednaqina
(5) dobija oblik

k = dk−2. (6)

Poxto je d < x − d, to je x > 2d, pa sledi da je k � 3. Sada se
iz (6) dobija da je d � 2. Diskusijom po k iz jednaqine (6) se
dobija:

• Ako je k = 3, onda je d = 3, odakle sledi x = 9, a = 27,
b = 3. Lako se proverava da je par (a, b) = (27, 3) rexeǌe date
jednaqine.

• Ako je k = 4, onda je d2 = 4, tj. d = 2, odakle sledi x = 8,
a = 16, b = 2. Proverom se dobija da je par (a, b) = (16, 2)
rexeǌe date jednaqine.

• Ako je k � 5, onda jednaqina nema rexeǌa jer je dk−2 � 2k−2 >
k, pri qemu se posledǌa nejednakost lako dokazuje indukci-
jom.

Dakle, data jednaqina ima tri rexeǌa. To su (1, 1), (27, 3) i (16, 2).

Drugo rexeǌe. Neka prirodni brojevi a i b zadovoǉavaju datu jedna-
qinu. Tada a i b imaju iste proste faktore. Neka je

a = pα1
1 pα2

2 . . . pαn
n , b = pβ1

1 pβ2
2 . . . pβn

n ,

gde su p1, p2, . . ., pn prosti brojevi, a α1, α2, . . ., αn, β1, β2, . . ., βn

prirodni brojevi. Tada za svako i = 1, 2, . . . , n va�i αib
2 = βia, tj.

αi

βi
=

a

b2
= r za neki racionalan broj r.

Sledi a = br, pa se zamenom u datu jednaqinu dobija da je (br)b2 = bbr

,
odakle sledi rb2 = br, tj.

r = br−2. (7)

Poxto je racionalan broj r jednak racionalnom stepenu prirodnog
broja, to sledi da je r prirodan broj. Sledi:
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• Ako je r = 1, onda je b = 1 i a = 1, xto jeste rexeǌe.

• Ako je r = 2, onda se iz (7) lako dobija da u ovom sluqaju nema
rexeǌa.

• Ako je r = 3, onda iz (7) sledi da je b = 3, pa je a = 33 = 27.

• Ako je r = 4, onda je b2 = 4, tj. b = 2 i a = b4 = 16.

• Ako je r � 5, onda se indukcijom lako dokazuje da va�i nejedna-
kost r < 2r−2, pa iz (7) sledi da u ovom sluqaju nema rexeǌa.

IMO ’97.6

Neka je razbijaǌe prirodnog broja predstavǉaǌe tog broja u obli-
ku zbira sabiraka koji su stepeni dvojke. Svako razbijaǌe broja
2k + 1, sadr�i bar jedan sabirak oblika 1 = 20. Ako se izostavi
takav sabirak, dobija se razbijaǌe broja 2k. Va�i i obrnuto: ako se
proizvoǉnom razbijaǌu broja 2k doda sabirak 1 = 20, dobija se razbi-
jaǌe broja 2k + 1. Prema tome, me�u razbijaǌima broja 2k + 1 i broja
2k postoji bijekcija, tj. za svaki prirodan broj k va�i jednakost

f(2k + 1) = f(2k). (1)

Sva razbijaǌa parnog broja 2k se mogu podeliti u dve disjunktne
klase S1 i S2. Klasa S1 sadr�i razbijaǌa u kojima ima sabiraka
jednakih 1 = 20, a klasa S2 sadr�i razbijaǌa koja nemaju takvih sabi-
raka. Izme�u klase S1 i razbijaǌa broja 2k−1 postoji bijekcija (ako
se u proizvoǉnom razbijaǌu prve klase izostavi jedna jedinica, do-
bija se razbijaǌe broja 2k − 1; ako se proizvoǉnom razbijaǌu broja
2k − 1 doda jedinica, dobija se razbijaǌe broja 2k u kome ima sabi-
raka jednakih 1). Sliqno, izme�u klase S2 i razbijaǌa broja k postoji
bijekcija (ako se svaki sabirak proizvoǉnog razbijaǌa klase S2 pre-
polovi, dobija se razbijaǌe broja k; ako se svaki sabirak proizvoǉnog
razbijaǌa broja k udvostruqi, dobija se razbijaǌe iz klase S2). Na
osnovu toga dobija se slede�u rekurentnu vezu:

f(2k) = f(2k − 1) + f(k). (2)

Ako se dodefinixe f(0) = 1, onda formule (1) i (2) va�e za svaki ceo
broj k � 0. Iz formula (1) i (2) se dobija da je f(0) = f(1) < f(2) =
f(3) < f(4) = f(5) < f(6) = . . ., tj. niz f(n) je rastu�i. Daǉe, iz tih
formula sledi da za k = 1, 2, 3, . . . va�i

f(2k) − f(2k − 2) = f(k). (3)

Ako se za proizvoǉan prirodan broj n saberu jednakosti koje se do-
bijaju iz (3) za k = 1, 2, . . . , n, dobija se i slede�a rekurentna veza:

f(2n) = f(0) + f(1) + . . . + f(n). (4)
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Kako je f(0) = f(1) = 1, a niz (f(n)) je rastu�i, to za n � 2 iz (4) sledi

f(2n) = 2 + (f(2) + f(3) + . . . + f(n)) � 2 + (n − 1)f(n)
� f(n) + (n − 1)f(n) = nf(n). (5)

Koriste�i (5), dobija se:

f(2n) � 2n−1f(2n−1) � 2n−1 · 2n−2f(2n−2) � 2n−1 · 2n−2 · 2n−3f(2n−3)
� . . . � 2n−1 · 2n−2 . . . 21 · f(2) = 2 · 2n(n−1)/2.

Lako se proverava da za n � 3 va�i nejednakost 2 · 2n(n−1)/2 < 2n2/2 i
time je dokazana desna nejednakost iz tvr�eǌa zadatka.

Za cele brojeve a i b koji su ili oba parni ili oba neparni i takve
da je b � a � 0, vazi nejednakost:

f(b + 1) − f(b) � f(a + 1) − f(a). (6)

Zaista, ko su a i b parni brojevi, onda na osnovu jednakosti (1) sledi
da je f(b + 1)− f(b) = f(a + 1)− f(a) = 0. Ako je b = 2b1 − 1 i a = 2a1 − 1,
gde su a1 i b1 prirodni brojevi za koje va�i b1 � a1, onda koriste�i
jednakost (2) i monotonost niza f(n) sledi da je

f(b + 1) − f(b) = f(2b1) − f(2b1 − 1) = f(b1) � f(a1)
= f(2a1) − f(2a1 − 1) = f(a + 1) − f(a).

Neka je r paran, a k prirodan broj, tako da va�i r � k � 1. Ako se u
nejednakosti (6) zameni a = r − j, b = r + j, redom za j = 0, 1, . . . , k − 1,
i saberu dobijene nejednakosti, sledi da je

f(r + k) − f(r) � f(r + 1) − f(r − k + 1). (7)

Poxto je r paran broj, to je f(r + 1) = f(r), pa se iz (7) dobija:

f(r + k) + f(r − k + 1) � 2f(r) za k = 1, 2, . . . , r. (8)

Sabiraǌem nejednakosti (8) i korix�eǌem jednakosti (3) sledi

2rf(r) � f(1) + f(2) + . . . + f(2r) = f(4r) − 1,

odakle daǉe sledi da za svaki paran broj r � 2 va�i f(4r) > 2rf(r).
Zamenom r = 2m−2 dobija se nejednakost

f(2m) > 2m−1f(2m−2). (9)

Broj r = 2m−2 je paran ako je m > 2, a nejednakost (9) va�i i za
m = 2. Konaqno, ako je n prirodan broj ve�i od 1 i l prirodan broj
takav da va�i 2l � n, onda zamenom u nejednakosti (9), redom m =
n, n − 1, . . . , n − 2l + 2, se dobija slede�i niz nejednakosti

f(2n) > 2n−1f(2n−2) > 2n−1 · 2n−3f(2n−4) > 2n−1 · 2n−3 · 2n−5f(2n−6)
> · · · > 2(n−1)+(n−3)+···+(n−2l+1)f(2n−2l) = 2l(n−l)f(2n−2l).

(10)
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Ako je n paran broj, onda za l = n
2 , iz (10) se dobija

f(2n) > 2n2/4 · f(20) = 2n2/4,

a ako je n neparan broj, onda za l = (n − 1)/2 iz (10) se dobija

f(2n) > 2(n2−1)/4 · f(21) = 2(n2−1)/4 · 2 > 2n2/4.

Drugo rexeǌe. Pre svega, broj f(2n) predstavǉa broj rexeǌa jednaqine

x0 + 2x1 + 22x2 + . . . + 2nxn = 2n, (1)

u skupu nenegativnih celih brojeva, a tako�e i broj rexeǌa nejedna-
qine

2x1 + 22x2 + . . . + 2nxn � 2n, (2)

u skupu nenegativnih celih brojeva. Daǉe, za svako i = 1, 2, . . . , n,
postoji taqno jedno rexeǌe nejednaqine (2) za koje va�i 2ixi = 2n. U
ostalim rexeǌima za svako i = 1, 2, . . . , n va�i 2ixi < 2n. Nejednakost
2ixi < 2n va�i za xi ∈ {0, 1, . . . , 2n−i − 1}, tj. za 2n−i nenegativnih celih
vrednosti promenǉive xi. Prema tome,

f(2n) � n +
n∏

i=1

2n−i = n + 2n(n−1)/2 < 2n2/2 za n � 3.

Posledǌa nejednakost se lako dokazuje indukcijom. Time je dokazana
gorǌa ocena za broj f(2n). U ciǉu dobijaǌa doǌe ocene broja f(2n)
razmotrimo skup

A = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | x1 � 0, . . . xn � 0, a1x1 + . . . + anxn � k}.

gde su a1, . . ., an, k nenegativni realni brojevi. Za svaku taqku
t = (t1, . . . , tn) ∈ A, gde su t1, . . ., tn nenegativni celi brojevi, raz-
motrimo n-dimenzionu kocku t + [0, 1]n. Unija takvih kocki (po svim
celim taqkama iz A) sadr�i skup A i ima zapreminu jednaku broju
celih taqaka u A (ako x = (x1, . . . , xn) ∈ A, onda x ∈ t + [0, 1]n, gde je
t = ([x1], . . . , [xn]) ∈ A). Prema tome, broj celih taqaka u A nije maǌi
od zapremine skupa A. Primenom dobijenog zakǉuqak na nejednaqinu

2x1 + 22x2 + . . . + 2n−1xn−1 � 2n.

(zanemaruje se sluqaj xn = 1, jer on daje samo jedno rexeǌe), dobijamo
se da je

f(2n) � 1
(n − 1)!

n−1∏
i=1

2n

2i
=

1
(n − 1)!

2(n2−n)/2 > 2n2/4 za n � 9.
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Radi boǉe procene, iz sluqaj xn−1 = xn = 0 i nejednaqine 2x1 + 22x2 +
. . . + 2n−2xn−2 � 2n, dobija se da je

f(2n) >
1

(n − 2)!

n−2∏
i=1

2n

2i
=

1
(n − 2)!

2(n2−n)/2−1 � 2n2/4 za n � 4.

Posledǌa nejednakost se lako dokazuje indukcijom. Za n = 3 va�i
f(23) = 10 > 29/4, pa je time zavrxen dokaz doǌeg ograniqeǌa broja
f(2n).

Napomena. Koriste�i dokazanu nejednakost f(2n) � 2(n2−n)/2

(n − 1)!
i

oqiglednu nejednakost (n − 1)! < nn, dobija se da je

f(2n) > 2(n2−n)/2−n log2 n.

I pored qiǌenice da je doǌa procena te�a, ona je dosta slabija od
gorǌe procene (na primer, va�i da f(2n) (za velike n) premaxuje 2cn2

,

za svako c <
1
2

).

IMO ’98.1

(a) Neka je qetvorougao ABCD tetivan. Tada je PA = PB = PC = PD.
Na osnovu svojstva periferijskih i centralnih uglova dobija se

�APB = 2�ACB = 2
(

π

2
− �CBD

)
= π − �CPD. (1)

Ako je P (XY Z) povrxina trougla XY Z, onda se iz (1) dobija:

P (ABP ) =
1
2
· PA · PB sin�APB =

1
2
· PC · PD sin(π − �CPD)

=
1
2
· PC · PD sin�CPD = P (CDP ).

M

N

P

B

C

D

A

Eϕ

ψ

Slika 11.
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(b) Neka je P (ABP ) = P (CDP ) i neka je E presek dijagonala AC i BD,
slika 11. Ne umaǌuju�i opxtost mo�e se pretpostaviti da taqka P
pripada trouglu ABC, tj. jednom od trouglova ABE ili BCE. Neka
su ϕ = �ABD, ψ = �ACD i neka su M i N redom sredixta stranica
AB i CD. Tada je PM ⊥ AB i PN ⊥ CD. Taqke M , N i P nisu koli-
nearne (u protivnom bi se simetrale stranica AB i CD poklapale).
Iz pravouglog trougla ABE se dobija �BEM = ϕ, �AME = 2ϕ, pa
sledi �EMP = 90◦ − 2ϕ. Analogno, iz pravouglog trougla CDE se
dobija �CEN = ψ, �DNE = 2ψ, odakle sledi �ENP = 90◦ − 2ψ. Va�i
i �MEN = 90◦ + ϕ + ψ, pa sledi

�NPM = 360◦− (�EMP +�MEN +�ENP ) = 90◦ +ϕ+ψ = �MEN. (2)

Poxto je AB = 2EM i CD = 2EN , iz P (ABP ) = P (CDP ) sledi da je
EM · PM = EN · PN , tj.

EM

EN
=

PN

PM
. (3)

Iz (2) i (3) sledi da je 	EMN ∼ 	PNM , odakle je �EMN = �PNM
i �ENM = �PMN . Na osnovu toga sledi da je qetvorougao EMPN
paralelogram i da je �EMP = �ENP . Prema tome, 90◦−2ϕ = 90◦−2ψ,
tj. ϕ = ψ, odnosno qetvorougao ABCD je tetivan.

Drugo rexeǌe. Neka P pripada 	AEB, gde je E presek AC i BD (drugi
sluqaj se radi analogno). Neka su M i N podno�ja normala iz P na
AC i BD, redom. Tada je P (ABP ) = P (ABE) − P (AEP ) − P (BEP ) =
1
2
· (AE · BE − AE · EN − BE · EM) =

1
2
· (AM · BN − EM · EN). Sliqno

se dobija i P (CDP ) =
1
2
· (CM · DN − EM · EN). Sledi da je

P (ABP ) − P (CDP ) =
AM · BN − CM · DN

2
. (1)

Neka je ABCD tetivan. Tada je
P centar opisanog kruga qetvoro-
ugla ABCD, pa su M i N sedixta
du�i AC i BD, redom. Sledi
AM = CM i BN = DN , pa iz (1)
sledi P (ABP ) = P (CDP ).

Sa druge strane, ako qetvoro-
ugao ABCD nije tetivan i PA =

A B

C

D

E

P

M N

Slika 12.

PB > PC = PD (ovo se mo�e pretpostaviti bez gubǉeǌa opxtosti),
tada je AM > CM i BN > DN , pa po (1) sledi P (ABP ) > P (CDP ),
odakle sledi i drugi smer tvr�eǌa iz zadatka.
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IMO ’98.2

Kako je broj parova sudija jednak
(

b
2

)
i kako je svaki par sudija isto

ocenio najvixe k takmiqara, to je ukupan broj parova podudarnih
ocena najvixe k · (b2). Neka je xi broj sudija koji su pozitivno ocenili
i-tog takmiqara, a yi broj sudija koji su i-tog takmiqara ocenili ne-
gativno, gde je 1 � i � a. Tada za svako i va�i xi + yi = b. Broj parova
sudija koji su na isti naqin ocenili i-tog takmiqara je(

xi

2

)
+
(

yi

2

)
=

1
2
· (x2

i + y2
i − xi − yi) � 1

2
·
(

1
2
(xi + yi)2 − b

)
=

1
4
· (b2 − 2b) =

1
4
· ((b − 1)2 − 1

)
.

Poxto je b � 3 neparan broj, va�i i
(

xi

2

)
+
(

yi

2

)
� 1

4
· (b− 1)2. Kako je

broj svih parova podudarnih ocena jednak
a∑

i=1

((
xi

2

)
+
(

yi

2

))
, sledi

k

(
b

2

)
�

a∑
i=1

((
xi

2

)
+
(

yi

2

))
� a(b − 1)2

4
,

odakle lako sledi
k

a
� b − 1

2b
, xto je tvr�eǌe zadatka.

Napomena. Dobijena jednakost precizna (tj. dosti�e se jednakost).

Zaista, ako je a =
(

2r + 1
r

)
i svaki takmiqar je oceǌen pozitivno

kod razliqitih r sudija (b = 2r + 1), lako se vidi da se mo�e dobiti
jednakost. Korekcijom gorǌeg dokaza, mo�e se pokazati da dobijeni
rezultat nije taqan za parno b, no mo�e se dobiti slabija procena
k

a
� b − 2

2b − 2
.

IMO ’98.3

Za uzajamno proste prirodne brojeve a i b va�i d(ab) = d(a)d(b). Neka
je n = pk1

1 pk2
2 · . . . · pkt

t , gde su p1, p2, . . ., pt me�usobno razliqiti prosti
brojevi, a k1, k2, . . ., kt prirodni brojevi. Tada va�i d(n) = (k1 +
1)(k2 + 1) · . . . · (kt + 1), d(n2) = (2k1 + 1)(2k2 + 1) · . . . · (2kt + 1) i

d(n2)
d(n)

=
2k1 + 1
k1 + 1

· 2k2 + 1
k2 + 1

· . . . · 2kt + 1
kt + 1

.

Kako je d(n2) neparan broj, sledi da je i
d(n2)
d(n)

tako�e neparan. Svaki

neparan prirodan broj m mo�e predstaviti u obliku

m =
2k1 + 1
k1 + 1

· 2k2 + 1
k2 + 1

· . . . · 2kt + 1
kt + 1

,
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za neke prirodne brojeve t, k1, k2, . . ., kt, dokaz indukcijom po neparnim
prirodnim brojevima m.

Za m = 1 tvr�eǌe va�i, jer je
d(12)
d(1)

= 1.

Neka tvr�eǌe va�i za sve neparne brojeve maǌe od nekog neparnog
broja m. Tada je m + 1 = 2rm0, gde je m0 neparan broj maǌi od m.
Na osnovu induktivne pretpostavke sledi da postoji prirodan broj

n0 takav da va�i
d(n2

0)
d(n0)

= m0. Neka je

x0 = (2r − 1)m0 − 1, xi = 2ix0 za i = 1, 2, . . . , r.

Za i = 0, 1, . . . , r − 1 va�i 2xi = xi+1. Neka su p0, p1, . . ., pr−1 razliqiti
prosti brojevi i uzajamno prosti sa n0 i neka je n = px0

0 px1
1 ·. . .·pxr−1

r−1 ·n0.
Tada je

d(n2)
d(n)

=
2x0 + 1
x0 + 1

· 2x1 + 1
x1 + 1

· . . . · 2xr−1 + 1
xr−1 + 1

· d(n2
0)

d(n0)

=
x1 + 1
x0 + 1

· x2 + 1
x1 + 1

· . . . · xr + 1
xr−1 + 1

· m0

=
xr + 1
x0 + 1

· m0.

Tako�e je

xr + 1
x0 + 1

m0 =
xr + 1

(2r − 1)m0
m0 =

2rx0 + 1
2r − 1

=
2r(x0 + 1)

2r − 1
− 1 = 2rm0 − 1 = m.

Prema tome, va�i
d(n2)
d(n)

= m, a time je dokaz zavrxen.

IMO ’98.4

Neka su a i b prirodni brojevi, takvi da je broj a2b + a + b deǉiv sa
ab2 + b + 7. Tada je i broj

b(a2b + a + b) − a(ab2 + b + 7) = b2 − 7a,

tako�e deǉiv sa ab2 + b + 7. Postoje slede�i sluqaji:

(a) Neka je b2−7a � 0. Kako je a � 1, to je b2−7a < ab2+b+7, pa sledi
da u ovom sluqaju vazi b2 − 7a = 0. Dakle broj b je deǉiv sa 7, tj.
b = 7k, za neki prirodan broj k. Daǉe, iz uslova b2 = 7a, dobija
se da je a = 7k2. Proverom se dobija da za (a, b) = (7k2, 7k), gde je
k prirodan broj, va�i: broj a2b + a + b = 7k(49k4 + k + 1) deǉiv je
sa ab2 + b + 7 = 7(49k4 + k + 1).

(b) Neka je b2−7a < 0. Tada je 7a−b2 maǌi od 7a i deǉiv sa ab2+b+7.
Ako je b � 3, tada je ab2 + b + 7 > 9a, pa mora biti b = 1 ili b = 2.
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• Za b = 1 dobija se da je broj 7a − 1 deǉiv sa a + 8. Kako
je 7a − 1 = 7(a + 8) − 57 i va�i 57 = 1 · 57 = 3 · 19, to za a
u obzir dolaze vrednosti a = 11 i a = 49. Za (a, b) = (11, 1)
proverom sledi da je broj a2b + a + b = 133 = 7 · 19 deǉiv sa
ab2 + b + 7 = 19. Za (a, b) = (49, 1) proverom se dobija da je
broj a2b + a + b = 2451 = 43 · 57 deǉiv sa ab2 + b + 7 = 57.

• Za b = 2 dobija se da je broj 7a − 4 deǉiv sa 4a + 9. Kako je
4(7a−4) = 7(4a+9)−79, a broj 79 nema delioce oblika 4a+9,
jer je prost, 4 · 17 + 9 = 77 i 4 · 18 + 9 = 81, sledi da u ovom
sluqaju nema rexeǌa.

Prema tome, svi parovi prirodnih brojeva (a, b) za koje va�i uslov
zadatka su: (11,1), (49,1) i (7k2, 7k), gde je k proizvoǉan prirodan
broj.

IMO ’98.5

Neka su α = �CAB, β = �ABC, γ = �BCA. Iz qiǌenicu da su prave
KL i RS paralelne, iz trougla BKR dobijaju se slede�e jednakosti:

�BKR =
π

2
− α

2
, �KBR =

π

2
− β

2
, �BRK =

π

2
− γ

2
.

AC

B

L
K

S

R

M

I

Slika 13.

Koriste�i sinusnu teoremu iz trougla BKR dobija se (videti sliku
13):

BR =
sin
(π

2
− α

2

)
sin
(π

2
− γ

2

) · BK =
cos
(α

2

)
cos
(γ

2

) · BK. (1)

Sliqno, iz trougla BLS se dobija da je:

�BLS =
π

2
− γ

2
, �BSL =

π

2
− α

2
, �LBS =

π

2
− β

2
,
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BS =
cos γ

2

cos α
2

· BL =
cos γ

2

cos α
2

· BK. (2)

Va�i i BI ⊥ RS i IK ⊥ AB. Koriste�i te qiǌenice, Pitagorinu
teoremu, kosinusnu teoremu i jednakosti (1) i (2) dobija se

2IR · IS cos �RIS = IR2 + IS2 − RS2

= (BI2 + BR2) + (BI2 + BS2) − (BR + BS)2

= 2(BI2 − BR · BS) = 2(BI2 − BK2)
= 2IK2 > 0,

odakle sledi da je ugao �RIS oxtar.

Drugo rexeǌe. Neka su E i F sredixta du�i KM i LM , redom. Tada
su qetvorouglovi RBIE i SBIF tetivni, opisani nad IR i IS, redom.
Sledi da je �RIS = �RMS+�IRM+�ISM = 90◦−β/2+�IBE+�IBF =
90◦ − β/2 + �EBF .

Kako su BE i BF te�ixne du�i trouglova BKM i BLM , redom,

i kako je BM > BK i BM > BL, sledi da je �MBE <
1
2
· �MBK i

�MBF <
1
2
·�MBL. Sabiraǌem posledǌe dve veze, dobija se �EBF <

β

2
, odakle je �RIS < 90◦.

Napomena. Mo�e se pokazati (na primer, pomo�u vektora) da je tvr�e-
ǌe taqno i za proizvoǉnu pravu koja prolazi kroz B.

IMO ’98.6

Neka je S skup svih funkcija f : N → N takvih da je

f(n2f(m)) = m(f(n))2 za sve m,n ∈ N. (1)

Neka je f ∈ S i a = f(1). Ako se u (1) zameni n = 1, dobija se da je

f(f(m)) = a2m, za sve m ∈ N. (2)

Za m = 1 iz (1) se dobija i:

f(an2) = (f(n))2 za sve n ∈ N. (3)

Iz (1), (2) i (3) dobija se

(f(m)f(n))2 = (f(m))2(f(n))2 = (f(m))2f(an2) = f(m2f(f(an2)))
= f(m2a2an2) = f(a(amn)2) = (f(amn))2,

odakle sledi da je f(amn) = f(m)f(n) za sve m,n ∈ N. Za n = 1 va�i

f(am) = af(m) za sve m ∈ N. (4)



IMO ’98.6 51

Ako se u (4) umesto m zameni mn i iskoristi jednakost f(amn) =
f(m)f(n), dobija se

af(mn) = f(m)f(n) za sve m,n ∈ N. (5)

Uslov (1) je, uz oznaku f(1) = a, ekvivalentan sa konjunkcijom uslova
(2) i (5). Za to je dovoǉno jox dokazati da iz (2) i (5) sledi (1).
Zaista, pretpostavǉaju�i da va�i (2) i (5), sledi da za proizvoǉne
m,n ∈ N va�i

f(n2f(m)) =
f(n2)f(f(m))

a
=

f(n)f(n)f(f(m))
a2

=
(f(n))2 · a2m

a2
= m(f(n))2.

Za dati prost broj p neka su pα i pβ najve�i stepeni broja p koji dele
brojeve a i f(n), redom. Koriste�i (5) matematiqkom indukcijom se
lako dokazuje da za svaki prirodan broj k va�i (f(n))k = ak−1f(nk).
Najvixi stepeni broja p koji dele brojeve (f(n))k i ak−1 jednaki su,
redom, pkβ i p(k−1)α. Prema tome, za svaki prirodan broj k, va�i
kβ � (k − 1)α, odakle sledi da je β � α. S obzirom da zakǉuqak va�i
za proizvoǉan prost broj p, sledi da je broj f(n) deǉiv sa a.

Neka je g(n) =
f(n)

a
za n ∈ N. Iz dokazane qiǌenice da je broj

f(n) deǉiv sa a za svako n ∈ N, sledi da je na ovaj naqin definisana
funkcija g koja skup prirodnih brojeva preslikava u sebe. I funkcija
g pripada skupu S. Zaista, koriste�i definiciju funkcije g i svo-
jstva funkcije f sledi:

g(n2g(m)) =
f(n2g(m))

a
=

f(n)f(n)f(g(m))
a3

=
(f(n))2f(ag(m))

a4
=

(f(n))2f(f(m))
a4

=
(f(n))2a2m

a4

= m ·
(

f(n)
a

)2

= m · (g(n))2.

Pritom je g(1) =
f(1)

a
= 1. Koriste�i (2) i (5), dobija se da su

karakteristiqna svojstva funkcije g ∈ S data sa:

g(1) = 1, g(mn) = g(m)g(n), g(g(m)) = m za sve m,n ∈ N. (6)

Kako za svako n ∈ N va�i g(n) =
f(n)

a
� f(n), to je, pri odre�ivaǌu

minimalne vrednosti koju funkcije iz S mogu uzeti u taqki 1998,
dovoǉno razmotriti funkcije g za koje va�e jednakosti (6).

Neka je g : N → N proizvoǉna funkcija za koju va�e uslovi (6). Pre
svega, g je injekcija. Zaista, iz g(m) = g(n) sledi da je m = g(g(m)) =
g(g(n)) = n. Tako�e, funkcija g preslikava svaki prost broj u prost
broj. Neka va�i suprotno, tj. neka za neki prost broj p va�i g(p) = uv



52 IMO ’99.1

gde su u > 1 i v > 1 prirodni brojevi. Koriste�i svojstva (6) dobija
se da je p = g(g(p)) = g(uv) = g(u)g(v). Poxto je p prost broj, to je jedan
od brojeva g(u) i g(v) jednak 1. No to je kontradikcija sa qiǌenicom
da za injektivnu funkciju g va�i g(1) = 1. Dakle, funkcija g zaista
preslikava proste brojeve u proste.

Kako je 1998 = 2 · 33 · 37, s obzirom da su brojevi g(2), g(3) i g(37)
me�usobno razliqiti prosti brojevi, sledi

g(1998) = g(2 · 33 · 37) = g(2) · (g(3))3 · g(37) � 23 · 3 · 5 = 120.

Preostaje jox da se konstruixe primer funkcije g : N → N, za koju
va�e uslovi (6) i za koju je g(1998) = 120. Neka je g(1) = 1, g(2) = 3,
g(3) = 2, g(5) = 37, g(37) = 5; g(p) = p, ako je p prost broj koji ne
pripada skupu {2, 3, 5, 37}. Konaqno, za n = pα1

1 pα2
2 · . . . · pαk

k , gde je k
prirodan broj, p1, p2, . . ., pk prosti brojevi, a α1, α2, . . ., αk prirodni
brojevi, neka je

g(n) = g(pα1
1 pα2

2 · . . . · pαk

k ) = (g(p1))α1(g(p2))α2 · . . . · (g(pk))αk .

Lako se proverava da ovako definisana funkcija g : N → N zadovoǉava
uslove (6) i pri tome va�i g(1998) = 23 · 3 · 5 = 120.

IMO ’99.1

Za proizvoǉne taqke P i Q neka je SPQ simetrija u odnosu na sime-
tralu du�i PQ. Neka je S konaqan skup taqaka u ravni koji sadr�i
bar tri taqke i zadovoǉava dati uslov i neka je T te�ixte skupa S.
Za proizvoǉne dve razliqite taqke A,B ∈ S vazi SAB(S) = S. Odatle
sledi da je i SAB(T ) = T i TA = TB. Prema tome, sve taqke skupa
S pripadaju kru�nici sa centrom T i predstavǉaju temena konvek-
snog poligona. Neka je taj poligon A1A2 . . . An. Simetrija u odnosu
na simetralu du�i A1A3 preslikava svaku od dve poluravni qija je
granica prava A1A3 u sebe. Neka je α ona od tih poluravni koja
sadr�i teme A2. S obzirom da poluravan α ne sadr�i nijedno drugo
teme n-tougla A1A2 . . . An (osim A1, A3 i A2), i va�i SA1A3(A1) = A3,
to je SA1A3(A2) = A2. Odatle sledi da je A1A2 = A2A3. Analogno
se dobija da je A2A3 = A3A4 = . . . = AnA1 i, kako temena poligona
A1A2 . . . An pripadaju jednoj kru�nici, taj poligon je pravilan. Lako
se proverava da skup koji se sastoji od temena pravilnog poligona
zadovoǉava dati uslov.

Napomena. U originalnoj verziji zadatka, predlagaq je zahtevao da
se isti zadatak uradi i u prostoru.
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IMO ’99.2

Data nejednakost je homogena i simetriqna po promenǉivim x1, . . .,
xn. Prema tome, bez umaǌeǌa opxtosti razmatraǌa, mo�e se pret-
postaviti da je x1 � x2 � . . . � xn � 0 i x1 + . . . + xn = 1. U ovom
sluqaju treba maksimizovati zbir

F (x1, . . . , xn) =
∑

1�i<j�n

xixj(x2
i + x2

j ).

Za n = 2 se dobija da je x1x2(x2
1 + x2

2) � 1
2
(2x1x2)(1 − 2x1x2) � 1

8
, pri

qemu jednakost va�i ako i samo ako je 2x1x2 = 1/2, tj. x1 = x2 = 1/2.
Neka je n � 3 i xk+1 posledǌa u nizu promenǉivih x1, . . ., xn

koja je razliqita od nule. Neka je X = (x1, . . . , xk, xk+1, 0, . . . , 0) i
Y = (x1, . . . , xk + xk+1, 0, 0, . . . , 0). Kako je

F (Y ) − F (X) = xkxk+1

{
3(xk + xk+1)

k−1∑
i=1

xi − x2
k − x2

k+1

}
= xkxk+1

{
3(xk + xk+1)(1 − xk − xk+1) − x2

k − x2
k+1

}
= xkxk+1

{
(xk + xk+1)(3 − 4(xk + xk+1)) + 2xkxk+1}.

(1)

Iz nejednakosti 1 � x1 + xk + xk+1 � 1
2
(xk + xk+1) + xk + xk+1 dobija se

da je
2
3

� xk + xk+1, pa iz (1) sledi F (Y ) − F (X) � 0. Primeǌuju�i
navedenu smenu nekoliko puta dobija se da je

F (x1, . . . , xn) � F (a, b, 0, . . . , 0) = ab(a2 + b2)

=
1
2
(2ab)(1 − 2ab) � 1

8
= F

(
1
2
,
1
2
, 0, . . . , 0

)
.

Prema tome, tra�ena konstanta je C =
1
8

, a jednakost se dosti�e ako
i samo ako su n − 2 od brojeva x1, . . ., xn jednaki nuli, a preostala
dva su me�usobno jednaka (nije iskǉuqen sluqaj da su i oni jednaki
nuli).

Drugo rexeǌe. Neka je M = x2
1 + . . . + x2

n. Tada je∑
1�i<j�n

xixj(x2
i + x2

j ) �
∑
i<j

xixjM =
1
2
· M ·

(
2
∑
i<j

xixj

)
� 1

2
·
(

M + 2
∑

i<j xixj

2

)2

=
1
8
·
( n∑

i=1

xi

)4

.

Jednakost va�i ako i samo ako va�e uslovi

M = 2
∑
i<j

xixj , (2)

xixj(x2
i + x2

j ) = Mxixj za sve i < j. (3)
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Lako se proverava da uslovi (2) i (3) va�e ako i samo ako su n− 2 od
brojeva x1, . . ., xn jednaki nuli, a preostala dva su me�usobno jednaka
(nije iskǉuqen sluqaj da su i oni jednaki nuli).

IMO ’99.3

Neka su poǉa (jediniqni kvadrati) date table obojena naizmeniqno
belo i crno, kao na xahovskoj tabli, tako da je doǌe levo poǉe crno.

• • •
• •• • •• •• • •• •

1 2 3 4 5 6

7

8

9

10

Slika 14.

Neka je xn tra�eni najmaǌi broj, bn najmaǌi broj belih poǉa koja
moraju biti oznaqena tako da svako crno poǉe ima bar jedno oznaqeno
susedno belo poǉe i, sliqno, neka je cn najmaǌi broj crnih poǉa koja
moraju biti oznaqena tako da svako belo poǉe ima bar jedno oznaqeno
susedno crno poǉe. S obzirom da je n = 2k za neki prirodan broj k,
to na tabli ima jednak broj belih i crnih poǉa, pa, zbog simetrije
table, sledi da je bn = cn i xn = bn + cn.

Neka su bele dijagonale koje su ,,paralelne“ velikoj crnoj dijago-
nali numerisane brojevima 1, 2, . . ., 2k. U poǉima dijagonala koje su
oznaqene brojevima 2, 4, . . ., 2k oznaqimo redom 2, 4, . . ., k, . . ., 3, 1
poǉa, tako da nikoja dva oznaqena poǉa nemaju zajedniqko teme (videti
sliku 14, gde je predstavǉen sluqaj k = 5). Pri tome je svako crno
poǉe susedno taqno jednom oznaqenom belom poǉu. Broj oznaqenih
belih poǉa u ovom primeru jednak je

(2 + 4 + . . . + k) + ((k − 1) + . . . + 3 + 1) =
k(k + 1)

2
,

odakle sledi da va�i

bn � k(k + 1)
2

. (1)

Daǉe, lako je primetiti da u navedenom primeru ne postoji crno poǉe
koje je susedno sa neka dva oznaqena bela poǉa. Prema tome, neophodno
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je oznaqiti bar
k(k + 1)

2
crnih poǉa, tako da za svako belo poǉe po-

stoji oznaqeno crno poǉe, tj.

cn � k(k + 1)
2

. (2)

Iz (1) i (2) i qiǌenice da je bn = cn sledi da je bn = cn =
k(k + 1)

2
.

Dakle, xn = bn + cn = k(k + 1).

Drugo rexeǌe. Za n = 2k, neka su u prvom potezu �elije susedne sa

granicom obojene u crno, za-
tim, u drugom, �elije kojima su
ove �elije graniqene obojene u
belo, u tre�em �elije kojima
su prethodne graniqne obojene u
crno, i tako daǉe, dok se svim
�elijama date kvadratne table ne
pridru�i boja (videti sliku 15).

Slika 15.

Nazovimo �elije obojene u nekom potezu pojas. U uoqenom bo-
jeǌu svaka �elija (bilo bela, bilo crna) ima taqno dve susedne crne
�elije. Kako je broj crnih �elija pri ovakvom bojeǌu 2k(k +1), sledi
da se mora obele�iti bar k(k + 1) �elija.

Sa druge strane, ako se u svakom crnom pojasu obele�e prvo neke
dve uzastopne �elije, zatim ne obele�e naredne dve, i tako daǉe, svaka
�elija na crnom pojasu �e imati obele�enu susednu �eliju. Lako
se vidi da je mogu�e namestiti ovakve nizove na dva uzastopna crna
pojasa, tako da svaka �elija u belom pojasu koji se nalazi izme�u
ǌih ima taqno jednu susednu obele�enu �eliju. Dakle, krenuvxi od
najve�eg pojasa i obele�avaju�i na opisani naqin, dobija se tra�eno
obele�avaǌe koje sadr�i taqno polovinu crnih �elija, tj. k(k + 1)
�elija.

Sledi da je tra�ena najmaǌa mogu�a vrednost k(k + 1).

Napomena. Za n = 4k−1 i n = 4k+1 se sliqnim bojeǌem mo�e pokazati
da su tra�ene najmaǌe vrednosti 4k2 − 1 i (2k + 1)2, redom.

IMO ’99.4

Oqigledno je da svaki par (1, p), gde je p prost broj, zadovoǉava uslove
zadatka. Par (2, 2) je tako�e rexeǌe. Ako je n = 2 i p > 2, onda je
p neparan broj, pa sledi da je i (p − 1)n + 1 tako�e neparan broj koji
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nije deǉiv sa 2p−1. Pritom broj (2 − 1)n + 1 = 2 nije deǉiv sa n ni za
jedno n � 3.

Preostaje jox da se potra�e rexeǌa (n, p) za koja va�i n � 3 i
p � 3. Kako je p � 3, (p − 1)n + 1 je neparan broj. Zato je i ǌegov
delilac n neparan, pa zbog uslova n � 2p dobija se da je n < 2p. Neka
je q najmaǌi prost delilac broja n. Iz uslova q | (p − 1)n + 1 dobija
se (p− 1)n ≡ −1 (mod q), a brojevi q i p− 1 su uzajamno prosti. Poxto
je broj p − 1 paran, q mora biti neparan. Kako je q najmaǌi prost
delilac broja n, to su i brojevi n i q − 1 uzajamno prosti, odakle
sledi da postoje celi brojevi u i v za koje va�i un + v(q − 1) = 1. Iz
ove jednakosti dobijamo da je u neparan broj, jer je q − 1 paran. Zato
(i iz Male Fermaove teoreme) va�e slede�e kongruencije

p − 1 = (p − 1)un · (p − 1)v(q−1) ≡ (−1)u · 1v ≡ −1 (mod q),

odakle sledi da je broj p deǉiv sa q, tj. p = q. Kako je q najmaǌi
prost delilac broja n, to broj 2 nije delilac broja n. Prema tome, n
je deǉiv sa q = p i n �= 2p, tj. n = p.

Konaqno, iz uslova

pp−1 | (p − 1)p + 1 = p2

{
pp−2 −

(
p

1

)
pp−3 + . . . +

(
p

p − 3

)
p −
(

p

p − 2

)
+ 1
}

,

dobija se da je p − 1 = 2, tj. p = 3, jer su svi sabirci u vitiqastoj
zagradi osim posledǌeg deǉivi sa p. Tako se dobija i rexeǌe (3, 3).

Dakle, svi tra�eni parovi su: (1, p), gde je p proizvoǉan prost
broj, (2,2) i (3,3).

IMO ’99.5

Neka su P i Q taqke preseka kru�nica Γ1 i Γ2, a R taqka preseka
pravih PQ i O1O2. Neka je HM, r

r1

homotetija sa centrom M i koefi-

cijentom
r

r1
. Oqigledno je HM, r

r1

(Γ1) = Γ. Kako se pri toj homotetiji

taqke C i D preslikavaju redom u A i B, to va�i

MC

MA
=

MD

MB
=

r

r1
, CD ‖ AB.

Za dokaz qiǌenice da je prava CD tangenta kruga Γ2, dovoǉno je
dokazati da je rastojaǌe taqke O2 od prave CD jednako polupreqniku
r2, tj. d(O2, CD) = r2.

Odredimo prvo rastojaǌe taqke M od prave AB. Korix�eǌem kosi-
nusne teoreme dobijaju se slede�e jednakosti (videti sliku 16):
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M

O2

O
P

Q

A

B

C

D

O1

Γ

Γ2

Γ1

Slika 16.

d(M,AB) = d(O1, AB) − O1M · cos �O2O1M
= O1O2 − RO2 + O1M · cos �OO1O2

= r1 − r2 · cos �O1O2P + r1 · cos �OO1O2

= r1 − r2 · r2
1 + r2

2 − r2
1

2r1r2
+ r1 · (r − r1)2 + r2

1 − (r − r2)2

2r1(r − r1)

= r1 − r2
2

2r1
+

2r2
1 − 2rr1 + 2rr2 − r2

2

2(r − r1)
=

rr2(2r1 − r2)
2r1(r − r1)

.

(
odozgo se vidi da va�i i RO2 =

r2
2

2r1

)
. Daǉe, rastojaǌe pravih CD

i AB je:

d(C,AB) =
r − r1

r
· d(M,AB) =

r2(2r1 − r2)
2r1

= r2 − r2
2

2r1

i konaqno

d(O2, CD) = d(C,AB) + RO2 = r2 − r2
2

2r1
+

r2
2

2r1
= r2.

Drugo rexeǌe. Radi lakxeg pra�eǌa, prvo su dokazane dve leme.

Lema 1. Neka je S centar upisane kru�nice trougla ABC, Sa

centar ǌegove spoǉa pripisane kru�nice, koja dodiruje strani-
cu BC. Neka je A′ sredixte luka B̂C opisane kru�nice trougla
ABC, koji ne sadr�i taqku A. Tada je A′B = A′C = A′S = A′Sa.

Dokaz. Lema se lako dokazuje raqunaǌem odgovaraju�ih uglova.

Lema 2. Neka se kru�nice k1 i k2 seku u taqkama X i Y i dodiruju
kru�nicu k iznutra u taqkama M i N , redom. Neka je A jedna
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od preseqnih taqaka prave XY sa k i neka AM i AN seku k1 i k2

redom u C i E. Tada je CE zajedniqka tangenta kru�nica k1 i
k2.

Dokaz. Poxto je AC · AM = AX · AY = AE · AN , qetvorougao
MNEC je tetivan. Neka MN po drugi put seqe k1 u Z. Ako je
M ′ proizvoǉna taqka zajedniqke tangente u M , tada je �MCZ =
�M ′MZ = �M ′MN = �MAN (gledaju�i orijentisane uglove!),
odakle je CZ ‖ AN . Sledi da je �ACE = �ANM = �CZM , tj.
CE tangira k1. Analogno se dokazuje da CE tangira k2.

Neka su E i F preseci NA i NB sa Γ2, redom. Primenom leme 2,
sledi da su CE i DF zajedniqke tangente kru�nica Γ1 i Γ2.

Ako ove dve kru�nice imaju
isti polupreqnik, tvr�eǌe sledi
trivijalno. Inaqe, neka je G
preseqna taqka CE i DF i neka
su O1 i O2 centeri kru�nica Γ1 i
Γ2, redom. Poxto je O1D = O1C
i �O1DG = �O1CG = 90◦, sledi
da je O1 sredixte kra�eg luka
opisane kru�nice trougla CDG.
Centar O2 se nalazi na simetrali
�CGD, poxto Γ2 dodiruje i GC i
GD.

O

O1
O2

A

B

C

D

E

F
G

M
N

X

Y

Slika 17.

Me�utim, O2 le�i i na Γ1, pa iz leme 1 sledi da je O2 ili ce-
ntar upisanog ili centar spoǉa pripisanog kruga trougla CDG (koji
dodiruje stranicu CD). Dakle, Γ2 je ili upisani ili spoǉa pripisa-
ni (koji odgovara stranici CD) krug trougla CDG, pa, u oba sluqaja,
tangira CD.

IMO ’99.6

Neka je c = f(0) i A = {f(x) | x ∈ R}. Za x = y = 0 se dobija da je f(−c) =
f(c) + c − 1, odakle je c �= 0. Lako se odre�uje restrikcija funkcije f
na skup A. Zaista, za svako x = f(y) ∈ A je f(0) = f(x) + x2 + f(x) − 1,
tj.

f(x) =
c + 1

2
− x2

2
. (1)

Za y = 0 se dobija da je f(x − c) − f(x) = cx + f(c) − 1. Kako je c �= 0,
iz posledǌe jednakosti sledi da je skup {f(x− c)− f(x) | x ∈ R} jednak
skupu R svih realnih brojeva, tj. A − A = {y1 − y2 : y1, y2 ∈ A} = R.
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Sada je lako odrediti vrednost f(x) za proizvoǉan argument x ∈ R.
Po prethodnom, mogu se izaberati y1 i y2 iz A tako da va�i x = y1−y2.
Koriste�i datu jednaqinu i jednakost (1) sledi

f(x) = f(y1 − y2) = f(y2) + y1y2 + f(y1) − 1

=
c + 1

2
− y2

2

2
+ y1y2 +

c + 1
2

− y2
1

2
− 1

= c − (y1 − y2)2

2
= c − x2

2
.

(2)

Iz (1) i (2) sledi da je c = 1, tj.

f(x) = 1 − x2

2
, za sve x ∈ R. (3)

Lako se proverava da funkcija (3) zadovoǉava datu funkcionalnu je-
dnaqinu. Prema tome, funkcija data sa (3) je jedino rexeǌe.

IMO ’00.1

Neka je S taqka preseka pravih MN i AB.

C

D

N

E

A

B

P

Q

S

M

Slika 18.

Na osnovu teoreme o potenciji taqke u odnosu na kru�nicu, dobija
se da je SA2 = SM ·SN = SB2, odakle sledi SA = SB. Kako je PQ ‖ AB,
to je i MP = MQ (videti sliku 18).
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Na osnovu teoreme o jednakosti periferijskog ugla nad tetivom sa
uglom izme�u tangente i tetive sledi

�EAB = �ACM = �MAB, �EBA = �BDM = �MBA. (1)

Iz (1) sledi da su taqke E i M simetriqne u odnosu na pravu AB.
Daǉe je EM ⊥ AB, a kako je PQ ‖ AB, sledi da je EM ⊥ PQ. Prema
tome, taqka E pripada simetrali du�i PQ, pa je EP = EQ.

IMO ’00.2

Neka je a =
x

y
, b =

y

z
, c =

z

x
, gde su x, y, z pozitivni brojevi (to se

mo�e uraditi, na primer, za x = 1, y =
1
a

, z =
1
ab

). Data nejednakost
dobija ekvivalentni oblik:

(x − y + z)(y − z + x)(z − x + y) � xyz. (1)

Najvixe jedan od brojeva u = x − y + z, v = y − z + x, w = z − x + y je
negativan, jer je zbir bilo koja dva od ǌih pozitivan. Ako je taqno
jedan od tih brojeva negativan, onda je uvw � 0 � xyz, tj. va�i (1).
Ako je u � 0, v � 0, w � 0, iz nejednakosti izme�u aritmetiqke i
geometrijske sredine sledi

√
uv =

√
(x − y + z)(y − z + x) � (x − y + z) + (y − z + x)

2
= x,

i analogno
√

vw � y,
√

wu � z. Iz ove tri nejednakosti dobija se
uvw =

√
uv · √ vw · √wu � xyz. Jednakost va�i ako i samo ako je

x = y = z, tj. a = b = c = 1.

Drugo rexeǌe. Transfomacijom izraza se dobija(
a − 1 +

1
b

)(
b − 1 +

1
c

)
= ab − a +

a

c
− b + 1 − 1

c
+ 1 − 1

b
+

1
bc

.

Iz ab = 1
c i 1

bc = a sledi(
a − 1 +

1
b

)(
b − 1 +

1
c

)
=

a

c
− b − 1

b
+ 2 � a

c
,

poxto je b +
1
b

� 2. Analogno se dobija(
b − 1 +

1
c

)(
c − 1 +

1
a

)
� b

a
i
(

c − 1 +
1
a

)(
a − 1 +

1
b

)
� c

b
.

Data nejednakost sledi iz prethodne tri nejednakosti. Jednakost
va�i ako i samo ako je a = b = c = 1.
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IMO ’00.3

Tra�eni skup vrednosti je
[

1
n−1 ,∞

)
.

(a) Neka je λ � 1
n − 1

. Razmotrimo strategiju kod koje u svakom

potezu buva koja je na brojnoj pravoj prva (ili jedna od neko-
liko takvih), gledano sleva na desno, preskaqe preko buve koja
je posledǌa. Posle nekoliko poteza ovakvog tipa se dolazi do
pozicije u kojoj su sve buve u razliqitim taqkama. Neka je k
broj izvedenih poteza i neka su dk – maksimalno rastojaǌe me�u
buvama posle k poteza, δk – minimalno rastojaǌe me�u buvama
posle k poteza. Oqigledno je dk � (n − 1)δk.

Posle (k+1)-og poteza pojavǉuje se novo rastojaǌe me�u susednim
buvama, koje je jednako λdk. Ako je ono minimalno rastojaǌe me�u
buvama u novoj poziciji, onda je δk+1 = λdk. Ako nije, onda va�i
δk+1 � δk. U svakom sluqaju je

δk+1

δk
� min

{
1,

λdk

δk

}
� min{1, (n − 1)λ}.

Kako je λ � 1
n − 1

, sladi δk+1 � δk, za sve indekse k od trenutka

kada su se sve buve naxle u razliqitim taqkama. Prema tome,
od tog trenutka pa nadaǉe minimalno rastojaǌe me�u buvama se
ne smaǌuje, a polo�aj buve koja je prva sleva se posle svakog
poteza pomera udesno za veliqinu koja nije maǌa od pozitivne
konstante. Sledi da �e se za proizvoǉnu taqku M na pravoj,
posle dovoǉno velikog broja poteza, sve buve na�i desno od te
taqke.

(b) Neka je λ <
1

n − 1
. Dokaza�emo da za svaku poqetnu poziciju

n buva na pravoj (dovoǉno je to dokazati za neku poziciju),
postoji taqka M takva da je buve ne mogu preskoqiti. Neka
su polo�ajima buva pridru�eni odgovaraju�i realni brojevi na
brojnoj pravoj. Neka je sk zbir svih brojeva koji predstavǉaju
polo�aje buva posle k-tog poteza (u proizvoǉnom uoqenom nizu
poteza), a rk najve�i od tih brojeva. Oqigledno je sk � nrk. Do-
voǉno je dokazati da je niz (rk)k�0 ograniqen.

U (k + 1)-om potezu buva iz neke taqke A skaqe preko taqke B
u taqku C. Neka su a, b, c brojevi koji, redom, odgovaraju tim
taqkama. Tada je sk+1 = sk + c − a. Na osnovu datog uslova, koji
definixe du�inu skoka, sledi c − b = λ(b − a), odnosno λ(c − a) =
(1 + λ)(c − b). Prema tome,

sk+1 − sk = c − a =
1 + λ

λ
· (c − b).
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Ako je c > rk, buva je u (k + 1)-om potezu skoqila u taqku koja se
nalazi desno od ostalih buva, tj. rk+1 = c. Poxto se u taqki b
nalazila buva posle k-tog poteza, to je b � rk. Na osnovu toga
sledi

sk+1 − sk =
1 + λ

λ
· (c − b) � 1 + λ

λ
· (rk+1 − rk). (1)

Ako je c � rk, onda je rk+1 = rk i sk+1 − sk = c − a > 0 i (1) opet
va�i. Neka je (zk)k�0 niz realnih brojeva definisan sa:

zk =
1 + λ

λ
· rk − sk, k = 0, 1, 2, . . . .

Na osnovu (1) sledi da za svako k � 0 va�i zk+1 − zk � 0, tj. niz
(zk)k�0 je nerastu�i i za svako k � 0 va�i zk � z0.

Kako je λ <
1

n − 1
, sledi 1 + λ > nλ. Neka je μ = 1+λ

λ − n. Tada je

μ > 0, a za opxti qlan niza (zk)k�0 va�i

zk = (n + μ)rk − sk = μrk + (nrk − sk) � μrk.

Za svako k va�i rk � zk/μ � z0/μ. Prema tome, niz (rk)k�0 je
ograniqen konstantom, koja zavisi od n, λ i poqetne pozicije,
ali ne od redosleda poteza.

IMO ’00.4

Neka su karte raspore�ene u kutije tako da ma�ioniqar uvek mo�e
uspexno da izvede trik. Postoje slede�e mogu�nosti:

(a) Postoje tri karte, koje su oznaqene uzastopnim brojevima k, k+1,
k+2, a raspore�ene su po jedna u svakoj od tri kutije, na primer,
u crvenoj, plavoj i beloj, redom. Poxto se karte k + 1 i k + 2
nalaze u plavoj i beloj kutiji, to zbir (k + 1) + (k + 2) = 2k + 3
mo�e da se realizuje samo u sluqajevima kada karta nije birana
iz crvene kutije. Kako je k + (k + 3) = 2k + 3, to karta sa brojem
k+3 ne mo�e biti u plavoj kutiji (u protivnom se karte k i k+3
nalaze u crvenoj i plavoj i, ako su one izabrane, dobijeni zbir
je 2k + 3 i nije birana karta iz bele kutije). Analogno, karta sa
brojem k + 3 ne mo�e biti u beloj kutiji. Prema tome, k + 3 se
nalazi u crvenoj kutiji. Drugim reqima, ako se tri uzastopna
broja k, k + 1 i k + 2 nalaze u tri razliqite kutije, onda se broj
k + 3 (naravno, ako je k + 3 � 100) nalazi u istoj kutiji u kojoj je
broj k. Analogno se zakǉuquje da se broj k − 1 (ako je k − 1 � 1)
nalazi u istoj kutiji kao i broj k + 2. Odavde sledi da svaka
kutija sadr�i brojeve kongruetne po modulu 3.

Ako su karte raspore�ene tako da svaka kutija sadr�i brojeve
kongruetne po modulu 3, onda ma�ioniqar primeǌuje slede�e
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pravilo za poga�aǌe kutije: ako je dobijeni zbir kongruentan
sa 0, 1 ili 2 po modulu 3, onda karta nije birana iz kutije koja
sadr�i brojeve kongruentne redom sa 0, 2 ili 1 po modulu 3.
Ovakvih rasporeda karata ima 3! = 6.

(b) Nikoje tri karte oznaqene uzastopnim brojevima nisu raspore-
�ene u tri razliqite kutije. Neka se 1 nalazi u crvenoj kutiji,
neka je l najmaǌi broj koji se nalazi u kutiji koja nije crvena, na
primer u plavoj i neka je m najmaǌi broj koji se nalazi u beloj
kutiji. Poxto se l − 1 nalazi u crvenoj kutiji, a l u plavoj, to
se broj l + 1 ne nalazi u beloj, tj. l + 1 < m.

Ako je m < 100, poxto je l + m = (l − 1) + (m + 1) i brojevi l,
m i l − 1 se nalaze redom u plavoj, beloj i crvenoj kutiji, to
se i broj m + 1 nalazi u crvenoj kutiji. Daǉe, iz jednakosti
l +(m+1) = (l +1)+m i qiǌenice da se l, m+1 i m nalaze redom
u plavoj, crvenoj i beloj kutiji, sledi da se l + 1 nalazi u beloj
kutiji. Iz dobijene kontradikcije sledi da je m = 100. Dakle,
jedini broj koji se nalazi u beloj kutiji je 100.

Iz jednakosti (l − 1) + 100 = l + 99 i qiǌenice da se brojevi
l− 1, 100 i l nalaze redom u crvenoj, beloj i plavoj kutiji, sledi
da se i broj 99 nalazi u plavoj kutiji. Ako bi neki broj n ∈
{2, 3, . . . , 98} bio u crvenoj kutiji, tada iz jednakosti n + 99 =
(n−1)+100 sledi da se broj n−1 nalazi u beloj kutiji, a to je u
kontradikciji sa zakǉuqkom da je 100 jedini broj koji se nalazi
u beloj kutiji. Dakle, sve karte oznaqene brojevima {2, 3, . . . , 98}
se nalaze u plavoj kutiji.

Ako se 1 nalazi u crvenoj kutiji, 100 u beloj, a svi ostali bro-
jevi u plavoj kutiji, onda ma�ioniqar primeǌuje slede�e pra-
vilo: ako je dobijeni zbir jednak 101, onda karta nije birana
iz plave kutije; ako dobijeni zbir nije ve�i od 100, onda karta
nije birana iz bele kutije; ako dobijeni zbir nije maǌi od 102,
onda karta nije birana iz crvene kutije. Zbog simetrije postoji
3! = 6 rasporeda odre�enih razbijaǌem {1}, {2, 3, . . . , 99}, {100}
skupa datih karata.

Dakle, ukupan broj dobrih raspodela karata jednak je 12.

IMO ’00.5

Va�i slede�e (opxtije) tvr�eǌe:

• Za svaki prirodan broj k postoji prirodan broj n = n(k), takav da
va�i n | 2n + 1, 3 | n i broj n je deǉiv sa taqno k prostih brojeva.

U dokazu ovog tvr�eǌa koristi se slede�a lema:
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• Za svaki prirodan broj t postoji prost broj p, takav da p | t3 + 1,
ali p nije delilac broja t + 1.

Dokaz leme: Ako tvr�eǌe leme ne va�i za neki prirodan broj t > 2,
tada svaki prost delilac broja t2 − t + 1 deli t + 1. Kako je t2 − t + 1 =
(t + 1)(t− 2) + 3, to sledi da je 3 jedini prost delilac broja t2 − t + 1,
tj. t2− t+1 je stepen broja 3. Kako je broj t+1 deǉiv sa 3, to je i broj
t− 2 deǉiv sa 3. Sledi da je broj t2 − t + 1 deǉiv sa 3, ali nije deǉiv
sa 9, pa je t2 − t + 1 = 3, a to je u kontradikciji sa uslovom t > 2.
Dokaz tvr�eǌa: Ako je k = 1, lako se proverava da za broj n(1) = 3
va�i tvr�eǌe. Neka za neki prirodan broj k � 1 postoji broj n(k) =
3l · t, gde je l � 1 i 3 � t, za koji va�i n | 2n + 1 i n ima taqno k
prostih delioca. Tada je broj n = n(k) neparan broj, odakle sledi da
3 | 22n−2n+1. Koriste�i jednakost 23n+1 = (2n+1)(22n−2n+1), dobija
se da 3n | 23n + 1. Na osnovu dokazane leme postoji neparan prost broj
p, takav da p | 23n + 1 i p � 2n + 1. Sledi da broj n(k + 1) = 3p · n(k)
zadovoǉava uslove tvr�eǌa za k + 1. Time je dokaz zavrxen.

IMO ’00.6

Neka su M1, M2, M3 taqke simetriqne sa taqkama T1, T2, T3 u odnosu
na simetrale uglova �CAB, �ABC, �BCA, redom. Taqke M1, M2,
M3 pripadaju kru�nici upisanoj u trougao ABC. Dokaza�emo da su
upravo taqke M1, M2, M3 temena trougla koji formiraju prave l1, l2,
l3. Zbog simetrije, dovoǉno je dokazati da prava l1 sadr�i taqku M2.

A1

A2 A3
L1

L2

L3

T1

T2
T3

I

X

K1

K3 S1

K′

Slika 19.

Neka je S centar upisane kru�nice trougla ABC (videti sliku 19).
Taqke T1 i H2 nalaze se uvek sa iste strane prave BS, i pri tome je
taqka T2 bli�a pravoj BS od taqke H2. Neka se taqka C nalazi sa iste
strane prave BS kao i taqke T2 i H2 (sliqno se razmatra sluqaj kada
je taqka C sa druge strane prave BS). Neka je �CAB = α, �ABC = β,
�BCA = γ.
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Dokaza�emo prvo da taqka simetriqna taqki H2 u odnosu na pravu
T2T3 pripada pravoj BS. Neka je l prava odre�ena uslovima l ⊥ T2T3

i H2 ∈ l. Neka je P presek pravih BS i l, a Q presek pravih BS i
T2T3. Taqka Q je presek du�i T2T3 i BP . Dovoǉno je dokazati da je
�PQH2 = 2�PQT2. Koriste�i jednakost unakrsnih uglova i teoremu
o spoǉaxǌem uglu trougla, dobija se da je

�PQT2 = �BQT3 = �AT3Q − �T3BQ =
(

90◦ − α

2

)
− β

2
=

γ

2
. (1)

Iz (1) i qiǌenice da su taqke T1 i T3 simetriqne u odnosu na
pravu BQ, sledi da je �BQT1 = �BQT3 =

γ

2
. Taqke C i Q su

sa iste strane prave ST1, jer je �BT1Q = 90◦ +
α

2
> 90◦. Kako je

�SQT1 = SCT1 =
γ

2
, sledi da je qetvorougao QST1C tetivan, odakle

je �SQC = �ST1C = 90◦. Qetvorougao BCH2Q je tako�e tetivan, jer
je �BQC = �BH2C = 90◦. Iz qiǌenice da je �PQH2 spoǉaxǌi ugao
trougla QBH2, jednakosti periferijskih uglova u tetivnom qetvor-
ouglu BCH2Q i (1), dobija se da je

�PQH2 = �BH2Q + �QBH2 = �BCQ + �QCH2 = γ = 2�PQT2,

xto je gore navedeno pomo�no tvr�eǌe. Daǉe, koriste�i qiǌenicu
da je �QH2T2 spoǉaxǌi ugao trougla QCH2 i periferijske uglove u
tetivnom qetvorouglu BCH2Q, dobija se da je

�BPT2 = �QH2T2 = �QCH2 + �H2QC = �QBH2 + �H2BC =
β

2
.

Poxto je taqka M2 simetriqna sa T2 u odnosu na BS, to je �BPM2 =

�BPT2 =
β

2
= �CBP , odakle sledi da je PM2 ‖ BC.

Doka�imo jox da je l1 ‖ BC. To je oqigledno ako je β = γ. Neka
je β < γ (analogno se razmatra sluqaj β > γ). Neka su D i E
preseci pravih H2H3 i T2T3 sa BC, redom. Iz trougla BDH2 dobijamo
�BDH3 = 180◦−β−90◦−�CH3H2 = 90◦−β−�CBH2 = γ−β. Iz trougla
CET2 dobijamo da je �BET3 = �CET2 = γ − (90◦ − α/2) = (γ − β)/2. Iz
jednakosti �BDH3 = γ − β, �BET3 = (γ − β)/2 i qiǌenice da je prava
l1 simetriqna pravoj H2H3 u odnosu na pravu T2T3, dobijamo da je
l1 ‖ BC.

Konaqno, iz PM2 ‖ BC, l1 ‖ BC i P ∈ l1, sledi da M2 ∈ l1.

Drugo rexeǌe. Neka je 	ABC smexten u kompleksnu ravan, tako da se
jediniqna kru�nica poklapa sa kru�nicom upisanom u 	ABC. Neka
mala slova koja oznaqavaju kompleksne brojeve odgovaraju velikim
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koja u zadatku oznaqavaju taqke. Kako je tangenta kru�nice normalna
na pravu koja spaja centar kru�nice i dodirnu taqku tangente, va�i:

a − t2
a − t2

+
t2
t2

= 0,
a − t3
a − t3

+
t3
t3

= 0.

Kako je t2 =
1
t2

i t3 =
1
t3

, sledi

a =
t2 − a

t22
+

1
t2

=
t3 − a

t23
+

1
t3

. (2)

S obzirom da su T2 i T3 taqke dodira upisane kru�nice sa dve stran-

ice trougla, to je t2 �= t3 i t2 �= −t3, pa iz (2) sledi a =
2t2t3

t2 + t3
.

Analogno se dobija b =
2t1t3

t1 + t3
, c =

2t1t2
t1 + t2

, pa je a =
2

t2 + t3
, b =

2
t1 + t3

,

c =
2

t1 + t2
. Sliqno, iz normalnosti visina i stranica 	ABC, sledi

a − h3

a − h3

=
a − b

a − b
= − t3

t3
= −t23,

c − h3

c − h3

= −a − b

a − b
= t23.

Sledi da je h3 =
a − h3

t23
+ a =

h3 − c

t23
+ c, odakle je

h3 =
1
2
{
a + c + (a − c) · t23

}
,

h3 =
1
2

(
a + c +

a − c

t23

)
=

2t2t
2
3 + t23t1 + t33 + t3t

2
2 − t1t

2
2

t23(t1 + t2)(t2 + t3)
.

Za proizvoǉne taqke T i N na jediniqnoj kru�nici (M �= N) odredimo
taqku K, koja je simetriqna u odnosu na pravu MN proizvoǉnoj taqki
L �∈ mn. Va�e jednakosti |l − m| = |k − m| i |l − n| = |k − n|, tj.

ll − lm − lm + mm = kk − km − km + mm, (3)
ll − ln − ln + nn = kk − kn − kn + nn. (4)

Oduzimaǌem jednaqine (4) od (3), dobija se l(n − m) + l(n − m) =

k(n − m) + k(n − m), a kako je n − m =
n − m

nm
, sledi

k =
1

mn
· (k − l + lmn),

pa se zamenom u (3) i rexavaǌem odgovaraju�e kvadratne jednaqine
dobija (k �= l):

k = m + n − lmn.
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Neka je P3 taqka koja je simetriqna taqki H3 u odnosu na pravu T2T3.
Tada je

p3 = t2 + t3 − t2t3 · 2t2t
2
3 + t23t1 + t33 + t3t

2
2 − t1t

2
2

t23(t1 + t2)(t2 + t3)

=
t1(t2 + t3)(t22 + t23)
t3(t1 + t2)(t2 + t3)

=
t1(t22 + t23)
t3(t1 + t2)

.

Ako je P2 taqka simetriqna taqki H2 u odnosu na T2T3, analogno se
dobija

p2 =
t1(t22 + t23)
t2(t1 + t3)

odnosno p2 =
t22 + t23

t2t3(t1 + t3)
.

Odavde sledi da je

p2 − p3 =
t21(t3 − t2)(t22 + t23)

t2t3(t1 + t3)(t1 + t2)
,

p2 − p3 =
(t2 − t3)(t22 + t23)

t2t3(t1 + t3)(t1 + t2)
,

pa je
p2 − p3

p2 − p3

= −t21. Neka je x preseqna taqka jediniqne kru�nice i

prave p2p3, odnosno prave l1 iz zadatka. Tada je x = 1/x i

x − p2

x − p2

=
p2 − p3

p2 − p3

= −t21,

odakle dobijamo da je
x2 − xp2

1 − xp2

= −t21, odnosno

x2 − x(p2 + p2t
2
1) + t21 = 0. (5)

Kako je

p2 =
1

t2t3
· t22 + t23
t1 + t3

=
p2

t1t3
,

to jednaqina (5) prima oblik

t2t3x
2 − t1(t22 + t23)x + t21t2t3 = 0. (6)

Diskriminata kvadratnog trinoma na levoj strani jednakosti (6) je

D = t21(t
2
2 + t23)

2 − 4t21t
2
2t

2
3 = t21(t

2
2 − t23)

2,

pa su rexeǌa jednaqine (6) x1 =
t1t2
t3

i x2 =
t1t3
t2

. Analogno se dobija

da su preseqne taqke prave l2 sa jediniqnom kru�nicom y1 =
t1t2
t3

, x2 =

t2t3
t1

, a preseqne taqke prave l3 sa jediniqnom kru�nicom su z1 =
t3t1
t2

,

z2 =
t2t3
t1

. Prema tome, prave l1 i l2 se seku u taqki x1 = y1, prave l2 i

l3 u taqki y2 = z2, a prave l1 i l3 u taqki x2 = z1, pri qemu te preseqne
taqke pripadaju jediniqnoj kru�nici.
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IMO ’01.1

Neka je α = �CAB, β = �ABC, γ = �BCA, ε = �COP . Neka je R
polupreqnik opisane kru�nice trougla ABC, P podno�je normale iz
A na BC i K i Q taqke simetriqne sa taqkama A i C u odnosu na
simetralu stranice BC, redom. Tada je OA = OB = OC = OK = R i
AK = PQ (jer je prava AP paralelna simetrali stranice BC). Daǉe
je �AOK = �AOB − �KOB = �AOB − �AOC = 2γ − 2β � 60◦.

A

O

CPQB

K

Slika 20.

Na osnovu prethodnog se dobija AK � OK = R i PQ � R. Kako je
OP + R = OQ + OC > QC = QP + PC � R + PC, pa sledi OP > PC i
�PCO > �COP = ε. Konaqno:

α + ε =
1
2
· �BOC + �COP <

1
2
· (180◦ − 2 · �PCO) + �PCO = 90◦.

Drugo rexeǌe. Poxto je �OCP = 90◦ − �CAB, dovoǉno je dokazati
da je �OCP > �COP , tj. da je OP > CP (kao u prvom rexeǌu). Iz

nejednakosti trougla, sledi da je dovoǉno pokazati da je CP <
1
2
·CO.

Neka je CO = R. Iz sinusne teoreme sledi da je CP = AC cos γ =
2R sin β cos γ < 2R sinβ cos (β + 30◦). Konaqno, va�i

2 sin β cos (β + 30◦) = sin (2β + 30◦) − sin 30◦ � 1
2

,

odakle sledi tvr�eǌe zadatka.

IMO ’01.2

Neka je x =
bc

a2
, y =

ca

b2
, z =

ab

c2
i

p =
√

1 + 8x, q =
√

1 + 8y, r =
√

1 + 8z. (1)
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Data nejednakost postaje

1√
1 + 8x

+
1√

1 + 8y
+

1√
1 + 8z

� 1, odnosno

(pq + qr + rp)2 − (pqr)2 � 0, (2)

pri uslovu x, y, z > 0, xyz = 1. Iz (1) sledi da je

(pq + qr + rp)2 − (pqr)2 = (pq)2 + (qr)2 + (rp)2 + 2pqr(p + q + r) − (pqr)2

2 + 8(x + y + z) + 2pqr(p + q + r) − 512.

Iz nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine, sledi

2 + 8(x + y + z) � 2 + 8 · 3(xyz)
1
3 = 26; (3)

i 2pqr(p + q + r) � 6(pqr)
4
3 = 6 {(1 + 8x)(1 + 8y)(1 + 8z)}

2
3 =

6 {1 + 8(x + y + z) + 64(xy = yz + zx) + 512}
2
3 �

6 · (1 + 8 · 3 + 64 · 3 + 512) = 486. (4)

Sabiraǌem (3) i (4) se dobija (2). Jednakost va�i ako i samo ako je
x = y = z, tj. ako i samo ako je a = b = c.

Drugo rexeǌe. Odredimo k > 0 tako da je

a√
a2 + 8bc

� ak

ak + bk + ck
za sve a, b, c > 0. (1)

Nejednakost (1) je ekvivalentna sa (ak+bk+ck)2 � a2k−2(a2+8bc), odakle
se sre�ivaǌem dobija

(ak + bk + ck)2 − a2k � 8a2k−2bc.

Iz nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine sledi

(ak +bk +ck)2−a2k = (bk +ck)(2ak +bk +ck) � 2b
k
2 c

k
2 ·4a

k
2 b

k
4 c

k
4 � 8a

k
2 b

3k
4 c

3k
4 ,

pa se mo�e uzeti k =
4
3

. Dakle:

a√
a2 + 8bc

+
b√

b2 + 8ca
+

c√
c2 + 8ab

�

a
4
3

a
4
3 + b

4
3 + c

4
3

+
b

4
3

a
4
3 + b

4
3 + c

4
3

+
c

4
3

a
4
3 + b

4
3 + c

4
3

= 1.
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Tre�e rexeǌe. Neka je x =
a√

a2 + 8bc
, y =

b√
b2 + 8ca

i z =
c√

c2 + 8ab
.

Tada va�i

f(x, y, z) =
(

1
x2

− 1
)(

1
y2

− 1
)(

1
z2

− 1
)

= 83.

Treba dokazati da je x + y + z � 1.
Poxto je f opadaju�a po promenǉivima x, y, z, dovoǉno je dokazati

da iz x, y, z > 0, x + y + z = 1 sledi f(x, y, z) � 83. Poxto je
1
x2

− 1 =

(x + y + z)2 − x2

x2
=

(2x + y + z)(y + z)
x2

, nejednakost f(x, y, z) � 83 postaje

(2x + y + z)(x + 2y + z)(x + y + 2z)(y + z)(z + x)(x + y)
x2y2z2

� 83,

koja je neposredna posledica nejednakosti izme�u aritmetiqke i geo-
metrijske sredine.

Qetvrto rexeǌe. Va�i i opxtije tvr�eǌe:

Va�i
a√

a2 + kbc
+

b√
b2 + kca

+
c√

c2 + kab
� 3√

1 + k
za sve a, b, c > 0

ako i samo ako je k � 8.

Dokaz. Neka je k � 8, a x, y i z definisani kao u prvom rexeǌu.
Nejednakost se svodi na

F (x, y, z) = f(x) + f(y) + f(z) � 3√
1 + k

, gde je f(t) =
1√

1 + kt
, (1)

za sve x, y, z > 0 takve da je xyz = 1. Dokaza�emo nejednakost (1) ispi-
tivaǌem ekstremnih vrednosti funkcije F (x, y, z) (Lagran�ov metod
mno�ilaca).

,,Granica“ skupa D = {(x, y, z) ∈ R3
+ | xyz = 1} se sastoji od taqaka

(x, y, z) kojima jedna od x, y, z te�i 0. Neka je to x (to se mo�e pretpo-
staviti bez umaǌeǌa opxtosti). Sledi

F (x, y, z) � f(x) = 1 � 3√
1 + k

.

Ako se minimum funkcije F (x, y, z) dosti�e u unutraxǌosti skupa D,
postoji λ ∈ R, tako da je (x, y, z) stacionarna taqka funkcije F (x, y, z)+
λxyz, tj. (x, y, z, λ) se nalazi me�u rexeǌima sistema f ′(x) + λyz =
f ′(y) + λxz = f ′(z) + λxy = 0, xyz = 1. Eliminisaǌem λ dobija se

xf ′(x) = yf ′(y) = zf ′(z), xyz = 1. (2)

Funkcija tf ′(t) =
−kt

2(1 + kt)
3
2

opada na
(
0, 2

k

]
, a raste na

[
2
k ,∞), jer je

(tf ′(t))′ =
k(kt − 2)

4(1 + kt)
5
2

. Dakle, bar dva od x, y, z moraju biti jednaki.
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Ako je x = y = z, tada je (1, 1, 1) jedino rexeǌe (2). Neka je x = y �= z.

Poxto je (yf ′(y))2 − (zf ′(z))2 =
k2(z − y)(k3y2z2 − 3kyz − y − z)

4(1 + ky)3(1 + kz)3
, iz (2)

sledi y2z = 1 i k3y2z2 − 3kyz − y − z = 0. Eliminisaǌem z se dobija
jednaqina

k3

y2
− 3 · k

y
− y − 1

y2
= 0, tj. g(y) = y3 + 3ky − k3 + 1 = 0.

Kako je g′(y) = 3y2+3k > 0 i g(k−1) = 0, jedino realno rexeǌe posledǌe

jednaqine je y = k − 1. Sledi da su
(
k − 1, k − 1, 1

(k−1)2

)
(i, naravno,

taqke dobijene permutacijama koordinata) jedina rexeǌa sistema (2)

u kojima x, y, z nisu svi jednaki. Kako je F

(
k − 1, k − 1,

1
(k − 1)2

)
=

k + 1√
k2 − k + 1

> F (1, 1, 1) = 1, sledi (1).

Za 0 < k < 8 va�i
a√

a2 + kbc
+

b√
b2 + kca

+
c√

c2 + kab
>

a√
a2 + 8bc

+

b√
b2 + 8ca

+
c√

c2 + 8ab
� 1. Fiksiraǌem c i puxtaǌem a i b da te�e

nuli, prva dva sabirka u prethodnom izrazu �e te�iti nuli, a tre�i

�e te�iti ka 1. Kako je
3√

1 + k
> 1 za 0 < k < 8, za ove vrednosti k

gorǌa nejednakost ne va�i.

IMO ’01.3

Neka je G skup devojqica, B skup deqaka, P skup zadataka, P (g) skup
zadataka koje je rexila devojqica g ∈ G, P (b) skup zadataka koje je
rexio deqak b ∈ B, G(p) skup devojqica koje su rexile zadatak p ∈ P
i B(p) skup deqaka koji su rexili zadatak p ∈ P .Ako ne va�i tvr�eǌe
zadatka, tada za svako p ∈ P va�i |G(p)| � 2 ili |B(p)| � 2. Neka je
zadatku p ∈ P dodeǉena crvena boja ako je |G(p)| � 2, a plava inaqe.

Razmotrimo tablicu 21 × 21 u kojoj vrste pretstavǉaju devojqice,
a kolone deqake. Za svako gi ∈ G, bi ∈ B, gde su i, j ∈ {1, 2, . . . , 21} neka
se poǉu (gi, bj) pridru�i boja na slede�i naqin:

izabere se p ∈ P (gi)∩P (bj) (takvo p postoji po uslovima zadatka) i
uoqenom poǉu se pridru�i boja koja je pridru�ena i zadatku p.

Na osnovu Dirihleovog principa bar 221 poǉe je obojeno istom
bojom, pa sledi da neka vrsta sadr�i 11 plavih poǉa ili neka kolona
sadr�i 11 crvenih poǉa.

Neka nije taqno tvr�eǌe zadatka i neka vrsta koja odgovara devo-
jqici gi sadr�i 11 plavih poǉa. Za svako od ovih poǉa va�i:

zadatak koji je biran i qija je boja pridru�ena poǉu, rexilo je
najvixe dva deqaka.
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Sledi da postoji najmaǌe
[
11
2

]
+ 1 = 6 zadataka koje je rexila

devojqica gi, pa je, zbog uslova zadatka, ona rexila taqno tih 6 za-
dataka. Me�utim, tada za najvixe 12 deqaka postoji zadatak koji su
rexili istovremeno sa devojqicom gi, xto je kontradikcija sa uslovom
zadatka.

Analogno se dobija kontradikcija i u sluqaju da neka kolona
sadr�i 11 crvenih poǉa.

Dakle, postoji zadatak p ∈ P za koji je |G(p)| � 3 i |B(p)| � 3.

Drugo rexeǌe. Neka je zadatak te�ak za deqake ako ga je rexilo na-
jvixe dva deqaka, a te�ak za devojqice ako su ga rexile najvixe dve
devojqice.

Procenimo broj parova deqak–devojqica, takvih da su oboje rexili
neki zadatak te�ak za deqake. Za proizvoǉnu devojqicu, me�u ne vixe
od xest zadataka koje je rexila, bar jedan je rexen od strane tri
deqaka, tj. najvixe pet od ǌih mogu biti texki za deqake. Kako je
svaki takav zadatak rexilo najvixe dva deqaka, broj tra�enih parova
ne prelazi 21 · 5 · 2 = 210.

Analogno, postoji najvixe 210 prova deqak–devojqica, takvih da
su oboje rexili neki zadatak te�ak za devojqice. Kako postoji 212 >
2 · 210 parova deqak–devojqica i kako je svaki od ǌih rexio bar jedan
zadatak, sledi tvr�eǌe zadatka.

Napomena. Va�i i generalizacija tvr�eǌa zadatka:

Ako 2(m−1)(n−1)+1 deqaka i 2(m−1)(n−1)+1 devojqica uqestvuje
na nekom takmiqeǌu i za svakog deqaka i svaku devojqicu postoji
bar jedan zadatak koji je svako od ǌih rexio. Pritom niko nije
rexio vixe od m zadataka. Tada je neki zadatak rexilo bar n
deqaka i n devojqica.

IMO ’01.4

Ako ne postoje permutacije sa navedenim svojstvom, sledi da S(a) daje
razliqite ostatke pri deǉeǌu sa n!. Tada za sumu svih izraza S(a),
kad a prolazi sve permutacije, va�i∑

a

S(a) ≡ 0 + 1 + . . . + (n! − 1) =
(n! − 1)n!

2
≡ n!

2
(mod n!).

Sa druge strane, koeficijent uz ki u
∑

a

S(a) je (n−1)! ·(1+2+ . . .+n) =

n + 1
2

· n! za sve i, odakle se dobija

∑
a

S(a) ≡ n + 1
2

· (k1 + . . . + kn) · n! ≡ 0 (mod n!) ,
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za sve neparne n. Iz dobijene kontradikcije sledi tvr�eǌe zadatka.

IMO ’01.5

Neka su α = 60◦, β i γ odgovaraju�i uglovi datog trougla. Neka su
D i E taqke na pravama AB i AQ, redom, tako da je A − B − D i
A − Q − E, BD = BP i QE = QB. Po uslovima zadatka je AD =
AB + BP = AQ + QB = AE. Kako je �PAD = �PAE, trouglovi APD

i APE su podudarni, pa je �AEP = �ADP =
β

2
= �QBP (jer je �ABP

spoǉaxǌi za jednakokraki trougao BDP , videti sliku 21). Odavde je
�QEP = �QBP .

A B D

PQ

C = E

Slika 21.

B

Q P

E

x

x

x =
β

2

Slika 22.

Ako P ne pripada BE, tada je 	QBP ∼= 	QEP (	QBE je jednako-
kraki, QB = QE, PQ = PQ, �QBP = �PEQ; lako se vidi da mora do�i
do podudarnosti, videti sliku 22), pa P pripada simetrali �BQE.
Me�utim, kako P pripada i simetrali �QAB, mora biti centar spoǉa
pripisanog kruga 	QAB (koji dodiruje stranicu QB), pa pripada i

simetrali �QBD. Sledi da je �PBQ =
β

2
= �PBD = 180◦ − β, pa je

β = 120◦, xto je nemogu�e (α = 60◦, γ > 0 i α + β + γ = 180◦).
Dakle, P ∈ BE, odnosno E ≡ C. Iz QC = QB sledi da je 120◦ − β =

γ =
β

2
, tj. β = 80◦ i γ = 40◦ (za trougao sa ovim uglovima va�e uslovi

zadatka).

IMO ’01.6

Data jednakost je ekvuivalentna sa a2−ac+c2 = b2+bd+d2. Sre�ivaǌem
se dobija (ab + cd)(ad + bc) = ac(b2 + bd + d2) + bd(a2 − ac + c2), odnosno

(ab + cd)(ad + bc) = (ac + bd)(a2 − ac + c2). (1)
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Neka je ab + cd prost broj. Iz a > b > c > d sledi da je (a− d)(b− c) > 0
i (a − b)(c − d) > 0, odnosno

ab + cd > ac + bd > ad + bc, (2)

odakle sledi da je ac + bd uzajamno prost sa ab + cd. Me�utim, tada iz
(1) sledi da ac + bd deli ad + bc, xto je u kontradikciji sa (2).

Napomena. Uslov (1) se mogao dobiti primenom kosinusne i Ptolome-
jeve teoreme na qetvorougao XY ZT , gde je XY = a, Y Z = c, ZT = b,
TX = d i �Y = 60◦, �T = 120◦ (odatle je, verovatno, i nastala mo-
tivacija za sastavǉaǌe ovog zadatka). Inaqe, postoje qetvorke koje
zadovoǉavaju uslove zadatka, na primer (21, 18, 14, 1) i (65, 50, 34, 11).

IMO ’02.1

Neka je ai broj plavih taqaka qija je x koordinata i, a bi broj plavih
taqaka qija je y koordinata i. Treba dokazati da je a0a1 · . . . · an−1 =
b0b1 · . . . ·bn−1. Va�i i vixe, a0, . . . , an−1 je permutacija niza b0, . . . , bn−1.

Dokaz indukcijom po broju crvenih taqaka. Tvr�eǌe je trivijalno
ako su sve taqke plave. Inaqe, neka je (x, y) crvena taqka za koju je x+y
najve�e. Tada je ax = by = n − x − y − 1. Ako se boja te taqke promeni
u plavo, ax i by se pove�avaju za 1. Po induktijskoj pretpostavci
(da tvr�eǌe va�i ako ima maǌe crvenih taqaka), a0, . . . , an−1 sa ax

pove�anim za 1 je permutacija niza b0, . . . , bn−1 sa by pove�anim za 1.
Dakle, ax = by, odakle sledi tvr�eǌe.

Drugo rexeǌe. Neka su ai i bi kao u prvom rexeǌu. Treba dokazati da
je a0a1 · . . . · an−1 = b0b1 · . . . · bn−1.

Dokaz indukcijom po n. Tvr�eǌe je trivijalno za n = 1. Neka
je tvr�eǌe taqno za konture T qije su taqke obojene xodno uslovima
zadatka, a qiji je format maǌi od n. Ako kontura T nema nijednu cr-
venu taqku, tvr�eǌe je trivijalo. Inaqe, neka je p maksimalna apcisa
crvenih taqaka, a q maksimalna ordinata crvenih taqaka qija je ap-
cisa p. Izostavǉaǌem prve vrste skupa T se dobija kontura na koju se
mo�e primeniti induktivna pretpostavka (ordinata svake preostale
taqke se smaǌi za 1). Ako je n > p+2, poxto su sve taqke T sa apcisom
ve�om od p plave, sledi da je ap+i = n − (p + i) za 1 � i � n − 1 − p (i,
naravno, po uslovu zadatka ai se ne meǌa za 0 � p), pa je

b1b2 · . . . · bn−1 = a0a1 · . . . · ap · (n − p − 2)! .

Kako je b0 = n− 1− p, sledi b0b1b2 · . . . · bn−1 = a0a1 · . . . · ap · (n− p− 1)! =
a0a1 · . . . · ap. Ako je n = p + 1, opet va�i isto, jer je tada b0 = an−1 = 0.
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IMO ’02.2

Poxto je �BCA =
1
2
·�BOA = �BOD, prave CA and OD su paralelne,

tj. qetvorougao DOJA je paralelogram. Sledi da je AJ = OD = OE =
AE = AF . Odavde je

�JFE = �JFA − �EFA = �AJF − �ECA = �AJF − �ACF = �CFJ.

Iz AE = AF sledi i da je CJ simetrala �ECF , pa je J centar upi-
sanog kruga 	CEF .

Drugo rexeǌe. Bez umaǌeǌa opxtosti, mo�e se pretpostaviti da je
kru�nica k jediniqna. Neka je data kontura smextena u koordi-
natnu ravan, tako da je O(0, 0), A(1, 0) i D(cos α, sin α). Tada va�i

B(cos 2α, sin 2α), C(− cos 2α,− sin 2α), E
(

1
2 ,

√
3

2

)
, F
(

1
2 ,−

√
3

2

)
. Kako je

−→
CA = (1 − cos 2α, sin 2α) = 2 cos α · (cos α, sin α) = 2 cos α · −−→OD, sledi
da je CA ‖ OD, pa je qetvorougao DOJA paralelogram. Sledi−→
OA =

−→
OJ +

−−→
OD, tj. J(1 − cos α,− sin α). Iz jednakosti lukova ÂE i

ÂF , sledi da je CJ simetrala �ECF , pa, da bi se dokazalo tvr�eǌe
zadatka, dovoǉno je dokazati da su vektori

−−→
FC

‖−−→FC‖
+

−−→
FE

‖−−→FE‖
i

−→
FJ

istosmerni. Va�i
−−→
FE = (0,

√
3), tj.

−−→
FE

‖−−→FE‖
= (0, 1), i, sliqno

−−→
FC =(

− cos 2α − 1
2

,− sin 2α +
√

3
2

)
, tj. ‖−−→FC‖2 = 2 + cos 2α −

√
3 sin 2α = 2 +

2 cos(2α + 60◦) = 4 cos2(α + 30◦). Po uslovu zadatka je 0 < 2α < 120◦, pa

je cos(α + 30◦) > 0, odakle je
−−→
FC

‖−−→FC‖
+

−−→
FE

‖−−→FE‖
=

1
2 cos(α + 30◦)

·
(
− cos 2α − 1

2
,− sin 2α +

√
3

2
+ 2 cos(α + 60◦)

)
=

1 + 2 cos α

2 cos(α + 30◦)
· −→FJ,

jer je
−→
FJ =

(
1
2
− cos α,

√
3

2
− sinα

)
.

IMO ’02.3

Neka je (m,n) par koji zadovoǉava uslove zadatka. Neka se pri deǉeǌu
polinoma f(x) = xm + x− 1 sa g(x) = xn + x2 − 1 dobija koliqnik q(x) i
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ostatak r(x). Kako su koeficijenti polinoma f(x) i g(x) celi i kako je
najstariji koeficijent polinoma g(x) jednak 1, koeficijenti polinoma
q(x) i r(x) su celi. Poxto je deg r(x) < deg g(x), za dovoǉno veliko x

va�i |R(x)| < |G(x)|, pa kako je
f(x)
g(x)

= q(x) +
r(x)
g(x)

, to je
r(x)
g(x)

ceo broj

za beskonaqno mnogo celih x, pa je jednak nuli beskonaqno mnogo puta,
tj. r(x) ≡ 0, odnosno f(x) je deǉiv sa g(x).

Neka je m = n + k, k � 0. Kako je

f(x) = xkg(x) + (1 − x)(xk+1 + xk − 1),

polinom g(x) deli (1−x)(xk+1+xk−1), pa i xk+1+xk−1 (jer je g(1) �= 0).
Sledi k +1 � n � 3. Kako je g(0) < 0 i g(1) > 0, g(x) ima nulu α ∈ (0, 1).
Sledi αn � αk+1 i α2 � αk, odakle je 1 = αn + α2 � αk+1 + αk = 1, pa u
obe prethodne nejednakosti mora va�iti jednakost. Sledi n = k + 1,
k = 2, tj. n = 3 i m = 5.

Kako je
x5 + x − 1 = (x3 + x2 − 1)(x2 − x + 1),

par (5, 3) zadovoǉava uslove zadatka.

Drugo rexeǌe. Kao u prvom rexeǌu zakǉuquje se da je polinom f(x)
deǉiv sa g(x).

Polinom g(x) ima nulu α ∈ (0, 1), jer je g(0) = −1 < 0 i g(1) = 1 > 0.
Sledi da je f(α) = 0, pa je

αm + α = αn + α2 = 1.

Ako je m � 2n, tada je 1−α = αm � (αn)2 = (1−α2)2, odnosno α(α−1)(α2+
α− 1) � 0. Me�utim, ovo nije mogu�e, jer je α2 +α− 1 > αm +α− 1 = 0.
Dakle, va�i m < 2n.

Sledi
f(x)
g(x)

= xm−n− (xm−n+2 − xm−n − x + 1)
g(x)

, pa je h(x) = xm−n+2−
xm−n − x + 1 deǉiv sa g(x). Me�utim, deg h(x) = m − n + 2 � n +
1 = deg g(x) + 1, pa je ili h(x) = g(x) ili h(x) = (x − a)g(x) za neko
a ∈ Z. Kako je deg h(x) < deg g(x), sledi da je m = 2n − 1, odakle je
h(x) = xn+1 − xn−1 − x + 1. Kako je h(1) = 0, sledi a = 1, tj. h(x) =
(x−1)(xn +x2−1) = xn+1−xn +x3−x2−x+1, odakle je n = 3, tj. m = 5.

Napomena. Va�i i slede�a teorema:

Polinom xn ± xk ± 1 je ili ireducibilan ili je jednak proizvodu
polinoma x2 ± x + 1 i ireducibilnog faktora.

IMO ’02.4

(a) Kako je
di

n
=

1
dk+1−i

, sledi
D

n2
=

1
dkdk−1

+ . . . +
1

d2d1
. Daǉe je

1
d2d1

� D

n2
�
(

1
dk−1

− 1
dk

)
+ . . . +

(
1
d1

− 1
d2

)
= 1 − 1

dk
< 1
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(poxto je d1 = 1), tj. 1 <
n2

D
� d2. Dakle, va�i D < n2.

(b) Ako D | n2, tada je
n2

D
delilac broja n2, koji je razliqit od 1(= d1)

i koji nije ve�i od d2. Me�utim, d2 najmaǌi prost delilac broja n

(samim tim i od n2), pa je
n2

D
= d2 i dk−1 =

n

d2
. Sledi D � dk−1dk =

n

d2
· n = D, tj. D = dk−1dk, odakle je k = 2, xto je taqno ako i samo ako

je n = d2, tj. ako i samo ako je broj n prost.

IMO ’02.5

Zamenom x = z = 0 i t = y u datu funkcionalnu jednaqinu, dobija se

4f(0)f(y) = 2f(0) za svako y. Ako je f(0) �= 0, dobija se da je f(y) =
1
2

za svako y, tj. f je identiqki jednako
1
2

.

Inaqe je f(0) = 0. Zamenom z = t = 0 se dobija

f(xy) = f(x)f(y) za sve x, y ∈ R. (1)

Ako je f(y) = 0 za neko y �= 0, tada je f(x) = f
(
y · x

y

)
= f(y) · f

(
x
y

)
= 0,

tj. f je identiqki jednako nuli.
Dakle, ako postoji jox rexeǌa, mora biti f(y) �= 0 za y �= 0. Za-

menom x = y = 1 u (1), sledi (f(1))2 = f(1), pa sledi f(1) = 1. Za-
menom x = 0, y = t = 1 u polaznu funkcionalnu jednaqinu, dobija se
2f(z) = f(z)+f(−z) za svako z, tj. f je parna funkcija, pa ju je dovoǉno
odrediti na [ 0,∞).

Iz (1) je f(x) = f(
√

x)2 � 0 za svako x � 0, pa zamenom t = x and z = y
u polaznu funkcionalnu jednaqinu sledi f(x2 + y2) = (f(x) + f(y))2 �
(f(x))2 = f(x2) za svako x, y � 0, tj. f je rasu�a na [ 0,∞).

Zamenom y = z = t = 1 u polaznu funkcionalnu jednaqinu sledi

f(x + 1) = 2(f(x) + 1) − f(x − 1) za svako x. (2)

Uz f(0) = 0 i f(1) = 1, lako se pokazuje indukcijom da va�i f(n) = n2 za
svako prirodno n. Ako je r ∈ Q+, tada je r =

p

q
, pa iz (1) i prethodnog

sledi p2 = f(p) = f(qr) = f(q)f(r) = q2 · f(r), pa prethodno va�i i
za pozitivne racionalne brojeve. Kako je f rastu�a za x > 0, sledi
f(x) = x2 za svako x � 0, a po gore navedenom i za svako x ∈ R.

Lako se proverava da su funkcije f(x) = 0, f(x) =
1
2

i f(x) = x2

rexeǌa date funkcionalne jednaqine.
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IMO ’02.6

Neka je θij za 1 � i, j � n i i �= j skup svih taqaka kru�nice ki, takvih
da tangenta na ki u tim taqkama seqe kj. Lako se vidi da je θij unija
dva luka kru�nice ki (izme�u odgovaraju�e unutraxǌe i odgovaraju�e
spoǉaxǌe zajedniqke tangente na ki i kj), pa ako je 2αij ugao izme�u
zajedniqkih unutraxǌih tangenti na ki i kj, tada je θij unija dva

luka kru�nice ki qiji je centralni ugao αij i sinαij =
2

OiOj
. Po

uslovima zadatka su skupovi θij, 1 � i, j � n disjunktni i va�i θij = θji,
1 � i, j � n.

Rub konveksnog omotaqa uoqenog skupa se sastoji od tangentnih
du�i (delovi zajedniqkih spoǉaxǌih tangenti odgovaraju�ih kru-
�nica) i od lukova kru�nica, kojima je zbir centralnih uglova 2π
i koji su dijsunktni sa skupovima θij, 1 � i, j � n (po konstrukciji).
Sledi da je zbir brojeva αij, 1 � i, j � n ne ve�i od 2(n − 1)π, pa je

2(n−1)π �
n∑

i=1

∑
1�i<j�n

2αij =
∑

1�i<j�n

4αij �4·
∑

1�i<j�n

sinαij = 8·
∑

1�i<j�n

1
OiOj

,

odakle sledi tvr�eǌe zadatka.

IMO ’03.1

Neka je D = {x − y | x, y ∈ A}. Broj elemenata skupa D nije ve�i od
101 · 100 + 1. Skupovi A + ti i A + tj su disjunktni ako i samo ako je
ti − tj �∈ D. Dovoǉno je jox izabrati 100 takvih elemenata t1, . . . , t100.

Neka je t1 proizvoǉan element skupa S \ D (takav element postoji,
poxto je broj elemenata skupa S ve�i od broja elemenata skupa D).
Neka je izabrano k (k � 99) elemenata t1, . . . , tk iz D, tako da razlika
proizvoǉna dva od ǌih ne pripada skupu D. Element tk+1 se bira
tako da pripada skupu S i ne pripada nijednom od skupova t1 + D, t2 +
D, . . . , tk+D (ovo je mogu�e, poxto svaki od prethodnih skupova sadr�i
najvixe 101 · 100 + 1 elemenata, tj. ǌihova unija sadr�i najvixe 99 ·
(101 · 100 + 1) = 999999 < 1000000 elemenata).

Napomena. Va�i i opxtije tvr�eǌe:

Neka je A k-elementni podskup skupa S = {1, 2, . . . ,m} i neka je n
prirodan broj za koji va�i (n − 1)(k2 − k + 2) < 2m. Tada postoje
brojevi t1, t2, . . . , tn ∈ S takvi da su skupovi tj + A, j = 1, 2, . . . , n, po
parovima disjunktni.

Dokaz. Neka su niz skupova (Si)i�0 i niz brojeva (ti)i�1 defini-
sani sa:

S0 = S; ako je Si−1 �= ∅ onda je ti = min Si−1 i Si = Si−1 \ {ti +x− y |
x, y ∈ A}.
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Ako je t ∈ Si−1 \ Si, onda je t = ti ili postoje x, y ∈ A, x > y,

takvi da je t = ti + x − y. Zato je |Si \ Si−1| � 1 +
k(k − 1)

2
, tj.

|Si| � |Si−1| − k2 − k + 2
2

. Sledi da je

|Si| � |S0| − i · k2 − k + 2
2

� m − (n − 1) · k2 − k + 2
2

> 0

za i = 1, 2, .., n − 1, pa niz (ti)i�1 ima dobro definisanih bar n
qlanova. Skupovi ti +A, i = 1, 2, . . . , n su po parovima disjunktni.
Zaista, ako bi skupovi ti+A i tj+A, i < j, imali neprazan presek,
postojali bi brojevi x, y ∈ A, takvi da je ti + x = tj + y, pa sledi
tj = ti + x − y �∈ Si ⊇ Sj−1, xto je protivureqno sa tj ∈ Sj−1.

Dokaz opxtijeg tvr�eǌa je modifikacija dokaza u prvom rexeǌu.
Izborom specifiqnog elementa (minimalnog) se posti�e i mnogo pre-
ciznija procena od tvr�eǌa zadatka.

IMO ’03.2

Neka su a i b prirodni brojevi za koje je
a2

2ab2 − b3 + 1
= k prirodan

broj. Poxto je k > 0, sledi da je 2ab2 � b3, pa je 2a � b. Ako je 2a > b,
tada iz 2ab2 − b3 + 1 > 0 sledi da je a2 > b2(2a − b) + 1 > b2, tj. a > b.
Dakle, ako je a < 2a � b, tada je a = b

2 .
Data jednaqina se mo�e posmatrati kao kvadratna po a, odnosno u

obliku a2 − 2kb2a + k(b3 − 1) = 0, i ima dva rexeǌa, a1 i a2, tako da je
bar jedno u N0. Iz a1 + a2 = 2kb2 i a1a2 = k(b3 − 1) sledi da je i drugo
u N0. Neka je a1 � a2. Tada je a1 � kb2 i

0 � a2 =
k(b3 − 1)

a1
� k(b3 − 1)

kb2
< b.

Na osnovu gorǌih razmatraǌa, sledi da je a2 = 0 ili a2 = b
2 . Ako je

a2 = 0, tada je b3 − 1 = 0, tj. a1 = 2k, b = 1. Ako je a2 = b
2 , tada je b = 2t

za neko t ∈ N, k = b2

4 , a1 = b4

2 − b
2 . Sledi da su jedina mogu�a rexeǌa

date jednaqine

(a, b) ∈ {(2t, 1), (t, 2t), (8t4 − t, 2t) | t ∈ N
}

.

Lako se proverava da je za ove parove ispuǌen uslov zadatka.

Drugo rexeǌe. Ako je b = 1 onda je
a2

2ab2 − b3 + 1
=

a

2
, pa su parovi

oblika (2k, 1), k ∈ N rexeǌa date jednaqine.
Neka je je b > 1. Ako je 2a < b, onda je 2ab2−b3 +1 = (2a−b)b2 +1 < 0,

pa je vrednost razmatranog izraza negativna, xto je nemogu�e. Ako
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je 2a = b, onda je 2ab2 − b3 + 1 = (2a − b)b2 + 1 = 1, pa je vrednost
razmatranog izraza jednaka a2, tj. parovi oblika (k, 2k), k ∈ N su
rexeǌa date jednaqine.

Nek je b > 1 i 2a > b. Iz a2 � 2ab2 − b3 + 1 > (2a − b)b2 i 2a − b � 1
sledi a > b. Iz a2 > (2a − b)b2 i 2a − b > a sledi a > b2.

Kako je (b3−1)2 = 4a2b4−(2ab2−b3+1)(2ab2+b3−1), to va�i 2ab2−b3+1 |
(b3−1)2. Neka je (b3−1)2 > 2ab2−b3 +1. Kako je (b3−1)2, 2ab2−b3 +1 ≡ 1

(mod b2), sledi da je
(b3 − 1)2

2ab2 − b3 + 1
≡ 1 (mod b2), pa je (b3 − 1)2 � (2ab2 −

b3+1)(b2+1). Poxto je a > b2, dobija se da je (b3−1)2 � (2b4−b3+1)(b2+1),
xto je ekvivalentno sa (b−1)b5+2b4+b3+b2 � 0, kontradikcija. Dakle,

(b3−1)2 = 2ab2− b3 +1, odakle se dobija da je a =
b4 − b

2
. Uvrxtavaǌem

u datu jednaqinu se dobija da je
a2

2ab2 − b3 + 1
=

b2

4
, a to je prirodan

broj ako i samo ako je b paran prirodan broj. Dakle i parovi oblika
(8k4 − k, 2k), k ∈ N su rexeǌa date jednaqine (i nema drugih).

IMO ’03.3

Neka su X, Y , Z, U , V i W sredixta stranica AB, BC, CD, DE, EF
i FA xestougla ABCDEF , redom, i neka je P = AD∩BE, Q = BE∩CF
i R = CF ∩ AD (videti sliku 23).

Neka je �APB � 60◦. Neka je K taqka koja le�i sa iste strane
prave AB sa koje se nalazi i taqka P , takva da je trougao ABK jed-
nakostraniqan, i neka je O centar kruga opisanog oko tog trougla.
Kako je �APB � �AKB, to je OP � OK. Zato je XP � XO + OP �
XO + OK = XK = AB ·

√
3

2 . Jasno je da jednakost va�i ako i samo ako
je P = K, tj. ako i samo ako je trougao ABP jednakostraniqan (videti
sliku 24).

A B

C

D

E

F

X

Y

Z

U
V

W

P

Q
R

A B

K

O

P

X

Slika 23. Slika 24.

Zbir uglova �APB, �BQC i �CRD jednak je 180◦. Ako nisu sva
tri jednaka 60◦, jedan od ǌih je ve�i od 60◦. Neka je to, na primer,
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�APB. Tada je XU � XP + UP < AB ·
√

3
2 + DE ·

√
3

2 = (AB + DE) ·
√

3
2 ,

a to je protivno pretpostavci zadatka. Sledi da je �APB = �BQC =
�CRD = 60◦. Trouglovi ABP , BCQ, CDR, DEP , EFQ i FAR su jed-
nakostraniqni. Zaista, ako npr. trougao ABP nije jednakostraniqan,
opet sledi da je XU � XP + UP < AB ·

√
3

2 + DE ·
√

3
2 = (AB + DE) ·

√
3

2 ,
xto je protivno pretpostavci zadatka.

Iz qiǌenice da su trouglovi ABP , BCQ, CDR, DEP , EFQ i FAR
jednakostraniqni sledi da su uglovi xestougla ABCDEF jednaki po
120◦.

IMO ’03.4

Taqke P i Q le�e na krugu kome je CD preqnik. Sledi da je �QPD =
�QCD = �ACD = �ABD i �PQD = �PCD = �BAD, pa je 	PQD ∼
	BAD. Odavde sledi da je

PQ

QD
=

BA

AD
, tj. da je PQ = AB · DQ

AD
. Na

sliqan naqin se pokazuje da je QR = CB · DQ

CD
. Sledi da je PQ =

QR ako i samo ako je AB · DQ

AD
= CB · DQ

CD
. Posledǌa jednakost je

ekvivalentna sa
AB

CB
=

AD

CD
. Odnosi

AB

CB
i

AD

CD
su jednaki odnosima

na koje simetrale uglova �ABC i �ADC razla�u du� AC, a oni su
jednaki ako i samo ako simetrale uglova �ABC i �ADC seku du� AC
u istoj taqki.

A

B C

D

P

Q

R

Slika 25.

Drugo rexeǌe. Neka je r polupreqnik kruga opisanog oko qetvorougla
ABCD. Taqke P i Q le�e na krugu kome je CD preqnik. Zato je

PQ = CD · sin�BCA = CD · AB

2r
. Na sliqan naqin se se pokazuje da

je QR = AD · CB

2r
. Sledi da je PQ = QR ako i samo ako je CD · AB =

AD · CB. Posledǌa jednakost je ekvivalentna sa
AB

CB
=

AD

CD
, pa se

zakǉuqak izvodi kao i u prvom rexeǌu.
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IMO ’03.5

Kako je x1 � x2 � . . . � xn, sledi da je
n∑

i=1

n∑
j=1

|xi − xj | = 2 ·
∑

1�i<j�n

(xj − xi)

i
n∑

i=1

n∑
j=1

(xi − xj)2 = 2 ·
∑

1�i<j�n

(xj − xi)2.

Zato je data nejednakost ekvivalentna sa⎛⎝ ∑
1 � i < j � n

(xj − xi)

⎞⎠2

� n2 − 1
3

·
∑

1 � i < j � n

(xi − xj)2.

Kako je ∑
1�i<j�n

(xj − xi) =
n∑

k=1

(2k − n − 1)xk,

∑
1�i<j�n

(j − i)(xj − xi) =
n∑

k=1

⎛⎝k−1∑
i=1

(k − i) −
n∑

j=k+1

(j − k)

⎞⎠xk =

=
n∑

k=1

(
k(k − 1)

2
− (n − k)(n − k + 1)

2

)
xk =

n

2
·

n∑
k=1

(2k − n − 1)xk,

to je ∑
1�i<j�n

(xj − xi) =
2
n
·
∑

1�i<j�n

(j − i)(xj − xi).

Korix�eǌem Koxijeve nejednakost dobija se⎛⎝ ∑
1�i<j�n

(xj − xi)

⎞⎠2

=
4
n2

·
⎛⎝ ∑

1�i<j�n

(j − i)(xj − xi)

⎞⎠2

�

� 4
n2

·
∑

1�i<j�n

(j − i)2
∑

1�i<j�n

(xi − xj)2 =
n2 − 1

3
·
∑

1�i<j�n

(xi − xj)2,

kako je

∑
1�i<j�n

(j − i)2 =
n∑

j=1

j−1∑
i=1

(j − i)2 =
n∑

j=1

(j − 1)j(2j − 1)
6

=
n2(n2 − 1)

12
.

Jednakost va�i ako i samo ako su svi brojevi
xj − xi

j − i
, 1 � i < j � n,

jednaki me�u sobom, tj. ako i samo ako je niz (xk)1�k�n aritmetiqka
progresija.
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IMO ’03.6

Kako pp−1 +pp−2 + . . .+p+1 �≡ 1 (mod p2), postoji prost broj q, takav da
q | pp−1 + pp−2 + . . . + p + 1 i p2 �| q − 1. Kako je pp−1 + pp−2 + . . . + p + 1 ≡ 1
(mod p − 1), to su pp−1 + pp−2 + . . . + p + 1 i p − 1 uzajamno prosti, pa
q �| p − 1. Kako je (p − 1)(pp−1 + pp−2 + . . . + p + 1) = pp − 1, to q | pp − 1.
Zato je poredak broja p po modulu q jednak p. Sledi da p | q − 1 (mala
Fermaova teorema).

Neka postoji prirodan broj n takav da je np ≡ p (mod q). Tada je

1 ≡ nq−1 ≡ p
q−1

p (mod q). Kako p � q−1
p i kako je poredak broja p po

modulu q jednak p, to p
q−1

p �≡ 1 (mod q). Iz dobijene kontradikcije
sledi tvr�eǌe zadatka.

Napomena. Prost broj q zadovoǉava postavǉeni uslov ako i samo ako
je prost i u K = Q(

√
p). Primeǌuju�i teoremu Qebotarjova o gustini

na Galoaovo zatvaraǌe poǉa K (tvr�eǌe zadatka je specijalan sluqaj
ove teoreme), dobijamo da skup takvih q ima gustinu 1

p . Sledi da pos-
toji beskonaqno mnogo prostih brojeva q koji zadovoǉavaju postavǉeni
uslov.

IMO ’04.1

Neka je L presek simetrale ugla �BAC i stranice BC, a T sredixte
du�i MN i neka su α, β, γ uglovi trougla ABC kod temena A,B,C,
redom. Neka je k kru�nica sa dijametrom BC, kB kru�nica opisana
oko 	BMR i kC kru�nica opisana oko 	CNR.

Kako je OM = ON , simetrala ugla �MON poklapa se sa sime-
tralom du�i MN . Stoga se u 	AMN simetrala ugla �MAN i sime-
trala stranice MN seku u taqki R, koja pripada kru�nici opisanoj
oko trougla 	AMN (zaista, iz iz tetivnog qetvorougla BCNM sledi
�AMN = 180◦ − �BMN = γ i �ANM = 180◦ − �CNM = β, pa je
AM �= AN (⇔ �AMN �= �ANM ⇔ β �= γ ⇔ AB �= AC; dakle, simetrala
ugla �MAN i simetrala stranice MN nisu paralelne, tj. ǌihov
presek je jedna taqka).

Iz tetivnih qetvorouglova AMRN i BMNC sledi

�ARM = �ANM = β = �ABL, �ARN = �AMN = γ = �ACL,

odakle se dobija da su qetvorouglovi BLRM i CLRN tetivni. Dakle,
L je zajedniqka taqka kru�nica kB i kC , pa se ove kru�nice seku u
taqki (L) koja pripada stranici BC.
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A

B CO

N

M

T

R

L

Slika 26.

Drugo rexeǌe. Neka su oznake iste kao u prvom rexeǌu (prvi pasus).
Kako je 	ABC ∼ 	ANM (poxto je �AMN = γ i �ANM = β), sa
odgovaraju�im te�ixnim linijama AO i AT , sledi �BAO = �CAT .
Stoga je simetrala AR ugla �BAC tako�e i simetrala ugla �OAT .
Odatle sledi

RT

RO
=

AT

AO
.

Kako su AT i AO odgovaraju�e te�ixne du�i u sliqnim trouglovima
i kako je O centar kru�nice k koja prolazi i kroz B i kroz M (tj.
OB = OM) dobija se

RT

RO
=

AT

AO
=

MN

BC
=

MT

BO
=

MT

MO
.

Sledi da je MR simetrala �OMN . Daǉe je �BMO = β (	BMO je
jednakokraki) i �AMN = γ (iz 	ABC ∼ 	ANM), pa je �OMN = α.
Konaqno �BMR = β + 1

2 ·α = �CLR (spoǉaxǌi u 	ABL), odakle sledi
da taqke B,L,R,M pripadaju istoj kru�nici. Analogno se dobija da
i C,L,R,N pripadaju istoj kru�nici, pa se te dve kru�nice seku na
stranici BC.

Tre�e rexeǌe. Kako je BC preqnik kru�nice na kome su i M i N to
je BM ⊥ CM i BN ⊥ CN , pa su BN i CM visine 	ABC (poxto je on
oxtrougli, to su ove visine unutar trougla).

Neka simetrala �MON (koja je ujedno i simetrala du�i MN , jer
je 	MON jednakokrak, OM = ON) seqe kru�nicu opisanu oko 	MAN
u taqki R′. Tada je MR′ = NR′ (jer je R′ na simetrali du�i MN),
pa su i lukovi M̂R′ i N̂R′ iste du�ine, tj. �MAR′ = �R′AN odakle
je R′ i na simetrali ugla �MAN . Kako A �∈ OR′ (A ∈ OR′, sledi da
je A na simetrali du�i MN , pa je AM = AN , tj. sledi AC · cos α =
AB ·cos α ⇒ AC = AB, xto je protivno uslovu zadatka), te je R′ presek
simetrala uglova �BAC i �MON , dakle R′ = R, pa je qetvorougao
MRNA tetivan.
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Kru�nice opisane oko 	BMR i 	CNR se seku u R. Neka je
druga preseqna taqka ove dve kru�nice X. Iz tetivnih qetvorouglova
BXRM , MRNA i XCNR se dobija

�BXR = 180◦ − �RMB = 180◦ − (180◦ − �AMR) = �AMR,

�CXR = 180◦ − �RNC = 180◦ − (180◦ − �ANR) = �ANR,

pa je
�BXR + �CXR = �AMR + �ANR = 180◦,

odakle sledi da su taqke B, X i C kolinearne. Taqka R je unutar ugla
�BAC (jer je na simetrali ugla �BAC), pa je i X unutar �BAC. Time
je pokazano da X pripada du�i BC, xto je i trebalo dokazati.

A

B CO

N

M

T

R′

Slika 27.

A

B CX

R

N

M

Slika 28.

Napomena Tvr�eǌe zadatka ostaje na snazi i za proizvoǉnu kru�nicu
k, koja prolazi kroz taqke B i C, gde je O ǌen centar.

IMO ’04.2

Zamenom a = b = c = 0 u datu jednaqinu (u toj situaciji va�i ab + bc +
ca = 0) dobija se 3P (0) = 2P (0), odnosno P (0) = 0. Zamenom b = c = 0
u datu jednaqinu (u toj situaciji va�i ab + bc + ca = 0) dobija se
P (−a) = P (a), pa je P (x) parna funkcija. Sledi da je P (x) = a2x

2 +
a4x

4+. . .+a2nx2n, n ∈ N. Ako P1(x) i P2(x) zadovoǉavaju datu jednaqinu,
tada to va�i i za αP1(x)+βP2(x), pa je dovoǉno ispitati sve polinome
oblika x2k, k ∈ N.

Za svako x ∈ R za trojku (a, b, c) = (6x, 3x,−2x) je ispuǌen uslov
ab + bc + ca = 0, pa se dobija P (3x) + P (5x) + P (−8x) = 2P (7x) za svako
x. Za P (x) = x2k, k ∈ N, sledi

32k + 52k + (−8)2k − 2 · 72k = 0.

Kako je 82k > 2 · 72k za k � 3, sledi da x2k za k � 3 ne zadovoǉavaju
uslove zadatka.
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Kako je

(a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2 − 2(a + b + c)2 = −6(ab + bc + ca),

x2 je rexeǌe zadatka. Neka je x = a − b, y = b − c, z = c − a. Tada je
x + y + z = 0, a, po prethodnom, x2 + y2 + z2 = 2(a + b + c)2. Sledi

xy + yz + zx = −1
2
· (x2 + y2 + z2) = −(a + b + c)2,

(xy)2 + (yz)2 + (zx)2 = (xy + yz + zx)2 − 2xyz(x + y + z) = (a + b + c)4,

x4 + y4 + z4 = (x2 + y2 + z2)2 − 2
[
(xy)2 + (yz)2 + (zx)2

]
= 2(a + b + c)4,

pa je i x4 rexeǌe zadatka.
Dakle, rexeǌa date jednaqine su polinomi oblika a2x

2 + a4x
4,

a2, a4 ∈ R.

Drugo rexeǌe. Va�e svi zakǉuqci prvog pasusa prethodnog rexeǌa.

Za k � 2, zamenom c = − ab

a + b
, a + b �= 0 dobija se

(a − b)2k +
(

b +
ab

a + b

)2k

+
(

ab

a + b
+ a

)2k

= 2
(

a + b − ab

a + b

)2k

.

Mno�eǌem sa
(

a + b

b2

)2k

i smenom z =
a

b
dobija se

(z2 − 1)2k + (2z + 1)2k + (z2 + 2z)2k = 2(z2 + z + 1)2k.

Kako je k � 2, koeficijenti uz z4k−2 daju

−
(

2k

1

)
+ 0 + 4 ·

(
2k

2

)
= 2 ·

((
2k

1

)
+
(

2k

2

))
,

odakle je 3
(

2k

1

)
= 2
(

2k

2

)
, tj. k = 2. Sledi da je za k � 2 jedino mogu�e

rexeǌe P (x) = x4. Ostaje jox da se proveri da x2 i x4 jesu rexeǌa.

IMO ’04.3

Neka se pravougaonik m × n mo�e prekriti kukama. Za svaku kuku
A postoji jedinstvena kuka B koja pokriva ǌegovo ,,unutraxǌe“ poǉe
(videti sliku 29). Do na simetriju, postoje tri mogu�nosti polo�aja
kuke B:

(1) unija kuka A i B je pravougaonik 4 × 3 (videti sliku 30);

(2) unija kuka A i B formiraja uniju dva 2 × 3 pravougaonika koji
su ,,nalepǉeni“ jedan na drugi (videti sliku 31);
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(3) kuka A ne prekriva ,,unutraxǌe“ poǉe kuke B. Me�utim, ovo je
nemogu�e (ostaje nepokriveno usamǉen poǉe kome su svi susedi
pokriveni, videti sliku 32 na kojoj je ovo poǉe osenqeno).

U oba mogu�a sluqaja, originalna kuka A je sused svoga suseda
B. Stoga se sve kuke mogu podeliti u parove uzajamnih suseda, pa je
ukupan broj kuka paran. Kako se svaka kuka sastoji od 6 kvadrata,
sledi da 12 | mn.

A

A B A B A B

Slika 29. Slika 30. Slika 31. Slika 32.

Neka je jedan od m,n deǉiv sa 4 (bez umaǌeǌa opxtosti, zbog
simetrije, neka 4 | m). Ako 3 | n, tada se pravougaonik m × n mo�e
prekriti pravougaonicima dimenzija 3 × 4, a samim tim i kukama.
Inaqe, va�i 12 | m. Ako je n �∈ {1, 2, 5}, tada postoje k, l ∈ N0, tako da
je n = 3k + 4l. Kako se po prethodnom pravougaonici m × 3k i m × 4l
mogu prekriti kukama (naravno, ako je k = 0 ili l = 0 nema xta da
se prekriva), to je mogu�e uraditi i sa pravougaonikom m × n. Ako
12 | m i n ∈ {1, 2, 5}, lako se vidi da prekrivaǌe kukama nije mogu�e.

Ako nijedan od m i n nije deǉiv sa 4, sledi da su i m i n parni (mn
je deǉivo sa 4). Neka je pravougaonik podeǉen na jediniqne kvadrate,
sa vrstama i kolonoma koje su oznaqene sa 1, . . . , m i 1, . . . , n (od vrha
ka dnu i sa leva na desno). Neka je obele�en svaki jediniqni kvadrat
za koji je taqno jedan od i i j deǉiv sa 4 (videti sliku 33).

• • •
• • •
• • •

• • • • • • • • • • •
• • •
• • •
• • •

• • • • • • • • • • •
• • •
• • •

Slika 33.

Svaki od dva mogu�a oblika koji formiraju dve susedne kuke
prekriva 12 jediniqnih kvadrata. Lako se vidi da te dve susedne
kuke u bilo kom polo�aju pokrivaju ili 3 ili 5 obele�enih kvadrata,
odnosno neparan broj obele�enih kvadrata.

Me�utim, ako je m = 4u + 2 i n = 4v + 2, u, v ∈ N0, tada je ukupan
broj obele�enih kvadrata u(3v + 2) + v(3u + 2) = 2(3uv + u + v), xto je
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paran broj. Dakle ukupan broj oblika formiranih od 2 susedne kuke
je paran, pa je ukupan broj jediniqnih kvadrata u pravougaoniku (mn)
deǉiv sa 24, xto je nemogu�e, jer nijedan od brojeva m i n nije deǉiv
sa 4.

Dakle, kukama se mo�e prekriti pravougaonik ako i samo ako je
dimenzija 4k × 3l ili 12k × m, gde je k, l � 1 i m � 6.

Drugo rexeǌe. Kao u prvom rexeǌu zadatak se svodi na sluqaj 4 � m i
4 � n.

Slika 34. Slika 35. Slika 36. Slika 37.

Kako je pokazano u prvom rexeǌu, kuke se mogu podeliti u parove,
tj. treba ispitati da li se pravougaonik m × n po�e prekriti figu-
rama sa slika 34, 35, 36 i 37 (i onima dobijenim iz ǌih simetrijama
i rotacijama). Kako 8 � mn, broj figura koji uqestvuje u toj podeli je
neparan. Neka je, na primer, broj figura u toj podeli koji je oblika
ili figure sa slike 34 ili figure sa slike 35 neparan (neka su to
figure prvog tipa). Neka su crno oznaqena sva poǉa u kolonama qiji
je indeks deǉiv sa 4. Lako se vidi da svaka figura prvog tipa pokriva
taqko tri poǉa koja su oznaqena crno, tj. ukupno neparan broj takvih
poǉa. Sledi da je ukupan broj poǉa koja su oznaqena crno koja su
prekrivena figurama koje nisu prvog tipa neparan, xto je nemogu�e,
jer takve figure pokrivaju ili dva ili qetiri crna poǉa. Analogno
se radi drugi sluqaj (ukoliko je broj figura koje nisu prvog tipa
neparan), zamenom uloge vrsta i kolona.

IMO ’04.4

Zbog simetrije, dovoǉno je pokazati t1 < t2 + t3. Sre�ivaǌem izraza
datog u zadatku sledi(

n∑
i=1

ti

)
·
(

n∑
i=1

1
ti

)
= n +

∑
1�i<j�n

(
ti
tj

+
tj
ti

)
=

n + t1 ·
(

1
t2

+
1
t3

)
+

1
t1

· (t2 + t3) +
∑

1 � i < j � n

(i, j) �= (1, 2), (1, 3)

(
ti
tj

+
tj
ti

)
.

Iz nejednakosti aritmetiqke i geometrijske sredine je

1
t2

+
1
t3

� 2√
t2t3

, t2 + t3 � 2
√

t2t3, i
ti
tj

+
tj
ti

� 2 za sve i, j.
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Neka je a =
t1√
t2t3

> 0. Iz uslova zadatka sledi

n2 + 1 >

(
n∑

i=1

ti

)
·
(

n∑
i=1

1
ti

)
� n + 2 · t1√

t2t3
+ 2 ·

√
t2t3
t1

+ 2 ·
[(

n

2

)
− 2
]

=

2a + 2
a + n2 − 4, pa je 2a + 2

a − 5 < 0,odnosno sa (2a − 1)(a − 2) < 0, tj.
1
2 < a = t1√

t2t3
< 2. Sledi t1 < 2 · √ t2t3, pa se iz nejednakosti izme�u

aritmetiqke i geometrijske sredine dobija t1 < 2 · √ t2t3 � t2 + t3, xto
je i trebalo pokazati.

Drugo rexeǌe. Zbog simetrije, dovoǉno je pokazati t1 < t2 + t3. Ako je
t1 < t2 ili t1 < t3, to je trivijalno, pa se mo�e pretpostaviti da je
t1 � max{t2, t3}. Sre�ivaǌem izraza datog u zadatku sledi(

n∑
i=1

ti

)
·
(

n∑
i=1

1
t i

)
= n2 +

∑
i<j

(
ti
tj

+
tj
ti

− 2
)

. (1)

Svi sabirci sa desne strane (1) su nenegativni, pa je ona ne maǌa

od n2 + T , gde je T =
(

t1
t2

+ t2
t1

− 2
)

+
(

t1
t3

+ t3
t1

− 2
)
. Poxto je T rastu�a

funkcija po t1 za t1 � max{t2, t3} i poxto za t2 + t3 = t1 va�i T =
t2
t3

+ t3
t2

− 1 � 1, sledi da za t2 + t3 � t1 va�i T � 1, pa je desna strana
u (1) ne maǌa od n2 + 1. Kako je posledǌe u kontradikciji sa datim
uslovom, sledi tvr�eǌe zadatka.

Napomena. Mo�e se pokazati (na primer, tra�eǌem ekstremnih vre-
dnosti pomo�u Lagran�ovih mno�ilaca), da se n2 +1 iz zadatka mo�e
zameniti sa (n +

√
10 − 3)2, tako da tvr�eǌe zadatka ostane na snazi.

Pritom je ova procena najboǉa mogu�a.

IMO ’04.5

Neka je qetvorougao ABCD tetivan i neka prave BP i DP seku opisanu
kru�nicu qetvorougla ABCD po drugi put u E i F , redom. Tada iz
datog uslova sledi da je ÂB = ĈF i ÂD = ĈE, pa je BF ‖ AC i
DE ‖ AC. Sledi da su BFED i BFCA jednakokraki trapezi, pa taqka
P = BE∩DF pripada zajedniqkoj simetrali du�i BF,ED,AC. Dakle,
va�i AP = CP .

Obratno, neka je AP = CP i neka P pripada trouglovima ACD i
BCD (mo�e se pretpostaviti bez gubǉeǌa opxtosti, videti komentar
na poqetku drugog rexeǌa). Neka BP i DP seku AC u K i L, redom.
Tada je �APK = �CPL. Poxto je AP = CP , taqke K i L su simetriqne
u odnosu na simetralu du�i AC (p). Neka je E taqka simetriqna sa
D u odnosu na p. Tada E pripada pravoj BP i va�i 	APD ∼= 	CPE.
Sledi �BDC = �ADP = �BEC, xto znaqi da je qetvorougao BCED
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tetivan. Kako je i qetvorougao ACED tetivan, takav je i qetvorougao
ABCD.

Drugo rexeǌe. Kako je P unutraxǌa taqka qetvorougla ABCD, sledi
da va�i �DBA < �DBC ako i samo ako je �BDA < �BDC. Stoga
se bez umaǌeǌa opxtosti mo�e pretpostaviti da se taqka P nalazi u
trouglovima 	ACD i 	BCD.

Neka je ABCD tetivan qetvorougao i neka su K i L preseci pravih
BP i DP sa pravom AC, redom. Tada iz uslova zadatka (�PBC =
�DBA i �PDC = �BDA) i �ACB = �ADB, �ABD = �ACD sledi
da su trouglovi 	DAB, 	DLC i 	CKB sliqni. Odatle se dobija
�PLK = �PKL, odnosno PK = PL.

Tako�e, i trouglovi 	ADL i 	BDC su sliqni odakle sledi

AL

BC
=

AD

BD
=

KC

BC
,

tj. AL = KC. Sledi da je 	ALP ∼= 	CKP (AL = CK, �ALP = �CKP ,
PL = PK), odakle je AP = CP .

A

B

C

D

K L

P

A

B

C

D

X

Y

P

Slika 38. Slika 39.

Obratno, neka je AP = CP . Neka su X i Y taqke preseka kru�-
nice opisane oko 	BCP sa pravama CD i DP , redom. Po uslovu
zadatka, trouglovi ADB i PDX su sliqni (�BDA = �PDC = �PDX
i �DBA = �PBC = �DXP ), pa su i 	ADP i 	BDX sliqni (�PDA =
�PDB + �BDA = �PDB + �PDC = �BDX i AD

BD = PD
DX ). Odatle je

BX

AP
=

BD

AD
=

XD

PD
. (1)

Kako su i trouglovi DPC i DXY sliqni, sledi

Y X

CP
=

XD

PD
. (2)
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Kako je AP = CP , iz (1) i (2) sledi BX = Y X, pa je

�DCB = �XY B = �XBY = �XPY = �PDX + �PXD

= �ADB + �ABD = 180◦ − �BAD.

Prethodna jednakost povlaqi da je qetvorougao ABCD tetivan.

IMO ’04.6

Ako 20 | n, tada svaki umno�ak n ima posledǌe dve cifre parne, pa ne
mo�e biti alterniraju�i.

(1) Neka je (n, 10) = 1. Za svako prirodno k postoji broj Ak(n) =

10 . . . 010 . . . 010 . . . 010 . . . 01 =
10mk − 1
10k − 1

, m ∈ N, koji je deǉiv sa n

(po Ojlerovoj teoremi, za m = ϕ
[
n(10k − 1)

]
; u decimalnom zapisu

broja Ak(n) izme�u svake dve uzastopne jedinice se nalazi taqno
k nula).

(2) Neka je n = 2 · 5r · n1, gde je r � 1 i (n1, 10) = 1.

Tada za svako k postoji alterniraju�i neparan broj Mk (sa k
cifara), koji je deǉiv sa 5k, dokaz indukcijom:

Mo�e se izabrati M1 = 5. Neka postoji alterniraju�i broj
Mr sa r cifara deǉiv sa 5r i neka je c ∈ {0, 1, 2, 3, 4} takvo da je
Mr

5r ≡ −c·2r (mod 5) (kako je (2r, 5) = 1, posledǌa kongruencija uvek
ima rexeǌa). Tada su brojevi Mr +c ·10r i Mr +(5+c) ·10r sa r+1
cifara i jednaki 5r · (Mr

5r + 2r · c) i 5r · (Mr

5r + 2r · c + 5 · 2r
)
, redom,

pa su deǉivi sa 5r+1. Taqno jedan od ǌih je alterniraju�i. Za
broj Mr+1 se bira taj broj.

Sledi da je u ovom sluqaju broj 10 · A2r(n1) · M2r alterniraju�i
i deǉiv sa n.

(3) Neka je n = 2r · n1, gde je r � 1 i (n1, 10) = 1.

Tada za svako r postoji alterniraju�i neparan broj Nk (sa 2r
cifara), koji je deǉiv sa 22r+1, dokaz indukcijom:

Mo�e se izabrati N1 = 16. Neka postoji alterniraju�i broj
Nr sa 2r cifara deǉiv sa 22r+1. Tada je jedan od Nr + m · 102r,
gde je m ∈ {10, 12, 14, 16}, deǉiv sa 22r+3, pa se mo�e izabrati za
Nr+1 (ako je Nr = 22r+1d, sledi Nr + m · 102r = 22r+1

(
d + 5r · m

2

)
i d + 5r · m

2 ≡ 0 (mod 4), a posledǌa kongruencija ima rexeǌe
m
2 ∈ {5, 6, 7, 8} za svako d i r, jer je (5r, 4) = 1).

Sledi da je u ovom sluqaju broj A2r(n1) · Nr alterniraju�i i
deǉiv sa n.

Dakle, broj je alterniraju�i ako i samo ako nije deǉiv sa 20.
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Neka su a1, a2, b1, b2, c1, c2, x definisane kao na slici 40, a d stranica
datog trougla. Tada je, na osnovu kosinusne teoreme

a2
2 + b2

1 − a2b1 = x2 (1), b2
2 + c2

1 − b2c1 = x2, c2
2 + a2

1 − c2a1 = x2

i a1 + a2 = b1 + b2 = c1 + c2 = d − x. Eliminisaǌem a2 iz (1), dobija se
d2 − 2dx + (a2

1 + a1b1 + b2
1) = (d− x)(2a1 + b1). Analogno je d2 − 2dx + (b2

1 +
b1c1 + c2

1) = (d − x)(2b1 + c1), odakle je (nakon oduzimaǌa i sre�ivaǌa)

(a1 − c1)(a1 + b1 + c1 − d + x) = (a1 − b1)(d − x) (2).

Cikliqno se dobija i

(b1 − a1)(a1 + b1 + c1 − d + x) = (b1 − c1)(d − x) (3) i

(c1 − b1)(a1 + b1 + c1 − d + x) = (c1 − a1)(d − x).

Ako su neka dva od a1, b1, c1 jednaki
(bez umaǌeǌa opxtosti, zbog ci-
kliqnosti, neka je a1 = b1), kako je
d−x > 0, iz (3) sledi b1 = c1(= a1).
Ako su svi razliqiti, opet bez
umaǌeǌa opxtosti, neka je a1 >
b1 > c1. Me�utim, po (2), tada bi
moralo biti a1 + b1 + c1 −d+x > 0,
a po (3) a1 + b1 + c1 − d +x < 0, xto
je nemogu�e.
Sledi a1 = b1 = c1. To znaqi
da za dato a1 < d

2 postoji na-
jvixe jedan xestougao sa osobi-
nama definisanim u zadatku.

c1A x c2 B

C

x

x xb2 a1

xx

b1 a2

Slika 40.

Sa druge strane, za dato a1 < d
2 postoji takav xestougao (taqka

A1 se dobija kao taqka za koju je B − A1 − C i BA1 = a1; taqka B1

se dobija kao taqka za koju je C − B1 − A i CB1 = a1; taqka C1 se
dobija kao taqka za koju je A − C1 − B i AC2 = a1; taqke A2, B2, C2

redom, se dobijaju kao preseci simetrala du�i A1B1, B1C1, C1A1 sa
BC,CA,AB redom; ovako konstruisan xestougao zadovoǉava uslove
zadatka, xto sledi neposredno iz 	A1CB1

∼= 	B1AC1
∼= 	AC1BA1

(dva para jednakih stranica i ugao izme�u ǌih)).
Me�utim, za ovakav xestougao je tvr�eǌe zadatka trivijalno (date

tri du�i se seku u centru datog trougla).

Drugo rexeǌe. Neka je P taqka unutar 	ABC, takva da je 	A1A2P
jednakostraniqan. Kako je A1P ‖ C1C2 i A1P = C1C2, qetvorougao
A1PC1C2 je romb. Analogno se pokazuje da je i qetvorougao A2PB2B1
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romb, pa je 	C1B2P jednakostraniqan. Neka je α = �B2B1A2, β =
�B1A2A1, i γ = �C1C2A1. Tada su α i β spoǉaxǌi uglovi 	CB1A2, sa
�A2CB1 = 60◦, pa je α + β = 240◦. Kako je �B2PA2 = α i �C1PA1 = γ,
sledi α + γ = 360◦ − (�C1PB2 + �A1PA2) = 240◦, odakle je β = γ.
Analogno se dokazuje da je i �C1B2B1 = β, pa 	A1A2B1

∼= 	B1B2C1
∼=

	C1C2A1, tj. 	A1B1C1 je jednakostraniqni. Sledi da su prave B1C2,
A1B2 i C1A2 simetrale stranica ovog trougla, pa se seku u jednoj
taqki.

B C

A

C2

A1 A2

B1

B2

C1

P

β

α

γ

Slika 41.

C B

A

C2

A1A2

B1

B2

C1

K

ϕ
α

ψ
β β

α

Slika 42.

Tre�e rexeǌe. Neka je α = �AC2B2, β = �AB1C1 i K taqka preseka
pravih B1C1 i B2C2. Kako su trouglovi B1B2C1 i B2C1C2 jednakokra-
ki, sledi �B1C1B2 = �β i �C2B2C1 = α.

Neka je �B1C2B2 = ϕ i �C1B1V2 = ψ. Iz 	AB1C2 sledi α+β+ϕ+ψ =
120◦, a iz 	KB1C2 i 	KC1B2 sledi α + β = ϕ + ψ. Dakle, va�i
α + β = 60◦, pa je qetvorougao AB2KC1 tativan. Sledi �KAC1 = α i
�B2AK = β, pa je KC2 = KA = KB1, tj. ϕ = ψ = 30◦.

Analogno se dokazuje da je �B2A1B1 = �C2B1A1 = 30◦, pa je prava
B1C2 simetrala �C1B1A1 (trougla A1B1C1). Sliqno se dokazuje i
da su prave A1B2 i C1A2 simetrale �B1A1C1 i �A1C1B1, pa sledi
tvr�eǌe zadatka.

Qetvrto rexeǌe. Neka su

u =
−−−→
B2C1, u′ =

−−−→
C1C2, v =

−−−→
C2A1, v′ =

−−−→
A1A2, w =

−−−→
A2B1, u =

−−−→
B1B2.

Kako je u′ + v′ + w′ = 0, sledi u + v + w = 0, pa poxto je |u| = |v| = |w|,
sledi da su uglovi me�u vektorima u, v, w jednaki 120◦.

Dakle, prave B2C1, C2A1 i A2B1 qine jednakostraniqan trougao.
Sledi da je 	AC1B2 ∼ 	BA1C2 ∼ 	CB1A2, pa kako je B2C1 =

C2A1 = A2B1 i 	AC1B2
∼= 	BA1C2

∼= 	CB1A2.
Sledi zakǉuqak kao u prvom rexeǌu (po prethodnom, dati xesto-

ugao se mo�e videti i kao presek trougla ABC i trougla dobijenog
od trougla ABC rotacijom oko ǌegovog centra za proizvoǉan ugao ϕ,
0 < ϕ < 120◦).
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U datom nizu ne mogu se javiti jednaka qlana (ako bi bilo ai = aj , i �= j,
tada za n > i, j qlanovi ai i aj daju isti ostatak pri deǉeǌu sa n).
Neka je ai najve�i, a aj najmaǌi broj me�u a1, . . . , an za neko n ∈ N.
Kako su ovi brojevi razliqiti, mora biti ai −aj � n−1. Ako bi bilo
ai − aj = m > n − 1, tada je n � m, pa se ai i aj nalaze me�u a1, . . . , am,
tj. me�u ovim brojevima se nalaze dva koji daju isti ostatak pri
deǉeǌu sa m, xto je nemogu�e. Sledi ai − aj = n − 1, a kako je n u
gorǌem izboru bilo proizvoǉno, sledi da je {a1, . . . , an} skup oblika
{k, k + 1, . . . , k + n − 1} za neko k ∈ Z, tj. skup sastavǉen od uzastopnih
celih brojeva (za svako n ∈ N).

Neka je k ∈ Z. Kako se u datom nizu javǉa beskonaqno mnogo pozi-
tivnih i beskonaqno mnogo negativnih brojeva, i kako se ne javǉaju
dva ista broja, postoje i i j, takvi da je ai < k < aj. Me�utim, kako je
{a1, . . . , amax{i,j}} sastavǉen od uzastopnih celih brojeva, me�u ǌima
se nalazi i k, odakle sledi tvr�eǌe zadatka.

IMO ’05.3

Kako je
x5 − x2

x5 + y2 + z2
=

(x5 + y2 + z2) − (x2 + y2 + z2)
x5 + y2 + z2

= 1 − x2 + y2 + z2

x5 + y2 + z2
i

sliqno za drugi i tre�i qlan koji se javǉa u datoj nejednakosti, ona
je ekvivalentna sa

x2 + y2 + z2

x5 + y2 + z2
+

x2 + y2 + z2

x2 + y5 + z2
+

x2 + y2 + z2

x2 + y2 + z5
� 3.

Iz nejednakosti Koxi–Xvarc–Buǌakovskog i uslova xyz � 1 sledi

(x5 + y2 + z2)(yz + y2 + z2) �
(

x
5
2 · (yz)

1
2 + y · y + z · z

)2

�
(
x2 + y2 + z2

)2
,

odakle je
x2 + y2 + z2

x5 + y2 + z2
� yz + y2 + z2

x2 + y2 + z2
.

Sliqnom procenom za druga dva qlana, sledi

x2 + y2 + z2

x5 + y2 + z2
+

x2 + y2 + z2

x2 + y5 + z2
+

x2 + y2 + z2

x2 + y2 + z5
� 2 +

yz + zx + xy

x2 + y2 + z2
� 3 ,

jer je yz + zx + xy � x2 + y2 + z2. Da bi va�ila jednakost, mora va�iti
i jednakost u posledǌoj nejednakosti, tj. mora biti x = y = z = 1.
Sa druge strane, za x = y = z = 1 je ispuǌena jednakost u poqetnoj
nejednakosti, tj. jednakost va�i ako i samo ako je x = y = z = 1.
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Drugo rexeǌe. Va�e slede�e nejednakosti:

x5

x5 + y2 + z2
+

y5

y5 + z2 + x2
+

z5

z5 + x2 + y2
� 1 (1)

i
x2

x5 + y2 + z2
+

y2

y5 + z2 + x2
+

z2

z5 + x2 + y2
� 1 , (2)

iz kojih neposredno sledi tra�ena nejednakost.

Zaista, iz yz(y2 + z2) = y3z + yz3 � y4 + z4 (⇔ 0 � (y − z)(y3 − z3)),
sledi x(y4 + z4) � xyz(y2 + z2) � y2 + z2, odnosno

x5

x5 + y2 + z2
� x5

x5 + xy4 + xz4
=

x4

x4 + y4 + z4
.

Analogno je i

y5

x2 + y5 + z2
� y4

x4 + y4 + z4
i

z5

x2 + y2 + z5
� z4

x4 + y4 + z4
.

Sabiraǌem prethodne tri nejednakosti, dobija se (1).

Iz xyz � 1 i Koxi–Xvarcove nejednakosti, sledi

(x5 + y2 + z2)(yz + y2 + z2) � (x2 + y2 + z2)2

(kao u prvom rexeǌu), odnosno

x2

x5 + y2 + z2
� x2(yz + y2 + z2)

(x2 + y2 + z2)2
.

Analogno je i

y2

x2 + y5 + z2
� y2(zx + z2 + x2)

(x2 + y2 + z2)2
i

z2

x2 + y2 + z5
� z2(xy + x2 + y2)

(x2 + y2 + z2)2
.

Sabiraǌem prethodne tri nejednakosti, sledi

x2

x5 + y2 + z2
+

y2

y5 + z2 + x2
+

z2

z5 + x2 + y2
�

2(x2y2 + y2z2 + z2x2) + x2yz + xy2z + xyz2

(x2 + y2 + z2)2
=

(x2 + y2 + z2)2 − (x4 + y4 + z4) + (x2yz + xy2z + xyz2)
(x2 + y2 + z2)2

,

pa (2) sledi neposredno iz x2yz + xy2z + xyz2 � x4 + y4 + z4, xto je
Mjurhedova nejednakost za (2, 1, 1) i (4, 0, 0). Jednakost va�i ako i
samo ako je x = y = z = 1.

Napomena. Tra�ena nejednakost se mo�e dobiti neposredno iz Mjurhe-
dove i Xurove nejednakosti (istina, posle priliqno posla oko sre-
�ivaǌa izraza).
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Svaki prost broj deli neki qlan niza. Zaista, ako je p ∈ {2, 3}, tada
p | 48 = a2. Ako je p > 3, tada je (2, p) = (3, p) = (6, p) = 1 i 2p−1 ≡ 3p−1 ≡
6p−1 (mod p) (mala Fermaova teorema), pa je

ap−2 ≡ 1
2

+
1
3

+
1
6
− 1 ≡ 0 (mod p).

Dakle, prirodan broj qiji je delilac p > 3 nije uzajamno prost sa
ap−2, pa je jedini broj koji zadovoǉava uslove zadatka 1.

IMO ’05.5

Neka je O taqka preseka simetrala du�i AC i BD. Tada je OA =
OC,OB = OD, a kako je i BC = DA, sledi 	ODA ∼= 	OBC. Sledi
da rotacija oko taqke O za �BOD slika taqke B i C u D i A, redom.
Kako je BE = DF , ova rotacija slika taqku E u F , pa je OE = OF
i �EOF = �BOD = �COA (ugao rotacije). Sledi da su trouglovi
EOF,BOD i COA sliqni.

A B

X D
C

P

R

Q

O

E

F

Slika 43.

Ako linije AB,CD i EF nisu sve paralelne i (bez gubǉeǌa opxto-
sti, neka je EF ∦ CD i X = EF∩CD) iz Menelajeve teoreme primeǌene
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na trouglove ACD i BCD sledi

AR

RC
=

AF

FD
· DX

XC
=

CE

EB
· DX

XC
=

DQ

QB

(sluqaj AB ‖ EF ‖ CD je trivijalan, jer je tada qetvorougao ABCD

jednakokraki trapez, a E i F su sredixta krakova, pa je
AR

RC
=

DQ

QB
oqigledno).

Iz posledǌe veze i sliqnosti trouglova BOD i COA sledi da je
	BOQ ∼ 	COR, pa je �BQO = �CRO, xto znaqi da taqke P,Q,R i O
pripadaju istoj kru�nici.

Napomena. Tra�ena taqka je druga zajedniqka taqka (razliqita od P )
kru�nica opisanih oko 	BCP i 	DAP .

IMO ’05.6

Neka je ni broj uqesnika koji su rexili taqno i zadataka (0 � i � 6;
po uslovima zadatka je a6 = 0), a broj uqesnika koji su rexili i-ti i
j-ti zadatak nij , 1 � i, j � 6, i �= j. Ukupan broj parova zadataka koji

su rexeni je S =
6∑

i=0

(
i

2

)
ni = n2 + 3n3 + 6n4 + 10n5 . Sa druge strane,

po tvr�eǌu zadaka va�i S =
∑
i<j

pij �
(

6
2

)
· 2n + 1

5
= 6n + 3, pa sledi

n2 + 3n3 + 6n4 + 10n5 � 6n + 3 = 6(n0 + n1 + n2 + n3 + n4 + n5) + 3, tj.
nakon sre�ivaǌa 4n5 − 3 � 6n0 + 6n1 + 5n2 + 3n3. Jasno je da mora biti
n5 > 0. Ako bi bilo n5 < 2, tada je n5 = 1, pa iz zadǌe veze sledi
n0 = n1 = n2 = n3 = 0, n4 = n − 1, tj. S = 6(n − 1) + 10 = 6n + 4.

Ako 5 � 2n + 1, tada je 6n + 4 = S �
(
6
2

) · 2n + 2
5

= 6n + 6, xto je
nemogu�e.

Sledi
2n + 1

5
= z ∈ N. Iz S = 6n + 4, kako 15 � 6n + 4, sledi da ne

mogu biti svi pij jednaki z. Me�utim, kako je 15z = 6n + 3 = S − 1,
samo jedan mo�e biti z + 1. Bez umaǌeǌa opxtosti, neka je uqesnik
koji je uradio 5 zadataka uradio zadatke 1,2,3,4 i 5 i neka je p1i = z za
2 � i � 6. Ako je x broj uqenika koji su rexili xesti zadatak, a y broj
uqenika koji su rexili qetiri zadatka i me�u ǌima prvi, sledi da je
p16 +p26 +p36 +p46 +p56 = 3x (svaki uqenik koji je rexio xesti zadatak
u prethodnom zbiru doprinosi sa 3), dok je p12 + p13 + p14 + p15 + p16 =
3y + 4 (svaki uqenik koji je rexio prvi zadatak u prethodnom zbiru
doprinosi sa 3, sem jednog, koji doprinosi sa 4).

Sledi 3x = p16+p26+p36+p46+p56 ∈ {5z, 5z+1}, tj. 3x ∈ {2n+1, 2n+2},
odakle je (n, 3) = 1. Kako par (i, j) za koji je pij = z + 1 ne uqestvuje u
p12+p13+p14+p15+p16 = 3y+4, sledi 5z = 3y+4, tj. 2n+1 = 3y+4, odakle
sledi 3 | n, xto je kontradikcija iz koje sledi tvr�eǌe zadatka.
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Napomena. U originalnoj postavci tvr�eǌe koje je gore dokazano bilo
je deo (b) zadatka. U delu (a) se zahtevalo da se doka�e da ako je

svaki problem rexilo vixe od
2
5

uqesnika, tada postoji tri zadatka

koja su rexena od strane vixe od
1
5

uqesnika i qetiri zadatka koja

su rexena od strane vixe od
1
15

uqesnika. Tako�e, zadatak se mo�e
ote�ati zahtevom da se konstruixe primer koji pokazuje da postoji
situacija iz zadatka, tako da je taqno dva uqenika rexilo taqno pet
zadataka.

IMO ’06.1

Kako je �PBC + �PCB =
1
2

· (�PBA + �PCA + �PBC + �PCB) =
�ABC + �BCA

2
, sledi da je �CPB = 90◦ − �CAB

2
, tj. taqka P se

nalazi na luku kru�nice sa tetivom BC.

S

A

A′

B

C

P

Slika 44.

Kako i taqka S pripada ovoj kru�nici, to je kru�nica opisana oko
	BCS.

Po poznatoj teoremi (,,veliki zadatak“), centar te kru�nice A′ je
taqka koja se nalazi na sredixtu luka BC (koji ne sadr�i A) kru�-
nice opisane oko 	ABC, tj. pripada simetrali �BAC, odnosno taqka
S pripada du�i AA′.

Iz 	APA′ sledi AP+PA′ � AA′ = AS+SA′ = AS+PA′, tj. AP � AS.
Jednakost va�i ako i samo ako je taqka P na du�i AA′, tj. ako i samo
ako je P ≡ S.
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Neka je ABC jednakokraki trougao sa dve dobre strane koji uqestvuje
u uoqenoj podeli i neka je AB = AC. Tada strana AC ne mo�e biti
dobra (izme�u A i C ima parno mnogo strana P ). Neka su sve strane P
koje su izme�u A i B (u delu ruba koji ne sadr�i C), kao i sve strane
P koje su izme�u A i C (u delu ruba koji ne sadr�i B) dodeǉene
	ABC. Tada u svakom od gorǌa dva skupa postoji strana P koja ne
pripada nekom drugom jednakokrakom trouglu sa dve dobre strane u
datoj podeli (zaista, jednakokrakom trouglu sa temenima na ivici
izme�u A i B pripada parno strana P , a na ovoj ivici ih ima neparno
mnogo).

Sledi da svaki jednakokraki trougao sa dve dobre strane u nekoj
podeli odre�uje bar dve strane koje, na gorǌi naqin, ne mogu biti
odre�ene nekim drugim takvim trouglom iz te podele, pa tra�eni broj

nije ve�i od
2006

2
= 1003. Sa druge strane, ako u se 2006-tougaoniku

A1A2 . . . A2006 povuku dijagonale AiAi+2 za i = 1, 3, 5, . . . , 2005, A1A2005, i
ostale do triangulacije na proizvoǉan naqin, dobija se podela koja
sadr�i 1003 tra�enih trouglova.

IMO ’06.3

Bez umaǌeǌa opxtosti mo�e se pretpostaviti da je a � b � c. Kako je
ab(a2 − b2) + bc(b2 − c2) + ca(c2 − a2) = (b− c)(a− b)(c− a)(a + b + c), u ovoj
situaciji data veza je ekvivalentna sa (c − a)(c − b)(b − a) |a + b + c| �

M(a2 + b2 + c2)2. Kako je (b − a)(c − b) �
(

(b − a) + (c − b)
2

)2

=
(c − a)2

4
,

(nejednakost izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine, jednakost

va�i ako i samo ako je 2b = a + c) i, sliqno,
(

(c − b) + (b − a)
2

)2

�

(c − b)2 + (b − a)2

2
, tj. 3(c − a)2 � 2 · [(b − a)2 + (c − b)2 + (c − a)2

]
(jed-

nakost ako i samo ako je 2b = a + c), sledi

(c − a)(c − b)(b − a) |a + b + c| � 1
4
· ∣∣(c − a)3(a + b + c)

∣∣ =
1
4
·
√

(c − a)6(a + b + c)2

� 1
4
·

√√√√[2 · [(b − a)2 + (c − b)2 + (c − a)2
]

3

]3
· (a + b + c)2

=
√

2
2

·
⎧⎨⎩ 4
√[

(b − a)2 + (c − b)2 + (c − a)2

3

]3
· (a + b + c)2

⎫⎬⎭
2

�



100 IMO ’06.5

(po nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine, jed-

nakost va�i ako i samo ako je
(b − a)2 + (c − b)2 + (c − a)2

3
= (a + b + c)2)

�
√

2
2

·

⎡⎢⎣3 · (b − a)2 + (c − b)2 + (c − a)2

3
+ (a + b + c)2

4

⎤⎥⎦
2

=

9
√

2
32

· (a2 + b2 + c2)2.

Iz uslova za jednakost sa b = 1 (lako se vidi da u sluqaju jednakosti

mora biti b �= 0) sledi a = 1− 3
2
·√ 2 i c = 1+

3
2
·√ 2, tj. M =

9
√

2
32

(gorǌa

procena se dosti�e). Jednakost sa ovom konstantom va�i ako i samo

ako je trojka (a, b, c) propocionalna trojci
(

1 − 3
2
· √ 2, 1, 1 +

3
2
· √ 2
)

(do na permutaciju).

IMO ’06.4

Ako je x < −1 sledi 1 < 1+2x+22x+1 < 1+2−1+2−1 = 2, tj. 1+2x+22x+1 �∈
Z, pa u ovom sluqaju jednaqina nema rexeǌa. Za x = −1 jednaqina
postaje y2 = 2, pa i u ovom sluqaju nema rexeǌa. Sliqno se proverava
da jednaqina nema rexeǌa za x ∈ {1, 2, 3}.

Za x = 0 jednaqina postaje y2 = 4, pa su (0, 2) i (0,−2) rexeǌa.
Jednaqina se mo�e zapisati u obliku 2x(1 + 2x+1) = (y − 1)(y + 1).

Za x > 0 sledi da je y neparno, pa su y − 1 i y + 1 uzastopni parni
brojevi, tj. jedan od ǌih je deǉiv sa 2, a nije sa 4, a drugi sa 2x−1, a
nije sa 2x.

Sledi da je y = 2x−1n ± 1, gde je n neparan prirodan broj (ako je
(x, y) rexeǌe, tada je rexeǌe i (x,−y), pa se mo�e pretpostaviti da
je y > 0). Uvrxtavaǌem u jednaqinu i sre�ivaǌem se dobija 1 + n �
1 ∓ n = 2x−2(n2 − 8), tj. 2n2 − n − 17 � 0, pa mora biti n ∈ {1, 3}.

Ako je n = 1, sledi 1 ∓ 1 = (−7) · 2x−2, xto je nemogu�e.
Ako je n = 3 sledi 1∓3 = 2x−2, xto je mogu�e u situaciji 1+3 = 24−2,

tj. x = 4 i y = 24−1 · 3 − 1 = 23.
Dakle, sva rexeǌa su (0, 2), (0,−2), (4, 23) i (4,−23).

IMO ’06.5

Ako su sva celobrojna rexeǌa jednaqine Q(x) = x istovremeno i rex-
eǌa jednaqine P (x) = x, tvr�eǌe je trivijalno (deg P = n). Inaqe,
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neka je x0 takvo da je Q(x0) = x0 i P (x0) �= x0 i xn+1 = P (xn) za n � 0.
Kako za cele a, b va�i a − b | P (a) − P (b), sledi da u nizu

x0 − x1, x1 − x2, . . . , xn − xn+1 = x0 − x1

svaki qlan deli slede�i, tj. oni su po apsolutnoj vrednosti jednaki.
Ako je xk = min{x1, . . . , xn}, sledi da je xk−1 − xk = −(xk − xk+1), tj.
xk−1 = xk+1 �= xk, tj. rexeǌa jednaqine Q(x) = x su i rexeǌa jednaqine
P (P (x)) = x.

Neka je a ∈ Z takav da je P (P (a)) = a i b = P (a) �= a. Tada je
P (b) = a. Neka je c ∈ Z takav da je P (P (c)) = c i d = P (c). Iz

c− a | P (c)− P (a), b− d | P (b)− P (d), c− b | P (c)− P (b), d− a | P (d)− P (a),

sledi da se c− a i d− b, odnosno c− b i d− a, me�usobno dele, tj. da je

c − b = ±(d − a), c − a = ±(d − b).

Ako obe prethodne veze va�e sa znakom +, dobija se a = b, xto je
kontradikcija. Inaqe, va�i a + b = c + d.

Neka je F (x) = a + b − x − P (x). Po gore dokazanom sledi da svako
rexeǌe jednaqine P (P (x)) = x zadovoǉava i F (x) = 0 (ovu jednaqinu
zadovoǉavaju i a i b). Kako je F polinom n-tog stepena, i u ovom
sluqaju sledi tvr�eǌe zadatka.

IMO ’06.6

Neka P (X) oznaqava povrxinu figure X.

Lema. Svaki konveksan (2n)-tougao (Π) ima stranu i teme, tako da

trougao odre�en ǌima ima povrxinu ne maǌu od
P (Π)

n
.

Dokaz. Neka je glavna dijagonala (2n)-tougla ona dijagonala ga koja deli
na dva n-tougla. Neka je b = AB stranica datog (2n)-tougla, C
presek glavnih dijagonala koje imaju sa krajeve A i B, redom, i
Δb trougao ABC. Svaka taqka Π se nalazi izme�u dve glavne di-
jagonale, tj. pripada Δb za neku stranu b, odnosno unija ovakvih
trouglova prekriva Π, pa postoje strane AB i A′B′, tako da su

AA′ i BB′ glavne dijagonale Π i P (ΔAB) + P (ΔA′B′) � P (Π)
n

.

Neka se AA′ i BB′ seku u D i neka je (bez umaǌeǌa opxtosti)
DB � DB′. Tada je

P (ABA′) = P (ABD) + P (DBA′) � P (ABD) + P (DA′B′) =

P (ΔAB) + P (ΔA′B′) � P (Π)
n

.
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Neka je Π proizvoǉan konveksan poligon sa stranama b1, . . . , bm i
Pbi

povrxina dodeǉena strani bi kao u tekstu zadatka. Neka ne va�i

tvr�eǌe zadatka. Tada je
m∑

i=1

Pbi

P (Π)
< 2, pa postoje q1, . . . , qm ∈ Q, tako

da je
m∑

i=1

qi = 2 i qi >
Pbi

P (Π)
za i = 1, . . . , m.

Neka je n najmaǌi zajedniqki sadr�alac imenilaca brojeva q1, . . . , qm

i ki = n·qi za i = 1, . . . , m (k1+. . .+qm = 2n). Ako se i-ta strana Π podeli
na ki jednakih delova, dati m-tougao se mo�e videti kao (2n)-tougao
(sa nekim uglovima od 180◦). Po gore dokazanoj lemi, postoji strana b

i teme B, tako da za trougao odre�en ǌima (T ) va�i P (T ) � P (Π)
n

. Ako

je b deo i-te strane i ako je T ′ trougao odre�en temenom B i stranom
bi, va�i

P (T ′) = ki · P (T ) � ki · P (Π)
n

= qi · P (Π) > Si,

xto je nemogu�e. Iz dobijene kotradikcije sledi tvr�eǌe zadatka.
Prouqavaǌem uslova jednakosti u gore dokazanoj lemi, dolazi se do
zakǉuqka da jednakost va�i ako i samo ako je Π centralno simetri-
qan.



REXEǋA ZADATAKA SA BALKANSKIH

MATEMATIQKIH OLIMPIJADA

BMO ’96.1

Neka je a = BC, b = CA, c = AB. Poxto je 3 ·−→OT =
−→
OA+

−−→
OB +

−−→
OC, sledi

9 · OT 2 =
(−→
OA +

−−→
OB +

−−→
OC
)2

= 3R2 + 2R2 · (cos 2α + cos 2β + cos 2γ), jer je
OA = OB = OC = R i �BOC = 2α,�COA = 2β,�AOB = 2γ. Sledi
OT 2 = 3R2 + 2R2

(
3 − 2 sin2 α − 2 sin2 β − 2 sin2 γ

)
= 9R2 − (2R sin α)2 −

(2R sinβ)2 − (2R sin γ)2 = 9R2 − (a2 + b2 + c2) (∗).
Kako za povrxinu trougla ABC va�i P (ABC) =

abc

4R
=

(a + b + c)r
2

,

sledi 2Rr =
abc

a + b + c
(∗∗).

Po (∗) i (∗∗) sledi da je tra�ena nejednakost ekvivalentna sa

a2 + b2 + c2

9
� abc

a + b + c
, odnosno

a2 + b2 + c2

3
· a + b + c

3
� abc,

a posledǌa sledi iz nejednakosti aritmetiqke i geometrijske sredine

(jer je
a2 + b2 + c2

3
� 3√

a2b2c2 i
a + b + c

3
� 3√

abc). Jednakost va�i ako
i samo ako je a = b = c, tj. ako je trougao ABC jednakostraniqan.

BMO ’96.2

Neka je p = k2 + l, gde je k najve�e mogu�e, tako da je k2 < p. Sledi da
je 1 � l � 2k (inaqe bi bilo p � k2 + (2k + 1) = (k + 1)2). Ne mo�e biti
ni l = 2k, jer bi bilo p = k2 + 2k = k(k + 2), tj. p ne bi bio prost broj
(po uslovima zadatka je k � 2).

Ako je l = 1, neka je x = p − (k − 1)2 i y = p − 12. Sledi x = 2k i
y = k2 = k

2 · x, tj. x > 1 i x | y (2 | k, jer je p neparan broj; u ovom
sluqaju va�i i k > 2, pa je k

2 > 1).
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Ako je 1 < l < 2k, neka je x = p − k2 i y = p − |k − x|2. Sledi x = l
i y = p − (k2 − 2kx + x2) = x · (2k + 1 − x), pa x | y (u ovom sluqaju je
2k + 1− x = 2k + 1− l > 1, tj. y �= x; ne mo�e biti ni k = x, jer bi bilo
p = k(k + 1), k � 2, xto je nemogu�e, jer je p prost).

BMO ’96.3

Neka je preseqna taqka du�i AP,BQ,CR,DM taqka O. Tada su
−→
OA

i
−−→
OP vektori koji imaju isti pravac, pa je

−→
OA × −−→

OP = 0. Kako je P

sredixte du�i CD, sledi
−−→
OP =

−−→
OC +

−−→
OD

2
, pa je 0 =

−→
OA ×

−−→
OC +

−−→
OD

2
,

tj.
−→
OA×−−→

OC =
−−→
OD×−→

OA. Analogno se dobija (jer O pripada i du�ima
BQ,CR,DM) da je

−−→
OB×−−→

OD =
−−→
OE×−−→

OB,
−−→
OC×−−→

OE =
−→
OA×−−→

OC,
−−→
OD×−→

OA =
−−→
OB×−−→

OD, pa sledi
−−→
OE×−−→

OB =
−−→
OC×−−→

OE, odakle je 0 =
−−→
OE×

−−→
OB +

−−→
OC

2
=

−−→
OE ×−−→

ON , tj. taqke E,O i N su kolinearne.

BMO ’96.4

U nizu 2n − 1, 2n+1 − 2, 2n+2 − 22, . . . , 22n − 2n, 22n − 1 svaki qlan poqev od
drugog je dva puta ve�i od prethodnog, sem posledǌeg, koji je jednak
zbiru prvog i pretposledǌeg. Na ovaj naqin, ukoliko se konstruixe
skup sa osobinom (b) iz postavke zadatka koji sadr�i broj 2n−1, doda-
vaǌem jox (n+1)-og elementa, mo�e se dobiti skup sa istom osobinom
koji sadr�i 22n − 1.

Neka je An =
{
2n+1 − 2, 2n+2 − 22, . . . , 22n − 2n, 22n − 1

}
. Tada skup

B = {1} ∪
8⋃

i=1

A2i−1 zadovoǉava osobinu (b) iz postavke zadatka i

sadr�i 22
8 − 1 = 2256 − 1 (skup B sadr�i 1 + (1 + 1) + (2 + 1) + (4 +

1)+ (8+1)+ (16+1)+ (32+1)+ (64+1)+ (128+1) = 264 elementa). Skup

C = B ∪ {2k · (2256 − 1
) | 1 � k � 243

}∪
∪{2499 − 2115, 2499 − 251, 2499 − 219, 2499 − 23, 2499 − 2, 2499 − 1

}
tako�e zadovoǉava osobinu (b) iz postavke zadatka i sadr�i 2499 − 1
(sadr�i sve qlanove skupa

{
2k · (2256 − 1

) | 1 � k � 243
}
, jer je 2256−1 ∈

B i va�i 2k+1 · (2256 − 1
)

= 2 · 2k · (2256 − 1
)
; ostatak se mo�e videti iz

slede�eg niza jednakosti:

2499 − 2115 =
(
2499 − 2243

)
+
(
2243 − 2115

)
, 2243 − 2115 ∈ A128

2499 − 251 =
(
2499 − 2115

)
+
(
2115 − 251

)
, 2115 − 251 ∈ A64

2499 − 219 =
(
2499 − 251

)
+
(
251 − 219

)
, 251 − 219 ∈ A32
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2499 − 23 =
(
2499 − 219

)
+
(
219 − 23

)
, 219 − 23 ∈ A16

2499 − 2 =
(
2499 − 23

)
+
(
23 − 2

)
, 23 − 2 ∈ A2

2499 − 1 =
(
2499 − 2

)
+
(
22 − 1

)
, 22 − 1 ∈ A1 ;

skup C sadr�i 264 + 243 + 6 = 513 elemenata).
Konaqno, skup A = C∪A499∪A998 zadovoǉava osobinu (b) iz postavke

zadatka, sadr�i elemente 1 i 21996 −1 (1996 = 2 ·998), a broj elemenata
skupa A je 513 + (499 + 1) + (998 + 1) = 2012.

BMO ’97.1

Neka je P (XY Z) povrxina trougla XY Z. Kako za 0 < α < π va�i

0 < sinα � 1 i kako je xy � x2 + y2

2
, sledi

P (AOB) =
1
2
· OA · OB · sin �AOB � 1

2
· OA · OB � 1

2
· OA2 + OB2

2
.

Jednakost va�i ako i samo ako je sin�AOB = 1 (tj. ako su prave OA i
OB me�usobno normalne) i OA = OB.

Sliqno se dobija da va�i:

P (BOC) � 1
2
· OB2 + OC2

2
,

P (COD) � 1
2
· OC2 + OD2

2
,

P (DOA) � 1
2
· OD2 + OA2

2
.

Sabiraǌem prethodnih nejednakosti i korix�eǌem uslova zadatka
dobija se:

P (ABCD) = P (AOB) + P (BOC) + P (COD) + P (DOA) �

OA2 + OB2 + OC2 + OD2

2
= P (ABCD),

tj. va�i jednakost, a to je taqno ako i samo ako va�i u svim pretho-
dnim nejednakostima, tj. ako i samo ako je OA⊥OB, OB⊥OC, OC⊥OD,
OD⊥OA i OA = OB = OC = OD, tj. ako i samo ako je qetvorougao
ABCD kvadrat sa centrom O.
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BMO ’97.2

Neka je S = {x1, x2, . . . , xn} i neka je matrica M = (mij)1�i�n,1�j�k

defisana sa

mij =
{

1, ako xi ∈ Aj

0, ako xi �∈ Aj
.

Prema uslovima zadatka matrica M na sme sadr�ati dve jednake
kolone (ako bi bilo i �= k i mij = mkj za sve j = 1, . . . , k, tada bi
elementi xi i xk pripadali istim podskupovima iz A, tj. ne bi posto-
jao podskup iz A koji sadr�i taqno jedan od xi i xk). Dakle, elemenata
skupa S ne sme biti vixe od broja razliqitih nizova du�ine k qiji
su elementi 0 ili 1, tj. n � 2k.

BMO ’97.3

Neka je P preseqna taqka prava KM i LN i neka su HB i HC ho-
motetije sa centrima u B i C, redom, koje preslikavaju kru�nice C1 i
C2 na kru�nicu Γ. Tada je HB(K) = A,HB(M) = C,HC(L) = A,HC(N) =
B, pa je KM ‖ AC i

LN ‖ AB. (∗)

B

D

C

A

K

L

M
N

P

Q

Γ

C1
C2

�ABC ∼ �PMN

Slika 45.

Sledi �ACB = �KMB = �PMN i �ABC = �LNC = �PNM , pa je

	PMN ∼ 	ABC, odakle je
PM

PN
=

AC

AB
.

Kako je AD tangenta krugova C1 i C2, sledi AK·AB = AD2 = AL·AC,

pa je
PM

PN
=

AK

AL
. Iz (∗) sledi da je qetvorougao ALPK paralelogram,

pa va�i AL = PK i AK = PL.
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Sledi
PM

PN
=

PL

PK
, tj. PM · PK = PN · PL (potencija na C1 iz

taqke P je jednaka potenciji na C2 iz taqke P ), pa taqka P pripada
radikalnoj osi krugova C1 i C2, tj. (ako se oni dodiruju spoǉa) ǌi-
hovoj zajedniqkoj unutraxǌoj tangenti, a to je prava AD.

Napomena. Da je KL zajedniqka tangenta C1 i C2 se mo�e i br�e
pokazati. Neka je I inverzija sa centrom u A i polupreqnikom AD.
Tada je I(C1) = C1, I(C2) = C2, I(B) = K, I(C) = L i I(Γ) = KL, pa je
KL zajedniqka tangenta krugova C1 i C2.

BMO ’97.4

Iz uslova zadatka, za x = 0 sledi f(f(y)) = (f(0))2 + y, pa za y =
− (f(0))2 (= a) sledi f(f(a)) = 0. Opet iz uslova zadatka, za x = f(a)
sledi

f(f(y)) = y za svako y ∈ R. (∗)
Koriste�i (∗), zamenom f(x) umesto x u uslov zadatka, sledi
f (xf(x) + f(y)) = (f(f(x)))2 + y = x2 + y, tj.

(f(x))2 = x2 za svako x ∈ R. (∗∗)
Neka je f(1) = δ (∈ {−1, 1}). Iz uslova zadatka, za x = 1, koriste�i
(∗∗) sledi f (δ + f(y)) = δ2 + y = 1 + y za svako y ∈ R. Kvadriraǌem i
koriste�i (∗∗), sledi (δ + f(y))2 = (f (δ + f(y)))2 = (1 + y)2, tj. f(y) =
y

δ
= δ · y.
Dakle, mogu�a rexeǌa su f(x) = x za svako x ∈ R i f(x) = −x za

svako x ∈ R. Ove dve funkcije zadovoǉavaju uslov zadatka, pa i jesu
rexeǌa.

BMO ’98.1

Ako je a− b > 1, tada je [a] �= [b]. Kako je
(k + 1)2

1998
− k2

1998
=

2k + 1
1998

> 1 za
k � 999, svi qlanovi poqev od 1000-og su razliqiti. Sa druge strane,

za k � 999 je
(k + 1)2

1998
− k2

1998
=

2k + 1
1998

< 1, pa se u nizu
([

k2

1998

])999

k=1

nalaze svi celi brojevi izme�u
[

12

1998

]
= 0 i

[
9992

1998

]
= 499. Dakle, u

datom nizu se nalazi 500 + (1997 − 999) = 1498 razliqitih qlanova.

BMO ’98.2

Va�i opxtije tvr�eǌe:
Neka je m ∈ N, n ∈ N, n � 2 i neka su 0 < a1 < a2 < . . . < a2m+1 realni
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brojevi. Tada je

n√ a1 − n√ a2 + . . . − n√ a2m + n√ a2m+1 < n√ a1 − a2 + . . . − a2m + a2m+1 .

Specijalno za m = n dobija se tvr�eǌe zadatka.
Ovo opxtije tvr�eǌe mo�e se dokazati indukcijom po m. Smenom

ai = xn
i za 1 � i � 2m + 1 i stepenovaǌem sa n (obe strane nejednakosti

su pozitivne), dobija se ekvivalentna nejednakost

(x1 − x2 + . . . − x2m + x2m+1)n < xn
1 − xn

2 + . . . − xn
2m + xn

2m+1,

gde je 0 < x1 < x2 < . . . < x2m+1.
Za m = 1 treba dokazati da za n � 2 i 0 < x < y < z va�i

(x − y + z)n < xn − yn + zn . (∗)

Me�utim, kako za 0 < x < y < z va�i z � x − y + z, (∗) je taqno zbog

zn − yn = (z − y)
n−1∑
k=0

zkyn−1−k � (z − y)
n−1∑
k=0

(x − y + z)kxn−1−k =

[(x − y + z) − x]
n−1∑
k=0

(x − y + z)kxn−1−k = (x − y + z)n − xn.

Neka je tvr�eǌe taqno za m − 1 i neka je 0 < x1 < x2 < . . . < x2m+1.
Tada je

(x1 − x2 + . . . − x2m + x2m+1)n =

[x1 − x2 + . . . − x2m−2 + (x2m−1 − x2m + x2m+1)]
n

<

(po tvr�eǌu za m−1 za 2m−1-torku x1, x2, . . . , x2m−2, x2m−1−x2m+x2m+1,
jer je pri datim uslovima x2m−2 < x2m−1 − x2m + x2m+1)

xn
1 − xn

2 + . . . − xn
2m−2 + (x2m−1 − x2m + x2m+1)

n
<

(po (∗), jer je 0 < x2m−1 < x2m < x2m+1)

xn
1 − xn

2 + . . . − xn
2m−2 + xn

2m−1 − xn
2m + xn

2m+1 .

Ovim je tvr�eǌe dokazano indukcijom.

BMO ’98.3

Neka je S = 	ABC \ {T} i neka su taqke P,Q,R na stranama
AB,BC,AB, redom, tako da je PQ ‖ AC i TR ‖ BC. Neka je S1 trougao
PRT bez taqke T , S2 qetvorougao BQTR bez du�i TR i S3 qetvorougao
CAPQ bez du�i PQ. Tada je S disjunktna unija S1, S2 i S3.
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Skup S1 se jednostavno pre-
dstavǉa kao unija du�i kojima je
jedan kraj na TP , a drugi na TR;
skup S2 se jednostavno predstavǉa
kao unija du�i kojima je jedan
kraj na TQ, a drugi na BR (bez
du�i TR); skup S3 se jednostavno
predstavǉa kao unija du�i kojima
je jedan kraj na CQ, a drugi na AP
(bez du�i PQ) (videti sliku 46).

A P R B

C

T

Q

Slika 46.

BMO ’98.4

Kako je x5 ≡ ±1 (mod 11) ili x5 ≡ 0 (mod 11) za x ∈ Z, sledi da ostatak
koji daje x5 − 4 pri deǉeǌu sa 11 mo�e biti 6, 7 ili 8. Sa druge
strane, ostatak koji daje kvadrat celog broja pri deǉeǌu sa 11 mo�e
biti 0, 1, 3, 4 ili 9, pa kako je {6, 7, 8}∩{0, 1, 3, 4, 9} = ∅, sledi da data
jednaqina nema celobrojnih rexeǌa.

BMO ’99.1

Neka je A1 sredixte du�i BC.
U trouglu ADE, AA1 i DK su
te�ixne du�i, tj. seku se u taqki
T , tako da je AT : TA1 = 2 : 1.
Me�utim, AA1 je te�ixna du� i
trougla ABC, pa je T te�ixte
	ABC. Dakle, homotetija sa
centrom u T i koeficijentom
−2 (HT,−2) slika sredixta stra-
nica trougla ABC u odgovaraju�a
temena (samim tim kru�nicu koja
sadr�i sredixta stranica 	ABC
(Ojlerova kru�nica) u opisanu
kru�nicu 	ABC).

C

A B

D

F

C1

B1 A1

K

E

Slika 47.

Kako je HT,−2(K) = D i D pripada opisanoj kru�nici 	ABC, sledi
tvr�eǌe (a). Kako je HT,−2(K) = D i HT,−2(A1) = A, sledi KA1 ‖ AD.
Kako je DF preqnik kru�nice opisane 	ABC, sledi �DAF = 90◦, tj.
DA⊥AF , odakle sledi tvr�eǌe (b).



110 BMO ’99.3

BMO ’99.2

Neka je a3 ≡ b3 (mod p) za neke a, b ∈ {1, 2, . . . , p − 1} i neka je p =
3k + 2, k ∈ N (po uslovu zadatka). Kako je (a, p) = (b, p) = 1, po maloj
Fearmovoj teoremi je ap−1 ≡ bp−1 ≡ 1 (mod p), pa va�i

a ≡ ap ≡ a2p−1 = a6k+3 = (a3)2k+1 ≡ (b3)2k+1 = b6k+3 = b2p−1 ≡ b (mod p) ,

tj. a = b. Dakle, brojevi 13, 23, . . . , (p − 1)3 daju razliqite ostatke pri
deǉeǌu sa p, tj. za svako y ∈ {1, 2, . . . , p − 1} va�i∣∣{y2 − x3 − 1 | x ∈ Z, 1 � x � p − 1

}∣∣ = p − 1,

tj. najvixe jedan qlan tog skupa mo�e biti deǉiv sa p, odakle sledi
tvr�eǌe zadatka.

BMO ’99.3

Neka je T te�ixte, a a, b, c, α, β, γ odgovaraju�e stranice, odnosno
uglovi trougla ABC. Kako je povrxina trougla ABT tri puta maǌa
od P (ABC) (T deli te�ixnu liniju u odnosu 1 : 2, pa je i TP tri puta

maǌe od visine 	ABC iz temena C), sledi da je
c · TP

2
=

P (ABC)
3

, tj.

TP =
2P

3c
. Analogno je TM =

2P

3a
, TN =

2P

3b
. U qetvorouglu TPBM

je �TPB = �BMT = 90◦,�ABC = β, pa je �MTP = 180◦ − β, pa va�i

P (TPM) =
TP · TM · sin �MTP

2
=

2P

3c
· 2P

3a
· sin β

2
=

2[P (ABC)]2 sin β

9ac
=

P (ABC) sin2 β

9
(jer je P (ABC) =

ac sin β

2
). Analogno je P (TMN) =

P (ABC) sin2 γ

9
i P (TNP ) =

P (ABC) sin2 α

9
, pa va�i P (MNP ) =

P (MTN) + P (NTP ) + P (PTM) =
P (ABC)

9
· (sin2 α + sin2 β + sin2 γ

)
, tj.

tra�ena nejednakost je ekvivalentna sa

4
3

< sin2 α + sin2 β + sin2 γ � 9
4

za 0 < α, β, γ <
π

2
, α + β + γ = π.

Konaqno, ona sledi iz sin2 α + sin2 β + sin2 γ =

1
2
(
2 − (cos 2α + cos 2β) + 2 − 2 cos2 γ

)
=

1
2
(
4 − 2 cos(α + β) cos(α − β) − 2 cos2 γ

)
= 2 + cos γ (cos(α − β) − cos γ) =

2 − 2 cos γ sin
α − β − γ

2
sin

α − β + γ

2
= 2 + 2 cos α cos β cos γ > 2 >

4
3
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i sin2 α+sin2 β+sin2 γ = 2+cos γ (cos(α − β) − cos γ) � 2+cos γ (1 − cos γ) �

2 +
(

cos γ + (1 − cos γ)
2

)2

=
9
4

(nejednakost izme�u geometrijske i ari-

tmetiqke sredine, cos γ > 0, jer je γ oxtar ugao). Jednakost (u proceni
odozgo) va�i ako i samo ako je cos(α − β) = 1 i cos γ = 1 − cos γ, tj. ako
i samo ako je trougao ABC jednakostraniqan (α = β = γ = π

3 ).

Napomena: iz rexeǌa se vidi da je procena odozdo previxe gruba, tj.

pokazano je da va�i
2
9

<
P (MNP )
P (ABC)

. U tekstu je ostavǉeno
4
27

zato xto

je to bio zahtev zadatka na samom takmiqeǌu.

BMO ’99.4

Ako je x0 = x1 = . . . = xn = 0, tada je yj � n+1 za sve j ∈ N0, pa tra�ena
nejednakost trivijalno sledi (∗).

Inaqe, neka su k ∈ N0, l ∈ N takvi da je xk = l i xi = 0 za svako

0 � i � k−1 i neka je niz (x′
n)n�0 definisan sa x′

n =
{

0, za n = k
xn, za n �= k

.

Neka je (y′
n)n�0 niz dobijen na osnovu niza (x′

n)n�0, analogno dobijaǌu

niza (yn)n�0 iz niza (xn)n�0. Tada je y′
n =
{

yn + 1, za n � l
yn, za n > l

, pa je

n∑
i=0

xi +
m∑

j=0

yj �
n∑

i=0

x′
i +

m∑
j=0

y′
j ,

jer se
n∑

i=0

xi smaǌi za l, a
m∑

j=0

yj pove�a za min{l,m} � l. Nastavǉaju�i

postupak za xk+1, . . . , xn, leva strana nejednakosti se ne pove�ava, a
desna se ne meǌa. Kako po (∗) u sluqaju x0 = x1 = . . . = xn = 0 va�i
nejednakost, sledi i da va�i za proizvoǉan (xn)n�0 koji zadovoǉava
uslove zadatka.

Napomena. U (∗) mo�e va�iti jednakost, pa samim tim i u nejednakosti
datoj u zadatku (ako se u gorǌem postupku ni leva strana ne promeni).

BMO ’00.1

Videti rexeǌe BMO ’97.4. na strani 107. Iznena�uju�e je da je
u roku od samo tri godine na Balkanskoj matematiqkoj olimpijadi
ponovǉen zadatak. Tako�e, interesantno je da ga je jedna komisija
okarakterisala kao lak, a druga kao te�ak zadatak.
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BMO ’00.2

Qetvorougao PMNA je tetivan (�MPA = �MNA = 90◦), pa je
�PMN = 180◦ − �CAB, odakle sledi da su unutraxǌe simetrale
uglova �PMN i �CAB paralelne.

B C

A

DF

M

N

P

E
B′ C′

P ′ N ′

Slika 48.

Neka prava paralelna sa pravom BC i koja sadr�i taqku E seqe
stranice AB i BC u taqkama B′ i C ′, redom. Tada je ME ⊥ B′C ′,
pa su qetvorouglovi MNC ′E i MEB′P tetivni (�MNC ′ = �MEC ′ =
�MEB′ = �MPB′ = 90◦). Sledi da je �MPE = �MB′E = �MC ′E =
�MNE (	MC ′B′ je jednakokraki). Neka su P ′ i N ′ podno�ja nor-
male iz E na stranice AB i AC, redom. Tada je PM ‖ EP ′ i
MN ‖ EN ′, pa iz uglova sa paralelnim kracima sledi �P ′EP =
�MPE = �MNE = �NEN ′, pa je simetrala uglova �PEN i �P ′EN ′

zajedniqka. Me�utim, kao i malopre, qetvorougao P ′EN ′A je teti-
van, sa �P ′EQ′ = 180◦ − �CAB, pa je i simetrala �PEN paralelna
simetrali �CAB.

Dakle, uoqene prave su paralelne. Ako bi se poklapale, prava
ME bi bila i paralelna simetrali �CAB i normalna na BC, pa
bi simetrala �CAB bila normalna na BC, tj. trougao ABC bi bio
jednakokraki. Iz dobijene kontradikcije sledi tvr�eǌe zadatka.

BMO ’00.3

Neka je pravougaonik ABCD dimenzija 50× 90 smexten u koordinatnu
ravan, tako da mu temena imaju koordinate A(0, 0), B(90, 0), C(90, 50),
D(0, 50). Neka su E(60

√
2, 0) i F (60

√
2, 50). Tada se iz pravougaonika

AEFD mo�e izrezati 300(= 6 · 50) tra�enih pravougaonika (60
√

2 <
90 < 70

√
2), a iz pravougaonika EBCF jox 15(= 5 · 3) (jer je 5 <
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90 − 60
√

2 < 6 i 30
√

2 < 50 < 40
√

2). Dakle, mo�e se ise�i 315
pravougaonika koji ispuǌavaju zahteve zadatka.

Neka je X = ABCD∩
{

(x, y) | x + y = n · 10
√

2, n ∈ N
}
. Kako je 90

√
2 <

140(= 90 + 50) < 100
√

2, sledi da je X unija 9 du�i. Prva du� (n = 1)
je dijagonala kvadrata stranice 10

√
2 (tj. du�ine je 20). Sliqno,

druga du� (n = 2) je dijagonala kvadrata stranice 20
√

2 (tj. du�ine
je 40), a tre�a du� (n = 3) je dijagonala kvadrata stranice 30

√
2

(tj. du�ine je 60). Kako je 30
√

2 < 50 < 40
√

2 i 60
√

2 < 90 < 100
√

2,
sledi da odgovaraju�e du�i za n ∈ {4, 5, 6} iste du�ine (jedan kraj im
je na AB, a drugi na CD) i jednake su dijagonali kvadrata stranice
50 (tj. du�ina im je 50

√
2). Analogno, sedma, osma i deveta du� su

dijagonale kvadrata stranice 140 − 70
√

2, 140 − 80
√

2 i 140 − 90
√

2,
redom, tj. du�ine su im 140

√
2−140, 140

√
2−160 i 140

√
2−180, redom.

Dakle, ukupna du�ina svih du�i u X iznosi 20 + 40 + 60 + 3 · 50
√

2 +
3 · 140

√
2 − (140 + 160 + 180) = 570

√
2 − 360. Sa druge strane, suma

du�i iz X koje le�e u proizvoǉnom pravougaoniku dimenzija 1×10
√

2
koji zadovoǉava uslove zadatka je

√
2. Kako je 570

√
2 − 360 < 316

√
2,

sledi da se u ABCD ne mo�e smestiti vixe od 315 pravougaonika sa
tra�enim svojstvima.

Dakle, tra�eni broj je 315.

BMO ’00.4

Va�i slede�e tvr�eǌe:
Za svako n ∈ N postoji d ∈ N takav da su brojevi d, 2d, . . . , nd stepeni.

Ovo tvr�eǌe mo�e se dokazati indukcijom. Za n = 1 i n = 2 mo�e
se uzeti d = 22 (jer su 22 i 23 stepeni). Neka je tvr�eǌe taqno za n,
tj. neka postoji d ∈ N takvo da je id = tsi

i za svako i ∈ {1, 2, . . . , n}, gde
je ti, si � 2. Neka je m = NZS(s1, s2, . . . , sn) i D = (n + 1)mdm+1. Tada je

iD = id [(n + 1)d]m = tsi
i · [(n + 1)d]m =

[
ti · ((n + 1)d)

m
si

]si

za i ∈ {1, 2, . . . , n} i (n + 1)D = ((n + 1)d)m+1, pa je tvr�eǌe taqno i za
n + 1, tj. dato tvr�eǌe je dokazano indukcijom.

Dakle, postoji d, takvo da su brojevi d, 2d, . . . , n · n!d stepeni. Neka
je

A = {n!d, 2 · n!d, . . . , n · n!d} .

Tada A ima n elemenata i svaki od ǌih je stepen (tj. ispuǌeni su
uslovi (a) i (b) zadatka). Neka su r1, r2, . . . , rk ∈ A i neka je ri = ai ·n!d
za i ∈ {1, 2, . . . , k} (jasno je da je ai ∈ N i ai � n za i ∈ {1, 2, . . . , k}). Tada
je

r1 + r2 + . . . + rk

k
=

n!
k

· (a1 + a2 + . . . + ak)d.
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Kako je k | n!, ai ∈ N za i ∈ {1, 2, . . . , k} i a1 + a2 + . . . + ak � k · n, sledi

da je
r1 + r2 + . . . + rk

k
= N · d, gde je N ∈ N i N � n ·n!, pa je, po izboru

broja d, i
r1 + r2 + . . . + rk

k
stepen.

Dakle, tako izabran skup A zadovoǉava uslove zadatka.

BMO ’01.1

Kako je a neparan broj, najve�i stepen broja 2 koji deli brojeve ab −
(a− b)− 1 = (a+1)(b− 1) i a(a+1)(b− 1) je jednak. Po uslovu zadatka je
a(a+1)(b−1) = (a+1)(ab−a) = (a+1)(2n−(a+1)). Ako je (a+1) = 2m·l, 2 � l,
tada je 2n−(a+1) = 2m·(2n−m − l

)
i kako je n > m sledi da 2 �

(
2n−m − l

)
,

odakle sledi i tvr�eǌe zadatka.

BMO ’01.2

Prvo rexeǌe: Neka je A1A2A3A4A5 petougao koji zadovoǉava uslove
zadatka i neka je prava A1A5 seqe A2A3 i A3A4 u C i D, redom. Kako
su unutraxǌi uglovi petougla jednaki (i to 3π

5 ), trouglovi A4DA5,

A4DA5 i CA3D su jednakokraki i va�i CA3 = A3D, 2CA2 cos
2π

5
= A1A2

i CA2 + A2A3 = A3A4 + A4D, pa sledi

2 cos
2π

5
· (A2A3 − A3A4) = A4A5 − A1A2.

Kako je sin
π

10
= cos

2π

5
= 1− 2 sin2 π

5
= 1− 2 · sin2 π

10
(1− sin2 π

10
), sledi da

je cos
2π

5
koren jednaqine x = 1 − 8x2(1 − x2), tj. 0 = 8x4 − 8x2 − x − 1 =

(x − 1)
(

x +
1
2

)
(4x2 + 2x − 1). Kako je 0 <

2π

5
<

π

2
, sledi da je cos 2π

5

pozitivno rexeǌe jednaqine 4x2 + 2x − 1, tj. cos
2π

5
=

√
5 − 1
4

. Dakle,

cos 2π
5 je iracionalan broj, pa sledi A2A3 = A3A4 i A1A2 = A4A5.

Analogno se pokazuju i preostale jednakosti stranica petougla, pa
on mora biti pravilan.

Drugo rexeǌe: Neka je petougao koji zadovoǉava uslove zadatka
smexten u kompleksnu ravan, tako da je jedna stranica petougla para-
lelna realnoj osi (bez umaǌeǌa opxtosti mo�e se uzeti da je ta stra-
nica jediniqne du�ine). Tada preostalim stranicama petougla odgo-
varaju realni umnoxci brojeva α, α2, α3, α4, gde je α = cos 2π

5 + i · sin 2π
5

(zbog jednakosti uglova), tj. va�i 1 + a1α + a2α
2 + a3α

3 + a4α
4 = 0 za

a1, a2, a3, a4 ∈ R. Iz drugog uslova zadatka sledi da je a1, a2, a3, a4 ∈ Q
(koliqnik racionalnih brojeva je racionalan broj), a iz toga i da
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je a1 = a2 = a3 = a4 = 1 ∈ R, jer je 1 + x + x2 + x3 + x4 mini-
malni polinom α u Q[x] (to sledi npr. iz Ajzenxtajnovog kriteri-

juma, jer je 1 + x + x2 + x3 + x4 =
x5 − 1
x − 1

, tj. za y = x − 1 sledi

1 + x + x2 + x3 + x4 =
(y + 1)5 − 1

y
= y4 + 5y3 + 10y2 + 10y + 5, koefi-

cijent uz y4je 1, ostali su deǉivi sa 5, a slobodan qlan nije deǉiv
sa 25).

BMO ’01.3

Neka je x =
a√
3

, y =
b√
3

, z =
c√
3

. Uslov zadatka postaje
x + y + z

3
�

xyz, a treba dokazati da va�i
x2 + y2 + z2

3
� xyz. Iz nejednakosti

izme�u kvadratne i aritmetiqke sredine, sledi

x2 + y2 + z2

3
�
(

x + y + z

3

)2

=
(

x + y + z

3

) 3
2 ·
(

x + y + z

3

) 1
2

�

(iz nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine, odnosno
iz uslova zadatka)

� ( 3
√

xyz)
3
2 · (xyz)

1
2 = xyz,

xto je trebalo dokazati. Zbog jednakosti sredina, da bi va�ila je-
dnakost mora biti x = y = z, a kako je korix�en i uslov zadatka, sledi

x =
x + y + z

3
= xyz = x3, pa kako je x > 0 sledi da je x = y = z = 1, tj.

a = b = c =
√

3. Za ovu trojku jednakost je ispuǌena.

BMO ’01.4

Neka su �elije obojene u crveno i belo, tako da susedne �elije imaju
razliqitu boju (takvo bojeǌe je mogu�e; npr. neka su crvene jediniqna
kocka koja nema dodirnih taqaka sa stranama date kocke i 12 jedini-
qnih kocki koje imaju taqno 2 strane na stranama date kocke) i neka
je svakoj �eliji dodeǉen broj koji je dodeǉen jediniqnoj kocki koja se
u poqetnom polo�aju nalazi u ǌoj. Neka je preostaloj �eliji dodeǉen
simbol r. Tada se poqetni polo�aj mo�e videti kao permutacija(

1 2 . . . 25 26 r
1 2 . . . 25 26 r

)
,

dok dozvoǉeni potez predstavǉa transpozicija oblika(
1 2 . . . i . . . 26 r
1 2 . . . r . . . 26 i

)
, za i ∈ {1, 2, . . . , 26}. (∗)
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Dakle, pitaǌe zadatka je da li se pomo�u konaqno mnogo ovakvih pe-
rmutacija iz poqetne permutacije (jediniqna) mo�e do�i do permuta-
cije (

1 2 . . . 25 26 r
26 25 . . . 2 1 r

)
(= q),

tj. da li postoje t ∈ N i p1, p2, . . . , pt oblika (∗), tako da va�i q =
p1p2 . . . pt.

Kako je se q predstavǉa kao proizvod neparno mnogo transpozicija
(q = (1, 26)(2, 25) . . . (13, 14)), sledi da je q neparna permutacija, pa kako
su sve permutacije oblika (∗) neparne, t mora biti neparno. Sa druge
strane, svaka permutacija oblika (∗) meǌa boju kocke kojoj je dodeǉen
simbol r, a kako je ta boja ista u poqetnom i krajǌem polo�aju, t mora
biti parno.

Iz dobijena kontradikcije sledi da pomo�u dozvoǉenih poteza nije
mogu�e dobiti tra�eni raspored.

BMO ’02.1

Neka je s ∈ N takvo da postoji put du�ine s (tj. S = X1X2 . . . Xs, gde je
Xi ∈ {A1, A2, . . . , An} za 1 � i � s, Xi �= Xj za i �= j, Xi i Xi+1 su povezani
za 1 � i � s−1) i ne postoji ve�e s sa tom osobinom (takvo s oqigledno
postoji). Neka S = X1X2 . . . Xs takav put. Kako je X1 povezan sa bar
tri druge taqke, povezan je sa bar dve taqke razliqite od X2 (Y i
Z). Mora biti {Y,Z} ⊆ {X3, . . . , Xs} inaqe bi postojao put du�ine
s + 1 (Y X1X2 . . . Xs ili ZX1X2 . . . Xs), pa je Y = Xi, Z = Xj za neke
i, j (i �= j). Neka je i < j. Ako je i parno, tada su X1,X2, . . . , Xi taqke
koje zadovoǉavaju uslove zadatka, ako je j parno, tada su X1,X2, . . . , Xj

taqke koje zadovoǉavaju uslove zadatka, a ako su i i j neparni, tada
su Xi,Xi+1, . . . , Xj taqke koje zadovoǉavaju uslove zadatka.

BMO ’02.2

Iz uslova zadatka sledi da za n � 2 va�i 5an = an+1 +2an +an−1, pa je

(1 + 5anan+1) − (1 + 5an−1an) = 5an (an+1 − an−1) =

(an+1 + 2an + an−1) (an+1 − an−1) = a2
n+1 + 2anan+1 − 2anan−1 − a2

n−1 =

(an+1 + an)2 − (an + an−1)2,

pa sledi

(1 + 5anan+1) − (an+1 + an)2 = (1 + an−15an) − (an + an−1)2,

tj. vrednost izraza (1 + 5anan+1)−(an+1 +an)2 ne zavisi od n i jednaka
je (1 + 5a2a1) − (a2 + a1)2 = 501.
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Dakle, va�i 1 + 5anan+1 = (an + an+1)2 + 501 za svako n ∈ N. Kako
je (an + an+1)2 potpun kvadrat i kako je (k + 1)2 − k2 = 2k + 1, mora
biti an + an+1 � 250. Me�utim, kako niz (an)n�1 raste (indukcija:
a2 = 30 > 20 = a1; ako an > an−1, sledi an+1 = 3an − an−1 > 2an > an

za svako n � 2) i kako je a4 = 180, sledi da za n � 4 va�i an + an+1 �
a4 + a4 = 360 > 250, sledi da 1 + 5anan+1 ne mo�e biti potpun kvadrat
za n � 4.

Kako je 1 + 5a1a2 = 3001, 542 < 3001 < 552, 1 + 5a2a3 = 10501, 1022 <
10501 < 1032 i 1 + 5a3a4 = 63001 = 2512, sledi da je 1 + 5anan+1 potpun
kvadrat samo za n = 3.

BMO ’02.3

Neka su H1, H2, H3 i H4 ortocentri trouglova AMN , AST , BMN
i BST , redom. Zbog simetrije u odnosu na pravu koja spaja centre
kru�nica, qetvorougao H1H2H3H4 je jednakokraki trapez, sa osnovi-
cama paralelnim pravoj AB. Dakle, dovoǉno je jox pokazati da su
kraci normalni na AB. Va�i i vixe, naime je H1B ⊥ AB i H2 ⊥ AB
(taqke A i B pripadaju kracima trapeza). Dokaz za H2 ⊥ AB je analo-
gan dokazu za H1B ⊥ AB, pa ostaje jox da se posledǌe poka�e. Neka
je Q = AB∩MN . Taqka Q je sredixte du�i MN , jer je zbog potencije
u odnosu na date kru�nice QM2 = QB · QA = QN2.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

T

N

S

M

A

B

Q

P

H1

Slika 49.

Na osnovu teoreme o tangentnom i uglom nad tetivom, va�i
�QNB = �NAQ i �QMB = MAQ. Sledi 	QNB ∼ 	QNA i 	MQB ∼
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	MQA, pa je �NBM + �NAM = �MNA + �AMN + �NAM = 180◦,
pa taqka B′, koja je simetriqna u odnosu na Q sa taqkom B pripada
opisanoj kru�nici 	AMN . Kako je taqka simetriqna taqki H1 u
odnosu na Q (H ′

1) dijametralno suprotna taqka ove kru�nice u odnosu
na A, sledi �H ′

1B
′A = 90◦, pa je i �H1BA = 90◦ (prava AQ je invari-

jantna pri simetriji u odnosu na Q).
Drugo rexeǌe. Va�e svi zakǉuqci iz prvog pasusa prvog rexeǌa. Neka
je P = AB ∩ AH1. Dovoǉno je dokazati da je qetvorougao H1BPQ
tetivan, tj. da je AH1 · AP = AB · AQ.

Iz potencije taqke P u odnosu na opisanu kru�nicu 	AMN sledi
PM ·PN = PH1·PA (taqke simetriqne ortocentru u odnosu na stranice
trougla pripadaju ǌegovoj opisanoj kru�nici). Sledi da je

AH1 · AP = (AP − H1P ) · AP = AP 2 − PM · PN
= (AQ2 − AP 2) − (MQ − PQ) · (NQ + PQ)
= AQ2 − PQ2 − MQ2 + PQ2 = AQ2 − PQ2

= AQ2 − AQ · BQ = AQ · (AQ − BQ) = AQ · AB.

BMO ’02.4

Neka je niz (an)n�1 definisan sa a1 = n, an+1 = f(an) za n � 1. Neka je
niz (bn)n�1 definisan sa bn = an+1 − an − 667 za n � 1. Tada iz uslova
zadatka sledi bn+1 + 2bn ∈ {0, 1} za n ∈ N.

Ako je bn � −1, tada je bn+1 � −2bn, pa je bn+2 � 1−2bn+1 � 1+4bn �
3bn. Dakle, ako je b1 < 0, tada je b2n+1 < −3n. (1)

Daǉe, kako je an+1 = 2an + (2001 + εn) − an+2 � 2an + 2001, gde je
(εn)n�1 niz koji sadr�i samo elemente iz skupa {0, 1}, sledi da ako je

an > 4002, tada je an+1 � 5
2
· an, pa je an < C ·

(
5
2

)n

za neko C ∈ R (ako

va�i an � 4002, tim pre va�i gorǌa procena).
Me�utim, iz (1) sledi a2n+1 − a2n − 667 < −3n, pa je a2n+1 < 667 +

C ·
(

5
2

)n

− 3n → −∞ kad n → ∞, tj. negativno je za neko n, xto je

kontradikcija sa qiǌenicom da je slika f u N.
Sledi b1 � 0. Ako je b1 � 1, tada je b2 = ε2 − 2b1 < 1 − 2b1 < 0, xto

je nemogu�e (ponavǉaǌem istovetnog postupka kao u sluqaju b1 < 0).
Dakle, b1 = 0 za svako n ∈ N, pa mora biti f(n) = n + 667 za svako

n ∈ N. Lako se proverava da ova funkcija zadovoǉava uslove zadatka.

BMO ’03.1

Neka je C skup koji se sastoji od 2002 razliqita prirodna broja
deǉiva sa 2003, npr. {2003k | 1 � k � 2002}, a D skup koji se sastoji od
2002 razliqita prirodna broja, koji pri deǉeǌu sa 2003 daju ostatak
1, npr. {2003k + 1 | 1 � k � 2002}. Neka je B = C ∪ D, a A proizvoǉan
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ǌegov podskup od 2003 elementa. Neka A ∩ D ima k elemenata (va�i
1 � k � 2002, jer skupovi C i D imaju 2002 elemenata). Tada A ∩ C
ima 2003 − k elemenata, te zbir brojeva u A pri deǉeǌu sa 2003 daje
ostatak (2003−k) ·0+k ·1 = k, pa nije deǉiv sa 2003, jer je 1 � k � 2002.
Dakle, tra�eni skup postoji.

BMO ’03.2

Neka su B1 i C1 sredixta stranica AC i AB, redom i neka je O centar
opisanog kruga trougla ABC. Neka su u istom trouglu α, β, γ uglovi
kod temena A,B,C,redom, i a, b, c du�ine stranica BC,CA,AB, redom.

A B
C1

C

O

B1

D

E

F

Slika 50.

Neka je raspored taqaka kao na slici 50 (za drugaqiji polo�aj
taqaka, na primer, kada je AB < AC, tj. γ < β, ili kad je ugao γ
oxtar, dokaz je analognan.

Iz pravouglog trougla BC1E dobija se da je

BE =
BC1

cos(�C1BE)
=

c

2 sin(�C1EB)
=

c

2 sin β

(�C1EB = �ABC = β kao uglovi sa normalnim kracima). Analo-

gno iz 	CB1F sledi CF =
b

2 sin γ
(�B1FC = π − �ACB, ali je opet

sin(�B1FC) = sin γ).
U trouglu ADC va�i �DAC = β i �ADC = γ − β. Iz sinusne

teoreme sledi

DC

sin β
=

AC

sin(γ − β)
⇒ DC =

b · sin β

sin(γ − β)
.

U 	ADB je �DAB = α+β = π−γ i �ADB = γ−β. Iz sinusne teoreme
sledi

DB

sin(α + β)
=

AB

sin(γ − β)
⇒ DB =

c · sin(π − γ)
sin(γ − β)

=
c · sin γ

sin(γ − β)
.
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Kako va�i
DB

DC
=

BE

CF
, dobija se da su pravougli trouglovi 	BDE

i 	CDF sliqni. Sledi da je �BDE = �CDF , pa su taqke D, E i F
kolinearne.

BMO ’03.3

Nakon sre�ivaǌa, uslov (a) postaje f(x+y)+(x+y) = (f(x)+x)(f(y)+y),
tj. ako je g(x) = f(x) + x, sledi:
(a’) g(x + y) = g(x)g(y), za svako x, y ∈ Q,
(b’) g(x) = 2g(x + 1), za svako x ∈ Q,
(v’) g(1) > 0.
Za x = y = 0 iz (a’) sledi g(0) = (g(0))2, pa je g(0) = 0 ili g(0) = 1.
Za x = 0 iz (b’) i (v’) sledi g(0) = 2g(1) > 0, pa je g(0) = 1. Iz (b’) je
g(1) = 1

2 =
(

1
2

)1
, pa iz (a’) indukcijom sledi da je

g(n) =
(

1
2

)n

za svako n ∈ N.

Ako se u jednakost (a’) zameni y = −x dobija se g(0) = 1 = g(x)g(−x),
pa je

g(−x) =
1

g(x)
. (∗)

Poxto je g(0) = 1 =
(

1
2

)0
i g(n) =

(
1
2

)n (∀n ∈ N), sledi

g(z) =
(

1
2

)z

(∀z ∈ Z).

Ako se u (a’) x i y zamene sa x
2 dobija se

g(x) = g
(x

2

)
g
(x

2

)
=
(
g
(x

2

))2
� 0

za svako x ∈ Q. Zbog toga je m-ti koren jednoznaqno odre�en i kada je
m paran broj.
Indukcijom po m sledi da je g(m · x) = g(x)m za svako m ∈ N. Kori-
x�eǌem jednakosti (∗) sledi i

g(m · x) = g(x)m (∗∗)
za svako m ∈ Z, odakle se za x = 1

m dobija

g

(
m · 1

m

)
= g(1) =

1
2

=
(

g

(
1
m

))m

,

odakle je

g

(
1
m

)
= m

√
1
2

=
(

1
2

) 1
m
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za svako m ∈ N. Ako se u jednakost (∗∗) zameni x = 1
k dobija se g

(
m
k

)
=(

1
2

)m
k , odnosno

g(x) =
(

1
2

)x

(∀x ∈ Q).

Sledi da je

f(x) =
(

1
2

)x

− x = 2−x − x, (x ∈ Q).

Lako se proverava da ova funkcija zadovoǉava sva tri uslova zadatka.

BMO ’03.4

Bez umaǌeǌa opxtosti mo�e se pretpostaviti da je m � n (zbog
simetrije). Neka je segment ApAp+1 prvog tipa ako su Ap i Ap+1 taqke
preseka dijagonale AC sa uzastopnim vertikalnim linijama mre�e
(takvi segmenti su na slici 51 predstavǉeni podebǉanim linijama).
Ako je jedna od taqaka Ap i Ap+1 presek dijagonale AC sa vertikalnom
linijom mre�e, a druga sa horizontalnom linijom, segment ApAp+1 je
drugog tipa.

+ −
+ −

+ −+
− +

− +

A B

D C

Slika 51.

Postoji m− 1 preseqnih taqaka dijagonale AC sa vertikalnim li-
nijama i n − 1 preseqnih taqaka dijagonale AC sa horizontalnim li-
nijama, razliqitih od A i C.

Sve te taqke su me�usobno razliqite (ako bi se poklapale neke,
tada bi dijagonala AC prolazila kroz taqku (a, b) sa celobrojnim
koordinatama, pa bi iz Talesove teoreme sledilo a : b = m : n, tj.
an = bm, xto je nemogu�e, jer je (m,n) = 1, a za prirodne brojeve a i b
va�i 0 < a < m i 0 < b < n). Stoga one dele AC na m + n− 1 segmenata
(ovaj broj je, po uslovima zadatka, neparan). Prvi qlan u sumi je
pozitivan. Iz neparnosti broja m + n− 1 sledi da u datoj sumi pozi-
tivnih qlanova ima jedan vixe nego negativnih. Ako je Ap preseqna
taqaka dijagonale AC sa horizontalnom linijom tada su ǌeni okolni
segmenti Ap−1Ap i ApAp+1 segmenti drugog tipa i u sumi uqestvuju sa
suprotnim znakom. Stoga u sumi uqestvuje jednak broj ,,pozitivnih“
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i ,,negativnih“ segmenata drugog tipa. Sledi da ,,pozitivnih“ segme-
nata prvog tipa u datoj sumi ima za jedan vixe od ,,negativnih“ segme-
nta prvog tipa. Kako svi segmenti prvog tipa imaju istu du�inu (iz
Talesove teoreme se dobija da je du�ina ovakvog segmenta

√
m2+n2

m ),
sledi da je ,,doprinos“ segmenata prvog tipa tra�enoj sumi jednak

du�ini jednog takvog segmenta, tj.

√
m2 + n2

m
.

Za fiksno k = 1, 2, . . . , n − 1, neka broj km pri deǉeǌu sa n daje
koliqnik tk i ostatak rn, odnosno km = tkn + rk, gde je 0 < rk < n.
Preseqna taqka dijagonale AC sa k-tom horizontalnom linijom (gde
je AB nulta) je taqka As, gde je s = k + tk + 1 i ima koordinate (u
koordinatnom sistemu u kom je A koordinatni poqetak) (tk + rk

n , k).
Odavde se dobija znak segmenata oko taqke As:

k + tk As−1As AsAs+1

parno − +
neparno + −

.

Daǉe, rk ima istu parnost kao i k + tk:
ako je k paran i km = tkn + rk je paran, pa su brojevi rk i tk

iste parnosti, pa su i rk i k + tk iste parnosti. Ako je k neparan i
km = tkn + rk je neparan, pa su brojevi rk i tk razliqite parnosti, pa
su rk i k + tk iste parnosti.

Sa druge strane, kako rp = rq daje pm ≡ qm (mod n), a ovo povlaqi
p ≡ q (mod n) (jer su m i n uzajamno prosti brojevi), odnosno p = q
(jer va�i 0 < p, q < n), sledi da su brojevi rk svi mogu�i ostaci (sem
0) po modulu n.

Kada je rk paran broj sledi da je

−As−1As + AsAs+1 = −
√

m2 + n2

m
· rk

n
+

√
m2 + n2

m
· n − rk

n

=
√

m2 + n2

m
· n − 2rk

n
.

Kako rk uzima po jednom svaku od vrednosti 2, 4, . . . , n− 1, ovi qlanovi
,,doprinose“ sumi sa

√
m2 + n2

m
·

n−1
2∑

i=1

n − 2 · (2i)
n

=
√

m2 + n2

m
·

⎛⎜⎝
n−1

2∑
i=1

1 − 4
n
·

n−1
2∑

i=1

i

⎞⎟⎠
=

√
m2 + n2

m
·
(

n − 1
2

− 4
n
·

n−1
2 · n+1

2

2

)
=

√
m2 + n2

m
· 1 − n

2n
.

Kada je rk neparan broj je

As−1As−AsAs+1 =
√

m2 + n2

m
·rk

n
−
√

m2 + n2

m
·n − rk

n
=

√
m2 + n2

m
·2rk − n

n
.
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Kako rk uzima po jednom svaku od vrednosti 1, 3, . . . , n − 2 ovi qlanovi
,,doprinose“ sumi sa

√
m2 + n2

m
·

n−1
2∑

i=1

2 · (2i − 1) − n

n
=

√
m2 + n2

m
·
(

4
n
·

n−1
2 · n+1

2

2
− 2

n
· n − 1

2
− n − 1

2

)
=

√
m2 + n2

m
· 1 − n

2n
.

Stoga je doprinos svih segmenata drugog tipa tra�enoj sumi jednak√
m2 + n2

m
· 1 − n

n
, xto sa

√
m2 + n2

m
od segmenata prvog tipa daje

k−1∑
j=1

(−1)j+1|AjAj+1| =
√

m2 + n2

mn
.

BMO ’04.1

Zamenom n = 0 se dobija

a2m = 4am − 2m − 3. (1)

Zamenom m = 1 i n = 0 sledi a2 = 7. Zamena n = 1 u polaznoj relaciji

daje am+1 + am−1 − m =
1
2
· (a2m + a2), odakle je

a2m = 2am+1 + 2am−1 − 2m − 7. (2)

Oduzimaǌem (2) i (1) i deǉeǌem sa 2 dobija se nehomogena linearna
rekurentna jednaqina

am+1 − 2am + am−1 = 2,

pa se tra�eǌem ǌenog rexeǌa u obliku an = An2 + Bn + C dobija da
je A = B = C = 1, tj. an = n2 + n + 1, odnosno a2004 = 20042 + 2005.

BMO ’04.2

Ako je x = y, jednaqina

xy − yx = xy2 − 19 (1)

nema rexeǌa, jer je tada leva strana jednaka 0, a desna x3 − 19, xto
je nemogu�e. Posmatraǌem jednaqine (1) po modulu y, a zatim i po
modulu x dobija se

x + 19 ≡ 0 (mod y) (2) 19 − y ≡ 0 (mod x). (3)
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Iz (2) i (3) sledi da xy deli x − y + 19. Ne mo�e biti x − y + 19 = 0
(zbog parnosti bi x moralo biti x = 2, ali onda y = 21 nije prost),
pa sledi x + y + 19 > |x − y + 19| � xy, odakle je

(x − 1)(y − 1) < 20.

Sledi da su prosti brojevi x i y maǌi od 20, pa je |x− y| < 19. Stoga
je |x − y + 19| = x − y + 19, pa je x − y + 19 � xy, tj.

(x + 1)(y − 1) � 18. (3)

Iz (3) sledi da za x � 5 prost broj y mo�e biti samo y = 2 ili y = 3.
Za y = 2 sledi

xy − yx = x2 − 2x < 0 < 5 · 22 − 19 � x · y2 − 19

(x2 − 2x < 0, za x � 5, se lako pokazuje matematiqkom indukcijom), dok
za y = 3 sledi

xy − yx = x3 − 3x < 0 < 5 · 32 − 19 � x · y2 − 19

(opet se x3−3x < 0, za x � 5, lako pokazuje matematiqkom indukcijom).
Stoga za x � 5 polazna jednaqina nema rexeǌa.

Ostaje da se proveri (x, y) ∈ {(2, 3), (2, 5), (2, 7), (3, 2), (3, 5)}. Dobija
se da su jedina rexeǌa (x, y) = (2, 3) i (x, y) = (2, 7).

BMO ’04.3

Neka su A′, B′ i C ′ sredixta stranica BC, CA i AB, redom, a ka,
kb i kc kru�nice kroz taqku O sa centrima u taqkama A′, B′ i C ′,
redom. Kako su K i O preseqne taqke kru�nica kb i kc sledi da je
KO ⊥ B′C ′ (pritom B′C ′ polovi KO), a kako je B′C ′ ‖ BC (sredǌa
linija 	ABC), dobija se da je KO ⊥ BC. Analogno se dobijaju i
LO ⊥ CA i MO ⊥ AB.

X

Y ZX′

Y ′

Z′
H

kc

kb

ka

A

B CA′

B′C′

K

L

MO

Slika 52. Slika 53.
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Neka je O centar opisanog kruga 	ABC. Kako je OA′ ⊥ BC (‖ B′C ′),
sledi da je O ortocentar 	A′B′C ′. Kako je 	A′B′C ′ ∼ 	ABC i kako
je 	ABC oxtrougli, sledi da je i 	A′B′C ′ oxtrougli, pa je ǌegov
ortocentar O u unutraxǌosti 	A′B′C ′. Neka su K ′, L′ i M ′ sredixta
du�i OK, OL i OM (to su podno�ja visina u 	A′B′C ′).

Radi lakxeg pra�eǌa, prvo je pokazana lema:

Lema. Neka je H ortocentar oxtrouglog trougla XY Z i neka su
X ′, Y ′ i Z ′ projekcije H na Y Z, ZX i XY , redom. Tada je H
centar upisanog kruga u 	X ′Y ′Z ′.

Dokaz. Qetvorougao XY ′HZ ′ je tetivan jer je �XY ′H = �XZ ′H =
90◦. Odatle je �HZ ′Y ′ = �HXZ. Analogno je i �HZ ′X ′ = �HY Z.
Me�utim, va�i �HXZ = �HY Z = 90◦ − �Y ZX (iz pravouglih
	Y ZY ′ i 	X ′ZX). Stoga je �HZ ′Y ′ = �HZ ′X ′, pa je prava HZ ′

simetrala ugla �X ′Z ′Y ′. Analogno se pokazuje i da je HY ′ sime-
trala ugla �X ′Y ′Z ′, pa je H centar upisanog kruga u trougao
	X ′Y ′Z ′.

Na osnovu prethodne leme sledi da je O centar upisanog kruga u
trougao K ′L′M ′. Kako je 	KLM slika 	K ′L′M ′ pri homotetiji sa
centrom u O i koeficijentom 2, sledi da je O i centar upisanog kruga
u 	KLM .

A

B CA′

B′C′

K

L

M

O

K′

L′
M ′

Slika 54.

Obratno, neka je O centar upisanog kruga u 	KLM . Tada taqka O
pripada unutraxǌosti 	KLM , pa pripada i unutraxǌosti trougla
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	K ′L′M ′, koji se dobija od 	KLM homotetijom sa centrom u O i
koeficijentom 1

2 . Kako K ′ pripada du�i B′C ′, L′ pripada du�i C ′A′

i M ′ pripada du�i A′B′, taqka O je i u unutraxǌosti 	A′B′C ′.
Kako je O centar upisanog kruga u 	KLM , va�i �LKO = �MKO,

pa iz odnosa periferijskih i centralnih uglova u krugovima kb i kc

sledi

�A′C ′O =
1
2
· �LC ′O = �LKO = �MKO =

1
2
· �MB′O = �A′B′O. (1)

Analogno je �C ′A′O = �C ′B′O i �B′A′O = �B′C ′O. Sabiraǌem ove
tri jednakosti dobija se �C ′A′O + �A′C ′O + �B′C ′O =

�C ′A′B′ + �A′B′C ′ + �B′C ′A′

2
=

180◦

2
= 90◦.

Odavde je A′O ⊥ B′C ′, a zbog B′C ′ ‖ BC je i A′O ⊥ BC. Analogno se
pokazuje i B′O ⊥ AC, pa je O centar opisanog kruga 	ABC.

Napomena. Jednakost (1) se mo�e iskoristiti i za dokaz smera koji je
prvi dokazan u gorǌem rexeǌu. Naime, iz �A′B′O = 90◦ − �B′A′C ′ =
�A′C ′O i iz odnosa periferijskih i centralnih uglova u krugovima
kb i kc dobija se

�LKO =
1
2
· �LC ′O = �A′C ′O = �A′B′O =

1
2
· �MB′O = �MKO.

Kao i u rexeǌu, taqka O je u unutraxǌosti 	A′B′C ′, pa i u unutra-
xǌosti 	K ′L′M ′. Zbog ovoga i �LKO = �MKO dobija se da je KO
simetrala ugla �LKM . Analogno se pokazuje da je i MO simetrala
ugla �KML, pa je O centar upisanog kruga u 	KLM .

BMO ’04.4

Ako su sve prave paralelne, tada se korix�eǌem uslova (b) za svaku
od dve prave koje odre�uju neku oblast pokazuje da su svi brojevi u
oblastima jednaki 0 i tada nije ispuǌen uslov (a).

Ako postoje dve prave koje nisu paralelne pokaza�emo da je mogu�e
upisati cele brojeve koji zadovoǉavaju oba uslova.

Pre svega, mogu�e je upisati znake + i − u sve oblasti, tako da
su znaci u susednim oblastima razliqiti, dokaz indukcijom.
Baza indukcije. Za n = 1 se u jednu oblast upixe +, a u drugu −.
Indukcijski korak. Neka je mogu�e upisati znake tako da su znaci u
susednim oblastima razliqiti kada je ravan podeǉena na oblasti sa
n pravih od koje nisu sve paralelne. Ukoliko se u ravni nalazi n + 1
pravih, tako da bar dve nisu paralelne, mo�e se uoqiti jednu od ǌih
(p), qijim odstraǌivaǌem se dobija n pravih, koje nisu sve paralelne.
U oblasti na koje ravan deli preostalih n pravih se mogu upisati
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znaci prema indukcijskoj pretpostavci. Ako se prilikom vra�aǌa
prave p sa jedne ǌene promeni znak + u −, odnosno − u +, a sa druge
strane nixta ne promeni, dobija se tra�eno upisivaǌe za n+1 pravih.
Zaista, neka su uoqene dve susedne oblasti.

• Ako su one bile na onoj strani prave p gde se nije meǌao znak
one imaju isti znak kao pre uvo�eǌa prave p, tako da one imaju
razliqit znak.

• Ako su one bile na onoj strani prave p gde se meǌao znak, onda
su obe promenile znak, pa kako su pre uvo�eǌa prave p imale
razliqit znak, onda opet imaju razliqit znak.

• Ako su ove oblasti sa raznih strana prave p one su nastale od
jedinstvene oblasti koja je podeǉena pravom p, pa one imaju ra-
zliqit znak.

−1

3

−1

−1

3

−1

2

−3

5

−3

−3
3

2

−2

1

−
+

−
+

Slika 55.

Dakle, mogu�e je upisati znake + i − na navedeni naqin. Neka je
u svaku oblast upisan broj z · u, gde je z = 1, ako je u toj oblasti bio
upisan znak +, a −1, ako je bio upisan znak −, a u broj uglova u toj
oblasti.

Tada ovako upisani brojevi zadovoǉavaju oba uslova:

(a) u svakom paru susednih oblasti su dva cela broja (a i b), od
kojih je jedan pozitivan, a drugi negativan. Neka je a < 0 < b.
Tada va�i ab � a < a + b;

(b) u svakoj taqki preseka dve prave broje se okolni uglovi ili dva
ili qetiri puta sa razliqitim znacima:



128 BMO ’05.1

(1) + i − u sluqaju da postoje 2 dela (tj. kad je ta taqka preseka
na pravoj u odnosu na koju se raquna zbir svih brojeva sa
jedne strane);

(2) +,−,+,− u sluqaju da postoje 4 dela (tj. kad se broje svi
uglovi oko neke preseqne taqke);

u svakom sluqju, kako je zbir uoqenih brojeva za svaku taqku
preseka 0, ispuǌen je uslov (b).

Na slici 55 je pokazan primer tra�enog upisivaǌa brojeva u
oblasti ravni nastale isecaǌem 5 pravih.

BMO ’05.1

Neka je S centar upisane kru�nice, a du�ina stranice BC i neka su
α, β, γ uglovi kod temena A,B,C trougla ABC, redom.

Z C

A

B

S

D X

E
Y

Slika 56.

Kako je 	ADE jednakokrak (AD = AE) i kako je

�XSB = 180◦ − �BSC =
β

2
+

γ

2
= 90◦ − α

2

i
�ADE = 90◦ − α

2
,

dobija se da je �XSB = �ADE = 180◦ − �BDX, odakle sledi da je
qetvorougao DBSX tetivan. Daǉe je �BXC = �BDS = 90◦, pa je
ZX = ZC =

a

2
polupreqnik opisane kru�nice oko pravouglog 	BXC.

Analogno se dobija da je i ESCY tetivan i odatle da je i Y Z =
a

2
,

tj. va�i XZ = Y Z.
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Sledi da je qiǌenica da je 	XY Z jednakostraniqan je ekvivale-
ntna sa �Y XZ = 60◦. Iz tetivnog qetvorougla DBSX se dobija da je

�Y XC = �ABY =
β

2
, a iz jednakokrakog trougla CXZ se dobija da je

�CXZ = �XCZ =
γ

2
, pa je

�Y XZ = �Y XC + �CXZ =
β + γ

2
.

Konaqno, kako
β + γ

2
= 60◦ ⇔ α = 60◦, sledi da je 	XY Z jednakostra-

niqan ako i samo ako je �BAC = 60◦, xto je i trebalo dokazati.

BMO ’05.2

Jednakost p2 − p + 1 = b3 se mo�e preurediti u oblik

p(p − 1) = (b − 1)(b2 + b + 1).

Kako iz b3 = p2 − p + 1 < p2 < p3 sledi da je b < p, va�i p | b2 + b + 1.
Dakle, sledi

b2 + b + 1 = k · p
p − 1 = k · (b − 1)

za neki ceo broj k � 2. Iz druge od ovih jednaqina sledi p = kb−k+1,
pa se uvrxtavaǌem u prvu dobija da je

b2 + b + 1 = k2b + k − k2. (1)

Odavde je
b2 + b < k2b ⇒ b + 1 < k2 i

k2(b − 1) � b2 + b − 1 ⇒ k2 � b2 + b − 1
b − 1

= b + 2 +
1

b − 1
< b + 3,

gde posledǌa nejednakost va�i, jer je b > 2 (poxto jednaqine p2−p+1 =
1 i p2 − p + 1 = 8 nemaju rexeǌa u prostim brojevima). Iz prethodnih
zakǉuqka sledi da je k2 = b + 2. Zamenom u (1) se dobija

b2 + b + 1 = (b + 2) · b + k − (b + 2) ⇒ k = 3 ⇒ b = 7 ⇒ p = 19.

BMO ’05.3

Iz
a2

b
− 2a + b =

(a − b)2

b
i analognih jednakosti za preostala dva

sabirka na levoj strani
b2

c
− 2b + c =

(b − c)2

b
i

c2

a
− 2c + a =

(c − a)2

b
,

tra�ena nejednakost se svodi na

(a − b)2

b
+

(b − c)2

c
+

(c − a)2

a
� (2a − 2b)2

a + b + c
.
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Posledǌa nejednakost sledi iz nejednakosti Koxi–Xvarc–Buǌako-
vskog:

(b + c + a)
(

(a − b)2

b
+

(b − c)2

c
+

(c − a)2

a

)
� (|a − b| + |b − c| + |c − a|)2

i qiǌenice da je |a− b|+ |b− c|+ |c− a| = 2 ·max{a, b, c}− 2 ·min{a, b, c} =
2 ·max{|a− b|, |b− c|, |c− a|} � 2|a− b|. U nejednakosti Koxi–Xvarc–Bu-
ǌakovskog jednakost va�i kada je

(a − b)2

b2
=

(b − c)2

c2
=

(c − a)2

a2
, (1)

a u drugoj kada je

max{|a − b|, |b − c|, |c − a|} = |a − b|. (2)

Iz (1) i (2) sledi da je b � a i b � c, pa opet iz (2) sledi b − a =
|a − b| � |b − c|, tj. va�i b � c � a. Sada se (1) mo�e zapisati kao

b − a

b
=

b − c

c
=

c − a

a
.

Ako je t =
b

c
i z =

c

a
, kako je

a

b
· b

c
· c

a
= 1 dobija se da je 1 − 1

z
= t − 1 =

z

t
− 1, tj. z = t2 i 1 − 1

t2
= t − 1 = t − 1, odnosno

t3 − 2t2 + 1
t2

= 0, tj.

(t − 1)(t2 − t − 1) = 0. Kako je t =
b

c
> 0 dobiju se rexeǌa t1 = 1 i

t2 =
1 +

√
5

2
. Stoga sledi da jednakost va�i samo kada je

(a, b, c) ∈ {(k, k, k), (k, k · 3 +
√

5
2

, k · 1 +
√

5
2

) | k ∈ R+} .

BMO ’05.4

Neka je nedozvoǉeni par par brojeva od kojih jedan deli drugi ili par
brojeva koji su uzajamno prosti. Neka je S podskup skupa {1, 2, . . . , n}
koji ne sadr�i nedozvoǉene parove. Ako taj skup ima elemente koji
su ne ve�i od

n

2
, i ako je s najmaǌi element skupa S, tada 2s �∈ S. Ako

se element s zameni sa 2s u podskupu S dobija se novi podskup S′ koji
ima jednak broj elemenata kao i S i koji tako�e ne sadr�i nedozvoǉene
parove. Ova procedura se mo�e nastaviti dok se ne dobije da su svi
elementi podskupa brojevi koji su ve�i od

n

2
. Stoga, bez umaǌeǌa

opxtosti, mo�e se predpostaviti da su svi elementi skupa S ve�i od
n

2
.
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Kako za svaka 2 uzastopna prirodna broja va�i da su uzajamno
prosti to S mo�e sadr�ati najvixe po 1 element iz svakog para

uzastopnih brojeva ve�ih od
n

2
. Stoga S ima najvixe

[
n + 3

4

]
ele-

menata. Ako je n = 4k + 1, k � 1, tada je
[
n + 3

4

]
= k + 1, pa se

iz svakog para {2k + 1, 2k + 1}, {2k + 3, 2k + 4}, . . ., {4k + 1} (posle-
dǌi qlan se ne mo�e upariti) bira jedan element. Me�utim, kako je
(2k + 1, 4k + 1) = (2k + 2, 4k + 1) = 1, me�u ova tri elementa u tra�enom
skupu bi se smelo na�i najvixe 1. Sledi da je za n ≡ 1 (mod 4) broj

elemenata skupa S ne ve�i od
[
n + 2

4

]
. Za n �≡ 1 (mod 4) je ovo ve�

pokazano, poxto je za ovakve brojeve
[
n + 3

4

]
=
[
n + 2

4

]
.

Ostaje jox da se poka�e da se ovaj broj mo�e dosti�i za svako n.

Podskup parnih brojeva ve�ih od
n

2
ima taqno

[
n + 2

4

]
elemenata i da

ne sadr�i nijedan nedozvoǉen par.

BMO ’06.1

Nakon mno�eǌa obe strane nejednakosti sa abc(1+a)(1+b)(1+c)(1+abc)
i sre�ivaǌa, dobija se da je nejednakost iz zadatka ekvivalentna sa

a3b2c2 + a2b3c2 + a2b2c3 + a2b3c + ab2c3 + a3bc2 − 2ab2c2 − 2a2bc2 − a2b2c

−2a2bc − 2ab2c − 2abc2 + ab2 + bc2 + ca2 + ab + bc + ca � 0,

odnosno sa

bc2(ab−1)2+ca2(bc−1)2+ab2(ca−1)2+bc(ab−1)2+ca(bc−1)2+ab(ca−1)2 � 0,

koja je ispuǌena. Jednakost va�i ako i samo ako su svi sabirci u
prethodnoj nejednakosti jednaki 0, tj. ako i samo ako je ab = bc = ca =
1, tj. ako i samo ako je a = b = c = 1.

Drugo rexeǌe. Neka je a =
kx

y
, b =

kz

x
, c =

ky

z
, abc = k3. Tra�ena

nejednakost se transformixe u

y

kz + x
+

x

ky + z
+

z

kx + y
� 3k

k3 + 1
. (1)

Ako je X = x+kz, Y = y+kx, Z = z+ky, va�i x = X−kz = X−k(Z−ky) =

X − kZ + k2(Y − kx) = X − kZ + k2Y − k3x, tj. x =
X − kZ + k2Y

k3 + 1
i,

analogno, y =
Y − kX + k2Z

k3 + 1
i z =

Z − kY + k2X

k3 + 1
, pa se, krenuvxi od
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leve strane u (1), koriste�i
Z

X
+

Y

Z
+

X

Y
� 3 ,

Y

X
+

X

Z
+

Z

Y
� 3 i

k2 − 2k + 1 � 0 dobija

Y − kX + k2Z

(k3 + 1)X
+

X − kZ + k2Y

(k3 + 1)Z
+

Z − kY + k2X

(k3 + 1)Y
�

1
k3 + 1

·
[
k2 ·
(

Z

X
+

Y

Z
+

X

Y

)
− 3k +

(
Y

X
+

X

Z
+

Z

Y

)]
�

3
k3 + 1

· (k2 − 3k + 1) � 3k

k3 + 1
,

tj. (1). Jednakost va�i ako i samo ako je a = b = c = 1.

Tre�e rexeǌe. Sre�ivaǌem se dobija da je tra�ena nejednakost ekvi-
valentna sa(

1 + abc

a(1 + b)
+ 1
)

+
(

1 + abc

b(1 + c)
+ 1
)

+
(

1 + abc

c(1 + a)
+ 1
)

� 6, tj. sa

(
1 + a

a(1 + b)
+

b(1 + c)
1 + b

)
+
(

1 + b

b(1 + c)
+

c(1 + a)
1 + c

)
+
(

1 + c

c(1 + a)
+

a(1 + b)
1 + a

)
� 6,

odnosno (drugaqijim grupisaǌem qlanova) sa

(
1 + a

a(1 + b)
+

a(1 + b)
1 + a

)
+
(

1 + b

b(1 + c)
+

b(1 + c)
1 + b

)
+
(

1 + c

c(1 + a)
+

c(1 + a)
1 + c

)
� 6,

koja je direktna posledica nejednakosti izme�u aritmetiqke i geome-

trijske sredine (tj. x +
1
x

� 2 za x > 0, pri qemu jednakost va�i ako i

samo ako je x = 1). Kao i u prethodna dva rexeǌa, lako se dobija da
jednakost va�i ako i samo ako je a = b = c = 1.

BMO ’06.2

Neka prava A′E seqe opisanu kru�nicu 	ABC po drugi put u taqki
P . Tada je �EPC = 180◦−�A′PC = �A′AC = �EFC, pa je qetvorougao
EPFC tetivan. Sledi da je �FPC = �FEC = �CBB′ = �CPB′, tj.
taqka F pripada pravoj B′F .

Analogno je P ∈ C ′D.
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F

A

C′

B

B′

C

E

D

P

A′

Slika 57.

Drugo rexeǌe. Neka je dati trougao smexten u kompleksnu ravan, tako
da je kru�nica opisana oko datog trougla {z | |z| = 1} i prava m
paralelna imaginarnoj osi (taqki A odgovara kompleksan broj a i
sliqno za druge taqke). Tada je a · a = b · b = c · c = 1, a d, e i f imaju
isti realni deo (M), tj. va�i d + d = e + e = f + f = 2M (∗).

Taqka E pripada pravoj BC, pa je broj
e − c

b − c
, tj.

e − c

b − c
, pa sledi

e + bce = b + c, xto sa (∗) daje

e =
2Mbc − b − c

bc − 1
i

b + c − 2M

bc − 1
(∗∗)

(bc − 1 = 0 bi znaqilo da je BC ‖ m).

Taqkama A′, B′, C ′ odgovaraju brojevi
1
a

,
1
b
,

1
c
, redom. Ako taqka Z

pripada pravoj A′E sledi da je broj
z − 1

a
z − e

realan, tj.
z − 1

a
z − e

=
z − a

z − e
,

odakle je, sre�ivaǌem i korix�eǌem (∗∗),

az(abc − a − b − c + 2M) + z(2Mabc − ab − ac − bc + 1) =

2M + 2Ma2bc − a2b − a2c − b − c.

Analogno, taqka sa prave B′F zadovoǉava

bz(abc − a − b − c + 2M) + z(2Mabc − ab − ac − bc + 1) =

2M + 2Ma2bc − b2a − b2c − a − c,
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pa oduzimaǌem i skra�ivaǌem sa a − b �= 0 sledi

z(a−b)(abc−a−b−c+2M) = 2Mabc(a−b)+ab(b−a)+c(b−a)(b+a)+(a−b),

z(abc − a − b − c + 2M) = 2Mabc − ab − c(b + a) + 1,

tj. z =
2Mabc − ab − ac − ac + 1

abc − a − b − c + 2M
.

Analogno se dobija ista taqka i u preseku B′F i C ′D (posledǌi re-
zultat pokazuje da se taqka z predstavǉa izrazom koji je simetriqan
po a, b, c), odnosno sledi tvr�eǌe zadatka.

Napomena. Kako je |abc| = 1 i

2Mabc − ab − ac − ac + 1 = abc(abc − a − b − c + 2M),

sledi da preseqna taqka zadovoǉava |z| = 1, xto je bilo kǉuqno da
prvo (elementarno) rexeǌe bude relativno jednostavno.

BMO ’06.3

Proizvod navedena tri cela broja je mnp + 3 +
3

mnp
+

1
(mnp)2

, pa, ako

je x = mnp, sledi da je broj k = x +
3
x

+
1
x2

ceo. Dakle, x je pozitivan

racionalan koren jednaqine x3 − kx2 + 3x + 1 = 0. Sledi da je x = 1,

tj. mnp = 1 i m +
1
np

= m +
m

mnp
= 2m je ceo broj (analogno su celi i

2n i 2p).
Neka je m � n � p. Tada je p � 1, pa iz gore utvr�enog sledi da je

p = 1 ili p =
1
2

. U prvom sluqaju je m = n = 1, a u drugom mn = 2,

odakle (mn = 2) sledi da je m = 2, n = 1 ili m = 4, n =
1
2

.

Dakle, sva rexeǌa su (1, 1, 1),
(

2, 1,
1
2

)
,
(

4,
1
2

,
1
2

)
(i permutacije–

ukupno 10 rexeǌa).

BMO ’06.4

Ako 2 | m i a = 2k · l, 2 � l, sledi ak+j = l + jm za j � 0, pa dati niz nije
periodiqan.

Neka 2 � m i neka je S = {1, 2, . . . ,m,m + 1,m + 3, . . . , 2m − 2, 2m}.

(a) Neka je a �∈ S. U datom nizu postoji najmaǌi qlan (neka je to
aj). Tada je aj neparan (inaqe je aj+1 =

aj

2
< aj), pa je aj+2 =
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aj + m

2
� aj, odakle je aj � m. Sada indukcijom lako sledi da je

(za svako i � j) ai � 2m i da je ai � m ako je ai neparno.

Dakle, u ovom sluqaju se posle mesta j u datom nizu ne mo�e
vixe pojaviti a0, pa dati niz nije periodiqan.

(b) Neka je a ∈ S. Kao i u (a), indukcijom sledi da je (za svako i � 0)
ai � 2m i da je ai � m ako je ai neparno. Sledi da je dati niz
ograniqen, pa mu se neki qlanovi ponavǉaju.

Neka je k najmaǌi broj za koji postoji l > k tako da je ak = al

(treba pokazati da je k = 0; odatle sledi da je u ovoj situaciji
niz periodiqan). Ako je ak � m, iz gorǌeg razmatraǌa sledi da
je ak =

ak−1

2
i al =

al−1

2
, pa je ak−1 = al−1. Analogno, ako je ak > m

sledi ak = ak−1 + m i al = al−1 + m, tj. ak−1 = al−1. Prethodno je
nemogu�e (zbog naqina izbora k), pa mora biti k = 0.

Dakle, dati niz je periodiqan ako i samo ako je 2 � m i a ∈ S.


