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Predgovor

^asopis Tangenta je jedini doma}i ~asopis namewen sredwo{kolcima, koji obra|uje

teme iz matematike i informatike. Dru{tvomatemati~araSrbije je 2006. godine, objavilo

zbirku zadataka Tangenta 10, koja je sadr`ala zadatke koji su se pojavili u rubrici Zadaci

iz matematike ~aospisa Tangenta u toku prvih deset godina izla`ewa, odnosno zakqu~no sa

40. brojem ~asopisa.

Ova zbirka sadr`i zadatke koji su se u rubriciZadaci izmatematike ~aospisaTangenta

pojavili u brojevima od 41 do 72. Zadaci nisu sortirani ni po te`ini ni po oblastima, ve}

redosled zadataka odgovara redosledu pojavqivawa u ~asopisu. U ovom periodu rubriku su

ure|ivali dr Sla|ana Dimitrijevi}, Milo{ \ori}, dr Neboj{a Ikodinovi} i dr Marija

Stani}. Veliki doprinos rubrici u ~asopisu, a samim tim i ovoj zbirci, dali su i brojne

kolege matemati~ari, ali i pojedini u~enici koji su slali predloge zanimqivih zadataka.

Naravno, sam ~asopis ne bi ni postojao da nema vernih ~italaca, koji su nebrojeno puta

iznenadili lepotom i elegantno{}u svojih re{ewa, kao i korisnim sugestijama. Ovom

prilikom se svima wima zahvaqujemo.

Pri ure|ivawu ove zbirke prevashodna `eqa nam je bila da ona doprinese boqoj

pripremi u~enika za doma}a i me|unarodna takmi~ewa. Kao {to je takmi~arima pozna-

to, od {kolske 2005/2006. godine na svim nivoima matemati~kih takmi~ewa se obavezno

javqa odre|en broj zadataka iz ~asopisa Tangenta.

Razmi{qaju}i o matemati~kim problemima i wihovom re{avawu, veoma je va`no i za

u~enikei zawihovenastavnike da shvate daizakona~nihre{ewakoja se daju ukwigama stoje

gomile odba~enog papira i mnogi neuspe{ni poku{aji. Kona~no re{ewe ~esto je klini~ki

precizno u pore|ewu sa mentalnom konfuzijom iz koje je proisteklo. Zato je va`no rvati

se sa problemom samostalno pre nego se upoznate sa gotovim re{ewem. Samo na taj na~in

mo`e se ste}i predstava o su{tini problema, razviti izvesna sopstvena ideja re{ewa i

shvatiti u ~emu se kriju te{ko}e. Malo je koristi od ~itawa tu|ih re{ewa ako prethodno

niste ulo`ili dovoqno napora da zadatak re{ite samostalno, ~ak i ako su ti napori bili

neuspe{ni. Iz iskustva koje sti~emo re{avawem problema ra|a se razumevawe motivacije

u izboru odre|enog pristupa, koji vodi zadovoqavaju}em re{ewu problema.

Svi zadaci u ovoj zbirci su dati sa re{ewima, ali je izbegavano suvi{no detaqisawe,

kakobisesvakom~itaocuostavioprostordauizvesnojmeriu~estvujeuoblikovawure{ewa.

Beograd,

oktobar 2014. Redaktor
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Glava 1

Zadaci

1. Odrediti sve proste brojeve n ~iji dekadni zapis ima oblik n = 10101 . . . 01 (zapis
sadr`i k jedinica).

2. Odrediti sve parove prirodnih brojeva x i y za koje je ispuweno

x2 = 4y + 3s(x, y),

gde je s(x, y) najmawi zajedni~ki sadr`alac brojeva x i y.

3. Odrediti sve realne brojeve x koji zadovoqavaju jednakost

{x}2
(
x+ [x]

)2
+ [x]2

(
x+ {x}

)2
= 4 + 2[x]2{x}2,

gde je [ · ]funkcija ceo deo, a { · }funkcija razlomqeni deo.

4. Imamo 300 jabuka, pri ~emu za svake dve va`i da je jedna najvi{e 2 puta te`a od druge.
Dokazati da se jabuke mogu rasporediti u pakete od po dve jabuke, tako da za svaka dva

paketa va`i da je jedan najvi{e 1,5 puta te`i od drugog.

5. Decimalni zapis 0, a1a2a3 . . . formira se po slede}em pravilu: cifre a1 i a2 uzi-
maju se proizvoqno, a svaka slede}acifra jednaka je ostatkukoji se dobija prideqewu

zbira dve prethodne cifre sa 10. Dokazati da je dobijeni zapis periodi~an.

6. Dati su koreni x0 i x1, x0 i x2, . . . , x0 i xn, kvadratnih trinoma y = x2 + a1x+ b1,
y = x2 + a2x + b2, . . . , y = x2 + anx + bn, redom. Odrediti korene kvadratnog

trinoma

y = x2 +
a1 + a2 + · · ·+ an

n
x+

b1 + b2 + · · ·+ bn
n

.

7. Odrediti sva realna re{ewa sistema jedna~ina

x1 + x2 + · · ·+ x2005 =2005,

x4
1 + x4

2 + · · ·+ x4
2005 =x3

1 + x3
2 + · · ·+ x3

2005.
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8. Za prirodan broj n, ozna~imo sa f(n) najmawi broj k takav da se n mo`e predstaviti

pomo}u k cifara 1, znakom operacija+, · i zagrada. Na primer,

80 = (1 + 1 + 1 + 1 + 1) · (1 + 1 + 1 + 1) · (1 + 1 + 1 + 1)

i zato je f(80) 6 13. Pokazati da za n > 1 va`i

3 log3 n 6 f(n) 6 5 log3 n.

9. Odrediti uglove α i β pravouglog trougla ako je ispuwena slede}a jednakost

tgα+ tg β + tg2 α+ tg2 β + tg3 α+ tg3 β = 70.

10. U trougluABC , ha i hb su visine iz temenaA iB redom, lc je simetrala^ACB, dok

suO, I iH redom centar opisane kru`nice, centar upisane kru`nice i ortocentar.

Dokazati da iz jednakosti
lc
ha

+
lc
hb

= 2,

slediOI = IH .

11. Za dva razli~ita trougla ka`emo da su prijateqski ako imaju dve jednake stranice.

Skup prijateqskih trouglova nazivamo dobrim ako svi trouglovi iz tog skupa imaju

isti par jednakih stranica. Odrediti minimalnu vrednost za N , N > 2, za koju je
svaki skup odN me|usobno prijateqskih trouglova dobar skup.

12. U koordinantnoj ravni sme{ten je kvadrat sa temenima u celobrojnim ta~kama

(ta~kama sa celobrojnim koordinatama). Izometrijskom transformacijom kvadrat

je preslikan u novi kvadrat, tako da su mu dva temena ponovo pala u celobrojne ta~ke.

Dokazati da su i druga dva temena u celobrojnim ta~kama.

13. [est podudarnih krugova polupre~nika r konstruisano je oko kruga polupre~nika 1,
tako da svaki spoqa dodiruje centralni krug (polupre~nika 1) i dva susedna kruga
(polupre~nika r). Oko ovih krugova konstruisano je {est ve}ih polupre~nika R
koji spoqa dodiruju dva kruga polupre~nika r i dva kruga polupre~nikaR. Odrediti
polupre~nike r iR.

14. Zapravuka`emoda je visina (2n+1)-uglaA1A2 . . . A2n+1 akoonaprolazikroz jedno

wegovo teme i normalna je na suprotnu stranicu (npr. prolazi krozA1 i normalna je

na An+1An+2). Dokazati da ako 2n visina (2n + 1)-ugla prolaze kroz jednu ta~ku,
onda i (2n+ 1)-va visina prolazi kroz tu ta~ku.

15. Nad svakom stranicom tetivnog ~etvorougla ABCD u spoqa{wosti je konstruisan

pravougaonik sa drugom stranicom ~ija je du`ina jednaka du`ini naspramne stranice

~etvorougla ABCD. Dokazati da su centri konstruisanih pravougaonika temena

novog pravougaonika.
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16. Neka jeABC pravouglitrougao(^C = 90◦)inekasimetraleunutra{wihuglovakod
temena A i temena B seku naspramne katete u ta~kamaM iN , respektivno. Visina

CH trouglaABC se~e praveAM iBN , redom u ta~kamaP iQ. Dokazati da je prava

koja prolazi kroz sredi{ta du`iQN i PM paralelna hipotenuzi.

17. Odrediti skup ta~aka (x, y) koordinatne ravni koje zadovoqavaju nejednakost

||x|+ |y| − 2| > 1.

18. Odrediti skup svih ta~aka kompleksne ravni koje zadovoqavaju nejednakost∣∣∣1
z
− i
∣∣∣ 6 1.

19. Funkcija f : R → R zadovoqava jednakost

f(f(x)) = 2− x

za svaki realan broj x. Dokazati da se grafik funkcije f preslikava u samog sebe

rotacijom oko ta~ke P (1, 1) za 90◦.

20. a) Da li je mogu}e razbiti poluotvoreni interval [0, 1) na dva disjunktna skupa A i

B i definisati neprekidnu funkciju f tako da za svako x ∈ A, f(x) ∈ B i za svako

x ∈ B, f(x) ∈ A?

b) Da li je isto mogu}e uraditi sa zatvorenim intervalom [0, 1]?

21. Re{iti sistem jedna~ina

x− y = 2005,

[x] + [y] = 2007.

22. Odrediti dve posledwe cifre broja 99
9

.

23. Neka su m i n razli~iti 14-cifreni prirodni brojevi ~iji dekadni zapisi sadr`e

ta~no po dva puta svaku od cifara 1, 2, 3, 4, 5, 6 i 7. Da li je mogu}e da broj
m

n
bude

ceo?

24. Neka su a, b, c, d, e prirodni brojevi takvi da je a < b < c < d < e. Dokazati da je

1

nzs(a, b)
+

1

nzs(b, c)
+

1

nzs(c, d)
+

1

nzs(d, e)
6 15

16
.

25. Re{iti jedna~inu (x+ 2)4 − x4 = y3 za x, y ∈ Z.

26. Odrediti sve prirodne brojeve n takve da jedna~ina x3 + y3 + z3 = nx2y2z2 ima
pozitivna celobrojna re{ewa.
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27. Dato je 2n pozitivnih brojeva a1 < a2 < · · · < a2n. Kako ih treba grupisati u

parove tako da:

(a) zbir proizvoda parova bude najve}i;

(b) zbir proizvoda parova bude najmawi;

(v) proizvod zbirova parova bude najve}i;

(g) proizvod zbirova parova bude najmawi?

28. Ako a, b ∈ (0, 1), dokazati da je

loga
2ab

a+ b
· logb

2ab

a+ b
> 1.

29. Niz brojeva (an) zadovoqava a0 = 0, an+1 > an + 1. Dokazati nejednakost

n∑
k=1

a3k >
( n∑

k=1

ak

)2

.

30. Odrediti najve}u du`inu strogo rastu}eg geometrijskog niza prirodnih brojeva koji

se nalazi u intervalu [100, 1000].

31. Odrediti sve polinome P najni`eg mogu}eg stepena sa slede}im osobinama:

(a) koeficijent uz najvi{i stepen je 200; (g)P (−1) = 0;

(b) koeficijent uz najni`i stepen je 2; (d) P (2) = 6;

(v) suma svih koeficijenata je 4; (|) P (3) = 8.

32. Kroz ta~ku A koja le`i unutar datog ugla konstruisati pravu koja od wega odseca

trougao najmawe mogu}e povr{ine.

33. Izra~unati povr{inu osmougla upisanog u krug, ~ije su ~etiri uzastopne stranice

du`ine 2, a preostale ~etiri (tako|e uzastopne) du`ine 3.

34. Unutar kruga polupre~nika 1 nalazi se 212 ta~aka. Dokazati da postoji bar 2006
parova ovih ta~aka koje su na razdaqini ne ve}oj od 1.

35. Dijagonala AC se~e dijagonalu BD konveksnog ~etvorougla ABCD u wenom sre-

di{tu S. U trouglove ABS, BCS, CDS, DAS upisane su redom kru`nice sa

polupre~nicima r1, r2, r3, r4. Dokazati da je

|r1 − r2 + r3 − r4| 6
1

10
|AB −BC + CD −DA|.

36. U jednakokrakom trouglu ABC ugao pri vrhu (kod temena C) je 40◦. Dokazati da je
a3 + b3

√
3 = 3ab2, gde je a du`ina osnovice, a b du`ina kraka tog trougla.
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37. U trouglu ABC ozna~imo sa α, β, γ uglove naspram stranica a, b, c, respektivno, sa
s poluobim, a sa r iR polupre~nike upisanog i opisanog kruga. Dokazati nejednakost

√
a cos

α

2
+
√
b cos

β

2
+
√
c cos

γ

2
6
√

3s
(
1 +

r

R

)
.

38. Neka suS1,S2, . . . ,Sn sfere jedini~nog polupre~nika, takve da svaka dodiruje ta~no

dve druge sfere spoqa. Neka jeP ta~ka van ovih sfera i neka suC1, C2, . . . , Cn ta~ke

dodira datih sfera. Du`inu tangente iz P do sfere Si (1 6 i 6 n) ozna~imo sa ti.
Dokazati da proizvod t1 · t2 · . . . · tn nije ve}i od proizvoda PC1 · PC2 · . . . · PCn.

39. Funkcija f : N0 → N0 ispuwava uslove:

a) f(n+ 1) > f(n) za svako n ∈ N0;

b) f(n+ f(m)) = f(n) +m+ 1 za sve m,n ∈ N0.

Odrediti sve mogu}e vrednosti za f(2005).

40. Postoji li funkcija f : R → R koja nije konstantna, a ispuwava uslov

(∀x, y ∈ R)(f(x)− f(y))2 6 |x− y|3 ?

41. Neka su a, b, c, d pozitivni realni brojevi. Dokazati da je nemogu}e da va`e sve tri
nejednakosti:

a+ b < c+ d, (a+ b)(c+ d) < ab+ cd, (a+ b)cd < (c+ d)ab.

42. O brojevima a0, a1, . . . , an−1, an znamo da je a0 = an = 0 i da je za svako k ∈
{1, 2, . . . , n − 1} ispuweno ak−1 − 2ak + ak+1 > 0. Dokazati da nijedan od tih

brojeva nije pozitivan.

43. Elementi skupaM su 20 razli~itih realnih brojeva. Ako za svaka dva broja a ∈ M
i b ∈ M , a < b, postoji broj x ∈ M takav da va`i a < −x < b, koliko pozitivnih
brojeva mo`e biti u skupuM?

44. Za realne brojeve x1, x2, . . . , xn koji su ve}i ili jednaki od−1, va`i

x1
3 + x2

3 + · · ·+ xn
3 = 0.

Dokazati nejednakost
n∑

i=1

xi <
n

3
.

Da li mo`e va`iti jednakost?

45. Neka su a1, a2, a3, . . . , an proizvoqni me|usobno razli~iti prirodni brojevi mawi

od 1000 takvi da je najmawi zajedni~ki sadr`alac svaka dva od tih brojeva ve}i od

1000. Dokazati da je
1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an
< 2.
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46. Odrediti sve pozitivne realne brojeve x koji zadovoqavaju jednakost

x+
[x
6

]
=
[x
2

]
+

[
2x

3

]
.

47. Ako su a, b, c celi brojevi takvi da je a + b + c = 0, dokazati da je 2a4 + 2b4 + 2c4

potpun kvadrat.

48. Re{iti jedna~inu (x2 − 4ab)(x − a + b)2 + (a − b)2x2 = 0, gde su a i b realni
parametri.

49. Data je familija parabola y = mx2 + (m+ 2)x+ 3,m ̸= 0,m ∈ R. Opisati skup

svih ta~aka koje ne pripadaju graficima parabola date familije.

50. Izra~unati lim
x→−∞

(√
4x2 + x+ 2 +

√
x2 + 3x+ 5 + 3x

)
.

51. Imamo nekoliko lopti u boji (najmawe tri razli~ite boje) i najmawe tri kutije.

Lopte su raspore|ene po kutijama tako da nijedna kutija nije prazna i svake tri lopte

razli~itih boja nisu u tri razli~ite kutije. Dokazati da postoji kutija takva da su

lopte iz svih ostalih kutija iste boje.

52. Ukrugupolupre~nika12,5 cmnalazise2006ta~aka. Dokazatidaseme|uwimanalaze
bar 4 ta~ke koje odre|uju ~etvorougao povr{ine mawe od 1.

53. Za ta~ku P sa celobrojnim koordinatama u pravouglom Dekartovom koordinatnom

sistemu u ravni ka`emo da je vidqiva iz ta~keA sa celobrojnim koordinatama ako ne

postoji ta~ka sa celobrojnim koordinatama na du`iAP (sem ta~akaA iP ). Opisati

skup svih ta~aka sa celobrojnim koordinatama vidqivih iz koordinatnog po~etka.

54. Ako su p i q uzajamno prosti prirodni brojevi, dokazati da je tada[
p

q

]
+

[
2p

q

]
+ · · ·+

[
(q − 1)p

q

]
=

[
q

p

]
+

[
2q

p

]
+ · · ·+

[
(p− 1)q

p

]
=

(p− 1)(q − 1)

2
.

55. Neka je a1, a2, . . . , an ∈ {−1, 1} (n ∈ N). Dokazati da je

2 sin
(
a1 +

a1a2
2

+
a1a2a3

4
+ · · ·+ a1a2 · · · an

2n−1

)
45◦

= a1

√
2 + a2

√
2 + a3

√
2 + · · ·+ an

√
2.

56. Dat je o{trougli trougao ABC . Odrediti sve ta~ke D u wegovoj unutra{wosti za

koje je ispuweno

DA ·DB ·AB +DA ·DC ·AC +DB ·DC ·BC = AB ·AC ·BC.

57. Na simetrali ^BAC trougla ABC uo~ene su ta~e B1 i C1 takve da je BB1⊥AB,

CC1⊥AC . Neka jeM sredi{te du`iB1C1. Dokazati da jeMB = MC .
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58. Ako je du`ina stranice kvadrata 1 izra~unati povr{inu osen~ene figure A na

slici 1.1.

Slika 1.1.

59. Data je kocka ABCDA1B1C1D1. Dokazati da su ravni A1BC1 i ACD1 normalne

na dijagonaluB1D i da dele tu dijagonalu na tri jednaka dela.

60. Na koliko najmawe tetraedara mo`e da se ise~e kocka?

61. Dat je beskona~an niz cifara dekadnog sistema c1, c2, c3, c4, . . . (c1 ̸= 0), razli~itih
od9. Dokazati da u nizu c1, c1c2, c1c2c3, c1c2c3c4, . . .imabeskona~nomnogo slo`enih
brojeva.

62. Dokazati da za sve realne brojeve x, y va`i:

−1

2
6 (x+ y)(1− xy)

(1 + x2)(1 + y2)
6 1

2
.

63. Neka je y = x2 − 11x + 46 i z = x2 − 11x + 30. U skupu realnih brojeva re{iti

jedna~inu [√√
y −

√
z

]x
+

[√√
y +

√
z

]x
= 2x+1.

64. Neka jenprirodanbroj a, b, c, a1, a2, . . . , an datirealnibrojevi, pri~emu je b2 > ac
i a > n. Dokazati nejednakost:

(b+ a1 + a2 + · · ·+ an)
2 > (a− n)(c− a21 − a22 − · · · − a2n).

65. Nad kvadratnim trinomom ax2 + bx+ c dozvoqeno je vr{iti slede}e operacije:

a) zameniti a sa c,
b) zameniti x sa x+ t gde je t neki realan broj.

Mo`eliseprimenomovihoperacijapolinom x2−x−2 transformisatiux2−x−1?

66. Dokazati da za svaki prirodan broj n postoji prirodan brojm takav da je ispuwena

jednakost

(
√
2− 1)n =

√
m−

√
m− 1.

67. Koeficijenti a, b, c, d polinoma ax3 + bx2 + cx+ d su prirodni brojevi takvi da je
ad neparno, a bc parno. Dokazati da je bar jedna nula polinoma iracionalna.
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68. IzskupaS = {1, 2, 3, . . . , 2006}izdvojenisuisabranisvibrojevi~iji jezbircifara
paran, a zatim su iz datog skupa sabrani svi brojevi ~iji je zbir cifara neparan. Koji

je zbir ve}i, i za koliko?

69. Brojevi a1, a2, . . . , an pripadaju skupu {−1, 1} i va`i

S = a1a2a3a4 + a2a3a4a5 + · · ·+ ana1a2a3 = 0.

Dokazati da 4 | n.

70. Na tabli je napisano nekoliko slova e, a i b. Marko je po dva od tih slova brisao i

zamewivao ih jednim slovom, po{tuju}i pri tome slede}a pravila:

1) dva slova e zamewuje jedno slovo e;

2) dva slova a zamewuje jedno b;

3) dva slova b zamewuje jedno a;

4) slova a i b zamewuju se jednim e;

5) slova a i e zamewuju se jednim a;

6) slova b i e zamewuju se jednim b.

Marko je sa brisawem prestao kada je na tabli ostalo samo jedno slovo. Da li on

redosledom brisawa mo`e da uti~e na to koje }e slovo ostati na tabli?

71. Neka je data funkcija f : N → N ∪ {0} sa osobinama:

1) f(1) = 0,

2) f(p) = 1, za svaki prost broj p i

3) f(ab) = af(b) + bf(a), za sve prirodne brojeve a i b.

Odrediti brojeve n za koje je f(n) = n.

72. Dato je n ta~aka u ravni. Svake tri od wih obrazuju trougao povr{ine mawe ili

jednake 1. Dokazati da se svihn ta~aka nalazi u trouglu povr{inemawe ili jednake 4.

73. Da li je mogu}e 1600 ta~aka smestiti u unutra{wost kvadrata stranice 1, tako da

svaki pravougaonik, povr{ine 0,005, koji le`i u unutra{wosti kvadrata i ~ije su
stranice paralelne stranicama kvadrata, sadr`i bar jednu od datih ta~aka?

NAPOMENA. Ta~ke na stranicama kvadrata nisu wegove unutra{we ta~ke.

74. Kona~an skup ta~aka u ravni S ima osobinu da prava koja prolazi kroz dve ta~ke tog

skupa prolazi i kroz tre}u. Dokazati da se sve ta~ke skupa S nalaze na jednoj pravoj.

75. U svakom konveksnom petouglu postoje tri dijagonale od kojih se mo`e konstruisati

trougao. Dokazati.
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76. Svaka stranica konveksnog ~etvorougla povr{ine 1 podeqena je na pet jednakih

delova i odgovaraju}e ta~ke na naspramnim stranicama su spojene kao na slici 2.85.

Izra~unati povr{inu osen~enog ~etvorougla.

Slika 1.2. Slika 1.3.

77. Ka`emo da reflektor iz ta~ke P (p1, p2) osvetqava ta~ku Q(q1, q2) ako i samo ako
va`e nejednakosti p1 6 q1 i p2 6 q2 (slika 1.3). Dokazati da nije mogu}e na}i ta~ke
X,Y, Z iA,B,C takve da reflektor izA osvetqava ta~ke Y i Z ali ne i ta~kuX ,

reflektor izB osvetqava ta~keX iZ ali ne i ta~kuY , a reflektor izC osvetqava

ta~keX i Y ali ne i ta~kuZ .

78. Svaki konveksan mnogougao povr{ine 1 sadr`an je u pravougaoniku povr{ine 2.
Dokazati.

79. U kvadrat ABCD upisana je kru`nica k. Za ta~ku T kru`nice k neka su αT i βT

uglovi pod kojima se vide dijagonaleAC iBD. Dokazati da je za svako T ∈ k

tg2 αT + tg2 βT = 8.

80. Data je kockaABCDA1B1C1D1 ~ije su ivice du`ine a. Neka jeα ravan koja sadr`i

sredi{te O dijagonale B1D i normalna je na tu dijagonalu. Odrediti povr{inu

preseka ravni α i kocke.

81. Data je gomila sa n kamen~i}a. Gomila se deli na druge dve od po k i n− k kamen-

~i}a, i proizvod brojeva k i n−k se pi{ena tabli. Deqewei zapisivaweproizvoda

se nastavqa sve dok postoje netrivijalne gomile (gomile sa vi{e od jednog kamen-

~i}a). Dokazati da je zbir svih brojeva na tabli jednak n(n− 1)/2, bez obzira na
na~in deqewa.

82. Neka je F = {A1, A2, . . . , Ak} familija podskupova skupa S, gde je |S| = n, takva
da za svako i i j, 1 6 i, j 6 k va`i |Ai ∩Aj | ̸= 1. Dokazati da se elementi skupa S
mogu obojiti sa dve boje, tako da nijedan skup izF nije jednobojan.

83. Na takmi~ewu je u~estvovalo 100 u~enika, koji su re{avali po pet zadataka. Poznato
je da je svaki zadatak re{ilo bar 60 u~enika. Dokazati da postoje dva u~enika koji su
zajedno re{ili sve zadatke.

84. Neka su prva ~etiri ~lana niza brojevi 1, 9, 9, 3, dok se svaki slede}i ~lan dobija kao
ostatak pri deqewu sa 10 zbira prethodna ~etiri ~lana (1, 9, 9, 3, 2, 3, 7, . . .). Da li
}e se u tom nizu pojaviti ~etvorka 7, 3, 6, 7?
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85. Kamen~i}i su raspore|eni na{ahovskoj tabli dimenzija n×n tako da ako je kvadrat

(i, j) prazan (ako na wemu nema kamen~i}a), tada se najmawe n kamen~i}a nalazi u

i-toj vrsti i j-toj koloni. Pokazati da je na tabli najmawe
n2

2
kamen~i}a.

86. Mo`e li se polinom h(x) = x dobiti od polinoma f(x) i g(x) pomo}u operacija
sabirawa, oduzimawa i mno`ewa ako je:

(a) f(x) = x2 + x, g(x) = x2 + 2;

(b) f(x) = 2x2 + x, g(x) = 2x;

(v) f(x) = x2 + x, g(x) = x2 − 2?

87. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je 5n + 12n potpun kvadrat.

88. Ako su x1, x2, . . . , xn, razli~iti prirodni brojevi, gde je n > 1, dokazati da je:

1

x2
1

+
1

x2
2

+ · · ·+ 1

x2
n

̸= 1.

89. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1. Dokazati da tada va`i

1 +
3

a+ b+ c
> 6

ab+ bc+ ac
.

90. Dokazati nejednakost: (a3 − a+ 2)2 > 4a2(a2 + 1)(a− 2).

91. Odrediti realne brojeve a, b, c za koje je

|f(x)| = |ax2 + bx+ c| 6 1 za |x| 6 1,

a
8

3
a2 + 2b2 je maksimalno.

92. Odrediti re{ewa sistema

ln
1 + x

1 + y
=

4(x− y)

(x+ 2)(y + 2)
, sinx+ cos 2y > 1,

uz uslov da x, y ∈ (0, 2π).

93. Neka je z = cos
2π

n
+ i sin

2π

n
, gde je n neparan prirodan broj. Izra~unati sumu S,

S =
1

1 + z
+

1

1 + z2
+

1

1 + z3
+ · · ·+ 1

1 + zn
,

u funkciji od n.

94. Dokazati da postoji jedinstvena funkcija f : R+ → R+, takva da za svako x ∈ R+

va`i:

(1.1) f(f(x)) = 6x− f(x).
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95. Neka je f(x) = a cosx+ b cos 3x, a, b ∈ R. Ako je poznato da nejedna~ina f(x) > 1
nema re{ewa, dokazati da je |b| 6 1.

96. Za uglove△ABC va`i tgα : tg β : tg γ = 1 : 2 : 3. Izra~unati obim ovog trougla,
ako je stranica naspram ugla γ jednaka AB = 3.

97. Neka je O presek dijagonala konveksnog ~etvorougla. Ako su povr{ine trouglova

ABO, BCO, CDO i DAO jednake, tada je ~etvorougao ABCD paralelogram.

Dokazati.

98. Neka jeO presek dijagonala konveksnog ~etvorougla. Ako su obimi trouglovaABO,

BCO,CDO iDAO jednaki, tada je ~etvorougaoABCD romb. Dokazati.

99. U trougao ABC sa stranicama a, b, c upisani su kvadrati stranica x, y, z, tako da
se po dva temena tih kvadrata nalaze na stranicamaBC,CA,AB, respektivno. Tada

x = y = z implicira a = b = c. Dokazati.

100. Proizvoqna ta~kaM je odabrana na du`iAB. Konstruisani su kvadratiAMCD i

MBEF sa iste strane du`iAB. Krugovi opisani oko kvadrata sa centrima uP iQ,

respektivno, seku se u ta~kamaM iN . Ozna~imo presek pravihAF iBC saN ′.

a) Dokazati da se ta~keN iN ′ poklapaju.

b) Dokazati da pravaMN prolazi kroz fiksnu ta~ku nezavisnu od izboraM .

v) Odrediti geometrijsko mesto sredi{ta du`i PQ, kadaM prolazi izme|u A i

B.

101. Dat je o{trougli △ABC . Nad stranicom BC kao pre~nikom je konstruisan krug

K. Tangente iz A na ovaj krug dodiruju ga u ta~kama P iQ. Dokazati da ortocentar

△ABC le`i na du`i PQ.

102. Neka je n > 1 i Pn broj nepraznih podskupova S od {1, 2, . . . , n}, sa osobinom da je

aritmeti~ka sredina svih elemenata izS ceo broj. Dokazati da su brojeviPn in iste
parnosti.

103. Ako brojevi n i 2006n imaju istu sumu cifara, dokazati da je tada n deqivo sa 9. Da
li isto tvr|ewe va`i i za brojeve n i 2008n?

104. Posmatrajmo funkcije f(x) = x2 + 2bx + 1 i g(x) = 2a(x + b), gde su a i b realni
brojevi i defini{imo skup ure|enih parova brojeva na slede}i na~in:

S={(a, b) |grafici funkcija y = f(x) i y = g(x) se ne seku u koordinatnoj ravni}.

Opisati skup S i odrediti wegovu povr{inu.

105. Dat je tetivan~etvorougaoABCD ina straniciCD ta~kaM , tako da trougaoADM
i ~etvorougao ABCM imaju jednake povr{ine i obime. Da li ~etvorougao ABCD
ima dve jednake stranice?
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106. Nad du`iBC konstruisani su pravougli trougloviBUC iBV C s pravim uglovima

redom kod temenaU i V . Ako jeA bilo koja ta~ka praveBC , dokazati da je proizvod

tg^BUC · tg^CV A konstantan.

107. Neka jeH ortocentar o{trouglog trouglaABC . Dokazati nejednakost

AH

a
· BH

b
· CH

c
6 1

3
√
3
.

108. Re{iti jedna~inu arctg x+ arctg x2 + arctg x3 = 0.

109. Dokazati da jedna~ina

2 sin2
(x
2

)
sin2

(x
6

)
=

1

x2
+ x2

nema re{ewa.

110. U jedini~nom kvadratu dato je 2006 ta~aka, od kojih je jedna centar kvadrata. Za svaku
ta~ku je uzeto rastojawe do najbli`e od ostalih ta~aka. Dokazati da je suma kvadrata

ovakvih rastojawa mawa od 3,6.

111. Dat je o{trougli△ABC , sa ortocentromH i centrom opisane kru`niceO. Norma-

lna projekcija temena A na pravu BC le`i na simetrali stranice AC . Odrediti

odnos
|CH|
|BO|

.

112. Posmatrajmo Fibona~ijev niz dat sa

F1 = 1, F2 = 1, Fn+1 = Fn + Fn−1, n > 2.

Dokazati da postoji Fibona~ijev broj koji se zavr{ava sa 2006 devetki.

113. Dat je o{trougli△ABC i proizvoqna ta~kaN na straniciAC . Na polupravojCA
odredimo ta~kuM , tako da jeNM = CA. Podno`je normale izM na stranicuBC je

ta~kaD, a podno`je normale izN naAB jeE. Dokazati da opisani krug oko△BED
sadr`i ortocentar trouglaABC .

114. Odrediti sve prirodne brojeve n, takve da n deli 5n − 4n.

115. Neka sux1, x2, . . . , xn pozitivni realni brojevi, ~ija je suma 1. Dokazati nejednakost

n∏
i=1

(
1 +

1

xi

)
>

n∏
i=1

(n− xi

1− xi

)
.

116. Odrediti sve n ∈ N, n > 2 i cifre a1, a2, . . . , an, tako da je√
a1a2 . . . an −

√
a1a2 . . . an−1 = an.
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117. Neka suα ̸= β koreni jedna~ine x2 + px+ q = 0. Za svaki prirodan brojn ozna~imo

an =
αn − βn

α− β
.

(a) Odreditii sve p, q ∈ Z takve da za svako n ∈ N va`i an+1an+2 − anan+3 =
(−1)n.

(b) Dokazati da za takve p i q za sve n ∈ N va`i an + an+1 = an+2, i ako 3 | n, da
je tada an paran broj.

118. Dokazati da niz an =
[
n
√
2
]
, n ∈ N, sadr`i beskona~no mnogo potpunih kvadrata.

119. Odrediti centar date kru`nice koriste}i jedino {estar sa promenqivim rasponom.

120. (Napoleonov zadatak1) Datu kru`nicu, ~iji je centar poznat, podeliti na ~etiri

jednaka dela koriste}i samo {estar.

121. Udesetkutijanalazisepodesetnov~i}a. Utvr|eno je da seu jednoj kutiji, alisene zna

u kojoj, nalaze neispravni nov~i}i, koji su jedan gram lak{i od ispravnih. Nov~i}e

mo`emo meriti pomo}u precizne vage sa skalom. Koliko merewa je potrebno iz-

vr{iti da bismo utvrdili koja kutija sadr`ineispravne nov~i}e? Te`ina ispravnog

nov~i}a je poznata.

122. Mladi matemati~ar se nalazi u centru kruga, dok se na obodu nalazi tigar koji mo`e

da se kre}e samo po kru`nici. Maksimalna brzina tigra je ~etiri puta ve}a od

maksimalne brzine ~oveka. Da li ~ovek mo`e da pobegne iz zatvorenog kruga, a da ga

tigar pri tome ne pojede?

123. Dato je2nkarata, obele`enihbrojevimaod1 do2n. Igra~iAiB igraju slede}uigru.

Karte se prome{aju i svako dobije po n karata. Naizmeni~no izbacuju po jednu kartu

na sto. Igra se zavr{ava ako je suma brojeva na izba~enim kartama deqiva sa 2n+ 1.
Posledwa osoba koja je izbacila kartu je pobednik. Ako A i B igraju optimalnom

strategijom, koji igra~ pobe|uje?

124. Dalipostojirealanbroja zakoji jedna~inax2−|x|+a = 0ima jedinstvenore{ewe?

125. Odrediti uslove koje treba da zadovoqavaju parametri a1, a2, a3, a4 da bi sistem

jedna~ina

x1 + x2 = a1a2, x1 + x3 = a1a3, x1 + x4 = a1a4,
x2 + x3 = a2a3, x2 + x4 = a2a4, x3 + x4 = a3a4,

imao re{ewe.

126. Dokazati da se prosti brojevi oblika p = 22
n

+ 1 ne mogu predstaviti kao razlika
petih stepena dva prirodna broja.

1Napoleon je bio veliki qubiteq geometrije. Ovaj zadatak je, navodno, Napoleon postavio italijanskom

geometruMaskeroniju.
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127. Za prirodne brojeve a, b, c, d va`i jednakost a2 + b2 + c2 + d2 = 4abcd. Dokazati da
proizvod abcd nije deqiv sa 5.

128. Neka je n > 2 prirodan broj i skupA = {1, 2, . . . , n}. Za svaki broj 1 6 k 6 n − 1
neka je

xk =
1

n+ 1

∑
|B|=k,B⊂A

(minB +maxB).

Dokazati da su x1, x2, . . . , xn−1 prirodni brojevi, i da nisu svi brojevi deqivi sa 4.

129. Dokazati da je ta~no jedan od prirodnih brojeva a, b i c ve}i od 1, ako za wih va`i

abc = 1 i a+ b+ c >
1

a
+

1

b
+

1

c
.

130. Dokazati da za a, b, c ∈ [0, 1] va`i

a

b+ c+ 1
+

b

a+ c+ 1
+

c

a+ b+ 1
+ (1− a)(1− b)(1− c) 6 1.

131. Neka su P (x) i Q(x) polinomi sa racionalnim koeficijentima, ireducibilni nad

skupom Q. Ako su realni brojevi α i β takvi da je α + β = 1 i P (α) = Q(β) = 0,
dokazati da su polinomi P (x) iQ(x) istog stepena.

132. Koje su mogu}e vrednosti izraza
√
x2 + x+ 1 −

√
x2 − x+ 1 kada x pripada skupu

realnih brojeva?

133. Dokazati da je proizvod re{ewa jedna~ine

xlog2007 x
√
2007 = x2007

prirodan broj i odrediti mu posledwe dve cifre.

134. Re{iti jedna~inu log 1
3

(
4cos 2x + 4cos

2 x
)
= sgn

(
logx 5

√
1−x
)
.

135. Odrediti sve cele brojeve n za koje jedna~ina

x3 − nx2 + nx− (n2 + 1) = 0.

ima celobrojno re{ewe.

136. Na jedini~noj kru`nici je dato n ta~aka. Neka jeN broj tetiva sa krajevima u datim

ta~kama, ~ija je du`ina ve}a od
√
3. Dokazati da je 4N 6 n2.

137. U staklenu posudu koja ima oblik kocke treba sipati vodu tako da ona zauzima
1

3
zapremine tog suda. Kako se to mo`e uraditi bez sredstava za merewe?

138. Dat je trougao ABC , tako da je AC > AB. Ta~ka X se nalazi na polupravoj AB
iza ta~ke A, tako da je BX = AC , dok se ta~ka Y nalazi na du`i AC , tako da je

CY = AB. Prava XY se~e simetralu stranice BC u ta~ki P . Dokazati da je

^BAC + ^BPC = 180◦.
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139. Neka je I centar upisanog kruga u trougaoABC . Na du`ima IA, IB i IC su odabrane

ta~keP ,Q iR redom, tako da je IP · IA = IQ · IB = IR · IC . Dokazati daOjlerova

prava za trougao PQR sadr`i ta~ke I i O, gde je O centar opisanog kruga trougla

ABC .

140. U jednakokrakom trouglu ABC , va`i ^ABC = ^ACB = 80◦. Na stranici AB
data je ta~kaD, tako da jeAD = BC . Odrediti^BDC .

141. Jednakostrani~ni trougaoABC podeqen je na male jednakostrani~ne trouglove tako

{to mu je svaka strana podeqena na n jednakih du`i koje su onda povezane du`ima

paralelnim stranicama trougla (slu~ajn = 7 je prikazan na slici 1.4 levo). Svako od
novonastalih temena je ozna~eno jednim od slovaA,B iliC (jedno takvo ozna~avawe

je za slu~aj n = 4 prikazano na slici 1.4 desno).

Slika 1.4.

Dokazati da va`i bar jedno od slede}ih tvr|ewa.

(a) Postoji mali trougao kome su temena ozna~ena slovimaA,B,C .

(b) Postoje tri kolinearne ta~ke koje su ozna~ene razli~itim slovima.

142. Sto mrava je stavqeno na {tap du`ine 2 metra. Svaki mrav po~ne da se kre}e kon-
stantnom brzinom od jednog metra u minuti na levo ili na desno. Kada se dva mrava

susretnu oni se sudare, odbiju jedan od drugog i nastave kretawe istim brzinama, ali

u suprotnim smerovima. Kada mrav do|e do kraja {tapa padne na zemqu. Dokazati da

}e se posle 2 minuta i 10 sekundi svi mravi na}i na zemqi. Koji je, pri tome, najve}i
mogu}i broj mravqih sudara?

143. Odrediti broj svih na~ina na koje se mogu rasporediti 4 kuglice u 7 kutija ako se:

(a) i kuglice i kutije razlikuju;

(b) kuglice se ne razlikuju, a kutije se razlikuju;

(v) kuglice se razlikuju, a kutije ne razlikuju;

(g) ne razlikuju se ni kuglice, ni kutije.
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144. Dokazati da u pravouglom trouglu va`i nejednakost

c+ h

a+ b
6 3

√
2

4
,

gde su a i b katete, c hipotenuza, a h hipotenuzina visina.

145. Stranice trougla ABC imaju du`ine AB = 48 cm, AC = 55 cm i BC = 73 cm.

Na stranici BC odabrane su ta~ke D i E tako da je BD = 18 cm i CE = 25 cm.

Izra~unaj^DAE.

146. Dokazati da su prave koje sadr`e visine trougla ujedno bisektrise uglova trougla

~ija su temena podno`ja tih visina.

147. Neka jeM proizvoqna ta~ka straniceBC kvadrataABCD. Ako jeN ta~ka preseka

straniceAB i simetrale^ADM dokazati da jeAN +MC = DM .

148. Dokazati da za stranice proizvoqnog trougla a, b, c i ugloveα, β, γ va`i nejednakost

(1.2)
cos3 α

a
+

cos3 β

b
+

cos3 γ

c
<

a2 + b2 + c2

2abc
.

149. Dokazati da za uglove trouglova na slici 1.5 va`i nejednakost

sinα1 sinβ1 sin γ1 > sinα2 sinβ2 sin γ2.

Slika 1.5.

150. Neka jeM proizvoqnata~ka straniceBC kvadrataABCD. Ako jeN ta~ka stranice

AB takva da je^DMN = ^CMD, dokazati da je^MDN = 45◦.

151. Neka je ABCA1B1C1 pravilna trostrana prizma. Konstruisana je ravan A1BC
i u deo prizme iznad te ravni upisana je sfera polupre~nika r (sfera dodiruje

ravni B1BCC1, A1BC , A1B1C1, A1B1B, A1C1C). Odrediti zapreminu prizme

ABCA1B1C1.

152. Uzavisnostiodprirodnogbrojanodreditinajve}i zajedni~kidelilacbrojevan2+1
i (n+ 1)2 + 1.
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153. Neka je P (x) = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1. Odrediti ostatak pri deqewu

polinoma P (x7) polinomom P (x).

154. Odrediti prirodne brojeve a i b tako da za x, y ∈ [a, b] dobijamo
1

x
+

1

y
∈ [a, b].

155. Za x, y, z ∈ R odrediti najve}u vrednost izraza
x3y2z

x6 + y6 + z6
.

156. Za nenegativne brojeve a, b, x, y va`i a5 + b5 6 1 i x5 + y5 6 1. Dokazati da je
a2x3 + b2y3 6 1.

157. Re{iti nejedna~inu
√
4x− x2 − 3 >

√
x2 − 7x+ 12−

√
x2 − 5x+ 6.

158. Za koje a ∈ R sva re{ewa jedna~ine 3ax2 + (3a3 − 12a2 − 1)x − a(a − 4) = 0
zadovoqavaju uslov |x| < 1?

159. Odrediti sve parove realnih brojeva p i q za koje nejedna~ina |x2 + px+ q| > 2 nema
re{ewa u intervalu [1, 5].

160. Odrediti sve vrednosti realnog parametra b, za koje sistem

bx2 + 2bx+ y + 3b− 3 = 0,

by2 + x− 6by + 11b+ 1 = 0

ima jedinstveno re{ewe.

161. Da li je broj 105
105

10

+ 510
510

5

deqiv sa 11? Za{to?

162. Odrediti {est posledwih cifara broja 572008.

163. Broj 229 je devetocifren i zna se da se u wegovom dekadnom zapisu koriste sve cifre

osim jedne. Koja je to cifra?

164. Odrediti koeficijent uz x2 u razvoju

((· · · (((x− 2)2 − 2)2 − 2)2 − · · · − 2)2 − 2)2︸ ︷︷ ︸
2007

.

165. Neka su a, b, c i d pozitivni realni brojevi takvi da je

1

a+ 1
+

1

b+ 1
+

1

c+ 1
+

1

d+ 1
= 3.

Dokazati da je tada

1

9a+ 1
+

1

9b+ 1
+

1

9c+ 1
+

1

9d+ 1
> 1.
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166. Da li me|u prirodnim brojevima mawim od 109 ima vi{e onih koji sadr`e cifru 0
ili onih u kojima se mogu na}i dve jednake susedne cifre?

167. Na koliko na~ina se prirodan broj n mo`e predstaviti kao zbir jednog ili vi{e

prirodnih brojeva? Dva predstavqawa sa istim sabircima su razli~ita ako redosled

sabiraka nije isti, na primer, broj 3 mo`e se predstaviti na 4 na~ina: 3, 2 + 1, 1 +
2, 1 + 1 + 1.

168. Nako{arka{komturniru u~estvovalo je8 ekipai svaka je sa svakomodigralapo jednu
utakmicu. Ekipe su sakupile redom 14, 12, 8, 8, 6, 4, 2, 2 poena. Koliko utakmica su
posledwe ~etiri ekipe sa tabele izgubile od prve ~etiri? Za pobedu se dobijaju 2
poena.

169. Sve~vorove kvadratnemre`em×npovezati najkra}om zatvorenomlinijom. Kolika
je wena du`ina?

170. Ako je u ravni dato 3000 nekolinearnih ta~aka (svake tri od wih ne pripadaju istoj
pravoj), da li postoji 1000 disjunktnih trouglova ~ija su temena ove ta~ke?

171. Veliki kvadrat sa slike 1.6 sastavqen je od ~etiri podudarna pravougaonika i jednog

malogkvadrata. Akojerazmerapovr{inave}egpremamawemkvadratujednaka9+5
√
5,

odredi razmeru stranica pravougaonika.

Slika 1.6.

172. Dat je trougaoABC i neka jeM sredi{te straniceBC . Simetrala spoqa{weg ugla

kod temenaA se~e pravuBC u ta~kiD. Opisani krug ω oko△AMD se~e praveAB
iAC u ta~kamaE i F , respektivno. Ako je ta~kaN sredi{te du`iEF , dokazati da

jeMN ∥ AD.

173. Data je ta~kaD na stranici BC trougla ABC . Neka suK1 iK2 upisani krugovi u

trouglove ABD i ACD. Zajedni~ka tangenta ovih krugova, razli~ita od BC , se~e

AD u ta~kiK . Dokazati da du`ina du`iAK ne zavisi od polo`aja ta~keD.

174. Na papiru je nacrtano srce (zatvorena neprekidna kriva bez samopresecawa). Doka-

zati da za svaku unutra{wu ta~ku srca P , postoje dve ta~keA iB sa ruba krive, tako

da je P sredi{te du`iAB.

175. Za ta~ku X nekog skupa ta~aka u ravni ka`emo da je izdvojena ako postoji prava p,
takva daX ∈ p, a sve ostale ta~ke tog skupa su sa iste strane te prave. Neka su

A = {A1, A2, . . . , Am} i B = {B1, B2, . . . , Bm}, m, n > 3,
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dva skupa ta~aka u ravni takva da ni jedna prava ne sadr`i vi{e od dve ta~ke iz skupa

A∪B. Neka je C skup svih ta~akaX takvih da je
−−→
OX =

−−→
OAi +

−−→
OBj za neke indekse

i i j. Dokazati da skup C ne mo`e imati vi{e odm+ n izdvojenih ta~aka.

176. Re{iti jedna~inu

2 sin
(
3x+

π

4

)
=
√
1 + 8 sin 2x cos2 2x.

177. Neka su ABC i XY Z pravougli trouglovi ~iji pravi uglovi imaju temena C i Z ,
redom, i neka su hc i hz visine na hipotenuze c i z, redom. Ako je a > b i x > y,
dokazati da je

√
cz + 2

√
hchz 6

√
2
(√

ax+
√
by
)
.

178. Neka su a, b, c stranice, α, β, γ uglovi (mereni u radijanima) i s poluobim trougla

ABC . Dokazati da je tada

a

α(s− a)
+

b

β(s− b)
+

c

γ(s− c)
> 18

π
.

179. Ako su a, b, c stranice, ta, tb, tc te`i{ne du`i o{trouglog trouglaABC , tada va`i:

t2a
b2 + c2

+
t2b

c2 + a2
+

t2c
a2 + b2

>
3

4
.

Dokazati.

180. Neka jeα = f(b)funkcijakojaizra`avazavisnostuglaαoddu`inestraniceAC = b
kada trougao po~ne da se mewa tako {to b po~ne da raste, a du`ine a i c ostanu iste.
Neka jeβ = g(a)funkcijakojaizra`avazavisnostuglaβ oddu`inestraniceBC = a
kada trougao po~ne da se mewa tako {to a po~ne da raste, a du`ine b i c ostanu iste
(slika 1.7).

Slika 1.7.

Dokazati da va`i slede}a �sinusna teorema� za prve izvode tih funkcija

f ′(b)

sinα
=

g′(a)

sinβ
.
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181. Odrediti sve trojke (x, y, z) prirodnih brojeva za koje va`i

xy2z3 = 384 i x2y3z = 1152.

182. Neka je prirodan broj n + 1 deqiv sa 24. Dokazati da je suma svih delilaca broja n
tako|e deqiva sa 24.

183. Za prirodan brojn defini{emo f(n) = 4n+6n+9n. Dokazati da je za svakon > m
broj f(2n) deqiv sa f(2m).

184. Brojn je �dobar� ako semo`enapisati kao zbir neka dva i kao zbir neka tri uzastopna
prirodna broja. Da li je proizvod dva dobra broja dobar broj?

185. Od cifara 0, 1, 2, . . . , 9 (upotrebiti svaku cifru samo jednom) sastaviti pet dvoci-
frenih brojeva, tako da proizvod tih pet brojeva bude maksimalan.

186. Da li me|u milion brojeva 0, 1, 2, . . . , 999999 ima vi{e onih ~iji zapis ne sadr`i

cifru 1 ili pak onih u ~ijem zapisu postoji bar jedna cifra 1, i za koliko?

187. Koliko ima n-tocifrenih brojeva, sastavqenih od cifara 2, 3 i 4, koji imaju paran
zbir cifara?

188. U kupeu ima 6 sedi{ta. Na koliko na~ina se na ta sedi{ta mo`e razmestiti:

(a) 6 putnika,

(b) 4 putnika,

(v) 8 putnika (dva uvek stoje)?

189. U bioskopskoj sali ima n redova, a u svakom redu n sedi{ta. Svaki red je numerisan

brojevima od 1 do n, i svako sedi{te u jednom redu je numerisano od 1 do n. [ta je

verovatnije: da }e zbir rednog broja reda i rednog broja sedi{ta biti paran, ili pak

neparan broj?

190. Re{iti jedna~inu x+ a3 = 3
√
a− x u zavisnosti od parametra a.

191. Neka su z1 i z2 kompleksni brojevi. Ako je |z1| = |z2| = 1 i z1z2 ̸= −1, onda je
z1 + z2
1 + z1z2

realan broj. Dokazati.

192. Za svaku parabolu x2 + bx + c koja se~e koordinatne ose u tri razli~ite ta~ke,

opi{emo krug oko tih ta~aka. Dokazati da svi krugovi imaju zajedni~ku ta~ku.

193. Neka je△ABC o{trougli. Na produ`etku straniceBC iza ta~keB, konstrui{emo

ta~ku D, tako da je AB = BD i va`i raspored ta~ka C − B − D. Ta~ka M je

sredi{te straniceAC . Ozna~imo prese~nu ta~ku simetrale^ABC i praveDM sa

E. Izra~unati^BAE.

194. Dat je kvadratABCD stranice a. Konstruisati kru`nicu k koja dodiruje stranice
AB,BC i prolazi kroz ta~kuD. Izraziti polupre~nik kru`nice u funkciji od a.
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195. Zbir normala spu{tenih iz bilo koje ta~ke osnovice jednakokrakog trougla na krake

je stalan. Dokazati.

196. Zbir du`inam, n, p du`i koje spajaju unutra{wu ta~ku trougla sa wegovim temenima
mawi je od zbira dve du`e stranice tog trougla. Dokazati.

197. Neka je ABCDE pravilan petougao, ta~ka O centar tog petougla, a T proizvoqna

ta~ka u prostoru. Dokazati da je tada

5
−→
TO =

−→
TA+

−→
TB +

−→
TC +

−−→
TD +

−→
TE.

198. Odrediti koeficijent uz x15 u polinomu (1 + x+ x2 + · · ·+ x10)3.

199. Neka je |q| < 1. Izra~unati Tn = 1 + 3q + 5q2 + · · ·+ (2n+ 1)qn i lim
n→+∞

Tn.

200. Odrediti sve funkcije f : R → R, tako da za svako x, y, z ∈ R va`i

f(x2 + yf(z)) = xf(x) + zf(y).

201. Prirodni brojevim i n su takvi da je suma prirodnih brojeva mawih odm i ve}ih od

n jednaka 1000. Odredi brojevem i n.

202. Dokazati da je izraz a4 − 10a2 + 9 deqiv sa 1920 za svaki prost broj a > 5.

203. Neka sux i y prirodni brojevi takvi da jexy = 20072008. Dokazati da tada brojx+ y
nije deqiv brojem 2008.

204. Odrediti sve parove prostih brojeva p i q za koje je vrednost izraza p2 + 3pq + q2:

(a) kvadrat nekog prirodnog broja;

(b) stepen broja 5.

205. Odredi sve cele brojeve x, y, z takve da je x2(x2 + y) = yz+1.

206. Neka su x, y, z razli~iti realni brojevi. Dokazati da je

3
√
x− y + 3

√
y − z + 3

√
z − x ̸= 0.

207. Odrediti proizvod re{ewa jedna~ine (x2 − 7x+ 11)x
2−11x+30 = 1.

208. Odrediti vrednost izraza

A =
3

√
28 +

2

3

√
5290

3
+

3

√
28− 2

3

√
5290

3
.

209. Re{iti jedna~inu (x2 − 3x+ 3)2 − 3(x2 − 3x+ 3) + 3 = x.

210. Da li je mogu}e u krug pore|ati 200 realnih brojeva tako da je zbir svih brojeva jednak
200, zbir svaka tri uzastopna broja nije ve}i od 3 i da je jedan od brojeva 3?
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211. U biblioteci se nalazi n polica, i na svakoj se nalazi bar po jedna kwiga. Upravnik

je sagradio novih2008polica i naredio da se kwige preraspodele nan+2008polica,
tako da na svakoj bude bar po jedna kwiga. Kwiga je privilegovana, ako se nalazi na

polici koja ima mawe kwiga nego u prvobitnom rasporedu. Dokazati da postoji bar

2009 privilegovanih kwiga u preure|enoj biblioteci.

212. Brojevi od 1 do n su pore|ani u niz, tako da je svaki broj ili ve}i od svih prethodnih

brojeva ili mawi od svih prethodnih. Na koliko na~ina je to mogu}e u~initi?

213. Odredi zbir svih brojeva iz tablice

1 2 3 . . . k
2 3 4 . . . k + 1
3 4 5 . . . k + 2
...

...
...

...

k k + 1 k + 2 . . . 2k − 1.

214. Niz brojeva je definisan na slede}i na~in:

a0 =
1

2
, ak =

2k − 3

2k
· ak−1.

Dokazati da za svaki prirodan broj n va`i

n∑
k=1

ak < 1.

215. NekasuAA1,BB1,CC1 paralelnetetivenekogkruga. Ta~keA
′,B′,C ′ su simetri~ne

ta~kama A1, B1, C1 redom, u odnosu na sredi{ta du`i BC , CA, AB. Dokazati da su

ta~keA′,B′,C ′ kolinearne.

216. Dat je kvadratK stranice a u koji je upisan kvadratK1, tako da mu temena pripadaju

stranicama kvadrata K . U kvadrat K1 i u sva ~etiri dobijena trougla upisani su

krugovi. Odrediti polo`aj temena upisanog kvadrataK1 tako da zbir povr{ina svih

pet upisanih krugova bude minimalan.

217. U krug K je upisan sedmougao ~ija su tri ugla jednaka 120◦. Dokazati da su bar dve
stranice tog sedmougla jednake.

218. Dati su pravilan jednakoivi~an tetraedar i pravilna jednakoivi~na ~etvorostrana

piramida ivice a. Razrezati ova tela i od dobijenih delova sastaviti kocku.

219. Na krugu, polupre~nika r, data je ta~ka A. Konstruisati tetivu BC tog kruga,

paralelnu tangenti u ta~kiA tako da povr{ina trouglaABC bude najve}a.

220. Upisani krug△ABC sa centrom uO dodiruje straniceBC ,AC iAB u ta~kamaD,

E,F , redom. PravaEF se~e krug nad pre~nikomBC u ta~kamaP iQ, tako da je ta~ka

P bli`a temenuB nego ta~kaQ. Dokazati da je^POA+ ^ABO = 90◦.
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221. Sve`i krastavci sadr`e 99% vode. Ako ostavimo sve`e krastavace da preno}e,

oni ujutru sadr`e 98% vode. Ako je uve~e, u prodavnici, ostavqeno 100 kilograma
krastavaca, koliko }e kilograma ujutru biti za prodaju?

222. Dokazati da u konveksnom desetouglu, koji nema paralelnih dijagonala, postoje dija-

gonale ~iji pravci zaklapaju ugao mawi od 6◦.

223. Na {ahovskoj tabli 8 × 8 postavqena su 33 topa. Dokazati da me|u wima postoji 5
topova koji se me|usobno ne napadaju.

224. U skupuZ re{iti jedna~inu x3 + x2y + xy2 + y3 = 8(x2 + xy + y2 + 1).

225. U skupuR re{iti jedna~inu
√
5x+ 1− 2

√
4− x+

√
5
√
x+ 2 =

√
61− 4x.

226. Dokazati da za realne brojeve xi > 0, i = 1, . . . , n, takve da jex1+x2+ · · ·+xn = 1,
va`i nejednakost(

1 +
1

x1

)(
1 +

1

x2

)
· . . . ·

(
1 +

1

xn

)
> (n+ 1)n.

227. Neka je (an), n ∈ N, niz takav da je a1 = 2 i za svako n va`i

2a2n = na2n + 2an i (2n+ 1)a2n+1 = 3n2a2n + 6nan + 2.

Dokazati da:

(a) a3n nije ceo broj ni za koje n;

(b) postoji beskona~no mnogo prirodnih brojeva u nizu (an).

228. Ako je

f(x) =
x
√

2 +
√
2 +

√
2−

√
2

−x
√
2−

√
2 +

√
2 +

√
2
,

odrediti f2008(x) = f(f(· · · (f︸ ︷︷ ︸
2008puta

(x)) · · · )).

229. Za koje vrednosti realnog parametra a sistem jedna~ina

21+
√
xy + 3x+y+1 = a,

81+
√
xy + 27x+y+1 = a3 − 3a2 + 3a

ima bar jedno re{ewe (x, y) ∈ R2?

230. Neka jeA1A2 . . . An konveksan n-tougao ~ije se nikoje tri dijagonale ne seku u jednoj
ta~ki. Koliko ima razli~itih trouglova ~ija su temena temena tog n-tougla ili
prese~ne ta~ke wegovih dijagonala?
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231. Neka a, b, c, d ∈ N0 i d ̸= 0. Funkcija f : N0 → N0 je data sa

f(x) =

[
ax+ b

cx+ d

]
.

Dokazati da je funkcija injektivna ako i samo ako je c = 0 i a > d.

232. Na teniskom turniru u~estvuje 2n igra~a. Odrediti broj parova za prvi nivo

takmi~ewa.

233. Ako su u △ABC te`i{ne du`i tb i tc uzajamno normalne, dokazati da va`i nejedna-
kost

ctg β + ctg γ > 2

3
.

234. Igra~C treba da odigra tri teniska me~a sa igra~imaA iB naizmeni~no. Poznato

je da je A boqi igra~ od igra~a B. Ako su igra~u C potrebne dve uzastopne pobede,

koji raspored protivnika mu vi{e odgovara: ABA iliBAB?

235. Dokazati da funkcija f(x) = cosx+ cosx
√
2 nije periodi~na.

236. Neka je x1 proizvoqan realan broj, a x takav realan broj da va`i |x− x1| 6 1
100 .

(a) Dokazati da razlika vrednosti funkcije sinx u ta~kama x i x1 nije ve}a od
1

100 .

(b) Da li se za funkciju sinx2 mo`e odrediti interval∆ = (x1 − δ, x1 + δ), gde je
δ kona~an pozitivan broj koji ne zavisi od x1, tako da za sve x ∈ ∆ va`i

| sinx2 − sinx2
1| 6

1

100
?

237. Dat je polukrug nad pre~nikom AB i na wemu ta~ke C i D, tako da C pripada luku

AD i da je ugaoCSD prav, gde jeS sredi{te du`iAB. Neka jeE presek pravihAC i

BD, aF presek pravihAD iBC . Dokazati da vektor
−−→
EF ne zavisi od izbora ta~aka

C iD.

238. Data je kru`nica k. Konstruisati centar kru`nice upotrebom samo {estara.

239. Neka su P iR ta~ke u kojima naspramne straniceAB iCD prostornog ~etvorougla

ABCD seku proizvoqnu ravan π1 paralelnu drugim dvema stranicama, aQ iS ta~ke

u kojima straniceBC iAD tog ~etvorougla seku proizvoqnu ravan π2 paralelnu sa

drugim dvema stranicama. Dokazati da tada ta~ke P ,Q,R, S pripadaju jednoj ravni.

240. Neka je p prost broj. Dokazati da postoji beskona~no mnogo prirodnih brojeva n
takvih da je 2n − n deqivo sa p.

241. Odrediti sve proste brojeve p i q takve da je (p+ 1)q potpun kvadrat.

242. Ozna~imo sa d(n) broj delilaca prirodnog broja n. Odrediti sve prirodne brojeve
n takve da me|u brojevima n, d(n), d(d(n)), d(d(d(n))), . . . nema nijednog potpunog
kvadrata.
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243. U grupi od n devoj~ica i n de~aka, svaki de~ak je poslao nekim devoj~icama poziv za

matursko ve~e. Ispostavilo se da postoji jedinstvena kombinacija od n parova, tako

da se u svakom paru nalaze po jedan de~ak i devoj~ica koju je on pozvao. Odrediti

maksimalan broj svih poziva.

244. Dato je{est }upova sa zlatnicima te`ina od 1 do 6. U svakom }upu se nalaze zlatnici

iste te`ine. Janko je zalepio nalepnice sa te`inama na svaki }up. Me|utim, kako

nije siguran dali je ta~nopostavio svenalepnice, odlu~io je da toproveriuz najmawi

broj merewa. Na raspolagawu mu je vaga sa dva tasa, a u jednom merewu mo`e da izvadi

najvi{epo jedannov~i}izsvakog}upaistaviganaproizvoqantas. Koliko jenajmawe

merewa potrebno da bi Janko uvideo da li su sve nalepnice na svojim mestima?

245. Neka ck predstavqa proizvod prvih k neparnih, a dk predstavqa proizvod prvih k
parnih prirodnih brojeva. Po definiciji je c0 = d0. Za svaki prirodan broj n,
izra~unati

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
2n−kn!

k!
ck i

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
2n−kn!

k!
dk.

246. Neka su x1, x2, . . . , xn prirodni brojevi, tako da je svaki od wih mawi ili jednak

m. Neka su y1, y2, . . . , ym prirodni brojevi, tako da je svaki od wih mawi ili jednak

n. Dokazati da postoje neprazan skup nekih od brojeva xi i neprazan skup nekih od

brojeva yi takvi da su sume ~lanova ta dva skupa jednake.

247. U skupu kompleksnih brojeva re{iti jedna~inu

(x− 3)4 + (x− 4)4 = (2x− 7)4.

248. U skupu realnih brojeva re{iti jedna~inu

10−3xlog10 x + x
(
log210 x− 2 log10 x

)
= x2 + 3x.

249. Neka sua0, a1, . . . , an, . . . ~lanovi aritmeti~kog niza sa razlikom d (an+1−an = d).
Dokazati da tada za svako n ∈ N va`i

a31 + a32 + · · ·+ a3n =
(anan+1)

2 − (a1a0)
2

4d
.

250. Dokazati da funkcija f : R → R nije injektivna ako za svako x ∈ R va`i

f(x2)− (f(x))
2 > 1

4
.

251. Zadata je stogo rastu}a funkcija f na skupu prirodnih brojevima takva da za svako n
va`i f(f(n)) = 3n. Odrediti f(2008).

252. Dalipostoji konveksanmnogougao koji semo`eise}i na nekonveksne ~etvorouglove?
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253. U datom trouglu ABC konstruisati ta~ku M ~iji je zbir kvadrata rastojawa od

pravihAB,BC iCA minimalan.

254. Neka su A1, A2, . . . , A8 proizvoqne ta~ke. Ozna~imo saM1,M2, . . . ,M8 sredi{ta

du`i A1A2, A2A3, . . . , A8A1, tim redom. Ako su P1, P2, . . . , P8 sredi{ta du`i

M1M3,M2M4,M3M5,M4M6,M5M7,M6M8,M7M1,M8M2, tim redom, dokazati

da se du`i P1P5, P2P6,P3P7, P4P8 seku u jednoj ta~ki.

255. Neka je trougaoABC o{trougli. PravougaoniciBCKL iACPQ su konstruisani

spoqa tako da imaju jednake povr{ine. Dokazati da su temeC , centar opisanog kruga

trouglaABC i sredi{te segmenta PK kolinearni.

256. U ravni su dati krugK sa centrom uO i polupre~nikom r, i prava p koja ne se~eK .

Neka jeA podno`je normale izO na pravu p. Ta~kaP pripada du`iOA, tako da va`i
AP 2 = AO2 − r2. Ta~keM iN su promenqive sa prave p, tako da krug sa pre~nikom
MN dodiruje spoqa krugK . Dokazati da je za svaku du`MN ugaoMPN konstantan.

257. Dat je pravougli trougaoABC sa pravim uglom kod temenaA. U wega upisani krug k
sa centromO dodiruje straniceAB iBC u ta~kamaP iQ, redom. Neka jeF sredi{te

straniceAC , a ta~kaE presek praveAB iFO. PravaPQ se~e visinu iz temenaA u

ta~kiM . Dokazati da jeAM = AE.

258. Neka su x1, x2, . . . , xn realni brojevi iz intervala
[
0, π

2

]
, takvi da va`i jednakost

sin2 x1 + sin2 x2 + · · ·+ sin2 xn = 1. Dokazati nejednakost

cosx1 + cosx2 + · · ·+ cosxn

sinx1 + sinx2 + · · ·+ sinxn
>

√
n− 1 .

259. Izra~unati povr{inu pravilne ~etvorostrane prizme ~ija je zapremina V = 12
√
3,

a zbir du`ina svih ivica je najmawi mogu}i.

260. Ako je (x, y, z) celobrojno re{ewe jedna~ine x3 + y3 + z3 = 0, dokazati da bar jedan
od brojeva x, y i z mora biti deqiv sa 7.

261. U skupu realnih brojeva re{iti jedna~inu 2(x4 − 2x2 + 3)(y4 − 3y2 + 4) = 7.

262. U skupu celih brojeva re{iti jedna~inu m2 + (m+ 1)2 = n4 + (n+ 1)4.

263. Da li postoje nenegativni celi brojevi x i y takvi da su x + y, 2x + y i x + 2y
potpuni kvadrati?

264. Odrediti prirodan broj n ~iji je kubni koren jednak broju koji se iz broja n dobija

brisawem posledwe tri cifre.

265. Neka jeMn skup svih n-tocifrenih brojeva koji u svom zapisu sadr`e samo cifre 1 i
2. Da li je mogu}e razbitiMn na dva disjunktna podskupa, tako da zbir bilo koja dva

razli~ita broja iz jednog podskupa u svom zapisu sadr`i barem dve cifre 3?
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266. Dat je prirodan brojn > 2irealnibrojevixi, i = 1, 2, . . . , n, takvi da va`i |xi| 6 1,

i = 1, 2, . . . , n, i
∣∣∣ n∑
i=1

xi

∣∣∣ > 1. Dokazati da postoji prirodan broj k takav da je

∣∣∣∣ k∑
i=1

xi −
n∑

i=k+1

xi

∣∣∣∣ 6 1.

267. Koliko ima polinomaP ~iji koeficijenti pripadaju skupu {0, 1, 2, 3} i za koje va`i
P (2) = n?

268. Neka sux1, x2, . . . , xn nenegativnibrojeviineka jeS = x1+x2+ · · ·+xn. Dokazati

da tada va`i
S

S − x1
+

S

S − x2
+ · · ·+ S

S − xn
> n2

n− 1
.

269. Dokazati da za svake ~etiri ta~ke prostora va`i

−−→
AB ·

−−→
CD +

−−→
BC ·

−−→
AD +

−→
CA ·

−−→
BD = 0.

270. U nepravouglom trougluABC , ta~kaH je ortocentar, a ta~keD,E i F su podno`ja

visina iz temena A, B i C redom. Ta~ka X je presek pravih AH i EF , a Y druga

prese~na ta~ka kruga opisanog oko trougla AHC i trougla EBC . Dokazati da su

ta~keC ,X i Y kolinearne.

271. ^etvorougaoABCD je upisan ukrug. NalukuCD, koji ne sadr`ita~keAiB, nalazi

se proizvoqna ta~kaM . Neka du`iMA iMB seku stranicu CD u ta~kamaX i Y ,

respektivno. Dokazati da odnos
DX · CY

XY
ne zavisi od polo`aja ta~keM .

272. Neka je I centar upisanog kruga u o{trougli trougao ABC . Upisani krug dodiruje

straniceAB iAC uta~kamaX iY , respektivno. PravaXI se~eupisanikruguta~ki
M . Ozna~imo prese~nu ta~ku praveCM i straniceAB saX ′. Ta~ka L se nalazi na

du`iX ′C , tako da va`iX ′L = CM . Dokazati da su ta~keA, L, I kolinearne ako i
samo ako va`iAB = AC .

273. Ako su ha, hb i hc visine, a r polupre~nik upisane kru`nice△ABC , dokazati da je

ha − r

ha + r
+

hb − r

hb + r
+

hc − r

hc + r
> 3

2
i

ha + r

ha − r
+

hb + r

hb − r
+

hc + r

hc − r
> 6.

274. Du`ine stranica trougla su a, b i c. Kolika je du`ina simetrale sc ugla γ?

275. Odrediti minimum izraza
9x2 sin2 x+ 4

x sinx
za 0 < x < π.

276. Za x ∈ R zadata je funkcija f sa

f(x) = a|x+ 1|+ |x− 1|+ (2− a)x− a− 1.

Odrediti realan parametar a tako da f bude bijekcija i u tim slu~ajevima na}i f−1.
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277. Odrediti sve realne funkcije f : R → R koje ispuwavaju uslov

(1.3) x2f(x) + f(1− x) = 2x− x4.

278. Odrediti najve}u mogu}u zapreminu pravilne ~etvorostrane piramide bo~ne ivice 1.

279. Na koliko na~ina mo`emo rasporediti m razli~itih ptica u n razli~itih kaveza

(n 6 m 6 2n) tako da svaki kavez sadr`i bar jednu, ali ne vi{e od dve ptice?

280. U razredu ima 25 u~enika. Dokazati da se od wih ne mo`e formirati vi{e od 30
ko{arka{kih ekipa sa po 5 igra~a u svakoj, ako ma koje dve od wih nemaju vi{e od

jednog igra~a koji je ~lan obe ekipe.

281. Data je tablica 2008 × 2008 i u svakom poqu je upisan broj +1 ili −1. Neka je Ak

proizvod svih brojeva uk-toj vrsti, aBk proizvod svih brojeva uk-toj koloni tablice.
Dokazati da je brojA1 +A2 + · · ·+A2008 +B1 +B2 + · · ·+B2008 deqiv sa 4.

282. Du`ine stranica dva pravougaonika su prirodni brojevi. U svakom od wih du`ina

jedne stranice je ve}a od 2000, a du`ina druge nije ve}a od 60. Dokazati da su takva
dva pravougaonika podudarna ako su im dijagonale jednakih du`ina.

283. Ako je p neparan prost broj i a ceo broj koji nije deqiv sa p, onda je jedan i samo jedan
od brojeva

A = a1+2+···+(p−1) + 1 i B = a1+2+···+(p−1) − 1

deqiv sa p. Dokazati.

284. Neka su p i q prosti brojevi, broj q3 − 1 deqiv sa p, a broj p− 1 deqiv sa q. Dokazati
da je tada p = 1 + q + q2.

285. Ako je a realan broj, odrediti sva re{ewa sistema

x1 + ax2 = 0,

x2 + a2x3 = 0,

...

x2008 + a2008x2009 = 0,

x2009 + a2009x1 = 0.

286. Neka je f(x) = x2 + 2009x + 1. Dokazati da za svaki prirodan broj n, jedna~ina
fn(x) = f(f(· · · f(x)︸ ︷︷ ︸

n

· · · )) = 0 ima bar jedan realan koren.

287. Neka su x, y, z pozitivni realni brojevi. Dokazati nejednakost:

2

x2 + yz
+

2

y2 + xz
+

2

z2 + xy
6 1

xy
+

1

xz
+

1

yz
.
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288. Neka sux i y nenegativni realni brojevi takvi da jex+y = 2. Dokazati da tada va`i
x2y2(x2 + y2) 6 2. Kada va`i jednakost?

289. Dokazati da svi kompleksni brojevi z za koje va`i |z−1| = 2|z+1|, pripadaju jednom
krugu. Odrediti centar i polupre~nik tog kruga.

290. Neka su p i q prosti brojevi takvi da je q > p > 2. Dokazati da tada va`i

pq

∣∣∣∣ ((p+ q

q

)
−
(
q

p

)
− 1

)
.

291. Neka su f(x) i g(x) polinomi stepena n, a x0, x1, . . . , xn razli~ite vrednosti

promenqive x. Ako je

f(x0) = g(x0), f(x1) = g(x1), f(x2) = g(x2), . . . , f(xn) = g(xn),

dokazati da je f(x) ≡ g(x).

292. Izra~unati (na {to je mogu}e kra}i na~in bez upotrebe kalkulatora) povr{inu

trougla ~ije su du`ine stranica
√
5,
√
10 i

√
13.

293. Osnovice pravouglog trapeza u koji se mo`e upisati krug su a i b. Izra~unati

povr{inu tog trapeza.

294. Data su dva kruga sa centrima O i O1 i polupre~nicima r i
r
2 . Krugovi se dodiruju

iznutra u ta~ki T . Konstruisati krug koji dodiruje oba data kruga i pravuOO1.

295. Pravougaonik ABCD je podeqen na 9 mawih pravougaonika, tako da su povr{ine

~etiri od wih 8, 10, 5 i 12, kao {to je prikazano na slici 1.8.

Slika 1.8.

Odredi najmawu mogu}u vrednost povr{ine pravougaonikaABCD.

296. Ako u trougluABC va`i α = 3β, onda je (a2 − b2)(a− b) = bc2. Dokazati.

297. Dat je konveksan petougao ABCDE. Dijagonale tog petougla grade konveksan

petougaoA1B1C1D1E1 i petokraku zvezdu.

(a) Odrediti zbir uglova pri vrhovimaA,B,C ,D iE petokrake zvezde.
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(b) Ako je petougao ABCDE pravilan, na}i odnos povr{ine tog petougla i po-

vr{ine petouglaA1B1C1D1E1.

298. Dat je trougao ABC i ta~keA′ iD na straniciBC , tako da je AA′ te`i{na du`, a

AD simetrala ugla iz temenaA. Normala iz temenaB naAD se~e pravuAA′ u ta~ki

E. Dokazati da jeDE paralelno saAB.

299. Odredi u ravni xOy skup ta~aka (x, y) za ~ije koordinate va`i 0 6 x 6 2π i

1

2

(√
1 + sinx−

√
1− sinx

)
6 y 6 1 +

1

2

(√
1 + sin 4x+

√
1− sin 4x

)
.

300. Koliko ima {estocifrenih brojeva sa razli~itim ciframa ~ija je najve}a cifra za

7 ve}a od najmawe cifre?

301. U hodniku se nalazi n uga{enih sijalica, numerisanih brojevima od 1 do n. Svaki
od n u~enika redom prolazi hodnikom i mewa stawe sijalica na slede}i na~in: k-ti
u~enik pritiska prekida~ za sijalice koje su ozna~ene rednim brojem koji je deqiv

sa k (ako je sijalica bila upaqena -- ona se gasi; ukoliko je bila uga{ena -- pali se).

Odrediti broj upaqenih sijalica nakon prolaska posledweg u~enika.

302. Odrediti sva realna re{ewa jedna~ine

(1− x1)
2 + (x1 − x2)

2 + · · ·+ (x2008 − x2009)
2 + x2

2009 =
1

2010
.

303. U zavisnosti od realnog parametra a odrediti skup re{ewa (uR) nejedna~ine

(1.4)
√
x+ 1 +

√
1− x < a.

304. Odrediti skup re{ewa (uR) nejedna~ine

(1.5) log√x log2 (4
x − 12) 6 2.

305. Odrediti kompleksne brojeve x, y i z jedini~nog modula za koje va`i

x+ y + z = 1 i xyz = 1.

306. Odrediti sve proste brojeve p, za koje postoje prirodni brojevi n, x, y tako da va`i

pn = x3 + y3.

307. Dokazati da je izraz
nzd(n,m)

n

(
n

m

)
prirodan broj kada je n > m > 1.

308. Dokazati da je prirodan broj n prost ako i samo ako n | N , gde je N =

n−3∑
k=1

k · k!.
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309. Dokazati dapostojik uzastopnihprirodnihbrojevaodkojih je svaki deqivkvadratom
prirodnog broja ve}eg od 1.

310. (a) Neka su a1, a2, . . . , an razli~iti prirodni brojevi uzajamno prosti u parovima.

Dokazati da postoji beskona~no mnogo prirodnih brojeva b takvih da su b + a1, b +
a2, . . . , b+ an tako|e uzajamno prosti u parovima.

(b) Dato je n razli~itih prirodnih brojeva a1, a2, . . . , an. Za svaki prost broj p
ozna~imo sa ri(p) ostatak koji se dobija pri deqewu broja ai sa p, i = 1, 2, . . . , n.
Dokazati da postoji beskona~no mnogo celih brojeva b takvih da su brojevi b+ a1, b+
a2, . . . , b + an uzajamno prosti u parovima ako va`i slede}i uslov: za svaki prost

broj p bar jedan element skupa {0, 1, . . . , p− 1} se ne pojavquje vi{e od jedanput me|u
ostacima r1(p), r2(p), . . . , rn(p).

311. Da li postoji funkcija f : Z → Z takva da za proizvoqne cele brojevem i n va`i

f(n)− f (n+ f(m)) = m?

312. Odrediti proizvod (1 + tg 1◦)(1 + tg 2◦) · . . . · (1 + tg 45◦).

313. Upravougaonoj mre`i sa dowim levim temenom (0, 0) i gorwim desnim temenom (9, 4)
odabrana je 21 celobrojna ta~ka. Dokazati da postoji pravougaonik ~ija su temena

me|u datim ta~kama, a stranice paralelne koordinatnim osama.

314. Neka je ABCD paralelogram, tako da va`i ^A = 60◦. Neka je O centar opisanog

kruga oko trougla ABD. Prava AO se~e simetralu spoqa{weg ugla BCD u ta~ki

E. Dokazati da jeOE = 2AO.

315. Neka jeH ortocentar o{trouglog trouglaABC , a ta~kaM sredi{te straniceBC .

Prava koja sadr`i ta~kuH i normalna je na pravuHM se~e stranice trouglaAB i

AC u ta~kamaE iF , redom. Dokazati da jeHE = HF .

316. (a) Trougao je podeqen na dva sli~na trougla. Dokazati da su tada ta dva trougla

pravougla.

(b) Dokazati da nije mogu}e o{trougli trougao podeliti na pet podudarnih trouglova

pravim koje ne prolaze kroz temena tog trougla.

317. Neka je CD simetrala^ACB trouglaABC (D ∈ AB) iAC + BD = BC + AD.

Dokazati da je tada△ABC jednakokrak.

318. U kupu ~iji je osni presek pravougli trougao upisan je ravnostrani vaqak. Odrediti

odnos zapremina kupe i vaqka.

319. Dat je trougao sa stranicama a, b i c i tri sfere koje dodiruju ravan tog trougla

u wegovim temenima i sve se me|usobno dodiruju. Izra~unaj polupre~nike sfera u

zavisnosti od a, b i c.

320. Na tabli su napisani brojevi 1, 2, 3, . . . , 30. Onda su izbrisana dva broja i napisana
je wihova razlika (od ve}eg je oduzet mawi broj). Ovaj postupak je ponavqan sve dok

na tabli nije ostao samo jedan broj. Koja je parnost ovog broja? Za{to?
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321. Prirodni brojevi od 1 do n2 su pore|ani na slu~ajan na~in u tablicu n× n. Za dati
brojm < n, obojimom najve}ih brojeva u svakoj vrsti u plavo im najve}ih brojeva

u svakoj koloni u crveno. Odrediti koliki je najmawi broj poqa u tablici koja su

obojena i plavo i crveno (u zavisnosti odm).

322. Iz kvadrata stranice 8 ise~en je ugaoni kvadrat stranice 1, kao {to je prikazano na
slici 1.9. Da li je mogu}e preostali deo kvadrata ise}i na:

(a) trouglove jednake povr{ine;

(b) 18 trouglova jednake povr{ine;

(v) mawe od 18 trouglova jednake povr{ine?

Slika 1.9.

323. Kvadratstranice100 je podeqenna10000mawihkvadrata stranice1. Zadvakvadrata
koji imaju zajedni~ku stranicu re}i }emo da su susedni.

(a) Da li je mogu}e obojiti paran broj kvadrata tako da svaki obojeni kvadrat ima

paran broj obojenih susednih kvadrata?

(b) Da li je mogu}e obojiti neparan broj kvadrata tako da svaki obojeni kvadrat ima

neparan broj obojenih susednih kvadrata?

324. (a) Odrediti sve trojke prirodnih brojeva (x, y, z) za koje va`i

xyz + xy + yz + zx+ x+ y + z = 243.

(b) Odrediti sve cifre x, y, z takve da va`i

xyz + xy + yz + zx+ x+ y + z = 243.

325. Odrediti sve prirodne brojeve a za koje va`i

(a2 + 2a+ 9)2 + 3a(a2 + 2a+ 9)− 4a2 = 4131.

326. Ako je x+ y > 0 odrediti minimalnu vrednost izraza

x5 + y5 − x4y − xy4 + x2 + 4x+ 7,

kao i vrednosti za x i y za koju se ova vrednost dosti`e.
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327. Re{iti jedna~inu

3(1 + a2 + a4)x = (1 + a+ a2)2x+ a5 + a4 + a3 − a2 − a− 1

po x, ako je a realni parametar.

328. U skupu realnih brojeva re{iti jedna~inu√
4− x

√
4− (x− 2)

√
1 + (x− 5)(x− 7) =

5x− 6− x2

2
.

329. Dokazati da za svaki prirodan broj n va`i:

n+ 1 <
log 4

log 3
+

log 44

log 33
+

log 4444

log 3333
+ · · ·+ log

2n︷ ︸︸ ︷
44 . . . 44

log 33 . . . 33︸ ︷︷ ︸
2n

< n+ 2.

330. Neka sum i n prirodni brojevi, takvi damn delim2 + n2 +m. Dokazati da je tada

m potpun kvadrat.

331. Odrediti sve prirodne brojeve n > 2, za koje postoji permutacija brojeva od 1 do n
sa slede}im svojstvom: za svaka dva broja i i j iste parnosti, broj i+j

2 se ne nalazi

izme|u brojeva i i j u permutaciji.

332. Neka jeA skup odn prirodnih brojeva. Dokazati da postoji skupB, koji je podskup od

A sa vi{e od n
3 elemenata za koji va`i: za svaka dva ne obavezno razli~ita elementa

a i b skupaB wihov zbir ne pripada skupuB.

333. Dati su realni brojevi a1, a2, . . . , an, takvi da je a1 + a2 + · · · + an = 1. Dokazati
nejednakost ∑

i<j

4aiaj
ai + aj

6 n ·
(
1−

n∑
i=1

a2i

)
.

334. Neka suP (x) iQ(x) polinomi sa celobrojnim koeficijentima 1 ili 2008, tako da je
deg(P ) = n i deg(Q) = m. AkoP (x) deliQ(x), dokazati da n+ 1 delim+ 1.

335. Data je ta~ka P van krugaΩ. Neka su ta~keA iB ta~ke dodira tangenti iz P na krug

Ω. Proizvoqna prava iz P se~e krug u dve ta~keC iD. Kroz ta~kuB konstrui{imo

pravu p paralelnu sa PA i neka su E i F ta~ke preseka prave p i pravih AD i AC ,

respektivno. Dokazati da jeB sredi{te du`iEF .

336. Neka je ABC o{trougli trougao (BC > CA). Neka jeO centar opisanog kruga,H
ortocentar i F podno`je normale iz C na AB. Normala na OF u F se~e AC u P .

Dokazati da je^FHP = ^BAC .

337. Neka jeABC o{trougli trougao. Kru`nicak, nad pre~nikomAB, se~e straniceAC
iBC redom u ta~kamaM iN . Tangente kru`nice k u ta~kamaM iN seku se u ta~ki

P . Ako jeCP = MN , odrediti^ACB.
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338. Neka su PC i PD tangentne du`i iz ta~ke P na krug sa pre~nikom AB. Neka jeK
presek pravihAC iBD. Dokazati da je PK⊥AB.

339. Dat je trougao ABC . Neka je centar upisanog kruga I i neka upisani krug dodiruje
stranice trouglaBC,AC,AB u ta~kamaL,M,K , redom. Neka jeppravakoja sadr`i
ta~kuB i paralelna je du`iKL. Presek pravihML i p je ta~ka S, a presek pravih
MK i p jeR. Dokazati nejednakost

tg^RIS > sinβ

sin3 β
2

.

340. Za prirodne brojeve a, b, c, d va`i a2 + b2 = c2 + d2. Da li je a+ b+ c+ d slo`en
broj?

341. Zaprirodnebrojeveminka`emodasuprijateqskibrojeviako je svakiodwih jednak
zbirupravih delilaca drugog. Ako sup = 3 ·2k−1−1, q = 3 ·2k−1i r = 9 ·22k−1−1
prosti brojevi, dokazati da su tadaA = 2kpq iB = 2kr prijateqski brojevi.

342. Fermaovi brojevi su brojevi oblika 22
n

+ 1, n ∈ N0. Dokazati da su svaka dva

razli~ita Fermaova broja uzajamno prosta.

343. Iz skupa {1, 2, . . . , 2n} na proizvoqan na~in izabran je n+ 1 broj. Dokazati da me|u
izabranim brojevima uvek postoji broj deqiv nekim drugim od izabranih brojeva.

344. Za prirodan broj n neka je S(n) zbir wegovih cifara. Odrediti najve}u vrednost

izraza
S(n)

S(16n)
.

345. Tabla 2010× 2010 je popuwena brojevima od 1 do 20102. Susednim poqima smatramo
ona koja imaju zajedni~ku stranicu ili teme. Dokazati da postoje dva susedna poqa

takva da je zbir brojeva na wima deqiv sa 4.

346. Kvadrat23×23 je poplo~ankvadratima1×1,2×2,3×3. Koliko je najmawekvadrata
1× 1 potrebno za takvo poplo~avawe?

347. Dat je skupA koji sadr`in prirodnih brojeva. Dokazati da svaki niz od 2n brojeva iz
A sadr`i uzastopni podniz brojeva ~iji proizvod je potpun kvadrat. Da li isto va`i

za niz od 2n − 1 brojeva iz skupaA?

348. Neki rasejani ~ovek ima 6 napisanih pisama koje treba da stavi u 6 koverata sa

napisanim adresama {estorice qudi. Na koliko na~ina on mo`e staviti pisma u

koverte tako da nijedno pismo ne stigne onome kome je nameweno?

349. U ravni je dato 1000 ta~aka. Bilo koje tri formiraju trougao povr{ine ne ve}e od 1.
Dokazati da se onda svih 1000 ta~aka nalaze u trouglu povr{ine ne ve}e od 4.

350. Dokazati da je polinom p(x) = x44 + x33 + x22 + x11 + 1 deqiv polinomom q(x) =
x4 + x3 + x2 + x+ 1.
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351. Data je jedna~ina x3 + ax2 + bx + c = 0. Ako su x1, x2 i x3 koreni te jedna~ine

izra~unati x2
1x

2
2 + x2

2x
2
3 + x2

1x
2
3.

352. Dokazati da za pozitivne brojeve a i b i prirodan broj n, n > 2, va`e nejednakosti

2

n+ 1
6 a

a+ nb
+

b

b+ na
< 1.

353. Dokazati da za pozitivne brojeve a, b, c, takve da je a+ b+ c = 2, va`i

bc

2 + a
+

ca

2 + b
+

ab

2 + c
6 1

2
.

354. Dokazati da za pozitivne brojeve x, y, z, takve da je x+ y + z = 3, va`i

x2(y + 1)

x+ y + xy
+

y2(z + 1)

y + z + yz
+

z2(x+ 1)

z + x+ xz
> 2.

355. U zavisnosti od n i x izra~unati 1 + cosx+ cos 2x+ · · ·+ cosnx.

356. Ne ra~unaju}i vrednosti izraza
sin 1

sin 2
,
sin 2

sin 3
,
sin 3

sin 4
odrediti wihov poredak.

357. Neka je ta~kaO koordinatni po~etak. Neka ta~kaB ima koordinate (0, 1), ta~keAi

imaju koordinate (i2+ i+1, 0) za i = 0, 1, . . . , n, a ta~kaAn+1 koordinate (n+1, 0).
Dokazati da je tada

^OA0B + ^OA1B + · · ·+ ^OAnB + ^OAn+1B = 90◦.

358. Dat je kvadratABCD. Izvan kvadrata je konstruisan polukrug nad pre~nikomAB.

Odrediti ta~ku P sa polukruga tako da je izrazAP 2 + CP 2 maksimalan.

359. Odrediti projekciju krive (x2 + y2)2 = 4x2y na y-osu.

360. Odrediti najmawu mogu}u vrednost izraza

a+ 1

a(a+ 2)
+

b+ 1

b(b+ 2)
+

c+ 1

c(c+ 2)

za pozitivne realne brojeve a, b i c, ako je a+ b+ c 6 3.

361. Neka je dat polinomP (n) = n3 − n2 − 5n+ 2. Odrediti sve cele brojeve n takve da

je (P (n))2 kvadrat nekog prostog broja.

362. Ka`emo da je prirodan broj savr{en ako je jednak zbiru svih svojih pravih delilaca

(svih delilaca tog broja osim wega samog). Na primer, 28 je savr{en broj jer je

28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14. Odrediti sve brojeve n takve da je n! savr{en broj.

363. Prirodan broj n ima slede}u osobinu: ako je d (pozitivan) delilac broja n, onda je
d+ 1 delilac broja n+ 1. Dokazati da su svi takvi brojevi n prosti.
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364. Dokazati da sem parova (0, 0) i (0,−1) ne postoje drugi parovi celih brojeva (x, y)
takvi da je y + y2 = x+ x2 + x3.

365. Realni brojevi . . . , a−2, a−1, a0, a1, a2, . . . zadovoqavaju:

(i) a1 = 1,

(ii) am+n −mn = am + an + 1 za sve cele brojevem i n.

Izraziti an kao funkciju od n.

366. Odrediti sve realne brojeve a, tako da polinom x3 + ax − 2(a + 4) ima ta~no dva
razli~ita realna korena.

367. Za pozitivne realne brojeve a, b i c va`i a4 + b4 + c4 = 3. Dokazati slede}e

nejednakosti

1

4− ab
+

1

4− bc
+

1

4− ac
6 1

4− a2
+

1

4− b2
+

1

4− c2
6 1.

368. Dokazati da jedna~ina x3 + y3 = a(x2y + y2x + 1), gde je a > 1 prirodan broj,

nema celobrojnih re{ewa za a = 4 i odrediti beskona~no mnogo vrednosti a za koje
jedna~ina ima re{ewa u skupu celih brojeva.

369. Dokazati da postoji beskona~no mnogo brojeva n, takvih da n deli 2n + 2.

370. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje va`i da n ima ta~no dva pozitivna delioca,

dok n+ 1 ima ta~no tri pozitivna delioca.

371. U skupu realnih brojeva re{iti nejedna~inu 8 · 3
√
x+ 4

√
x + 9

4
√
x+1 > 9

√
x.

372. Na takmi~ewu iz matematike bilo je 5 zadataka razli~ite te`ine, pa nikoja dva nisu
nosila isti broj poena. Ako se za dva (ta~no ura|ena) najlak{a zadatka dobijalo 10, a
za dva najte`a 18 poena, koliko poena se dobijalo za svih 5 zadataka?

373. Na listu je sa tri boje nacrtano 36 kengura. Od toga wih 25 ima `ute delove, 28 ima
braon delove, a 20 ima delove obojene crnom bojom. Ako samo 5 kengura ima delove
sve tri boje, koliko je jednobojnih kengura?

374. Prave a i b seku se u ta~kiQ �van crte`a�. Konstruisati pravu kroz zadatu ta~ku P
i nedosti`nu ta~kuQ.

375. Koriste}i metalnu `icu napravqen je mozaik prikazan na slici 1.10. Ako on sadr`i

61 osmougao stranice 1, koliko `ice je utro{eno za wegovo pravqewe?

Slika 1.10.
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376. Dati su pozitivni realni brojevi a, b, c, x, y, z tako da va`i a+x = b+ y = c+ z =
2010. Dokazati da je az + bx+ cy < 20102.

377. Dat je krug Ω sa centrom u ta~ki O. Neka je P proizvoqna ta~ka van kruga Ω.
Konstrui{imo proizvoqnu pravu krozP koja se~e krug u ta~kamaA iB. Neka jePC
tangenta na krug Ω i ta~ka D dijametralno suprotna ta~ki C . Prave BD i OP se

seku u ta~kiE. Dokazati da je^ACE = 90◦.

378. U o{trouglom trougluABC va`iAB > AC . Neka jeH podno`je normale izA na

BC i neka je M sredi{te visine AH . Upisani krug u trougao ABC sa centrom u

I dodiruje stranicu BC u D. Ta~ka K je sredi{te stranice BC . Neka prava DM
se~e upisani krug u ta~ki N i simetralu stranice BC u ta~ki P . Dokazati da je

~etvorougaoBNCP tetivan.

379. U trouglu ABC , simetrala ugla ABC se~e opisani krug u ta~ki D. Dokazati da je

BD2 > BA ·BC .

380. Data je tablica 2010 × 2012, gde svako poqe sadr`i po jednu sijalicu. Na po~etku
broj upaqenih sijalica u tablici je ve}iod 2009 ·2011. Ako se u nekomdelu dimenzija
2×2nalaze tri uga{ene sijalice, tada se i ~etvrta sijalica tog dela automatski gasi.
Dokazati da se ne mogu ugasiti sve sijalice u tablici.

381. Da li postoji 2011 razli~itih brojeva, takvih da je suma svakih 2010 (od tih brojeva)
potpun kub?

382. Odrediti broj permutacija (a1, a2, . . . , a2011) skupa {1, 2, . . . , 2011}, takvih da nije-
dan od brojeva

s1 = a1, s2 = a1 + a2, s3 = a1 + a2 + a3, . . . , s2011 = a1 + a2 + · · ·+ a2011

nije deqiv sa 3.

383. Dokazati da za svaka dva cela broja A i B, postoji ceo broj C , takav da su skupovi

{x2 +Ax+B : x ∈ Z} i {2x2 + 2x+ C : x ∈ Z} disjunktni.

384. Odrediti op{ti ~lan niza (xn) ako je xn = 3xn−1 + 2n−1 za n > 1 i x1 = 1.

385. Odrediti sva re{ewa sistema jedna~ina:

xlog y +
√
ylog x = 110,

xy = 1000.

386. Prona}i gre{ku u datom dokazu da je 1 = −1:

1

−1
= −1 ⇔

√
1

−1
=

√
−1 ⇔ 1√

−1
=

√
−1 ⇔ 1

i
= i ⇔ 1 = i2 ⇔ 1 = −1.

387. U skupu kompleksnih brojeva re{iti jedna~inu z2 − (3 + 2i)z + 5 + i = 0.
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388. Neka su a, b i c kompleksni brojevi takvi da je modul svakog od tri re{ewa jedna~ine
x3 + ax2 + bx + c = 0 jednak 1. Dokazati da je onda i modul svakog od tri re{ewa
jedna~ine x3 + |a|x2 + |b|x+ |c| = 0 jednak 1.

389. Koliko najmawe tegova treba izabrati da bi se pomo}u wih mogao izmeriti svaki

teret sa celobrojnom te`inom od 1 do 40 kg? Posmatrati odvojeno slu~ajeve:

1) tegovi se stavqaju samo na jedan tas;

2) tegovi se mogu stavqati na oba tasa.

390. U trougluABC va`i:

1) DE ∥ AB,D ∈ AC iE ∈ BC ,

2) DF ∥ CB, F ∈ AB,

3) AE ∩DF = {G} iCF ∩DE = {H}.

Dokazati da jeGH ∥ AC .

391. Na straniciAD pravougaonikaABCD (AB < BC) odabrana je ta~ka E tako da je

BE = BC . Normala iz temenaC na dijagonaluBD se~e produ`etak straniceAB u

ta~ki F . Dokazati da je trougaoBEF pravougli.

392. Dat je trougaoABC . Neka jeM sredi{te lukaBC (koji ne sadr`i ta~kuA) opisanog
kruga oko trougla ABC , i neka je N sredi{te luka AB (koji ne sadr`i ta~ku C).

Neka jeΩ1 krug sa centrom u ta~kiM koji dodiruje pravuBC , aΩ2 krug sa centrom u

ta~kiN koji dodiruje pravuAB. Dokazati da je spoqa{wa tangenta krugovaΩ1 iΩ2

paralelna saAC i da sadr`i centar upisanog kruga trouglaABC .

393. (a) Pravilan petougao ima stranicu du`ine a i dijagonalu du`ine b. Dokazati da je

b2

a2
+

a2

b2
= 3.

(b) Pravilan sedmougao ima stranicu du`ine a, kra}u dijagonalu du`ine b i du`u

dijagonalu du`ine c (a < b < c). Dokazati da je

b2

a2
+

c2

b2
+

a2

c2
= 5.

394. Neka je ABCDEF konveksan {estougao, takav da je AB = BC , CD = DE i

EF = FA. Dokazati da se normale iz ta~keA na pravuFB, iz ta~keC na pravuBD
i iz ta~keE na pravuDF seku u jednoj ta~ki.

395. Izra~unati du`inu polupre~nika lopte upisane u trostranu piramidu SABC , ako

su ivice SA, SB i SC me|usobno normalne iAB = BC = a,BS = b.
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396. Neka je x > 1 i x = ⌊x⌋+ {x}, gde je ⌊x⌋ najve}i ceo broj koji nije ve}i od x, a za {x}
va`i 0 6 {x} < 1. Funkcija f je definisana sa

f(x) =

√
⌊x⌋+

√
{x}√

x
.

Odrediti najmawi broj z takav da je f(x) 6 z za svako x > 1.

397. Neka je q ∈ R, |q| < 1 i an = 1 + 2q + 3q2 + · · ·+ nqn−1. Odrediti lim
n→∞

an.

398. Dokazati nejednakost sinn(2x) + (sinn x− cosn x)2 6 1.

399. Odrediti sve funkcije f : Q → R koje zadovoqavaju slede}e uslove:

(i) f(1) + 1 > 0;

(ii) f(x+ y)− xf(y)− yf(x) = f(x)f(y)− x− y + xy, za sve x, y ∈ Q;

(iii) f(x) = 2f(x+ 1) + x+ 2, za svako x ∈ Q.

400. Bela ravan je na proizvoqan na~in poprskana crvenom bojom. Dokazati da u toj ravni

postoji pravougli trougao ~ija je hipotenuza du`ine 2010 i ~ija su sva temena iste
boje.

401. Nekasupiq iskaznaslova. Nizoviiskaznihformula (An), (Bn)zadatisusa: A0 = p,
B0 = (q ⇒ ¬p); An = (¬An−1 ⇒ Bn−1), Bn = (An−1∨Bn−1), n > 1. Ispitati
za koje n ∈ N su formuleAn,Bn tautologije.

402. Neka je dat prirodan broj n. Posmatrajmo ure|ene parove (u, v) prirodnih brojeva
takvih da im jenzs jednakn. Dokazati da je broj takvih parova jednak broju pozitivnih
delilaca broja n2.

403. Neka suK iN sredi{ta stranicaAB i CD ~etvorouglaABCD. Du`iBN iKC
seku se u ta~kiO. Ako praveAO iDO dele du`BC na tri jednaka dela, dokazati da

je ~etvorougaoABCD paralelogram.

404. U svako teme kocke je upisan po jedan ceo broj. Dozvoqen potez je odabrati jedno teme

kocke sa upisanim brojem x i dodati broj y koji se nalazi na nekom od tri susedna

temena. Dokazati da je ovakvim potezima mogu}e dobiti da svi brojevi daju isti

ostatak pri deqewu sa 2011.

405. Odrediti min
z∈C\R

Im z5

Im5 z
, kao i sve kompleksne brojeve z za koje se tra`eni minimum

posti`e.

406. Odrediti koliko realnih re{ewa ima sistem

cosx1 = x2,

cosx2 = x3,

...

cosxn−1 = xn,

cosxn = x1.
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407. Na jednoj ve~eri za okruglim stolom sedi n qudi. Mesta za stolom su numerisana

brojevima od 1 do n, u proizvoqnom redosledu. Konobar kre}e da poslu`uje prisutne
na slede}i na~in: odabira prvog gosta koga uslu`uje, a zatim se pomera u smeru

suprotnom od kazaqke na satu za broj mesta koji je jednak rednom broju mesta osobe

koju je neposredno pre toga uslu`io. Zatim uslu`uje gosta kod ~ijeg se mesta trenutno

nalazi, i tako dokle god je tomogu}e, uvek sekre}u}iuistomsmeru zabrojmestakoji je

jednak rednombrojumesta gosta kog je upravo uslu`io. Odrediti sve prirodne brojeve

n za koje postoji po~etna numeracija mesta za stolom tako da }e konobar, pogodnim

odabirom prvog gosta kog poslu`uje i po{tuju}i pomenuto pravilo, uspeti da uslu`i

sve goste.

408. Dokazati da se svaki racionalan broj iz intervala (0, 1) mo`e napisati u obliku

kona~nog zbira me|usobno razli~itih brojeva oblika
1

n
, n ∈ N.

409. U ravni su date kru`nice k1 i k2. Odrediti geometrijsko mesto sredi{ta svih du`i
MN , pri ~emuM ∈ k1,N ∈ k2.

410. Dat je polinom p sa celobrojnim koeficijentima i celi brojevi a1 < a2 < · · · < ak .

(a) Dokazati da postoji ceo broj a takav da p(ai) deli p(a) za sve i = 1, 2, . . . , k.

(b) Da li mora postojati ceo broj a takav da proizvod p(a1) · p(a2) · . . . · p(ak) deli
p(a)?

411. U svemiru (tj. trodimenzionalnom prostoru) je dato nekoliko planeta sfernog ob-

lika. Sve planete su iste veli~ine. Neka je S skup svih ta~aka na povr{ini bilo

koje od planeta koje se ne mogu videti ni sa jedne druge planete (pretpostavqamo da su

planete jediniobjekti u svemiru). Dokazati da je povr{ina skupaS jednaka povr{ini

jedne planete.

412. Odrediti sve realne brojeve r takve da nejednakost

r(ab+ bc+ ca) + (3− r)
(1
a
+

1

b
+

1

c

)
> 9

va`i za sve pozitivne realne brojeve a, b, c.

413. Neka je A1 sredi{te ivice BC trougla ABC . Ako je ^CAA1 = 15◦, odrediti
najve}u mogu}u vrednost^ABC .

414. Odrediti sve parove (a, b) prirodnih brojeva takve da je
a2(b− a)

a+ b
kvadrat prostog

broja.

415. Odrediti sve funkcije f : R → R takve da za svaka dva realna broja x i y va`i

f(f(x) + xy) = f(x) · f(y + 1).
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416. U trougluABC (CA ̸= CB) pravaCL, L ∈ AB, je simetrala^ACB. Krug upisan

u trougao ABC dodiruje prave AB, BC , CA u ta~kama M , N , P , redom, a spoqa

pripisana kru`nica u odnosu naC u ta~kamaQ,L,K , redom. Dokazati da se kru`nice

opisane oko trouglova PKL,NTL iCMQ seku u jednoj ta~ki.

417. Bubamara {eta ivicama kvadrata proizvoqne stranice koji pripadaju datoj kvadrat-

noj mre`i dimenzija 25× 25. Koliko najmawe kvadrata ona mora da obi|e da bi svaku
ivicu mre`e pre{la bar jednom? Pretpostavqa se da bubamara preleti nakon svakog

obi|enog kvadrata do onog narednog.

418. Neka je n prirodan broj. PodskupA skupa {1, 2, . . . , n} zovemo generi{u}im ako je

{|x− y| : x, y ∈ A} = {0, 1, 2, . . . , n− 1}.

(a) Dokazati da postoji generi{u}i podskup sa najvi{e [2
√
n] + 1 elemenata.

(b) Daliza svakonpostoji generi{u}ipodskupsanajvi{e [
√
2n]+2010elemenata?

419. U trougluABC saR i r ozna~eni su, redom, polupre~nik opisanog i upisanog kruga,
a sa la, lb, lc odse~ci simetrala unutra{wih uglova. Dokazati da va`i nejednakost

1

la
+

1

lb
+

1

lc
6 1

r

√
1

2
+

r

R
.

420. Neka su a, b, c pozitivni brojevi. Ako sa A, G i H ozna~imo, redom, aritmeti~ku,

geometrijsku i harmonijsku sredinu ovih brojeva, dokazati da va`i 2A+H > 3G.

421. U pravilnom 2010-uglu uo~ena su sredi{ta svih stranica i dijagonala. Koliko

najvi{e uo~enih ta~aka mo`e le`ati na jednom krugu?

422. Na koliko na~ina se n nula im jedinica mogu pore|ati u niz tako da se na ta~no k
mesta mo`e uo~iti par razli~itih susednih brojeva?

423. UtrougluABC va`iBC =
1

2
(AB+AC). Neka suM iN sredi{ta ivicaAB iAC

i neka je ℓ opisani krug trougla AMN . Dokazati da centar upisanog kruga trougla

ABC pripada krugu ℓ.

424. Da li postoji 30-cifren prirodan broj takav da je broj dobijen uzimawem bilo kojih

5 uzastopnih cifara tog broja (i spajawem istih u jedan broj) deqiv sa 13?

425. Izra~unati zbir(
2011

1

)
31005 −

(
2011

3

)
31004 + · · ·+

(
2011

2009

)
31 −

(
2011

2011

)
.

426. Odrediti sve uzajamno proste cele brojeve b i c za koje kvadratna jedna~ina x2 + bx+
c = 0 ima dva razli~ita realna korena x1 i x2 za koje va`i x1 = x2

2 + x2.
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427. Dat je trougao ABC . Neka je G wegovo te`i{te i ta~ke M , N i P , redom, na

stranicama AB, BC i CA takve da je
AM

MB
=

BN

NC
=

CP

PA
. Ozna~imo sa G1, G2,

G3 te`i{ta trouglovaAMP ,BMN , CNP , redom. Dokazati da za svaku ta~kuD u

ravni trouglaABC va`e nejednakosti

3DG < DG1 +DG2 +DG3 < DA+DB +DC.

428. Dokazati da je prirodan broj a potpun kvadrat ako i samo ako za svaki prirodan broj
b postoji prirodan broj c takav da je a+ bc potpun kvadrat.

429. Odrediti sve vrednosti realnog parametra a za koje jedna~ina

sin 2x sin 4x− sinx sin 3x = a

ima jedinstveno re{ewe u intervalu [0, π).

430. Dato je
n(n+ 1)

2
nov~i}a pore|anih tako da obrazuju jednakostrani~an trougao (u

prvom redu 1, u drugom 2, . . . , u posledwem n nov~i}a). Na po~etku su svi nov~i}i

okrenuti na stranu gde je pismo. U jednom potezu dozvoqeno je odabrati tri susedna

nov~i}a koji ~ine trougao i okrenuti ih na drugu stranu. Odrediti sve prirodne

brojeve n za koje je mogu}e na ovaj na~in okrenuti sve nov~i}e na stranu gde je glava.

431. Konstruisati tetivni ~etvorougao takav da su mu stranice podudarne datim du`ima.

432. Odrediti najve}i prirodan broj n takav da sistem jedna~ina

(x+ 1)2 + y21 = (x+ 2)2 + y22 = · · · = (x+ k)2 + y2k = · · · = (x+ n)2 + y2n

ima bar jedno celobrojno re{ewe (x, y1, . . . , yn).

433. Odrediti bar jedno bijektivno preslikavawe izme|u skupova [0, 1] i (2010,+∞).

434. UgraduMrgudgraduiman > 4stanovnika. Poznato jedasvakagrupaodtristanovnika
ovog grada u~estvuje u planirawu zavere protiv nekog od preostalih sugra|ana.

Dokazati da postoji stanovnik ovog grada protiv koga je bar 3
√

(n− 1)(n− 2) su-
gra|ana ume{ano u planirawe zavere.

435. Odrediti sve prirodne brojeve n koji se ne mogu predstaviti u obliku
a

b
+

a+ 1

b+ 1
,

a, b ∈ N.

436. Na pre~niku MN kru`nice k data je ta~ka A koja nije centar kru`nice. Neka je

B proizvoqna ta~ka kru`nice k, a C ta~ka sa iste strane pre~nikaMN takva da je

^NAB = ^MAC . Ako se ta~kaB{eta po kru`nici k, dokazati da se sve praveBC
seku u jednoj ta~ki.

437. Dati su realni brojevi−1 6 a1 6 a2 6 · · · 6 an 6 1. Dokazati da va`inejednakost

n−1∑
i=1

√
1− aiai+1 −

√
(1− a2i )(1− a2i+1) <

π
√
2

2
.
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438. Dva kruga razli~itih polupre~nika podeqena su na 200 jednakih kru`nih ise~aka od
kojih je 100 obojeno u crveno i 100 u belo. Zatim je mawi krug postavqen preko ve}eg
tako da im se centri poklapaju. Dokazati da se mawi krug mo`e zarotirati tako da se

ise~ci poklope i da se bar 100 ise~aka maweg kruga nalaze iznad ise~aka ve}eg kruga
koji su obojeni istom bojom.

439. Dokazati da postoji polinom p(x) stepena 2010 sa realnim koeficijentima, koji ima
2010 razli~itih realnih korena, takav da va`i p(x)p(4− x) = p(x(4− x)).

440. Ako za realne brojeve a, b, c razli~ite od 0 va`i

a

b
+

b

c
+

c

a
= 4 i

a

c
+

c

b
+

b

a
= 5,

izra~unati vrednost izraza
a3

b3
+

b3

c3
+

c3

a3
.

441. Odrediti sve prirodne brojeve a, b i proste brojeve p za koje va`i 2a + pb = 19a.

442. Dat je o{trougli trougao ABC . Ozna~imo saB1 i C1 podno`ja visina iz temenaB
iC . Neka jeD podno`je normale izB1 na stranicuAB iE prese~na ta~ka normale

izD naBC i visineBB1. Dokazati da je pravaEC1 paralelna straniciAC .

443. Dva igra~a A i B igraju slede}u igru: A i B zapisuju naizmeni~no po jednu cifru

s leva udesno sve dok ne napi{u {estocifreni broj, pri ~emu se nijedna cifra ne

sme ponoviti i prva cifra mora biti razli~ita od 0. Igra~ A igra prvi i pobe|uje

ukoliko je napisani {estocifreni broj deqiv sa 2, 3 ili 5, a u suprotnom pobe|uje

igra~B. Dokazati da igra~A ima pobedni~ku strategiju.

444. Odrediti sve vrednosti realnog parametra a za koje nejedna~ina√
x− x2 − a+

√
6a− 2x− x2 6

√
10a− 2x− 4x2

ima jedinstveno re{ewe.

445. Skicirati u xOy ravni skup svih ta~aka (x, y) koje zadovoqavaju uslov

tg(x+ y) + ctg(x− y) = tg(x− y) + ctg(x+ y).

446. Figura se nalazi na proizvoqnom poqu table 2011× 2011. Ukoliko se nalazi u i-toj
koloni figura se potezom mo`e premestiti u proizvoqno poqe i-tog reda. Dokazati
da u 20112 poteza figura mo`e da obi|e celu tablu i vrati se u po~etno poqe.

447. Ugao izme|u svake dve ivice koje sadr`e temeD trostrane piramide ABCD je α, a
ugao izme|u svake dve bo~ne strane koje sadr`e D je φ. Dokazati da uslov φ = 2α
jedinstveno odre|uje uglove α iφ.

448. Neka su n i k prirodni brojevi i S = {1, 2, . . . , n}. Odrediti broj svih ure|enih
k-torki(A1, A2, . . . , Ak), gdesuAi, i = 1, . . . , k, (neobavezno)disjunktnipodskupovi

od S i
k∪

i=1

Ai = S.
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449. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi ~iji je zbir jednak 1. Dokazati da va`i

nejednakost

a
3
√
1 + b− c+ b 3

√
1 + c− a+ c

3
√
1 + a− b 6 1.

450. Na jednom ostrvu `ive dva plemena. ^lanovi jednog plemena uvek govore istinu, dok

~lanovi drugog plemena uvek la`u. Na jednom sastanku Velikog Ve}a ostrva je bilo

2011 osoba koji su seli za okrugli sto proizvoqno. Nakon toga je svako od prisutnih
izjavio: �Oba moja suseda za stolom su iz plemena la`ova�. Sutradan je na sastanku

jedan stanovnik izostao zbog bolesti, pa je svako od prisutnih opet nasumi~no seo za

okrugli sto i nakon toga izjavio: �Nijedan od mojih suseda nije iz mog plemena�. Iz

kog plemena je osoba koja je izostala?

451. Niz (an) dat je sa

a1 = 2, an+1 =
n

a1 + · · ·+ an
za n > 2.

Dokazati da va`i 0,999 < a2011 < 1.

452. Neka jeF kona~an skup otvorenih diskova (kru`na povr{ bez kru`nice) u ravni koji

zajedno pokrivaju skup ta~aka E. Dokazati da postoji podskup {D1, . . . , Dn} ⊂ F
diskovakoji su uparovimame|usobnodisjunktni, tako da unija3D1, . . . , 3Dn pokriva

E (3D je otvoreni disk sa istim centrom kao iD i 3 puta ve}im polupre~nikom).

453. Na raspolagawu imamo neispravan kalkulator, pri ~emu su jedine dirke koje rade

ispravno sin, cos, tg, sin−1, cos−1, tg−1. Na ekranu je prikazan broj 0. Dokazati da
kona~nom primenom ovih operacija mo`emo dobiti proizvoqan pozitivan raciona-

lanbrojq. Pretpostavqamodakalkulatorradisarealnimargumentimauradijanima,
i to sa beskona~nom precizno{}u.

454. Dat je prirodan brojn. U intervalu (n2, n2 +n) izabrana su dva prirodna broja a i b.
Dokazati da u tom intervalu nema celobrojnih delilaca broja ab razli~itih od a i b.

455. NekasuK iL sredi{tadijagonalaAC iBD ~etvorouglaABCD. Ozna~imopreseke

praveKL i stranica AD i BC saX i Y , redom. Dokazati da se kru`nice opisane

oko trouglovaAKX iBLY seku na straniciAB.

456. Na jednom odbojka{kom turniru u~estvuje 2n + 1 timova, pri ~emu svaka dva tima

igraju ta~no jedan me|usobni me~. Za tri tima A, B, C ka`emo da ~ine triplet

ako je tim A pobedio tim B, B pobedio C i C pobedio A. Odrediti minimalan i

maksimalan brojtripleta (u zavisnosti od n) me|u ovim timovima.

457. (a) Dokazati da postoji prirodan broj N takav da brojevi N, 2N, . . . , 2011N imaju

zbir cifara deqiv sa 2011.

(b) Da li postoji prirodan brojN takav da svi brojevi deqivi saN imaju zbir cifara

deqiv sa 2011?

458. Data je diferencijabilna funkcija f : R → [0, 1] za koju va`i |f ′(x)| < 1 za svako
x ∈ R. Dokazati da jedna~ina f(x) = x ima jedinstveno re{ewe uR.
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459. Upisani krug trouglaABC dodiruje stranice AC iBC , AC ̸= BC , u ta~kama P i

Q. Spoqa upisani krugovi koji odgovaraju stranicamaAC iBC dodiruju pravuAB
u ta~kama M i N , redom. Odrediti ^ACB ako su ta~ke M , N , P , Q koncikli~ne

(pripadaju jednom krugu).

460. Re{iti jedna~inu x2 − 13[x] + 11 = 0 u skupu realnih brojeva.

461. Na kvadratnu tablu dimenzija 29 × 29 postavqeno je, bez preklapawa, 99 kvadrata

dimenzija 2 × 2 tako da nale`u na jedini~na poqa table. Dokazati da se, pod istim
uslovima, na tablu mo`e staviti bar jo{ jedan 2× 2 kvadrat.

462. Odrediti sve sedmocifrene brojeve koji u svom dekadnom zapisu sadr`e samo cifre

3 i 7 i deqivi su sa 3 i 7.

463. Dat je pravilan 2n-tougao sa centromS. Posmatrajmo sve ~etvorouglove sa temenima
u temenima datog 2n-tougla. Ozna~imo sa u broj takvih ~etvorouglova koji sadr`e

ta~ku S u svojoj unutra{wosti, a sa v broj preostalih ~etvorouglova. Izra~unati

u− v.

464. Na stranicamaAB iBC konveksnog ~etvorouglaABCD date su ta~keM iN takve

da svaki od segmenata AN i CM deli ~etvorougao na dva dela jednakih povr{ina.

Dokazati da du`MN polovi dijagonaluBD.

465. Neka je p(x) polinom sa celobrojnim koeficijentima. Dokazati da postoji prirodan
broj n takav da je broj p(1) + p(2) + · · ·+ p(n) deqiv sa 2011.

466. Neka sia, b, c,dcelibrojevi. Odreditipotrebanidovoqanuslov da sistem jedna~ina

ax+ by =m,

cx+ dy =n

ima celobrojna re{ewa za sve cele brojevem i n.

467. Date su kru`nice k1 i k2 koje se seku. Ozna~imo jednu od prese~nih ta~aka sa A
i posmatrajmo sve pravougaonike ABCD za koje je B ∈ k1 i D ∈ k2. Odrediti

geometrijsko mesto ta~aka koje opisuje ta~ka C kada ta~ke B iD opisuju kru`nice

k1 i k2, redom.

468. Dokazati da u o{trouglom trouglu va`i nejednakost

√
sinα sinβ cos γ +

√
sinβ sin γ cosα+

√
sin γ sinα cosβ 6 3

√
6

4
.

469. Da li u ravni postoji 9 ta~aka i n pravih takvih da se na svakoj pravoj nalaze ta~no 3
od tih ta~aka, ako je:

(a) n = 10;

(b) n = 11?
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470. Neka je P proizvoqna ta~ka u unutra{wosti trougla ABC . Ozna~imo prese~ne

ta~ke pravihAP ,BP ,CP i stranica trougla saA′,B′,C ′, redom. Ako je x =
AP

PA′ ,

y =
BP

PB′ , z =
CP

PC ′ , dokazati da va`i xyz = x+ y + z + 2.

471. Dokazati da se za svako n broj

1

3
· 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

n

2 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

2 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

1

mo`e prikazati kao zbir dva kuba, ali ne i kao zbir dva kvadrata prirodnih brojeva.

472. Odrediti sve vrednosti realnog parametra a za koje je nejednakost

log a+1
a−1

(x2 − x+ 1) < 1

ta~na za sve realne brojeve x.

473. Odrediti sve funkcije f : R → R koje zadovoqavaju uslov

|f(x)| 6 2011 6
∣∣∣∣xf(y)− yf(x)

x− y

∣∣∣∣
za sve razli~ite realne brojeve x, y.

474. Dokazati da je zapremina tetraedra upisanog u vaqak jedini~ne zapremine najvi{e
2

3π
. Temena tetraedra pripadaju osnovi ili omota~u vaqka.

475. Neka jen prirodan broj. Dokazati da je mogu}e izabrati bar 2n−1+n brojeva iz skupa
1, 2, . . . , 2n tako da za svaka dva razli~ita izabrana broja x i y, x + y nije delilac

broja xy.

476. Grafik funkcije f : R → R ima dva centra simetrije. Dokazati da se funkcija f
mo`e prikazati kao zbir jedne linearne i jedne periodi~ne funkcije.

477. Unutar kvadrata stranice 38 sme{teno je 100 konveksnih mnogouglova, pri ~emu je
povr{inasvakogodwihnajvi{eπ, aobimnajvi{e2π. Dokazatidaunutartogkvadrata
postoji krug polupre~nika 1 koji nema zajedni~kih ta~aka ni sa jednim mnogouglom.

478. Dat je trougao ABC i ta~kaM koja ne le`i ni na jednoj visini tog trougla. Prava

kroz M normalna na AM se~e pravu BC u ta~ki A1. Ta~ke B1 i C1 defini{u se

analogno. Dokazati da suA1,B1,C1 kolinearne ta~ke.

479. Permutacija{a1, a2, . . . , an}brojeva{1, 2, . . . , n} jekvadratna akopostojibar jedan
potpun kvadrat me|u brojevima a1, a1 + a2, a1 + a2 + a3, . . . , a1 + a2 + · · · + an.
Odrediti sve prirodne brojeve n takve da je svaka permutacija brojeva {1, 2, . . . , n}
kvadratna.

480. U vestima je data slede}a vremenska prognoza za sutra:
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1) bi}e obla~no ili }e padati sneg ili }e duvati vetar;

2) ako bude obla~no sa snegom, duva}e vetar;

3) ako ne bude vetrovito, bi}e obla~no bez snega.

Da li se odatle mo`e zakqu~iti da }e, ako bude padao sneg, duvati vetar?

481. Dat je proizvoqan skup od 2011 elemenata. Koliko ima na tom skupu definisanih

relacija koje:

(a) su simetri~ne;

(b) su antisimetri~ne;

(v) su i simetri~ne i antisimetri~ne;

(g) nisu ni simetri~ne ni antisimetri~ne?

482. Neka su z1, z2, . . . , z2011 kompleksni brojevi modula 1 ~iji je zbir 0 i z ∈ C proizvo-

qan. Izraziti zbir
2011∑
k=1

|z − zk|2 u funkciji od z.

483. Naispitu je21u~enikre{avaotri zadatka. Prviidrugi zadatakre{ilo je6u~enika,
drugiitre}i7u~enika, aprviitre}i11u~enika. Pokazatidapostojebardvau~enika
koji su re{ili sva tri zadatka i da postoji bar jedan u~enik koji je re{io samo jedan

zadatak.

484. Ako je x > 0, x ̸= 1, izra~unati vrednost zbira

1

logx 2 logx 4
+

1

logx 4 logx 8
+ · · ·+ 1

logx 2
2010 logx 2

2011
.

485. Osnova kosog paralelepipeda visineH je kvadrat stranice a. Jedna od bo~nih ivica
gradi sa susednim ivicama osnove o{tre uglove α i β. Na}i du`inu bo~ne ivice i
najdu`e prostorne dijagonale paralelepipeda.

486. Zarubqena kupa prese~ena je jednom ravni paralelno osnovama tako da je zapremina

prepolovqena. Izraziti polupre~nik ρ prese~nog kruga preko polupre~nika osnova
R i r.

487. Neka je u kvadratuABCD ta~kaE sredi{te straniceAB. Ta~keF iG le`e naBC
iCD tako da su praveAG iEF paralelne. Dokazati da du` FG dodiruje kru`nicu

upisanu u kvadratABCD.

488. Odrediti konstante a i b tako da funkcija

f(x) =


sin ax

4x
, x < 0,

b2x2 + b(x+ 2), 0 6 x 6 2,

e
1

2−x − 1, x > 2,

bude neprekidna.
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489. Dato je 2011 {ibica proizvoqne du`ine. Dokazati da se najvi{e dve od wih mogu

prelomiti tako da se od svih dobijenih delova mo`e sastaviti pravougaonik.

490. Naprodu`etku straniceAC preko temenaC trouglaABC (AB > AC) data je ta~ka

B1 tako da va`i AB = AB1. Simetrala ^BAC se~e BC u D. Krug opisan oko

trouglaB1CD se~e krug opisan oko trouglaABC u ta~kiE. Dokazati da je tangenta

kruga opisanog oko trouglaB1CD u ta~kiE paralelna straniciAC .

491. Dokazati da za uglove α, β, γ proizvoqnog triedra va`i

cosα+ cosβ + cos γ > −3

2
.

492. Dokazati da jedna~ina x7 + 92 = y2 nema re{ewa u skupu celih brojeva.

493. Neka jeP (x) polinom stepenan. Ako jeP (k) =
k

k + 1
za k = 0, 1, . . . , n, izra~unati

P (m) zam > n.

494. Dokazati da za prozivoqne pozitivne realne brojeve a1, a2, . . . , an va`i nejednakost

1
1

1+a1
+ 1

1+a2
+ · · ·+ 1

1+an

− 1
1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

> 1

n
.

Kada va`i jednakost?

495. Neka suN iS dijametralno suprotne ta~ke kru`nice C i neka je t tangenta kru`nice
u ta~ki S. Neka je k kru`nica sa centromO, koja kru`nicu C se~e u ta~kamaA iB i

ortogonalna je na wu. PraveNA,NB iNO seku tangentu t redom u ta~kamaA′,B′ i

O′. Dokazati da je ta~kaO′ sredi{te du`iA′B′.

496. U svakom vrhu pravilnog n-tougla A1A2 . . . An nalazi se odre|eni broj nov~i}a: u

vrhuAk nalazi se ta~no k nov~i}a, za svako k = 1, 2, . . . , n. U svakom koraku vr{imo

slede}u transformaciju: biramo dva nov~i}a (ne nu`no iz istog vrha) i prebacujemo

svaki od wih u susedni vrh, tako da jedan pomeramo u smeru kretawa kazaqke na satu, a

drugi u suprotnom smeru. Da li je mogu}e posti}i da nakon kona~nog broja koraka za

svako k = 1, 2, . . . , n u vrhuAk bude ta~no n+ 1− k nov~i}a, ako je

(a) n = 2010;

(b) n = 2011?

497. Neka je (an)n>0 niz definisan sa: a0 = 0, a1 = 1 i

an+1 − 3an + an−1

2
= (−1)n,

za sve prirodne brojeve n. Dokazati da su svi ~lanovi ovog niza potpuni kvadrati.

498. Neka je φ(n) vrednost Ojlerove funkcije broja n. Dokazati da postoji beskona~no

mnogo prirodnih brojeva n za koje jeφ(n) =
n

3
.
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499. Jednakokraki trapez ~ije su osnovice 1 i 5 i krak
√
7 prekriven je sa 10 istih krugova

polupre~nika r. Dokazati da je r > 1

2
.

500. Neka je f : R → R neprekidna ograni~ena funkcija. Dokazati da za svako a ̸= 0
postoji x ∈ R tako da va`i f(x) = ax.

501. Neka je K ta~ka simetri~na ortocentru H trougla ABC u odnosu na sredi{te

straniceBC . Dokazati da jeAK pre~nik kruga opisanog oko trouglaABC .

502. U o{trouglom trouglu ABC ta~kaD je podno`je visine iz temena C i va`i AD =
BC . Ako je L podno`je normale iz D na visinu iz temena A, dokazati da je BL
simetrala unutra{weg ugla kod temenaB trouglaABC .

503. Ako su x1, x2 koreni jedna~ine x2 + 2011x + 1 = 0, a x′
1, x

′
2 koreni jedna~ine

x2 + 2012x+ 1 = 0, izra~unati (x1 − x′
1)(x2 − x′

2)(x1 − x′
2)(x2 − x′

1).

504. Neka je preslikavawe f : R → R zadato sa f(x) = x2 + (a+ 1)x+ 1.

(a) Odrediti sve vrednosti realnog parametra a takve da za sve realne brojeve x

va`i

∣∣∣∣ f(x)

x2 + x+ 1

∣∣∣∣ < 3.

(b) [tapredstavqa grafikfunkcijey = |f(x)|, u zavisnostiodrealnogparametra
a? Dokazati da sve tako dobijene krive sadr`e fiksiranu ta~ku.

(v) Odreditisvevrednostirealnogparametraa zakoje grafikfunkcije y = |f(x)|
predstavqa parabolu i odrediti geometrijsko mesto temena tih parabola.

505. Neka u tetraedruABCD va`iAB ⊥ CD iAD ⊥ BC .

(a) Dokazati da va`iAC ⊥ BD.

(b) Dokazati da sredi{ta svih ivica tetraedra pripadaju jednoj sferi i na}i wen

centar.

506. Neka jeS centar upisanog kruga trouglaABC . Izraziti du`inu du`iAS ufunkciji

stranica a, b i c trougla.

507. Odrediti ugao izme|u krivih
(
x− p

2

)2
+ y2 = p2 i y2 = 2px, gde je p realan

parametar.

508. Dokazati da va`i nejednakost lnx >
2(x− 1)

x+ 1
za x > 1.

509. Neka su a, b, c realni brojevi za koje va`i

a+ b+ c = 4,

a2 + b2 + c2 = 8.

Odrediti sve mogu}e vrednosti za c.



56

510. Prijateqice Kata i Nata igraju igru tako da u svakom potezu, nakon{to jedna od wih

ka`e broj k, druga mora re}i neki broj oblika a · b, pri ~emu su a i b prirodni brojevi
za koje va`i a + b = k. Igra se zatim nastavqa na isti na~in, od upravo izre~enog

broja. Kojim je svebrojevimamoglabiti zapo~etaigraako jenakonodre|enog vremena

jedna od wih rekla broj 2011?

511. Podte`i{tem sistemaodnta~akaA1, A2, . . . , An podrazumevamota~kuT koja zado-

voqavauslov
n∑

i=1

−−→
TAi =

−→
0 . Odreditinajve}iprirodanbrojntakavdauravnipostoji

n razli~itih ta~aka sa celobrojnim koordinatama, pri ~emu te`i{te proizvoqne

~etvorke tih ta~aka nema sve koordinate celobrojne.

512. Odrediti sve prirodne brojeven = p1p2 · · · pk koji dele (p1+1)(p2+1) · · · (pk+1),
gde je p1p2 · · · pk faktorizacija broja n na proste, ne obavezno razli~ite faktore.

513. U zavisnosti od realnog parametram re{iti jedna~inu

x4 − (2m+ 1)x3 + (m− 1)x2 + (2m2 + 1)x+m = 0.

514. Neka jeABCD paralelogram takav da jeAC > BD iO prese~na ta~ka dijagonala.

Krug sa centrom O i polupre~nikom OA preseca produ`etke stranica AD i AB u

ta~kama G i L redom. Neka je Z prese~na ta~ka pravih BD i GL. Dokazati da je
^ZCA = 90◦.

515. Neka je n prirodan broj ve}i od 1 i a iracionalan broj. Dokazati da je broj
n
√

a+
√
a2 − 1 +

n
√
a−

√
a2 − 1 tako|e iracionalan.

516. Izra~unati proizvod sin
π

4022
sin

3π

4022
sin

5π

4022
· · · sin 2009π

4022
.

517. Poqa tablem×n obojena su u crno ili belo. Za crno poqe}emo re}i da je zarobqeno
akopostoje belopoqelevoodwega uistomreduibelopoqeiznadwega uistoj koloni.

Odrediti broj tabli 2× n koje nemaju zarobqenih poqa.

518. U ravni su date ta~ke A i B. Posmatrajmo sve trapeze ABCD takve da su druga os-

novicaCD, kao i zbir krakovaAD+BC fiksirane du`ine. Odrediti geometrijsko

mesto preseka dijagonala ovakvih trapeza.

519. Da li je za svaki niz (xn)n>1 ta~na ekvivalencija

lim
n→∞

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n

n
= 0 ⇐⇒ lim

n→∞

x1 + x2 + · · ·+ xn

n
= 0?

520. Neka su ma,mb,mc te`i{ne du`i i ra, rb, rc polupre~nici odgovaraju}ih spoqa

pripisanih krugova proizvoqnog trouglaABC . Dokazati da va`i nejednakost

1

m2
a

+
1

m2
b

+
1

m2
c

6 1

r2a
+

1

r2b
+

1

r2c
.
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521. Odrediti ostatak pri deqewu polinoma x2011 + 1 polinomom (x+ 1)2.

522. Izra~unati [2011 · log10 2] + [2011 · log10 5], gde je [x] oznaka za najve}i ceo broj ne
ve}i od x.

523. Na jednomodbojka{komturniruu~estvovalo jen > 1ekipaisvakedveekipeodigrale
su ta~no jedan me|usobni me~. Dokazati da je timove mogu}e numerisati brojevima

1, 2, . . . , n tako da je tim numerisan brojem i pobedio u me|usobnom duelu tim nume-

risan brojem i+ 1, za svako i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}.

524. U skupu od 17 osoba svako poznaje ta~no ~etiri osobe me|u preostalim (poznanstvo je
simetri~no). Dokazati da se me|u tim osobama mogu prona}i dve koje se ne poznaju i

nemaju zajedni~kih prijateqa.

525. Dato je 2012 kvadratnih trinoma sa realnim koeficijentima koji imaju dva realna

korena, pri ~emu razlika nikoja dva od wih nema realne korene. Dokazati da zbir

ovih kvadratnih trinoma ima bar jedan realan koren.

526. Dokazati da za pozitivne realne brojeve a, b, c, d koji zadovoqavaju uslov abcd = 1
va`i nejednakost

1 + ab

1 + a
+

1 + bc

1 + b
+

1 + cd

1 + c
+

1 + da

1 + d
> 4.

527. Odrediti sve trouglove ~ije su du`ine stranica prirodni brojevi i polupre~nik

upisane kru`nice jednak 1.

528. Odrediti sve realne brojeve x, y, z koji zadovoqavaju jedna~inu (a je celobrojni

parametar)

a(cos 2x+ cos 2y + cos 2z) + 2(1− a)(cosx+ cos y + cos z) + 6 = 9a.

529. Odrediti broj putawa du`ine n koje spajaju poqa (0, 0) i (a, b) jedini~ne kvadratne
mre`e u ravni, pri ~emu je dozvoqeno kretawe samo du` ivica jedini~nih kvadrata

mre`e.

530. Dat je proizvoqan tetraedarABCD. Ozna~imo saA′ centar kru`nice opisane oko

trouglaBCD, a sa πA ravan koja sadr`i ta~keA iA′ i normalna je na ravan trougla

BCD. Analogno konstrui{emo ravni πB , πC , πD . Dokazati da se ove ~etiri ravni

seku u jednoj ta~ki.

531. Da li se broj 32
2012

mo`e predstaviti kao zbir tri potpuna kvadrata?

532. U jednom vrhu kocke nalaze se dva pauka, a u suprotnom vrhu muva. Pauci i muva kre}u

se iskqu~ivo po ivicama kocke jednakim konstantnim brzinama. U svakom trenutku

paucima je poznata pozicija muve i muvi je poznata pozicija pauka. Dokazati da pauci

mogu uhvatiti muvu. Smatra se da je muva uhva}ena ako se na|e u istoj ta~ki kao i jedan

od paukova.
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533. U ravni su dati kru`nica K sa centrom O, prava p koja sa kru`nicom K nema za-

jedni~kih ta~aka i na woj ta~ka P za koju va`i OP ⊥ p. Izaberimo proizvoqnu

ta~kuX prave P , razli~itu od P . Tangente iz ta~keX na kru`nicuK dodiruju je u

ta~kamaA iB. Ozna~imo saC iD projekcije ta~ke P na pravamaAX iBX redom.

(a) Ozna~imo prese~nu ta~ku pravihAB iOP sa Y . Dokazati da je polo`aj ta~ke

Y nezavisan od izbora ta~keX .

(b) Ozna~imo prese~nu ta~ku pravih CD i OP sa Z . Dokazati da je Z sredi{te

du`i PY .

534. Koliko nula ima funkcija

f(x) =
1

x− a1
+

1

x− a2
+ · · ·+ 1

x− an
,

gde su a1 < a2 < · · · < an proizvoqni realni brojevi?

535. UtrougluABC ta~keS iSa sucentriredomupisanogispoqaupisanogkruganaspram

A, E je prese~na ta~ka simetrale unutra{weg ugla kod temena A i stranice BC i

N je sredi{te luka BC opisanog kruga koji ne sadr`i ta~ku A. Dokazati da va`i
AS ·ASa = AE ·AN .

536. Izra~unati vrednost izraza (x je proizvoqan realan broj)

cosx− cos 2x+ cos 3x− · · · − cos 2010x+ cos 2011x.

537. U zavisnosti od realnih parametaram,n re{iti trigonometrijsku jedna~inu

m cosx = n sin 2x.

538. Odrediti grani~nu vrednost lim
n→∞

n∑
k=1

k

5k
.

539. Odreditisveprirodnebrojeven zakoje jepolinom (x+1)n−xn−1deqivpolinomom
x2 + x+ 1.

540. Na koliko na~ina mo`emo rasporediti 25 razli~itih kwiga na 4 police tako da se
na svakoj na|u bar 3 kwige, ako svaka polica mo`e izdr`ati teret najvi{e 12 kwiga?

541. Ko{arka{ ga|a ko{ ~etiri puta. Verovatno}a pogotka kod svakog bacawa je
1

2
.

Ako proma{i oba puta u prva dva bacawa, vi{e se koncentri{e i u svakom slede}em

poku{aju poga|a s verovatno}om
2

3
.

(a) Odrediti raspodelu verovatno}a broja pogodaka u ~etiri bacawa.

(b) Kolika je verovatno}a da je ko{arka{ pogodio u tre}em poku{aju ako se zna da

je imao ta~no tri pogotka?
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542. Re{iti jedna~inu 5x− 3y + 12z = 19 u skupu celih brojeva.

543. Neka jeD ta~ka na stranici BC o{trouglog trougla ABC , razli~ita od temena B
i C . Ozna~imo sa O1 i O2 centre kru`nica opisanih oko trouglova ABD i ACD,

redom, a saO centar kru`nice opisane oko trouglaAO1O2. Odrediti geometrijsko

mesto ta~aka koje opisuje ta~ka O kada ta~ka D opisuje stranicu BC (bez temena

B iC).

544. Dat je pravilan 980200-tougao. Odabrano je nekih wegovih 100 temena koji odre-

|uju 100-tougao A. Dokazati da postoji 100 temena istog pravilnog 980200-tougla
koji odreduju 100-tougao B ~ija nijedna dijagonala nije jednake du`ine kao i neka

dijagonala 100-touglaA. Stranice se tako|e smatraju dijagonalama.

545. Pozitivni brojevi p1, p2, . . . , pn, q1, q2, . . . , qn su takvi da je
n∑

i=1

pi =
n∑

i=1

qi = 1 i(
k∑

i=1

pi

)
qk+1 >

(
k∑

i=1

qi

)
pk+1

za svaki prirodan broj k, 1 6 k < n. Dokazati da je
k∑

i=1

pi >
k∑

i=1

qi za svaki prirodan
broj k, 1 6 k < n.

546. Odrediti nule polinoma Pn(x) = cos(n arccosx), n ∈ N, u skupu kompleksnih

brojeva.

547. Neka su n i k prirodni brojevi za koje va`i

nk > (k + 1)! i M = {(x1, . . . , xk) | (∀i)xi ∈ {1, . . . , n}}.

Dokazati da me|u svakih (k + 1)! + 1 elemenata iz M postoje dva (a1, . . . , ak) i
(b1, . . . , bk) takva da (k + 1)! | (a1 − b1) · · · (ak − bk).

548. Odrediti sve vrednosti realnog parametra a za koje je broj 2 najmawi ceo broj koji je

re{ewe nejedna~ine
x+ log2(2

x − 3a)

1 + log2 a
> 2.

549. Buba se na po~etku nalazi u ta~ki sa koordinatama
(
1,
√
2
)
. U svakom potezu buba

mo`e sa poqa (x, y) da sko~i u bilo koju ta~ku (x, 2x + y), (x, y − 2x), (x − 2y, y),
(x + 2y, y), ali ne sme da se vrati u ta~ku u kojoj je bila neposredno pre tog poteza.
Da li buba mo`e posle niza poteza da se vrati u po~etnu ta~ku?

550. UravnixOy data jekrivaγ svojomparametrizacijomγ(t) = (sin t, ln(tg( t2 ))+cos t),
t ∈ (0, π

2 ). Dokazati da je rastojawe svake ta~ke krive do preseka tangente na krivu u
toj ta~ki sa y−osom konstantno.

551. Odrediti sve prirodne brojeve n tako da (k + 1) |
(
n

k

)
za svako 0 6 k 6 n− 1.
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552. Neka je ABCD ~etvorougao upisan u kru`nicu k(O,R), ~ije su dijagonale norma-
lne i seku se u ta~ki S. Ozna~imo sa A′, B′, C ′ i D′ podno`ja normala iz ta~ke

S na stranice AB,BC,CD i DA, redom. Dokazati da je ~etvorougao A′B′C ′D′

tetivno--tangentni i izraziti polupre~nike opisane i upisane kru`nice u funkciji

polupre~nikaR i rastojawa d = OS.

553. Neka je p prost broj ve}i od 3. Dokazati da jedna~ina (x + y)−1 = x−1 + y−1 ima

re{ewa uZp ako i samo ako 3 | (p− 1).

554. Igra~iA iB naizmeni~no zamewuju zvezdice u

⋆ 1 ⋆ 2 ⋆ 22 ⋆ 23 ⋆ · · · ⋆ 2999 ⋆ 21000

znacima+ i−. Igra~B pobe|uje ako je po zavr{etku igre vrednost dobijenog izraza

deqiva sa 17. U suprotnom pobe|uje igra~B. AkoA igra prvi, kako treba da igra da

bi sigurno pobedio?

555. UigriLOTO7/39, koji deo (u procentima, na dve decimale) od ukupnog broja mogu}ih
kombinacija ~ine kombinacije u kojima postoji par susednih brojeva?

556. Za koje vrednosti parametra m se sva re{ewa jedna~inemx4 − mx2 + m + 1 = 0
nalaze u intervalu (−1, 1).

557. Neka su a1, a2, . . . , a11 i b1, b2, . . . , b11 dve permutacije skupa {1, 2, . . . , 11}. Doka-
zati da me|u brojevima a1b1, a2b2, . . . , a11b11 bar dva imaju isti ostatak pri deqewu
sa 11.

558. Neka jeA skupkojiima8elemenata. Odreditimaksimalanbroj tro~lanihpodskupova
skupaA, takvih da presek bilo koja dva od wih nije dvo~lani skup.

559. KvadratiABDE iBCFG konstruisani su u spoqa{wosti trouglaABC . Dokazati

da je trougaoABC jednakokrak ako jeDG ∥ AC .

560. Ako polinom P (x) stepena n zadovoqava P (k) = 2k za k = 0, 1, 2, . . . , n, odrediti
P (n+ 1).

561. Ako za realne brojeve a1, a2, . . . va`i an−1 + an+1 > 2an, za n = 2, 3, . . ., dokazati
da va`i nejednakost An−1 + An+1 > 2An, gde je Ak aritmeti~ka sredina brojeva

a1, a2, . . . , ak .

562. Funkcija f , definisana za sve realne brojeve, zadovoqava f(x) 6 x i f(x + y) 6
f(x) + f(y) za sve realne brojeve x, y. Odrediti sve takve funkcije f .

563. Neka je f(n) = 1n + 2n−1 + 3n−2 + · · ·+ (n− 1)3 + (n− 1)2 + n za sve prirodne

brojeve n. Odrediti minimalnu vrednost za f(n+ 1)/f(n).

564. Polukrug nad stranicom BC trougla ABC kao pre~nikom se~e stranice AB i AC
trouglaABC redom u ta~kamaD iE. Neka su F iG podno`ja normala izD iE na

stranicuBC , respektivno. Neka jeM prese~na ta~ka du`iDG i EF . Dokazati da

jeAM ⊥ BC .
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565. Dokazatidasesvakiceobrojkmo`epredstavitinabeskona~nomnogona~inauobliku
k = ±12 ± 22 ± · · · ±m2 za neki prirodan brojm i za neki izbor znakova+ i−.

566. Neka je A1 = 0 i A2 = 1. Za n > 2 broj An se dobija tako {to se cifre brojea

An−2 dopi{u s desne strane cifara broja An−1. Na primer, A3 = 10, A4 = 101,
A5 = 10110, itd. Odrediti sve n za koje jeAn deqivo sa 11.

567. Dat je konveksan {estougaoA1A2A3A4A5A6 ~ije su sve stranice jednake i

α1 + α3 + α5 = α2 + α4 + α6,

pri ~emu je αi unutra{wi ugao {estougla kod temena Ai. Dokazati da je α1 = α4,

α2 = α5 i α3 = α6.

568. Odrediti sve uzajamnoproste prirodne brojeveai b takve da va`i: ako se decimalnom
zapisu broja a zdesna dopi{e zarez, a zatim se napi{e decimalni zapis broja b, dobija

se decimalni zapis broja
b

a
.

569. Akoceobrojanijedeqivsa5, tada sepolinomp(x) = x5−x+anemo`efaktorisati
kao proizvod dva nekonstantna polinoma sa celobrojnim koeficijentima. Dokazati.

570. Neka sux, y, z realni brojevi takvi da jex+y+z = 0. Dokazati da va`i nejednakost

6
(
x3 + y3 + z3

)2 6
(
x2 + y2 + z2

)3
.

571. Neka je f : (0,+∞) → Rfunkcija koja ima slede}e osobine:

• f je strogo rastu}a;

• f(x) > − 1

x
za sve x > 0;

• f(x)f
(
f(x) +

1

x

)
= 1 za sve x > 0.

Odrediti f(1).

572. Du`ine stranica ~etvorougla su celi brojevi. Du`ina svake stranice deli zbir

du`ina preostale tri stranice. Dokazati da dve stranice imaju istu du`inu.

573. Neka suBB′ iCC ′ visine△ABC ukome jeAB ̸= AC . Neka jeM sredi{te stranice

BC ,H ortocentar△ABC iD presekpravihB′C ′ iBC . Dokazatida jeDH ⊥ AM .

574. Neka su I i O redom centri upisanog i opisanog kruga trougla ABC . Ako trougao

nije jednakostrani~an (tj. I ̸= O), dokazati da va`i

^AIO 6 90◦ ako i samo ako 2BC 6 AB + CA.

575. Neka je niz a1, a2, . . . dat sa a1 = 2, a2 = 5 i an+2 = (2− n2)an+1 + (2 + n2)an, za
sve n > 1. Da li postoje prirodni brojevi p, q, r takvi da je apaq = ar?
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576. Ako je p > 3 prost broj, dokazati da se broj pn ne mo`e predstaviti kao zbir dva

pozitivna kuba ni za jeno n > 1. Da li tvr|ewe va`i i za p = 2 i p = 3?

577. Odrediti najve}i prirodan broj n koji ima osobinu da je deqiv svim prirodnim

brojevima koji nisu ve}i od 3
√
n.

578. Koliko ima n-tocifrenih brojeva napisanih kori{}ewem cifara 1, 2 i 3 kod kojih
se dve susedne cifre mogu razlikovati najvi{e za 1?

579. Jedna grupaqudiprisustvuje`urci. Zanekuosobuizove grupeka`emoda je stidqiva

ako ona u toj grupi ima najvi{e tri prijateqa. Poznato je da svaka osoba u grupi ima

bar tri stidqiva prijateqa.

(a) Dokazati da su sve osobe u ovoj grupi qudi stidqive.

(b) Koliko osoba mo`e biti u grupi?

NAPOMENA: prijateqstvo je simetri~na relacija.

580. Neka su a, b, c prirodni brojevi takvi da je
1

a
+

1

b
=

1

c
i nzd(a, b, c) = 1. Dokazati

da je a+ b potpuni kvadrat.

581. Odrediti sve polinome ~iji su svi koeficijenti±1 i koji ima sve realne nule.

582. Neka su realni brojevi a1, a2, . . . , an+1 takvi da je a1 > a2 > · · · > an > an+1 = 0.
Dokazati da va`i √√√√ n∑

k=1

ak 6
n∑

k=1

√
k
(√

ak −√
ak+1

)
.

583. Neka je {estougao ABCDEF upisan u krug. Dokazati da se dijagonale AD, BE i

CF seku u jednoj ta~ki ako i samo ako jeAB · CD · EF = BC ·DE · FA.

584. Dokazati da za svaki prirodan broj n > 2 postoji permutacija (p1, p2, . . . , pn) skupa
{1, 2, . . . , n}, takva da pk+1 deli zbir p1 + p2 + · · ·+ pk za k = 1, 2, . . . , n− 1.

585. Niz (un)
+∞
n=0 definisan je na slede}i na~in: u0 = u1 = u2 = 1, a slede}i ~lanovi

odre|eni su uslovom un+3un − un+2un+1 = n!, n > 0. Dokazati da un ∈ Z za sve

n ∈ N0.

586. Odrediti sve funkcije f : R → R takve da za sve realne brojeve x i y va`i

f
(
xf(y) + x

)
= xy + f(x).

587. Neka je s(n) procenat pogo|enih slobodnih bacawa jedne ko{arka{ke ekipe u prvih
n poku{aja od po~etka sezone. U jednom delu sezone je s(n) bio mawi od 80% od n,
ali je na kraju sezone je s(n) bio ve}i od 80% od n. Da li je morao postojati trenutak
tokom sezone u kom je s(n) bio jednak ta~no 80% od n?

588. Dat je alfabet koji ima samo tri slova, a, b, c. Koliko ima re~i du`ine n u kojima se

slovo a javqa paran broj puta?
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589. Datesu4nekomplanarneta~keuprostoru, takvedanikoje triodwihnisukolinearne.
Za ravanπ ka`emo da je �interesantna� ako su sve 4 ta~ke na istom rastojawu od ravni
π. Koliko ima �interesantnih� ravni?

590. Odrediti sve vrednosti realnog parametram tako da nejednakost√
5x2 +mx+ 2 > 1 + 2x

va`i za svaki realan broj x.

591. Dat je niz (xn): x1 = 1, xn+1 = 1 +
1

xn
, n ∈ N. Odrediti, ako postoji, realan broj

koji je mawi od svih ~lanova datog niza sa parnim indeksima (x2, x4, x6, . . .) i ve}i
od svih ~lanova sa neparnim indeksima (x1, x3, x5, . . .).

592. Dokazati da se svaki prirodan broj mo`e prikazati kao zbir jednog ili vi{e brojeva

oblika 2r3s, gde su r, s nenegativni celi brojevi i nijedan sabirak ne deli ostale
sabirke.

593. Neka je P (x) = cnx
n + cn−1x

n−1 + · · ·+ c1x+ c0 polinom sa celobrojnim koefi-
cijentima. Pretpostavimo da je je r racionalan broj takav da je P (r) = 0. Dokazati
da su slede}i brojevi:

cnr, cnr
2 + cn−1r, cnr

3 + cn−1r
2 + cn−2r, . . . , cnr

n + cn−1r
n−1 + · · ·+ c1r

svi celi.

594. Dato je 2n razli~itih brojeva a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn. Tabela n × n popuwava

se tako{to se u poqe koje se nalazi u i−toj vrsti i j−toj koloni upisuje zbir ai + bj .
Ako su proizvodi brojeva u svim kolonama jednaki, dokazati da su tada i proizvodi

brojeva u svim vrstama jednaki.

595. Kru`nice S1 i S2 sa centrima u O2 i O2, respektivno, seku se u ta~kama A i B.

PolupravaO1B se~e S2 u ta~ki F , a polupravaO2B se~e S1 u ta~ki E. Prava kroz

ta~ku B paralelna du`i EF se~e S1 i S2 u ta~kamaM iN , respektivno. Dokazati

da jeB centar upisane kru`nice△EAF i da jeMN = AE +AF .

596. Odrediti (a, b, c ∈ R):

(a) min
a,b

max
x∈[−1,1]

|x2 + ax+ b|;

(b) min
a,b,c

max
x∈[−1,1]

|x3 + ax2 + bx+ c|.

597. U trouglu ABC prava EF je simetrala ^BAC i AE · AF = AB · AC . Odrediti

geometrijsko mesto preseka du`iBE iCF .

598. Da li postoji niz prirodnih brojeva u kom se svaki prirodan broj pojavquje ta~no

jednom i u kom je za svako k = 1, 2, . . . zbir prvih k brojeva deqiv sa k?
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599. KvadratiABDE iACFGnacrtani su van△ABC . Neka suP iQ ta~kenaEG takve

da su du`i BP i CQ ortogonalne na BC . Dokazati da je BP + CQ > BC + EG.

Kada va`i jednakost?

600. Dva mudraca igraju slede}u igru. Napisani su brojevi 0, 1, 2, . . . , 1024. Prvi precr-
tava 512 brojeva po izboru, drugi precrtava 256 od preostalih, zatim prvi precrtava
128 od preostalih itd. U desetom koraku drugi mudrac precrtava 1 broj i ostaju

dva. Posle toga drugi mudrac pla}a prvom onoliko dinara koliko iznosi razlika

preostala dva broja. Koliko }e platiti drugi mudrac prvom ako oba igraju na najboqi

na~in?





Glava 2

Re{ewa

1. Brojevi koji zadovoqavaju uslove zadatka mogu se predstaviti u obliku

n =

k−1∑
t=0

102t,

gde je k > 1 broj jedinica u dekadnom zapisu broja n.

Ako je k paran broj, tada je n deqiv sa 101, i n je prost samo za k = 2, tj. n = 101.

Primetimo da je za svaki prirodan broj k

11n = 11
k−1∑
t=0

102t = 11 . . . 1 =
2k−1∑
s=0

10s.

Za neparan broj k = 2p+ 1 imamo

11n = 11

4p+1∑
s=0

10s =

(
2p∑
s=0

10s

)
·
(
102p+1 + 1

)
.

Ako je k > 1, tada je p > 1 i oba faktora sa desne strane posledwe jednakosti su ve}a
od 11, tako da broj n ne mo`e biti prost. Dakle, jedini prost broj tra`enog oblika je

broj 101.

2. Kako x deli i s(x, y) i x2, na osnovu date jednakosti sledi da x deli i 4y. Stoga je
broj 4y zajedni~ki sadr`alac brojeva x i y, pa s(x, y) ∈ {y, 2y, 4y}.

(1) Neka je s(x, y) = y, odnosno y = kx, za neko k ∈ N. Zamewuju}i ovo u

jedna~ini dobijamo x2 = 4kx + 3kx, odakle je x = 7k, i y = 7k2. Kako je
s(7k, 7k2) = 7k2, za svako k, svi parovi oblika (7k, 7k2), k ∈ N, jesu re{ewa.

(2) Neka je s(x, y) = 2y, odnosno 2y = kx, za neko neparno k (ako bi k bilo

parno, tada bi x | y, {to je prvi slu~aj). Zamewuju}i ovo u jedna~ini dobijamo
x2 = 2kx + 3kx, odakle je x = 5k i 2y = 5k2, a ovo protivure~i ~iwenici
da je k neparno.

66
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(3) Neka je s(x, y) = 4y, odnosno y = kx, za neko neparno k (ako bi k bilo parno,

tada bi va`ilo ili x | y ili x | 2y, a ti slu~ajevi su ve} razmatrani). Zame-
wuju}i ovo u jedna~ini dobijamo x2 = kx + 3kx, odakle je x = 4k, i y = k2.
Kako je s(4k, k2) = 4k2, za svako neparno k, svi parovi oblika (4k, k2), gde je
k neparan prirodan broj, jesu re{ewe.

3. Kako je

4 = {x}2
(
x+ [x]

)2
+ [x]2

(
x+ {x})2 − 2[x]2{x}2

= x2{x}2+ 2x[x]{x}2 + {x}2[x]2+ [x]2x2 + 2x{x}[x]2+ [x]2{x}2 − 2[x]2{x}2

= x2
(
{x}2 + [x]2

)
+ 2x{x}[x]

(
{x}+ [x]

)
= x2

(
{x}2 + [x]2

)
+ 2x2{x}[x]

= x2
(
{x}2 + 2{x}[x] + [x]2

)
= x2

(
{x}+ [x]

)2
= x4,

data jednakost se mo`e zapisati u obliku x4 = 4, pa su jedini realni brojevi koji je
zadovoqavaju x = ±

√
2.

4. Pore|ajmo jabuke po te`ini u neopadaju}i poredak i numeri{imo ih brojevima od

1 do 300. Jabuke raspore|ujemo na slede}i na~in: u k-ti paket stavqamo jabuke sa
brojevima k i 301− k. Uo~imo dva proizvoqna paketa. Neka se u prvom nalaze jabuke
sa te`inama a i d, a u drugom sa te`inama b i c i pri tome je a 6 b 6 c 6 d. Na osnovu
uslova zadatka va`e nejednakosti:

a+ d 6 c+ 2b 6 1,5(c+ b) i b+ c 6 2a+ d 6 1,5(a+ d),

{to je i trebalo pokazati.

5. Neka je 0,a1a2a3 . . . razlomak formiran na opisani na~in. Posmatrajmo 101 par

uzastopnih cifara toga razlomka: (a1, a2), (a2, a3), . . . , (a101, a102). Ukupan broj

mogu}ih razli~itih parova cifara je 100, pa po Dirihleovom principu, me|u posma-

tranim parovima postoje dva identi~na para (ai, ai+1) i (aj , aj+1), tj. takva da je
ai = aj i ai+1 = aj+1. Neka je j > i. Kako svake dve uzastopne cifre jednozna~no
odre|uju slede}u, to je niz cifara iza decimalnog zareza periodi~an.

6. Po uslovima zadatka imamo da va`e slede}e jednakosti:

x2
0 + a1x0 + b1 = 0, x2

0 + a2x0 + b2 = 0, . . . , x2
0 + anx0 + bn = 0.

Wihovim sabirawem dobijamo

nx2
0 + (a1 + a2 + · · ·+ an)x0 + (b1 + b2 + · · ·+ bn) = 0,

odakle lako zakqu~ujemo da je x0 jedan koren datog trinoma. Iz toga sledi da je

diskriminanta nenegativna i da postoji drugi realan koren, koji }emo ozna~iti sa x̃.
Na osnovu Vietovih formula je

x0 + x1 = −a1, . . . , x0 + xn = −an i x0 + x̃ = − 1

n
(a1 + · · ·+ an).

Mno`ewemposledwe jednakosti san i zamenom−ai sax0+xi, i = 1, . . . , n, dobijamo

x̃ =
x1 + · · ·+ xn

n
.
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7. Polazni sistem je ekvivalentan sa

(x1 − 1) + (x2 − 1) + · · ·+ (x2005 − 1) =0,

x3
1(x1 − 1) + x3

2(x2 − 1) + · · ·+ x3
2005(x2005 − 1) =0.

Oduzimaju}i od druge jedna~ine prvu dobijamo

(x3
1 − 1)(x1 − 1) + (x3

2 − 1)(x2 − 1) + · · ·+ (x3
2005 − 1)(x2

2005 + x2005 + 1) = 0,

odnosno

(x1−1)2(x2
1+x1+1)+(x2−1)2(x2

2+x2+1)+ · · ·+(x2005−1)2(x2005−1) = 0.

Kako je x2 + x+ 1 > 0 za svako x, to je xk = 1, za sve k = 1, . . . , 2005.

8. Dokaza}emo prvo desnu nejednakost. Uo~imo prvo slede}e ~iwenice.

(a) Kako je 2k = (1 + 1) · k i 2k + 1 = (1 + 1) · k + 1, to je

f(2k) 6 f(k) + 2 i f(2k + 1) 6 f(k) + 3.

(b) 3 < 5 log3 2 va`i ako i samo ako je 3
2 < 25.

Sada dajemo dokaz indukcijom po n. Baza indukcije sledi iz ekvivalencija

f(2) < 5 log2 3 ⇔ 2 < 5 log2 3 ⇔ 32 < 25,

f(3) < 5 log3 3 ⇔ 3 < 5 log3 3 ⇔ 3 < 5.

Pretpostavimo da tvr|ewe va`i za sve cele brojeve ve}e ili jednake 2, a mawe od n.
Tada je za n = 2k i n = 2k + 1 (2 6 k < n), na osnovu (a) i (b),

f(n) 6 f(k) + 3 < 5 log3 k + 3 < 5 log3 k + 5 log3 2 = 5 log3 2k,

odakle je f(n) 6 5 log3 n, ~ime je dokaz zavr{en.

Levu nejednakost, tako|e, dokazujemo indukcijom. Baza indukcije sledi iz ekvivalen-

cija

f(2) > 3 log3 2 ⇔ 2 > 3 log3 2 ⇔ 32 > 23, f(3) > 3 log3 3 ⇔ 3 > 3.

Pretpostavimo da tvr|ewe va`i za sve cele brojeve ve}e ili jednake 2, a mawe od
n (n > 4). Neka je sada n = a · b i neka je to posledwa izvr{ena operacija pri

izra~unavawu broja n uz kori{}ewe najmaweg mogu}eg broja jedinica. Tada je

f(n) = f(a) + f(b) > 3 log3 a+ 3 log3 b = 3 log3 n.

Sli~no je, za n = a+ b, gde su a i b ve}i od 1,

f(n) = f(a) + f(b) > 3 log3 a+ 3 log3 b > 3 log3(a+ b),

odakle je f(n) > 3 log3 n. Sada je dovoqnoposmatrati slu~ajn = (n−1)+1. Imamo
da je

f(n) = f(n− 1) + 1 > 3 log3(n− 1) + 1 = 3 log3
3
√
3(n− 1).

Dovoqno je dokazati da je 3
√
3(n− 1) > n, {to je ekvivalentno sa ( 3

√
3− 1)n > 3

√
3,

a ovo je ta~no za svaki prirodan broj ve}i od 3.
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9. Uvedimo smenu tgα = x. Tada je tg β = tg(90◦ − α) = ctgα =
1

x
, pa jedna~ina

postaje

x+
1

x
+ x2 +

1

x2
+ x3 +

1

x3
= 70.

Uvode}i sada smenu x +
1

x
= y imamo y2 = x2 + 2 +

1

x2
, tj. x2 +

1

x2
= y2 − 2,

y3 = x3 + 3x2 · 1
x
+ 3x · 1

x2
+

1

x3
, tj. x3 +

1

x3
= y3 − 3y, odakle sledi

y + (y2 − 2) + (y3 − 3y) = 70, tj. (y − 4)(y2 + 5y + 18) = 0.

Kako je za svako realno y trinom y2 +5y+18 nenegativan, sledi da je y = 4, odnosno

x+
1

x
= 4. Dakle, tgα = 2±

√
3, tj. (α, β) ∈ {(15◦, 75◦), (75◦, 15◦)}.

10. Neka je BC = a, AC = b, ^ACB = γ, CL = lc. Kako je S(ABC) = S(ALC) +
S(BLC), to je

1

2
lca sin

γ

2
+

1

2
lcb sin

γ

2
=

1

2
ab sin γ,

odakle je lc =
2ab cos γ

2

a+ b
. Me|utim, ha = b sin γ i hb = a sin γ, pa je

lc
hc

+
lc
hb

=
2a cos γ

2

(a+ b) sin γ
+

2b cos γ
2

(a+ b) sin γ
=

1

sin γ
2

(
a

a+ b
+

b

a+ b

)
=

1

sin γ
2

.

Sledidajesin
γ

2
=

1

2
, tj. γ = 60◦, jerje

γ

2
< 90◦. NekaCLse~ekru`nicuopisanuoko

trouglaABC u ta~kiM . Tada jeOM ⊥ AB. Me|utim,CH ⊥ AB, pa je^OMC =
^MCH . S druge strane je OM = OC = R (R je polupre~nik opisane kru`nice).

Prema tome, ^OMC = ^OCM = ^MCH . Neka jeH2 podno`je visine iz B. Iz

trougla HCH2 se dobija da je CH =
CH2

sinα
(jer je ^H2HC = 90◦ − ^ACH =

^CAB = α). Me|utim, zbog CH2 = a cos γ, imamo CH =
a

sinα
cos γ = 2R cos γ

(na osnovu sinusne teoreme). Kako je γ = 60◦, to je CH = R. Posmatrajmo sada

trougloveCOI iCHI . Kako ta~ka I le`i naCM , to je^OCI = ^HCI . [tavi{e,

CO = R = CH . Sledi da su trougloviCOI iCHI podudarni, odakle jeOI = IH ,

{to je i trebalo pokazati.

11. Pretpostavimo da postojiN ,N > 5, me|usobno prijateqskih trouglova T1, T2 . . . ,
TN . Neka△T1ima stranice a, b, c. Od ovih stranica mogu se oformiti samo tri para:

(2.1) (a, b), (b, c), (c, a),

a svakiodtrouglovaT2, T3 . . . , TN moraimatipar stranicakoji sepodudara sa jednim

od parova iz (2.1). Stoga, postoje bar dva trougla me|u trouglovima T2, T3 . . . , TN

~iji se jedan par stranica podudara sa istim parom iz (2.1). Bez gubitka op{tosti

uzmimo da trouglovi T2 i T3 imaju par (a, b). Dakle, svaki od trouglova T1, T2, T3
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ima stranice a, b, i neka su x, y, z tre}e stranice ovih trouglova respektivno (x, y,
z su me|usobno razli~ite, jer u suprotnom ima podudarnih trouglova me|u T1, T2 i

T3). Kako je△T4 prijateqski sa△T1, jedna od wegovih stranica jednaka je a ili b,
i uzmimo da je jednaka a. Ako trougao T4 nema stranicu jednaku b, tada dve wegove
preostale stranice moraju uzeti tri razli~ite vrednosti x, y, z (△T4 ima po dve

jednake stranice sa svakim od trouglova T1, T2 i T3), {to je nemogu}e. Prema tome,

△T4 ima stranice a i b. Isti zakqu~ak mo`emo izvesti za svaki △Ti, i = 5, N .

Dakle, svaki od trouglova T1, T2 . . . , TN ima stranice a i b, tj. ovaj skup trouglova
je dobar. Prema tome,N > 5. S druge strane postoje ~etiri me|usobno prijateqska

trougla (a, b, c), (a, b, d), (b, c, d), (c, d, a) takva da wihov skup nije dobar. Dakle,

N = 5.

12. Ozna~imo temena novog kvadrata sa A, B, C iD, u pravcu kretawa kazaqke na satu.

Razmotri}emo dva slu~aja.

Prvi slu~aj: susedna temena su pala u celobrojne ta~ke. Bez umawivawa op{tosti,

uzmimo da su to ta~ke A i B. Tada vektor
−−→
AB ima celobrojne koordonate, i neka su

one (m,n). Sledi da vektor
−−→
BC ima koordinate (n,−m), pa je on tako|e celobrojan.

Dakle, i ta~kaC je celobrojna. Analogno se dokazuje i za ta~kuD.

Drugi slu~aj: nesusedna temena padaju u celobrojne ta~ke, i neka su toA iC . Uvedimo

koordinantni sistem sa centrom u A, i koordinantnim osama paralelnim osama po-

laznog sistema. Neka ta~kaC ima koordinate (m,n). Tada ta~kaD ima koordinate

(m+n
2 , m−n

2 ). Primetimo da su m + n i m − n brojevi iste parnosti. Ako su oba

parna, tada je i ta~kaD celobrojna, pa se razmatrawe svodi na prvi slu~aj. Ako su oba

neparna, tada (m+ n)2 + (m− n)2 daje ostatak 2 pri deqewu sa 4, pa kvadrat du`ine

straniceAD jednak
(m+n)2

4 + (m−n)2

4 nije ceo broj, {to je nemogu}e prema uslovima

zadatka.

Prema tome, ako dva temena padnu u celobrojne ta~ke i druga dva temena su u celobroj-

nim ta~kama.

13. Polupre~nik svakog od {est krugova oko centralnog o~igledno mora biti jednak

polupre~niku centralnog kruga, dakle, r = 1 (slika 2.1).

Slika 2.1.

Ostaje da odredimo polupre~nikR ve}ih krugova.
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Slika 2.2.

Kako su△SBC i△SB′C ′ sli~ni (slika 2.2), imamo

(2.2)
|SC ′|
|SC|

=
|B′C ′|
|BC|

= R.

Koriste}i jednakosti |SC ′| = |SB|+|BC ′| = 2+
√

(R+ 1)2 −R2 = 2+
√
2R+ 1

i |SC| =
√
4− 1 =

√
3, iz (2.2) dobijamo R =

2 +
√
2R+ 1√
3

, a odatle kvadratnu

jedna~inu 3R2 − 2(1 + 2
√
3)R+ 3 = 0, ~ija su re{ewa

R1,2 =
1 + 2

√
3± 2

√
1 +

√
3

3
.

Po{to jeR > 1 sledi da je R =
1 + 2

√
3 + 2

√
1 +

√
3

3
.

14. Neka je P ta~ka preseka visinaA1B1, . . . , A2nB2n datog mnogougla (slika 2.3).

Neka je (−→x ,−→y ) skalarni proizvod vektora −→x i −→y nad poqem realnih brojeva u

R2. Uvedimo oznake:
−→
PA1 = −→a 1, . . . ,

−→
PA2n+1 = −→a 2n+1. Tada je

−−−−→
An+1An+2 =

−→a n+2 −−→a n+1, . . . i po pretpostavci,

(−→a 1,
−→a n+2 −−→a n+1) = 0, (−→a 2,

−→a n+3 −−→a n+2) = 0, . . . ,

(−→a n,
−→a 2n+1 −−→a 2n) = 0, . . . , (−→a 2n,

−→a n −−→a n−1) = 0,

odnosno,

(−→a 1,
−→a n+2) = (−→a 1,

−→a n+1), (
−→a 2,

−→a n+3) = (−→a 2,
−→a n+2), . . . ,

(−→a n,
−→a 2n+1) = (−→a n,

−→a 2n), . . . , (
−→a 2n,

−→a n) = (−→a 2n,
−→a n−1).
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Odavde je

(−→a 2n+1,
−→a n) = (−→a n,

−→a 2n) = (−→a 2n,
−→a n−1)

= (−→a n−1,
−→a 2n−1) = · · · = (−→a 1,

−→a n+1) = (−→a n+1,
−→a 2n+1),

tj. (−→a 2n+1,
−→a n) = (−→a 2n+1,

−→a n+1) ili (
−→a 2n+1,

−→a n+1 − −→a n) = 0, odakle sledi
A2n+1P ⊥ AnAn+1, tj. (2n+ 1)-va visina prolazi kroz ta~ku P .

Slika 2.3. Slika 2.4.

15. Ozna~imo saK , L,M iN centre pravougaonika konstruisanih nad stranicamaAB,

BC ,CD iDA redom (slika 2.4).

Kakosupravougaonicikonstruisaninadnaspramnimstranicama~etvorouglaABCD
podudarni, va`i ^KAA1 = ^DCM , ^NAA2 = ^LCB. S obzirom na to da je

^BAD + ^BCD = 1800 va`i i ^A1AA2 = ^BCD. Sada se lako dokazuje podu-

darnost trouglovaKAN iLCM (SUS), pa jeKN = LM . Sli~no, iz podudarnosti

trouglovaKBLiNDMsledida jeKL = NM , pa jeKLMN paralelogram. Stoga je

^KLM = ^KNM , pasabirawemjednakosti^KLM = ^BLC+^KLB+^CLM
i^KNM = ^AND − ^KNA− ^DNM dobijamo

2^KLM=(^CLM−^KNA)+(^KLB−^DNM)+(^BLC−^AND) = 180◦,

odakle sledi da je^KLM = 90◦, odnosno da jeKLMN pravougaonik.

16. Neka su E i F sredi{ta du`i QN i PM respektivno (slika 2.5). Uvedimo oznake

a = BC , b = AC , c = AB. Imamo da je AN : NC = c : a, PH : CP = AH : b.
Kako su trougloviCHA iACB sli~ni, sledi da jeAH : b = b : c, pa jePH : CP =
b : c.

Kako jeCH =
ab

c
, imamo

ab

c
= CH = CP + PH = CP

(
1 +

PH

CP

)
= CP

(
1 +

b

c

)
= CP

b+ c

c
,
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stoga jeCP =
ab

b+ c
. S druge strane je,

a = CM +MB = CM

(
1 +

MB

CM

)
= CM

(
1 +

c

b

)
= CM

b+ c

b
,

pa je CM =
ab

b+ c
. Prema tome, u △MCP stranice CM i CP su jednake, pa je

CF ⊥ MQ. Stoga je ^CFM = ^CFP = 90◦, pa se ta~ke C , F , H , A nalaze na

istom krugu. Ovo nam daje ^FCH = ^FAH = ^FAC = ^FHC . Prema tome,

△CFH je jednakokrak i FC = FH . Stoga se ta~ka F nalazi na simetrali du`i

CH . Analogno prethodnom mo`emo pokazati da se i ta~ka E nalazi na simetrali

du`iCH . Stoga jeEF ⊥ CH , a to povla~i da jeEF ∥ AB.

Slika 2.5. Slika 2.6.

17. Polazna nejedna~ina je ekvivalentna sa

|x|+ |y| − 2 > 1 ili |x|+ |y| − 2| 6 −1,

odnosno sa

|x|+ |y| > 3 ili |x|+ |y| 6 1.

Odredimo prvo skup ta~aka koje zadovoqavaju jedna~inu |x|+ |y| = k, k ∈ N. Razma-

tramo ~etiri slu~aja (re{avamo datu jedna~inu zasebno u svakom kvadrantu):

1) x > 0, y > 0 ⇒ x+ y = k;

2) x 6 0, y > 0 ⇒ −x+ y = k;

3) x 6 0, y 6 0 ⇒ −x− y = k;

4) x > 0, y 6 0 ⇒ x− y = k.

Dakle, ta~ake koje zadovoqavaju jedna~inu |x| + |y| = k su na stranicama kvadrata

sa temenima (k, 0), (0, k), (−k, 0), (0,−k). Sada ovaj rezultat primewujemo na na{
problem. Jedna~inu |x| + |y| > 3 zadovoqavaju ta~ke koje su ili van ili na strani-
cama kvadrata sa temenima (3, 0), (0, 3), (−3, 0), (0,−3), a jedna~inu |x| + |y| 6 1
zadovoqavaju ta~ke koje su ili unutar ili na stranicama kvadrata sa temenima (1, 0),
(0, 1), (−1, 0), (0,−1). Stoga je skup re{ewa nejedna~ine ||x|+ |y| − 2| > 1 unija te
dve oblati (osen~eni deo slike 2.6).
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18. Za z = x+ iy imamo

1

z
=

1

x+ iy
· x− iy

x− iy
=

x− iy

x2 + y2
=

x

x2 + y2
+ i · −y

x2 + y2
,

odnosno ∣∣∣∣1z − i

∣∣∣∣2 =

(
x

x2 + y2

)2

+

(
1 +

y

x2 + y2

)2

=
x2 + y2 + 2y + 1

(x2 + y2)2
.

Stoga va`i∣∣∣∣1z − i

∣∣∣∣2 6 1 ⇔ x2 + y2 + 2y + 1

(x2 + y2)2
6 1 ⇔ 2y + 1 6 0 ⇔ y 6 −1

2
.

Dakle, skup re{ewa su svi kompleksni brojevi z koji zadovoqavaju Im z 6 −1

2
.

19. Iz date jedna~ine se vidi da je oblast vrednosti funkcije f ceo skupR. Daqe, ako je

f(a) = f(b), onda je

2− a = f(f(a)) = f(f(b)) = 2− b,

tj. a = b. Dakle, f je bijekcija skupa R na skup R. Prema tome, postoji inverzna

funkcija f−1. Sada mo`emo zakqu~iti da je f(f(x)) = 2 − x ekvivalentno sa

f(x) = f−1(2− x), a ovo (zamewuju}i x sa 2− x) sa

(2.3) f(2− x) = f−1(x).

Ako je Γ grafik funkcije f , tada je Sl(Γ) grafik funkcije f
−1, gde je Sl simetrija

u odnosu na pravu l datu jedna~inom y = x, a Sy ◦ Ta(Γ) grafik funkcije f(2 − x),
gde je Ta translacija za vektor

−→a = (−2, 0), a Sy simetrija u odnosu na y-osu (jer je
f(2− x) dobijena iz f(x) nizom transformacija f(x) → f(2 + x) → f(2− x)). Na
osnovu (2.3), mo`e se napisati Sl(Γ) = Sy ◦ Ta(Γ), odakle je Γ = (Sl ◦ Sy) ◦ Ta(Γ).

Primetimoda jeSl ◦Sy = R−90◦

O -- rotacija okokoordinantnog po~etka za90◦ u smeru

kretawa kazaqke na satu. Daqe je R−90◦

O ◦ Ta = R−90◦

A -- rotacija oko ta~ke A(1, 1)

za 90◦ u smeru kretawa kazaqke na satu. Dakle, R−90◦

A (Γ) = Γ, {to je i trebalo

dokazati.

20. a) Mogu}e je. Mo`emo uzeti

A =

[
0,

1

2

)
∪
[
3

4
,
7

8

)
∪
[
15

16
,
31

32

)
∪ · · ·

i

B =

[
1

2
,
3

4

)
∩
[
7

8
,
15

16

)
∩
[
31

32
,
63

64

)
∩ · · ·

i funkciju f(x) =
1

2
x+

1

2
.
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b) Nije mogu}e. Pretpostavimo da imamo skupove A i B i funkciju f sa tra`enim

svojstvom. Kako jef(x) ̸= x, to jef(0) > 0if(1) < 1. Sledi daneprekidnafunkcija
g(x) = f(x) − x u krajwim ta~kama zatvorenog intervala [0, 1] uzima vrednosti
razli~itog znaka. Podsetimo se da ~esto uz definiciju neprekidne funkcije ka`emo

da se wihovi grafici mogu nacrtati jednim potezom (ne odvajaju}i olovku od papira).

Prema tome, ako funkcija g u krajwim ta~kama uzima vrednosti razli~itog znaka,

wen grafik mora se}i Ox osu, tj. postoji a ∈ [0, 1] takvo da je g(a) = 0, odnosno
f(a) = a, {to je kontradikcija.

21. Prvu jedna~inu datog sistema mo`emo zapisati i u obliku

[x] + {x} − [y]− {y} = 2005,

odakle sledi {x} − {y} ∈ Z, tj. {x} = {y}, zbog 0 6 {x}, {y} < 1, pa je

[x]− [y] = 2005,

[x] + [y] = 2007,

tj. [x] = 2006 i [y] = 1. Dakle, dati sistem ima beskona~no mnogo re{ewa i

R = {(2006 + ω, 1 + ω) | 0 6 ω < 1}.

22. Kako je 910 = (10 − 1)10 ≡ 1 (mod 100), to je 910q+r ≡ 9r (mod 100). Kako je

99 ≡ 9 (mod 10), to je 99
9 ≡ 99 ≡ 89 (mod 100). Prema tome, posledwe dve cifre

broja 99
9

su 8 i 9.

23. Pretpostavimo da je
m

n
= k ceo broj. Po{to jem ̸= n imamo da je k > 2. Najve}i

broj datog tipa jeM = 77665544332211, a najmawiN = 11223344556677. Tada je

(2.4) 77665544332211 > m = nk > k · 11223344556677.

Zbir cifara brojevam in je 2(1+2+3+4+5+6+7) = 56. Kako je 56 = 9 ·6+2
i kako prirodan broj i zbirwegovih cifara daju isti ostatak pri deqewu sa 9, imamo
da jem = 9u+ 2 i n = 9v + 2, za neke prirodne brojeve u i v. Ali, kako jem = kn
tada iz jednakosti 9u+ 2 = k · (9v + 2) dobijamo da je 9(u− kv) = 2(k − 1), odakle
sledi da 9 | (k − 1). Po{to je k − 1 ̸= 0, imamo da je k > 10, {to je nemogu}e zbog
nejednakosti (2.4).

24. Nije te{ko videti da je nzs(a, b) > 2a, nzs(b, c) > 2b, nzs(c, d) > 2c, nzs(d, e) > 2d
i b > 2, c > 3.

Neka je c = 3. Tada, ako je d = 4, imamo nzs(a, b) = 2, nzs(b, c) = 6, nzs(c, d) = 12,
nzs(d, e) > 8, pa je

S =
1

nzs(a, b)
+

1

nzs(b, c)
+

1

nzs(c, d)
+

1

nzs(d, e)
6 1

2
+

1

6
+

1

12
+

1

8
<

15

16
.

Ukoliko je d > 5, tada je nzs(c, d) > 6 i nzs(d, e) > 10, pa je

S 6 1

2
+

1

6
+

1

6
+

1

10
=

14

15
<

15

16
.
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Neka je c > 4. Ako je 5 6 d 6 7, tada nzs(c, d) ∈ {20, 28, 35, 42}, osim za c = 4 i
d = 6, pa je u tim slu~ajevima

S 6 1

2
+

1

4
+

1

20
+

1

10
=

9

10
<

15

16
.

Za c = 4 i d = 6, imamo

S 6 1

2
+

1

4
+

1

12
+

1

12
=

11

12
<

15

16
.

Ako je d > 8, tada je

S 6 1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
=

15

16
.

Jednakost se posti`e za a = 1, b = 2, c = 4, d = 8, e = 16.

25. Kako je

(x+ 2)4 − x4 = x4 + 8x3 + 24x2 + 8x+ 16− x4 = 8(x3 + 3x2 + 4x+ 2)

zakqu~ujemo da je y = 2z, z ∈ Z, i z3 = x3 + 3x2 + 4x+ 2. Za x > 0 va`i

(x+ 1)3 = x3 + 3x2 + 3x+ 1 < z3 < x3 + 6x2 + 12x+ 8 = (x+ 2)3,

pa je x + 1 < z < x + 2, {to je nemogu}e. U slu~aju x 6 −2, odnosno−x − 2 > 0,
uvodimo smenu x1 = −x − 2, y1 = −y, koja polaznu jedna~inu transformi{e u

(x1 + 2)4 − x4
1 = y31 . Posledwa jedna~ina, kao {to smo ve} videli, nema re{ewa za

x1 > 0. Dakle, jedino re{ewa je x = −1, y = 0.

26. Bez gubitka op{tosti mo`emo pretpostaviti da je x > y > z. Tada je

3x3 > x3 + y3 + z3 = nx2y2z2,

odnosno

(2.5) 3x > ny2z2.

Tako|e je x2(ny2z2 − x) = y3 + z3 > 2, odakle sledi ny2z2 − x > 1. Pored toga,
(y3 − 1)(z3 − 1) > 0 implicira

(2.6) 1 + y3z3 > y3 + z3 = nx2y2z2 − x3 = x2(ny2z2 − x) > x2.

Na osnovu (2.5) i (2.6) dobijamo

(2.7) 9(1 + y3z3) > x2 > n2y4z4.

Ako je yz = 1, dobijamo y = z = 1. Tada nejednakost 1 + y3z3 > x2 implicira

x = 1. Direktnom proverom se pokazuje da je (x, y, z) = (1, 1, 1) re{ewe za slu~aj
n = 3. Ako je yz > 1, tada va`i y4z4 > 1 + y3z3. Posledwa nejednakost zajedno sa
(2.7) daje 9 > n2, pa je n = 1 ili n = 2. Za n = 1 imamo re{ewe (x, y, z) = (3, 2, 1).
Za n = 2 nejednakost 9(1 + y3z3) > x2 > n2y4z4 = (4yz)y3z3 implicira yz 6 2.
Tada je y = 2, z = 1. U tom slu~aju polazna jedna~ina postaje x3 + 9 = 8x2, a ona

nema re{ewa u skupu prirodnih brojeva. Dakle, n ∈ {1, 3}.
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27. Re{ewa su:

(a) a1a2 + a3a4 + · · ·+ a2n−1a2n;

(b) a1a2n + a2a2n−1 + · · ·+ anan+1;

(v) (a1 + a2n) · (a2 + a2n−1) · . . . · (an + an+1);

(g) (a1 + a2) · (a3 + a4) · . . . · (a2n−1 + a2n).

Dokazi su analogni, pa }emo dokazati samo b). Za n = 2 va`i a1a4 + a2a3 6
a1a2+ a3a4, jer je a4(a3− a1)+ a2(a1− a3) = (a3− a1)(a4− a2) > 0. Ovaj slu~aj
nam ve} nagove{tava kona~no re{ewe. Pokaza}emo da je uvek podesnije grupisati a1
i a2n (najmawi i najve}i broj) u jedan par nego ih kombinovati sa bilo kojim drugim

brojevimaak ial. Zaista,a1a2n+akal 6 a1ak+a2nal, jer je (al−a1)(a2n−ak) > 0.
Stoga najmawi zbir proizvoda ima oblik a1a2n + a2a2n−1 + · · ·+ anan+1.

28. Ako a, b ∈ (0, 1), tada je ab < 1, pa zbog

(
2ab

a+ b

)2

6 ab, va`i i k =
2ab

a+ b
< 1.

Daqe, zbog

logk(ab) 6 logk

(
2ab

a+ b

)2

= logk k
2 = 2

i nejednakosti izme|u aritmeti~ke i geometrijske sredine imamo da je

1 >
(
1

2
logk(ab)

)2

=

(
1

2
logk a+

1

2
logk b

)2

> logk a · logk b.

Najzad, po{to je logk a =
1

loga k
, imamo 1 > 1

loga k · logb k
, tj. loga k · logb k > 1.

29. Dokaz }emo izvesti indukcijom. Kako je a1 > 1, za n = 1 nejednakost je o~igledno
ispuwena. Pretpostavimo da nejednakost va`i za prvih n ~lanova niza i doka`imo

da onda ona va`i i za prvih n+ 1 ~lanova niza. Kako je(
n+1∑
k=1

ak

)2

= a2n+1 +2an+1

n∑
k=0

ak +

(
n∑

k=1

ak

)2

6 a2n+1 +2an+1

n∑
k=0

ak +

n∑
k=1

a3k,

dovoqno je dokazati da je

a3n+1 > a2n+1 + 2an+1

n∑
k=1

ak, tj. a2n+1 − an+1 > 2
n∑

k=1

ak.

Da bismo dokazali posledwu nejednakost primetimo da je

ak+1 + ak 6 (ak+1 + ak)(ak+1 − ak) = a2k+1 − a2k.

Kada k u posledwoj nejednakosti uzme sve vrednosti od 0 don, dobijamon+1 nejedna-
kosti ~ijim sabirawem dobijamo

an+1 + 2
n∑

k=1

ak 6
n∑

k=1

(a2k+1 − a2k) = a2n+1,

{to je i trebalo dokazati.
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30. Treba odrediti najve}i prirodan broj n takav da je

100 6 c < cq < cq2 < · · · < cqn−1 6 1000,

pri ~emu je, zbog uslova zadatka, c ∈ N, q ∈ Q i q > 1. Neka je q =
a

b
, a, b ∈ N, a > b,

nzd(a, b) = 1. Tada bn−1 | c. Nije te{ko videti da treba uzeti da je a = b+1. Dakle,
treba odrediti najve}i prirodan broj n takav da postoje c, b ∈ N takvi da je

100 6 c < c

(
b+ 1

b

)
< · · · < c

(
b+ 1

b

)n−1

6 1000 i bn−1 | c.

Ako je b = 1, tada je

1000 > c

(
b+ 1

b

)n−1

= c · 2n−1 > 100 · 2n−1,

pa je n 6 4.

Ako je b = 2, tada je

1000 > c

(
b+ 1

b

)n−1

= c ·
(
3

2

)n−1

> 100 ·
(
3

2

)n−1

,

pa je n 6 6.

Ako je b > 3, tada je
c

bn−1
> 1, jer je c > bn−1, pa je

1000 > c

(
b+ 1

b

)n−1

> (b+ 1)n−1 > 4n−1,

pa je n 6 5.

Niz du`ine 6: 128, 192, 288, 432, 648, 972 (c = 128, q = 3/2) zadovoqava uslove
zadatka, pa je re{ewe n = 6.

31. Osobinu (v) mo`emo zapisati i kao P (1) = 4. Primetimo da na osnovu (v), (g), (d) i
(|) va`i P (−1) = 0 = 2 · (−1) + 2, P (1) = 4 = 2 · 1 + 2, P (2) = 6 = 2 · 2 + 2,
P (3) = 8 = 2 · 3 + 2. Na osnovu ovoga mo`emo zakqu~iti da postoji polinomQ(x),
takav da je P (x) = Q(x) + 2x + 2, za koji je ispuweno Q(−1) = Q(1) = Q(2) =
Q(3) = 0. Stoga seQ(x) mo`e zapisati u obliku

Q(x) = (x+ 1)(x− 1)(x− 2)(x− 3)R(x),

pa imamo

P (x) = (x+ 1)(x− 1)(x− 2)(x− 3)R(x) + 2x+ 2.

Ako `elimo da polinom P bude najmaweg mogu}eg stepena onda polinomR mora biti

najmaweg mogu}eg stepena. Ako je R nultog stepena, onda mora biti R = 200 zbog
osobine (a). U tom slu~aju osobina (b) nije zadovoqena, jer

200 · 1 · (−1) · (−2) · (−3) + 2 ̸= 2.
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Neka je sadaR prvog stepena. Zbog (a) polinomRmora biti oblikaR(x) = 200x+ b.
U ovom slu~aju jeP (0) = 1 · (−1) · (−2) · (−3)+2 = 2−6b. Ostaje nam da proverimo
dve mogu}nosti. Ako je nulti stepen najni`i stepen, onda je 2− 6b = 2, tj. b = 0. U
ovom slu~aju imamo

P (x) = 200x5 − 1000x4 + 1000x3 + 1000x2 − 1198x+ 2,

{to jeste re{ewe problema. S druge strane, ako nulti stepen nije najni`i stepen

(kada je koeficijent uz nulti stepen nula), onda je 2 − 6b = 0, tj. b = 1
3 . U ovom

slu~aju je koeficijent uz najni`i stepen a1 = −2000+ 5
3 +2 ̸= 2, pa osobina b) nije

ispuwena. Stoga je re{ewe problema jedinstveno.

32. Dokaza}emo da odse~ak izme|u ta~aka preseka tra`ene prave sa kracima ugla treba

da se polovi u ta~kiA. Uo~imo trougaoDBC ~ija stranicaBC prolazi kroz ta~ku

A i pri tome je BA = CA (slika 2.7). Uo~imo i trougao OEF ~ija stranica EF
prolazi kroz ta~ku A (OE < OB). Dokaza}emo da je POEF > PBOC . Kako je

PAFC = PAF ′B (ta~ka F ′ je takva da je odse~ak BF ′ paralelan i jednak CF ), sledi

PABE < PAFC . Prema tome, POEF = POBC − PAEB + PACF > POBC . Dakle,

trougaoOBC ima najmawu povr{inu. Za konstrukciju nam je potrebna ta~kaD takva

daD ∈ OA iOA = AD. U preseku prave koja prolazi krozD i paralelna je saOF
dobijamo ta~kuB, a zatimAB ∩OF = {C}.

Slika 2.7. Slika 2.8.

33. Povr{ina datog osmougla na slici 2.8 levo jednaka je povr{ini osmougla na slici 2.8

desno. Dakle,

P = 32 + 4 · 3 ·
√
2 + 4 · (

√
2)2

2
= 13 + 12

√
2.

34. Podelimo jedini~ni krug na 6 jednakih ise~aka (svaki sa centralnim uglom od 60◦).
Primetimo da se svake dve ta~ke iz istog ise~ka nalaze na rastojawu ne ve}em od 1.
Neka su a1, a2, a3, a4, a5, a6 brojevi ta~aka po ise~cima (ovde podrazumevamo da se
ta~kamo`ena}isamou jednomise~ku). Tada jea1+a2+a3+a4+a5+a6 = 212. Sada

je Cai
2 =

ai(ai + 1)

2
parova ta~aka na rastojawu ne ve}em od 1 u svakom od ise~aka.

Kako je funkcija f(x) =
x(x+ 1)

2
konveksna naR (f ′′(x) = 1), na osnovu Jensenove

nejednakosti, broj parova ta~aka ~ije je rastojawe najvi{e 1 je najmawe

Ca1
2 +Ca2

2 +Ca3
2 +Ca4

2 +Ca5
2 +Ca6

2 > 6f

(
a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6

6

)
= 3639

1

3
.
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Dakle, postoji 2006 parova ovih ta~aka koje su na razdaqini ne ve}oj od 1.

35. Na osnovu poznate formule za polupre~nik upisanog kruga (slika 2.9) imamo

r1 =
2PSAB

SA+ SB +AB
, r2 =

2PSBC

SB + SC +BC
,

r3 =
2PSCD

SC + SD + CD
, r4 =

2PSDA

SD + SA+DA
.

Po{to je SB = SD, povr{ine trouglova SAB i SAD su jednake, a isto va`i i za

povr{ine trouglova SBC i SCD. Zato imamo

|r1 − r4| = 2PSAB

∣∣∣∣ 1

SA+ SB +AB
− 1

SA+ SD +AD

∣∣∣∣(2.8)

=
2PSAD|AB −AD|

(SA+ SB +AB)(SA+ SD +AD)
.

Ostaje da ocenimo vrednost razlomka u (2.8). Proizvod du`ina dveju stranica ma kog

trougla je uvek ve}i ili jednak wegovoj povr{ini, pa je tako (zbog SB = SD)

(SA+ SB +AB)(SA+ SD +AD)

= (SA+ SB)2 +AB · SA+AD · SA+AB · SB +AD · SD +AB ·AD

> 8PSAB + 2PSAB + 2PSAD + 2PSAB + 2PSAD + PDAB = 20PSAB

Slika 2.9.

Iz (2.8) sledi da je |r1−r4| 6
1

10
|AB−AD|. Analogno je |r2−r3| 6

1

10
|CB−CD|.

Prenego{tosaberemoovedvenejednakosti, primetimodazaovakav~etvorougaova`i

AB > AD ako i samo akoCD > CB, pa zakqu~ujemo da je

|r1 − r2 + r3 − r4| 6 |r1 − r4|+ |r2 − r3| 6
1

10
(|AB −AD|+ |CB − CD|)

=
1

10
|AB −AD + CD − CB|.

36. Neka je trougao ABD jednakostrani~an i CD = x (slika 2.10). Tada je ^ADC =
150◦,^ACD = 20◦ i^CAD = 10◦.



GLAVA 2. RE[EWA 81

Slika 2.10. Slika 2.11.

Na osnovu kosinusne teoreme primewene na trougaoACD dobijamo

(2.9) b2 = a2 + x2 + ax
√
3 (jer je cos 150◦ = − cos 30◦ = −

√
3

2
).

Produ`imo duzDC zaCE = b (slika 2.11) TrougloviACD iADE su sli~ni, pa je

x : a = a : (x+ b), tj.

(2.10) x2 = a2 − bx.

Smenom (2.10) u (2.9) dobijamo

(2.11) x =
b2 − 2a2

a
√
3− b

.

Sada, na osnovu (2.10) i (2.11) dobijamo tra`enu jednakost a3 + b3
√
3 = 3ab2.

37. Prvo }emo dokazati da je

L = a cos2
α

2
+ b cos2

β

2
+ c cos2

γ

2
= s

(
1 +

r

R

)
.

Kako je

a cos2
α

2
=

a

2
(1 + cosα) =

a

2
+

a

2
cosα =

a

2
+

R

2
sinα cosα =

a

2
+

R

2
sin 2α,

sledi

L =
a+ b+ c

2
+

R

2
(sin 2α+ sin 2β + sin 2γ).

Pored toga va`i i

sin 2α+ sin 2β + sin 2γ = 4 sinα sinβ sin γ = 4
a

2R

b

2R

c

2R
=

1

2

4PR

R3
= 2

sr

R
,

pa dobijamo

L = s+
R

2
· sr
R

= s
(
1 +

r

R

)
.
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Poseban slu~aj Ko{i--[varcove nejednakosti je (x + y + z)2 6 3(x2 + y2 + z2).

Primeniv{i posledwu nejednakost na (x, y, z) =
(√

a cos
α

2
,
√
b cos

β

2
,
√
c cos

γ

2

)
dobijamo(√

a cos
α

2
+

√
b cos

β

2
+
√
c cos

γ

2

)2
6 3
(
a cos2

α

2
+

√
b cos2

β

2
+
√
c cos2

γ

2

)
,

odakle korenovawem, uz kori{}ewe prvog rezultata, dobijamo

√
a cos

α

2
+

√
b cos

β

2
+
√
c cos

γ

2
6
√
3s
(
1 +

r

R

)
.

Jednakost va`i samo u slu~aju jednakostrani~nog trougla.

38. Uo~imo sfereSℓ iSm koje se dodiruju u ta~kiCr . Ustvari, posmatra}emo ravan koja

sadr`i P i centre Oℓ i Om tih sfera (slika 2.12). Ta~ka Cr je tako|e pripada toj

ravni, jer le`i na pravoj koja spaja centre sfera.

Slika 2.12.

Du`i POm, PCr, POℓ ozna~ava}emo kra}e sa v, w, u, respektivno. Na osnovu

Pitagorine teoreme va`i v2 = t2m + 1 i u2 = t2ℓ + 1, pa je u2 + v2 = t2ℓ + t2m + 2.
Primenom Apolonijeve teoreme1 na trougao POmOℓ dobijamo u

2 + v2 = 2w2 + 2.

Stoga va`iw2 =
t2ℓ + t2m

2
. Primenom nejednakosti izme|u aritmeti~ke i geometri-

jske sredine dobijamow2 > tℓtm, tj. PC2
r > tℓtm. Svaka sfera ima ta~no dve ta~ke

dodira, pa se tℓ pojavquje ta~no u dve nejednakosti oblika PC2
r > tℓtm. Uzimaju}i

proizvod svih tih nejednakosti (za svaku ta~ku dodira) dobijamo

n∏
r=1

(PCr)
2 >

n∏
i=1

t2i , tj.

n∏
r=1

PCr >
n∏

i=1

ti,

{to je i trebalo pokazati.

39. Neka je f(0) = k, k ∈ N0. Tada na osnovu uslova b) imamo

(2.12) f(n+ k) = f(n) + 1.

1Neka su a, b, c stranice trougla, a ta te`i{na du` koja odgovara stranici a. Tada je 2b2 + 2c2 = 4t2a + a2.
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Ako je k = 0 dobijamo f(n) = f(n) + 1, {to je nemogu}e. Dakle, k > 0. Iz uslova a)
zakqu~ujemo da je

(2.13) f(n+ k − 1) < f(n+ k) = f(n) + 1.

Ako je k > 1, tada je n+ k − 1 > n+ 1, pa na osnovu a) va`i

(2.14) f(n+ k − 1) > f(n+ 1) > f(n) + 1.

Nejednakosti (2.13) i (2.14) su u kontradikciji. Dakle, k = 1 je jedino re{ewe. Za
k = 1, (2.12) postaje f(n+ 1) = f(n) + 1. Ova funkcija zadovoqava uslove a) i b) i
daje jedinstveno re{ewe f(2005) = 2006.

40. Pretpostavimo da takva funkcija postoji. Kako za x ̸= y va`i∣∣∣∣f(x)− f(y)

x− y

∣∣∣∣ 6 |x− y| 12 ,

sledi da je lim
x→y

f(x)− f(y)

x− y
= 0 (jer je lim

x→y
| x−y | 12= 0). Prema tomefunkcija f je

diferencijabilna za svako x ∈ R i f ′(x) = 0, odakle zakqu~ujemo da je f konstantna
funkcija. Kontradikcija!

41. PRVO RE[EWE. Iz prve dve nejednakosti sledi (a+ b)2(c+ d) < (c+ d)(ab+ cd), tj.

(2.15) (a+ b)2 < ab+ cd (jer je c+ d > 0).

Analogno, iz posledwe dve nejednakosti sledi (a+b)2(c+d)cd < (ab+cd)(c+d)ab,
odnosno

(2.16) (a+ b)2cd < (ab+ cd)ab.

Ali, kako je (a+ b)2 > 4ab ((a+ b)2 − 4ab = (a− b)2 > 0), iz nejednakosti (2.15) i
(2.16) sledi: 4ab < ab + cd i 4abcd < (ab + cd)ab, tj. cd > 3ab i ab > 3cd, {to je
nemogu}e ( 13ab > cd > 3ab).

DRUGO RE[EWE. Ako pretpostavimo da va`e sve tri nejednakosti, tada je

A = −a− b+ c+ d > 0,

B = ab− ac− ad− bc− bd+ cd > 0,

C = abc+ abd− acd− bcd > 0.

Iz ovih nejednakosti sledi da polinom

P (x) = (x− a)(x− b)(x+ c)(x+ d) = x4 +Ax3 +Bx2 + Cx+ abcd

nema pozitivnih korena jer su svi wegovi koeficijenti A,B,C, abcd pozitivni, pa
za x > 0 va`i P (x) > 0. Me|utim, s druge strane, jedna~ina P (x) = 0 ima dva

pozitivna re{ewa a i b. Kontradikcija!
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42. Pretpostavimo suprotno, da me|u brojevima a1, a2, . . . , an−1, ima pozitivnih i da je

ar prvi od wih. Tada je ar − ar−1 > 0. Koriste}i, sada, da je prema uslovu zadatka
ak+1 − ak > ak − ak−1 za svako k ∈ {1, 2, . . . , n − 1} dobijamo (za k > r) slede}e
nejednakosti: ar+1−ar > 0, ar+2−ar+1 > 0, . . . , an−1−an−2 > 0, an−an−1 > 0.
Na osnovu wih sledi 0 < ar < ar+1 < · · · < an−1 < an. Me|utim, posledwe

protivure~i uslovu da je an = 0.

43. Neka jeM = {a1, a2, . . . , a20}. Bez gubitka op{tosti mo`emo pretpostaviti da je
a1 < a2 < · · · < a20. Ako je broj nepozitivnih brojeva uM ve}i od broja pozitivnih

brojeva, onda je najmawe 11 brojeva nepozitivno (mogu}e je da je a11 = 0). Po uslovu
zadatka postoje pozitivni brojevi x1 < x2 < · · · < x10 takvi da va`i

a1 < −x1 < a2 < −x2 < a3 < −x3 < · · · < a10 < −x10 < a11.

Sledi da su svi pozitivni brojevi x1 < x2 < · · · < x10 razli~iti, pa skupM ima

najmawe 21 element. Kontradikcija! Stoga broj pozitivnih brojeva uM nije mawi

od broja nepozitivnih. Analogno dolazimo do zakqu~ka da broj negativnih brojeva

nije mawi od broja nenegativnih. Dakle, broj pozitivnih brojeva u skupuM je 10.

44. Kako je xk > −1, za 1 6 k 6 n, to va`i: (xk + 1)

(
xk +

1

2

)2

> 0. Sre|ivawem
izraza dobijamo:

(xk + 1)

(
xk +

1

2

)2

= x3
k − 3

4
xk +

1

4
> 0.

Sumirajmo nejednakosti za k = 1, 2, . . . , n:

n∑
k=1

(
x3
k − 3

4
xk +

1

4

)
=

n∑
k=1

x3
k − 3

4

n∑
k=1

xk +
n

4
> 0.

Kada primenimo uslov

n∑
k=1

x3
k = 0, sledi:

n∑
i=1

xi 6
n

3
.

Jednakost va`i jedino kada je xk = −1 za svako 1 6 k 6 n, ali tada suma tre}ih
stepena nije jednaka nuli, pa zakqu~ujemo da va`i iskqu~ivo stroga nejednakost:

n∑
i=1

xi <
n

3
.

45. Kako je nzs(ai, aj) > 1000, i ̸= j, (1 6 i, j 6 n < 1000), nijedan od brojeva

1, 2, 3, . . . , 1000 nije deqiv istovremeno sa dva od brojeva a1, a2, . . . , an. To zna~i da
broj ~lanova niza 1, 2, 3, . . . , 1000 koji su deqivi bar (pa time i ta~no!) jednim od

brojeva a1, a2, . . . , an jednak[
1000

a1

]
+

[
1000

a2

]
+ · · ·+

[
1000

an

]
,
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(brojeva ne ve}ih od n i deqivih sa k ima
[
n
k

]
) i pri tome je[

1000

a1

]
+

[
1000

a2

]
+ · · ·+

[
1000

an

]
6 1000.

S druge strane, za svako i iz {1, 2, . . . , n} je 1000
ai

− 1 <

[
1000

ai

]
, pa je

(1000
a1

− 1
)
+
(1000

a2
− 1
)
+ · · ·+

(1000
an

− 1
)
6 1000,

tj.
1000

a1
+

1000

a2
+ · · ·+ 1000

an
6 1000 + n < 2000,

odakle sledi tra`ena nejednakost.

46. Data jedna~ina je ekvivalentna sa

x =
[x
2

]
+

[
2x

3

]
−
[x
6

]
,

odakle zakqu~ujemo da je x ceo broj (desna strana jedna~ine je ceo broj). Podsetimo

se i da svaki ceo broj mo`emo napisati u obliku x = 6k + t, gde je t ostatak koji pri
deqewu sa 6 daje broj x. S obzirom na to ispita}emo sve mogu}e slu~ajeve.

t x
[x
6

]
x+

[x
6

] [x
2

] [
2x

3

] [x
2

]
+

[
2x

3

]
0 6k k 7k 3k 4k 7k
1 6k + 1 k 7k + 1 3k 4k 7k
2 6k + 2 k 7k + 2 3k + 1 4k + 1 7k + 2
3 6k + 3 k 7k + 3 3k + 1 4k + 2 7k + 3
4 6k + 4 k 7k + 4 3k + 2 4k + 2 7k + 4
5 6k + 5 k 7k + 5 3k + 2 4k + 3 7k + 5

Na osnovu rezultata iz tabele zakqu~ujemo da su re{ewa jedna~ine svi pozitivni

celi brojevi osim onih koji daju ostatak 1 pri deqewu sa 6.

47. Neka je P (x) = x3 + px2 + qx + r polinom ~ije su nule a, b i c. Prema Vietovim
formulama, po{to je a+ b+ c = 0, imamo da je p = 0, pa je

a3 + qa+ r = 0, b3 + qb+ r = 0, c3 + qc+ r = 0.

Ako posledwe tri jednakosti pomno`imo redom sa 2a, 2b, 2c i saberemo ih dobijamo:

(2.17) 2a4 + 2b4 + 2c4 + 2q(a2 + b2 + c2) + 2r(a+ b+ c) = 0.

Prema uslovu zadatka imamo da je a + b + c = 0, a prema Vietovim formulama je

ab+ bc+ ca = q, pa zakqu~ujemo da je

a2 + b2 + c2 = (a+ b+ c)2 − 2(ab+ bc+ ca) = −2q.
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Primeniv{i posledwe jednakosti u (2.17) dobijamo 2a4 + 2b4 + 2c4 = 4q2 = (2q)2,
{to je i trebalo dokazati.

48. Po{to x = a− b nije re{ewe jedna~ine ona se mo`e podeliti sa (x− a+ b)2. Tako
dobijamo:

x2 − 4ab+
(a− b)2x2

(x− a+ b)2
= 0,

odnosno (
x+

(a− b)x

x− a+ b

)2

− 2
(a− b)x2

x− a+ b
− 4ab = 0,

tj. (
x2

x− a+ b

)2

− 2(a− b)
x2

x− a+ b
− 4ab = 0.

Posle uvo|ewa smene t =
x2

x− a+ b
dobijamo kvadratnu jedna~inu po t, ~ija su re{e-

wa t1 = 2a, t2 = −2b.

Sada je potrebno re{iti kvadratne jedna~ine
x2

x− a+ b
= 2a i

x2

x− a+ b
= −2b.

Prva jedna~ina ima realna re{ewa x1 = a +
√
a(2b− a) i x2 = a −

√
a(2b− a)

kada je 0 6 a 6 2b ili 2b < a < 0, dok druga ima re{ewa x3 = −b +
√
b(2a− b)

i x4 = −b −
√
b(2a− b) kada je 0 6 b

2
6 a ili a <

b

2
< 0. Prema tome izvodimo

slede}u diskusiju:

• za a > 0

i) ako je
b

2
< a < 2b polazna jedna~ina ima ~etiri realna re{ewa,

ii) ako je
b

2
6 a < 2b ili

b

2
< a 6 2b polazna jedna~ina ima tri realna

re{ewa,

iii) ako je b = 0 polazna jedna~ina ima dva realna re{ewa,

iv) ako je a <
b

2
ili a > 2b, b ̸= 0 polazna jedna~ina nema realnih re{ewa;

• za a = b = 0 polazna jedna~ina ima jedno realno re{ewe;

• za a < 0

i) ako je 2b < a <
b

2
polazna jedna~ina ima ~etiri realna re{ewa,

ii) ako je 2b 6 a <
b

2
ili 2b < a 6 b

2
polazna jedna~ina ima tri realna

re{ewa,

iii) ako je b = 0 polazna jedna~ina ima dva realna re{ewa,

iv) ako je 2b > a ili a >
b

2
, b ̸= 0 polazna jedna~ina nema realnih re{ewa.



GLAVA 2. RE[EWA 87

49. Jedna~ineparabola datefamilijemo`emo zapisatiiovako: y = m(x2+x)+2x+3.
Kako jem ̸= 0 zakqu~ujemo da je tra`eni skup ta~ka unija pravih y = 2x + 3, x =
0, x = −1 bez wihovih ta~aka preseka, tj. bez ta~aka (0, 3), (−1, 1).

50. Da bi se odredila tra`ena grani~na vrednost potrebno je na pogodniji na~in zapisati

datu funkciju i pri tome voditi ra~una o tome da x → −∞. Dakle,

L = lim
x→−∞

(√
4x2 + x+ 2 +

√
x2 + 3x+ 5 + 3x

)
= lim

x→−∞

(√
4x2 + x+ 2−

√
4x2
)
+
(√

x2 + 3x+ 5−
√
x2
)

= lim
x→−∞

(
x+ 2

√
4x2 + x+ 2 +

√
4x2

+
3x+ 5

√
x2 + 3x+ 5 +

√
x2

)
.

Sada uvodimo smenu x = −y, pa dobijamo

L = lim
y→+∞

(
−y + 2√

4y2 − y + 2 +
√
4y2

+
−3y + 5√

y2 − 3y + 5 +
√

y2

)
= −1

4
− 3

2
= −7

4
.

51. Svake tri lopte razli~itih boja se mogu na}i u jednoj ili dve kutije. Doka`imo da

moraju postojati tri lopte razli~itih boja u dve razli~ite kutije. U suprotnom,

svake tri lopte razli~itih boja su u jednoj jedinoj kutiji. Neka su A, B, i C lopte

razli~itih boja (imamo najmawe tri boje). One moraju biti u istoj kutiji. Neka

je P neka druga lopta (od preostalih). Kako je P razli~ite boje od najmawe dve od

loptiA, B, C , ona tako|e mora biti u istoj kutiji gde su i one. Stoga su sve lopte u

jednoj kutiji, {to protivure~i uslovima zadatka. Dakle, postoje tri lopteA,B, iC
razli~itih boja takve da suA iB u jednoj, aC u drugoj kutiji.

Posmatrajmo sada loptu P koja nije ni u kutiji sa A i B, ni u kutiji sa C (postoje

najmawe tri neprazne kutije). Kako se lopteA,C i P nalaze u razli~itim kutijama,

P je iste boje kaoA iliC . Analogno, ako posmatramoB,C iP dolazimo do zakqu~ka

da je P iste boje kaoB iliC . Prema tome, P je iste boje kaoC . Iz prethodnog sledi

da svaka lopta koja nije u kutiji sa A i B je iste boje kao lopta C . Ozna~imo jednu

od tih lopti sa C ′. Koriste}i se istim argumentima kao u prethodnom zakqu~ivawu

dolazimo do zakqu~ka da su sve lopte koje su istoj kutiji sa C ′ iste boje kao C ′, tj.

iste boje kaoC . Dakle, svaka lopta koja nije u kutiji saA iB je iste boje.

52. Opi{imokvadratokodatogkruga(stranicatogkvadrata je25 cm), ipotomtajkvadrat

izdelimonakvadratepovr{ine1 cm2. Tada jekrugprekrivensamaweod625kvadrata
povr{ine1 cm2. Kako je2006 = 625·3+131, postojikvadratpovr{ine1 cm2 unutar

datog kruga u kome se nalaze bar 4 ta~ke. Tada je povr{ina ~etvorougla ~ija su temena
te 4 ta~ke sigurno mawa od 1 cm2.

53. Opi{imo prvo skup ta~aka koje nisu vidqive iz koordinantnog po~etka. Ako ta~ka

P (p, q) nije vidqiva iz O(0, 0) sledi da na du`i OP postoji ta~a M(m,n) koja je
vidqiva izO. Uo~imo ta~keM1(m, 0) iP1(p, 0). Tada su trougloviOM1M iOP1P
sli~ni, pa va`im : n = p : q. Iz posledweg zakqu~ujemo da su iz O nevidqive sve
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ta~ke ~ije koordinate nisu uzajamno prosti brojevi, tj. vidqive su samo one ta~ke ~ije

koordinate su uzajamno prosti brojevi.

54. Uo~imo sve ta~ke (x, y) sa celobrojnim koordinatama za koje je 1 6 x 6 q − 1 i

1 6 y 6 p − 1. Ove ta~ke pripadaju unutra{wosti pravougaonika OABC , ~ije su

du`ine stranica OA = q i OC = p, i wihov broj je (p − 1)(q − 1), pri ~emu se na
dijagonaliOB ne nalazi ni jedna ta~ka od ovih ta~aka (slika 2.13).

Slika 2.13.

Naime, za sve ta~ke (x′, y′) dijagonale OB va`i
x′

y′
=

OA

AB
=

q

p
, no kako su p i

q uzajamno prosti, to ne postoje celi pozitivni brojevi x′ < q i y′ < p za koje je
x′

y′
=

q

p
. Primetimo daqe da je broj celobrojnih ta~aka koje imaju apscisu jednaku

k (0 < k < q) i koje se nalaze ispod dijagonale OB jednak celom delu du`ine du`i

MN . Kako jeMN =
OM

OA
·AB =

kp

q
, to je taj broj jednak

[
kp

q

]
. Dakle, zbir[

p

q

]
+

[
2p

q

]
+ · · ·+

[
(q − 1)p

q

]
je jednak broju svih celobrojnih ta~aka koje su sme{tene ispod dijagonaleOB.

Zbog simetrije u odnosu na centar pravougaonika OABC broj celobrojnih ta~aka

iznad dijagonaleOB je jednakbroju celobrojnih ta~akaispod dijagonaleOB iiznosi
(p− 1)(q − 1)

2
. Dakle, imamo da je[
p

q

]
+

[
2p

q

]
+ · · ·+

[
(q − 1)p

q

]
=

(p− 1)(q − 1)

2
.

Sli~no se dokazuje da je[
q

p

]
+

[
2q

p

]
+ · · ·+

[
(p− 1)q

p

]
=

(p− 1)(q − 1)

2
.
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55. Dokaz izvodimo matemati~kom indukcijom po n.

Lako se proverava da je 2 sin a145
◦ = a1

√
2.

Pretpostavimo da data jednakost va`i za neki prirodan broj n.

Pre nego {to pre|emo na dokaz induktivnog koraka, primetimo najpre dve ~iwenice

u vezi sa izrazom

Ψ =
(
a1 +

a1a2
2

+
a1a2a3

4
+ · · ·+ a1a2 · · · an

2n−1
+

a1a2 · · · anan+1

2n

)
45◦,

pri ~emu su a1, a2, . . . , an+1 ∈ {−1, 1} proizvoqni. Prvo, da va`i

(2.18) |Ψ| <
(
1 +

1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n

)
45◦ = 90◦ − 1

2n
90◦ < 90◦,

a zatim i da je:

2Ψ =

 90◦ +
(
a2 +

a2a3
2

+ · · ·+ a2 · · · anan+1

2n−1

)
45◦, ako je a1 = 1,

−90◦ −
(
a2 +

a2a3
2

+ · · ·+ a2 · · · anan+1

2n−1

)
45◦, ako je a1 = −1

= a1

(
90◦ +

(
a2 +

a2a3
2

+ · · ·+ a2 · · · anan+1

2n−1

)
45◦
)
.

Sada, iz jednakosti

cos 2Ψ =
(
±90◦ ±

(
a2 +

a2a3
2

+ · · ·+ a2 · · · anan+1

2n−1

)
45◦
)

= − sin
(
a2 +

a2a3
2

+ · · ·+ a2 · · · anan+1

2n−1

)
45◦,

dobijamo:

2 sinΨ = 2 sin
(
a1 +

a1a2
2

+
a1a2a3

4
+ · · ·+ a1a2 · · · an

2n−1
+

a1a2 · · · anan+1

2n

)
45◦

= a1
√
2− 2 cos 2Ψ (prema (2.18))

= a1

√
2 + 2 sin

(
a2 +

a2a3
2

+ · · ·+ a2 · · · anan+1

2n−1

)
45◦

= a1

√
2 + a2

√
2 + a3

√
2 + · · ·+ an+1

√
2 (prema ind. pretpostavci).

56. Neka je D proizvoqna ta~aka unutar trougla ABC . Neka su E i F ta~ke u ravni

trougla takve da su ADCE i BDCF paralelogrami. Ptolomejeva nejednakost u

~etvorougluABCE daje

(2.19) AB ·AD + CB · CD = AB · CE + CB ·AE > AC ·BE.

S druge strane, primenom Ptolomejeve nejednakosti u ~etvorougluBECF dobijamo

(2.20) BE ·BD + CD ·AD > BC · EF = BC ·AB,
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budu}i da je ABEF o~igledno paralelogram. Kombinovawem nejednakosti (2.19)

pomno`ene saBD i nejednakosti (2.20) pomno`ene saAC dobijamo

DA ·DB ·AB +DA ·DC ·AC +DB ·DC ·BC > AB ·AC ·BC.

Jednakost va`i ako i samo ako su sve ta~keA,B,C ,E,F na krugu,{to je ekvivalentno

tome da jeD ortocentar trouglaABC .

57. Uo~imona du`iAB ta~keC1 iN takve da va`iC1C2⊥AB,MN ∥ B1B (slika 2.14).

Na osnovu podudarnosti trouglova AC1C i C1C1A sledi da je C1C = C1C2. Kako

jeM sredi{te du`iB1C1 i C1C2⊥AB sledi da jeN sredi{te du`iBC2. Stoga je

visinaMN trougla BMC2 ujedno i te`i{na du`, pa je taj trougao jednakokrak, tj.

BM = MC2. S druge strane, iz podudranosti trouglovaMC1C2 iMC1C sledi da

jeMC = MC2. Prema tome,BM = MC2 = MC .

Slika 2.14.

58. Ozna~imo saA,B,C delove povr{i kvadrata (slika 2.15). Tada je

(2.21) A+ 4B + 4C = 1.

Tako|e, ako posmatramo kru`ni ise~akQRP dolazimo do jedna~ine

(2.22) A+ 3B + 2C =
π

4
.

Slika 2.15. Slika 2.16.

Kako bismo formirali i tre}u jedna~inu potrebno je da uo~imo oblast TQR (sli-

ka 2.16). UvedimooznakeD za povr{inu trouglaTQR iE za povr{ine odgovaraju}ih
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odse~aka. Trougao QRT je jednakostrani~an, pa je povr{ina kru`nog ise~ka QRT
jednaka {estini kruga. Sada mo`emo formirati i tre}u jedna~inu

(2.23) A+ 2B + C = 2(D + E)−D =
π

3
−

√
3

4
.

Re{avaju}i sistem jedna~ina (2.21), (2.22), (2.23) dobijamoA = 1−
√
3 +

π

3
.

59. Kako je B1A1 = B1B = B1C1 i DA1 = DB = DC1, zakqu~ujemo da ta~ke B1 i

D pripadaju normali na ravan A1BC1, koja sadr`i centar P opisane kru`nice oko

jednakostrani~nog trouglaA1BC1 (slika 2.17).

Slika 2.17. Slika 2.18.

Ozna~imo sa S presek dijagonala A1C1 i B1D1 kvadrata A1B1C1D1. Kako je S

sredi{te du`iA1C1, ta~keB,P i S su kolinearne. IzB1S =
1

2
BD iB1S ∥ BD

zakqu~ujemo da su trougloviBDP iSB1P sli~ni (slika 2.18), odakle sledi
B1P

DP
=

B1S

DB
=

1

2
, odnosno, B1P =

1

3
B1D. Na isti na~in se dokazuje da prava B1D

se~e ravanACD1 u ta~kiQ, koja je centar opisane kru`nice oko jednakostrani~nog

trouglaACD1, i pri tome va`iDQ =
1

3
B1D. Ovim je dokaz zavr{en.

Slika 2.19.

60. Neka jeABCDA1B1C1D1 kocka ivice 1 (slika 2.19). Na svaku od stranaABCD i

A1B1C1D1 nale`u osnovama bar dva tetraedra. Pri tome osnove nisu ve}e od
1
2 , a

visine tetraedara nisu ve}e od 1. Zbir zapremina ~etiri takva tetraedra nije ve}i
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od 4 · 1
3
· 1
2
· 1 =

2

3
< 1. Odatle sledi da se kocka ne mo`e ise}i na ~etiri tetraedra.

Me|utim, mo`e se ise}i na pet tetraedara i to je pokazano na slici.

61. Pretpostavimo suprotno, da u nizu c1, c1c2, c1c2c3, c1c2c3c4, . . . ima kona~no mnogo
slo`enih brojeva. Iz ove pretpostavke sledi da u nizu c1, c2, c3, c4, . . . ima samo
kona~no mnogo parnih cifara, kao i onih koje su jednake 5, pa postoji prirodan

broj m takav da sve cifre cm, cm+1, cm+2, . . . pripadaju skupu {1, 3, 7} (cifra 9 je
iskqu~ena jo{ u formulaciji zadatka). Primetimo daqe da se dopisivawem cifre 3
nekom broju niza ne mewa ostatak pri deqewu sa 3, dok se dopisivawem cifre 1 ili
7 ovaj ostatak pove}ava za 1 (7 = 2 · 3 + 1). Dakle, ako se u nizu c1, c2, c3, c4, . . .
pojavquje beskona~no mnogo puta bar jedna od cifara 1 ili 7, svaki tre}i broj niza
c1, c1c2, c1c2c3, c1c2c3c4, . . . koji se zavr{ava jednom od ove dve cifre }e biti deqiv
sa 3, tj. slo`en. Odavde sledi da je niz c1, c2, c3, c4, . . . stacionaran, tj. da postoji
n (> m) takav da su cifre cn, cn+1, cn+2, . . . jednake 3, tj. za dovoqno velikon, svaki
od brojeva

c1c2 . . . cncn+1, c1c2 . . . cncn+1cn+2, c1c2 . . . cncn+1cn+2cn+3, . . .

je oblika:

c1c2 . . . 3 33 . . . 3︸ ︷︷ ︸
k puta

= 10kA+ 3 · 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k puta

(k > 1),

pri ~emu je A = c1c2 . . . 3. Me|utim, postoji beskona~no mnogo brojeva ovog oblika

koji su slo`eni. Zaista, ako je p bilo koji prost delilac broja A (p ̸= 2, p ̸= 5,
mogu}eA = p), onda postoji k takvo da je broj 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸

k

deqiv sa p, jer me|u brojevima

1, 11, 111, . . . , 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p+1

bar dva, 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
i

i 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
j

, 1 6 i < j 6 p + 1, daju isti

ostatak pri deqewu sa p, pa

p | 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
j−i

00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
ℓ

= 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
j−i

·10ℓ,

odakle sledi da p | 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
j−i

. U svakom slu~aju, na{a pretpostavka vodi u kontradi-

kciju, pa je tvr|ewe zadatka ta~no.

62. Neka je

−→a =

(
2x

1 + x2
,
1− x2

1 + x2

)
i

−→
b =

(
1− y2

1 + y2
,

2y

1 + y2

)
.

Tada je |−→a | = |
−→
b | = 1, pa na osnovu poznate nejednakosti |−→a ·

−→
b | 6 |−→a | · |

−→
b |, sledi∣∣∣∣2 · x(1− y2) + y(1− x2)

(1 + x2)(1 + y2)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣2 · (x+ y)(1− xy)

(1 + x2)(1 + y2)

∣∣∣∣ 6 1.

Iz posledwe nejednakosti neposredno dobijamo

−1

2
6 (x+ y)(1− xy)

(1 + x2)(1 + y2)
6 1

2
.
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63. Posle smene

a = 2x i b =

[√√
x2 − 11x+ 46−

√
x2 − 11x+ 30

]x
jedna~ina postaje b +

a2

b
= 2a (b ̸= 0), odakle dobijamo a = b. Kada vratimo smenu

dobijamo slede}u jedna~inu po x:[√√
x2 − 11x+ 46−

√
x2 − 11x+ 30

2

]x
= 1,

odakle sledi√√
x2 − 11x+ 46−

√
x2 − 11x+ 30

2
= 1 ili x = 0.

Iz posledweg dobijamo x ∈ {0, 5, 6}.

64. Neka je

f(x) = ax2 + 2bx+ c−
n∑

k=1

(x− ak)
2.

Kako je b2 − ac > 0, postoji realan broj x1 takav da je ax
2
1 + 2bx1 + c = 0, pa je

f(x1) = −
n∑

k=1

(x0 − ak)
2 < 0.

S druge strane, za svaki realan broj x va`i:

f(x) = (a− n)x2 + 2

(
b+

n∑
k=1

ak

)
x+

(
c−

n∑
k=1

a2k

)
,

a kako je a− n > 0 to postoji x2 takvo da je f(x2) > 0. Dakle, (kvadratna) jedna~ina
f(x) = 0 ima realnih re{ewa, pa je

D > 0 ⇔ 4

(
b+

n∑
k=1

ak

)2

− 4(a− n)

(
c−

n∑
k=1

a2k

)
> 0

⇔
(
b+

n∑
k=1

ak

)2

> (a− n)

(
c−

n∑
k=1

a2k

)
.

65. O~igledno je da po izvr{ewu operacije a) dobijamo kvadratni trinom ~ija diskrimi-
nanta je jednaka diskriminanti po~etnog kvadratnog trinoma, dok pri operaciji b)
razlika re{ewa ostaje nepromewena. Kako je

D = b2 − 4ac = a2
(( b

a

)2
− 4

c

a

)
= a2

((
− b

a

)2
− 4

c

a

)
= a2(x1 − x2)

2,
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zakqu~ujemo da ni operacija b) ne mewa diskriminantu. Dakle, vrednost diskrimi-
nanate je invarijanta pri vr{ewu dozvoqenih operacija. Primetimo da jeD1 = 9, a
D2 = 5, pa se primenom dozvoqenih operacija ne mo`e x2 − x− 2 transformisati u
x2 − x− 1.

66. Dokaz se mora sprovesti zasebno za slu~ajeve n neparno, odnosno n parno.

Ako je n neparan broj, tada postoje prirodni brojeviA iB takvi da je

(
√
2− 1)n = A

√
2−B.

Tada, za iste n,A,B, va`i i (
√
2 + 1)n = A

√
2 +B. Kako je

(
√
2− 1)n · (

√
2 + 1)n = 1, a (A

√
2−B) · (A

√
2 +B) = 2A2 −B2,

sledi da je 2A2 −B2 = 1, odnosnoB =
√
2A2 − 1. Dakle, za svaki neparan prirodan

broj n postojiA ∈ N takvo da je

(
√
2− 1)n =

√
2A2 −

√
2A2 − 1 (m = 2A2).

Ako je n paran broj, postoje prirodni brojeviA iB takvi da je

(
√
2− 1)n = B −A

√
2.

Tada, za iste n,A,B, va`i i (
√
2 + 1)n = B +A

√
2. Sada, sli~no kao u prethodnom

slu~aju, dobijamo da jeB =
√
2A2 + 1. Dakle, za svaki paran prirodan brojn postoji

A ∈ N takvo da je

(
√
2− 1)n =

√
2A2 + 1−

√
2A2 (m = 2A2 + 1).

Ovim je tvr|ewe dokazano za svaki prirodan broj n.

67. Neka su x1, x2 i x3 racionalne nule datog polinoma. Tada

ax3 + bx2 + cx+ d = 0 ⇒ (ax)3 + b(ax)2 + ac(ax) + a2d = 0.

Po uvo|ewu smene y = ax dobijamo

(2.24) y3 + by2 + acy + a2d = 0.

Neka su, sada, y1, y2 i y3 racionalne, odnosno celobrojne, nule polinoma iz (2.24).

Kako su te nule delioci od a2d zakqu~ujemo da moraju biti neparne. Kako je y1 +
y2 + y3 = −b i y1y2 + y2y3 + y3y1 = ac i b i ac moraju biti neparni, tj. b i c su
neparni brojevi, {to je u suprotnosti sa uslovom zadatka da je bc parno. Dakle, nisu

sve nule datog polinoma racionalne.

68. Uo~avamo da ako umesto skupa S posmatramo skup {0, 1, 2, . . . , 19} odgovaraju}i

zbirovi su jednaki. Analogno, zbirovi su jednaki i za skup {0, 1, 2, . . . , 1999}. Dakle,
treba samo izra~unati (2000+2002+2004+2006)− (2001+2003+2005) = 2003.
Prema tome, za 2003 je ve}i zbir brojeva ~iji je zbir cifara paran.
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69. Ako ai zamenimo sa −ai ostatak pri deqewu S sa 4 se ne mewa. Zaista, pri tome

~etiri sabirka mewaju znak, pa ako su dva bila pozitivna a dva negativna, S ima istu

vrednost; ako su jedan ili tri bili istog znaka,S se mewa za±4; dok ako su sva ~etiri
bila istog znaka, S se mewa za±8. Dakle, ostatak pri deqewu sa 4 je invarijanta pri
ovoj operaciji. Vr{e}i zamenu jednog po jednog broja −1 sa 1, kada ih sve zamenimo,
dobijamo S = n. Kako je na po~etku je S = 0 ≡ 0 (mod 4), na osnovu dokazane
invarijantnosti sledi da je i n ≡ 0 (mod 4).

70. Operaciju zamene dva slova jednim ozna~i}emo sa ◦. Tada data pravila zapisujemo na
slede}i na~in:

e ◦ e = e, e ◦ a = a, e ◦ b = b, a ◦ a = b, b ◦ b = a, a ◦ b = e.

Kakoseupravilimanepomiweporedak,operacija◦ jekomutativna. Lakoseproverava
da je operacija ◦ i asocijativna, tj. va`i (p ◦ q) ◦ r = p ◦ (q ◦ r) za sva slova koja se
na|u na tabli. Stoga je proizvod (u smislu operacije ◦) svih slova sa table stalan i
ne zavisi od poretka izvo|ewa operacije ◦, pa Marko ne mo`e uticati na to koje }e

slovo ostati na tabli (po~etni izbor slova odre|uje posledwe slovo).

71. Uo~imo funkciju g : N → Q zadatu sa g(n) =
f(n)

n
. Tada, na osnovu osobina

funkcije f , za funkciju g va`i:

1) g(1) = 0,

2) g(p) =
1

p
za svaki prost broj p,

3) g(ab) = g(a) + g(b) za sve prirodne brojeve a i b.

Za svaki prirodan broj n postoji faktorizacija n = pα1
1 pα2

2 · · · · · pαk

k , gde su

p1, p2, . . . , pk odgovaraju}i prosti, a α1, α2, . . . , αk odgovaraju}i prirodni brojevi.

Tada je

g(n) = α1g(p1) + α2g(p2) + · · ·+ αkg(pk) =
α1

p1
+

α2

p2
+ · · ·+ αk

pk
.

Tra`imo prirodne brojeve za koje je g(n) = 1, tj. za koje je

α1

p1
+

α2

p2
+ · · ·+ αk

pk
= 1.

Za k > 1 dobijamo(
α1

p1
+ · · ·+ αk−1

pk−1

)
· p1 · · · pk−1 +

αk

pk
· p1 · · · pk−1 = p1 · · · pk−1.

Po{to su u posledwoj jednakosti prvi sabirak i zbir celi brojevi, sledi da je i drugi

sabirak ceo broj, odakle zakqu~ujemo da pk | αk , a kako je pri tome 0 < αk 6 pk
(zbog

∑k
n=1

αn

pn
= 1), sledi da je pk = αk . Na osnovu posledweg je

α1

p1
+

α2

p2
+ · · ·+ αk

pk
> 1,
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{to je nemogu}e, pa ne mo`e biti k > 1. Dakle, k = 1,α1 = p1, tj. tra`eni prirodni
brojevi su oblika n = pp, gde je p proizvoqan prost broj.

72. Me|u datim ta~kama uo~imo tri kojeformiraju trougao najve}e povr{ine. Ozna~imo

te ta~ke sa A,B,C , a povr{inu trougla ABC sa P . Tada je P 6 1. Povucimo sada
prave kroz temena trougla ABC koje su paralelne naspramnim stranicama. Te tri

prave odre|uju trougao A1B1C1 povr{ine P1 = 4P 6 4. Pokaza}emo da se svih n
datih ta~aka nalazi u trougluA1B1C1.

Pretpostavimo da postoji ta~ka P (jedna od datih n ta~aka) koja je van trougla

A1B1C1. Onda se △ABC i ta~ka P nalaze sa razli~itih strana najmawe jedne

od pravih A1B1, B1C1, C1A1. Pretpostavimo da se nalaze sa razli~itih strana

prave B1C1. Tada trougao BCP ima ve}u povr{inu nego trougao ABC , {to je u

kontradikciji sa pretpostavkom maksimalnosti povr{ine△ABC . Dakle, sve date

ta~ke nalaze se u trougluA1B1C1, ~ija je povr{ina mawa ili jednaka 4.

73. Mo`e. Radi jednostavnijeg izra`avawa, svaki pravougaonik sme{ten u unutra{wost

datog kvadrata tako da su mu stranice paralelne stranicama kvadrata zva}emo dopus-

tiv pravougaonik.

Konstru{imo najpre sredwu (�horizontalnu�) liniju kvadrata i na wu smestimo 200
ta~aka, deqewem na 201 jednakih delova.

Kako je rastojawe izme|u dve susedne ta~ke na sredwoj liniji jednako
1

201
< 0, 005 =

1

200
, to svaki dopustiv pravougaonik koji ima povr{inu 0,005 i ne sadr`i ni jednu

od ozna~enih ta~aka le`i u �gorwoj� ili �dowoj� polovini kvadrata.

Svaku od uo~enih polovina kvadrata podelimo novim linijama, koje su paralelne

sa prvom, na podudarne pravougaonike. Na svaku od novih linija smestimo po 100
ta~aka, podelom svake od wih na 101 jednaki deo. U ovom slu~aju rastojawa me|u

susednim ta~kama linije su
1

101
<

1

100
= 2 · 1

200
. Kako �visina� svakog dopustivog

pravougaonika sme{tenog u jednu od uo~enih polovina kvadrata nije ve}a od
1

2
, za-

kqu~ujemo da je svaki dopustiv pravougaonik koji ima povr{inu 0,005 i ne sadr`i
nijednu od ozna~enih ta~aka sme{ten izme|u neke dve od tri uo~ene linije.

Daqe, svaki od ~etiri pravougaonika na koje uo~ene linije dele kvadrat, delimo

novim horizontalnim linijama na dva podudarna dela, a na podeone linije (ima ih 4)
sme{tamo po 50 ta~aka; u ovom slu~aju svaku od linija delimo na 51 deo. Sada svaki
dopustiv pravougaonik koji ne sadr`i ozna~ene ta~ke le`i u jednom od 8 me|usobno
podudarnih pravougaonika na koje je kvadrat podeqen.

Svaki od 8 me|usobno podudarnih pravougaonika na koje je kvadrat podeqen delimo
daqe na podudarne delove; zatim svaku od 8 podeonih linija delimo na 26 jednakih

delova, tj. ozna~avamo po 25 podeonih ta~aka na svakoj.

Postupaknastavqamonovompodelom. Nasvakojod16novihpodeonihlinijauo~avamo
po 12 ta~aka podelom linije na 13 jednakih delova. Zatim, svaku od 32 nove podeone
linije delimo na 7 jednakih delova i ozna~avamo 6 podeonih ta~aka. Svaku od 64 nove
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podeone linije delimo na 4 dela i ozna~avamo 3 podeone ta~ke. Na kraju, na svakoj od
128 novih podeonih linija ozna~imo weno sredi{te.

Nije te{ko videti da bi svaki dopustiv pravougaonik povr{ine 0,005 kome ne bi

pripadala nijedna od ozna~enih ta~aka morao biti sme{ten izme|u dve susedne hori-

zontalne podeone linije kojih ukupno ima 1+ 2+4+8+16+32+64+128 = 255.

Me|utim, rastojawe me|u susednim �horizontalnim� linijama je
1

256
<

1

200
, odakle

sledi da uo~eni dopustiv pravougaonik ne mo`e imati povr{inu jednaku 0,005.
Dakle, svaki dopustiv pravougaonik povr{ine 0,005 sadr`i bar jednu od ozna~enih
unutra{wih ta~aka kvadrata.

Broj ta~aka koje smo smestili u unutra{wost kvadrata jednak je

1 · 200 + 2 · 100 + 4 · 50 + 8 · 25 + 16 · 12 + 32 · 6 + 64 · 3 + 128 · 1 = 1504 < 1600.

74. Pretpostavimo da ta~ke nisu kolinearne. Me|u svim ta~kama skupa S i pravim koje

one odre|uju uo~imo ta~ku P i pravu l, takvu da je d(P, l) minimalno, aP /∈ l. Neka je
F podno`je normale iz P na l. Po uslovu zadatka postoje tri ta~ke A,B,C ∈ S na

pravoj l. Tada su dve od wih, npr.A iB sa iste strane od F (slika 2.20).

Neka je ta~ka B bli`e ta~ki F nego ta~ka A. Tada je d(B,AP ) < d(P, l), {to je u
suprotnosti sa~iwenicomda jed(P, l)minimalno. Dakle, sve ta~ke skupaS pripadaju

istoj pravoj.

Slika 2.20. Slika 2.21.

75. Na slici 2.21 je prikazan konveksan petougaoABCDE. Neka jeBE najdu`a dijago-

nala. Tada va`i |BD|+ |CE| > |BE|+ |CD| > |BE|, na osnovu ~ega zakqu~ujemo
da se od dijagonalaBD,CD iBE mo`e konstruisati trougao.

76. Dokaza}emonajpre dva tvr|ewakoja }emoiskoristiti ure{ewupostavqenog zadatka.

LEMA 1. Neka su M i N ta~ke na kracima BC i AD trapeza ABCD takve da je
BM

MC
=

AN

ND
=

p

q
. Tada je du`MN paralelna osnovicama trapeza i

MN =
qa+ pb

p+ q
,

pri ~emu su a i b du`ine osnovicaAB iCD redom.
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Dokaz. Prema Talesovoj teoremi sledi da je MN ∥ AB ∥ CD. Neka je F presek

osnovice AB sa pravom kroz C koja je paralena kraku AD, a E presek du`iMN i

CF (slika 2.22).

Slika 2.22.

Iz△CEM ∼ △CFB sledi da je
ME

FB
=

CM

CB
, tj. ME =

q

p+ q
(a− b), pa je

MN = b+
q

p+ q
(a− b) =

qa+ pb

p+ q
.

LEMA 2. Na stranicamaAB,BC , CD,DA, konveksnog ~etvorouglaABCD, date

su redom ta~keP ,Q,R, S, tako da je

BP : BA = CR : CD = p i AS : AD = BQ : BC = q.

Tada su du`iPR iQS svojomta~kom preseka podeqene redom u odnosima q : (1− q)
i p : (1− p).

Dokaz. Ukoliko je ABCD paralelogram tvr|ewe se jednostavno dokazuje. Pret-

postavimo daABCD nije paralelogram (slika 2.23).

Slika 2.23.

Neka je D1 ta~ka takva da je ABCD1 paralelogram. Na stranicama AD1 i CD1

ozna~imo ta~ke S1 iR1 tako da je SS1 ∥ DD1 iRR1 ∥ DD1. Neka jeN presek du`i

PR1 iQS1. Ako jeO prese~na ta~ka du `iPR iQS, dokaza}emo da je iON ∥ DD1.

Zaista, ako suN1 iN2 preseci prave krozN paralelne saDD1 redom sa du`imaPR
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iQS, ima}emo da je
−−−→
NN1 = q

−−→
RR1 = qp

−−−→
DD1 i

−−−→
NN2 = p

−−→
SS1 = pq

−−−→
DD1, odakle

sledi da se ta~ke N1 i N2 poklapaju sa ta~kom O. Sada je jasno da je PO : PR =
PN : PR1 = q i QO : QS = QN : QS1 = p.

NAPOMENA. Ukoliko je p = q odgovaraju}e tvr|ewe se jednostavnije mo`e dokazati.

Iz BP : BA = BQ : BC = p, sledi da je PQ ∥ AC i PQ : AC = p. Analogno je
RS ∥ AC i RS : AC = 1− p. Dakle, du`i PR iQS su podeqene ta~kom preseka u

odnosu p : (1− p).

Vratimo se sada re{avawu postavqenog zadatka. Neka su straniceAB iCD konvek-

snog ~etvorouglaABCD podeqene na pet jednakih delova i neka suA1,B1, odnosno

C1, D1 dva para odgovaraju}ih podeonih ta~aka koje se nalaze izme|u preostale dve

podeone ta~ke (slika 2.24).

Slika 2.24.

Neka su daqe hA, h
′′, hB rastojawa redom ta~akaA,A1,B od praveCD, a hC , h

′, hD

redom rastojawa ta~akaB,C1,D od praveAB.

Prema dokazanoj lemi 1 imamo da je h′ =
3hC + 2hD

5
i h′′ =

2hB + 3hA

5
, pa je

P△ABC1 =
AB · h′

2
=

3 · AB · hC

2
+ 2 · AB · hD

2
5

=
3 · P△ABC + 2 · P△ABD

5
,

odnosno

P△CDA1 =
CD · h′′

2
=

2 · CD · hB

2
+ 3 · CD · hA

2
5

=
2 · P△CDB + 3 · P△CDA

5
.

Iz posledwe dve jednakosti imamo da je

P△ABC1 + P△CDA1 =
3 · (P△ABC + P△CDA) + 2 · (P△ABD + P△CDB)

5
= PABCD.
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Sada imamo da je

PA1B1C1D1 = P△A1B1C1 + P△C1D1A1

=
A1B1 · h′

2
+

C1D1 · h′′

2
=

1

5
· AB · h′

2
+

1

5
· CD · h′′

2

=
1

5
(P△ABC1 + P△CDA1) =

1

5
PABCD.

Prema lemi 2 du`i koje spajaju odgovaraju}e podeone ta~ke stranica BC i AD dele

du`iB1C1 iA1D1 tako|e na pet jednakih delova, pa prema upravo dokazanom odnosu

povr{ina dobijamo da je povr{ina osen~enog ~etvorougla 5 puta mawa odPA1B1C1D1
,

odnosno da je jednaka
1

25
PABCD =

1

25
.

77. Neka je A(a1, a2), B(b1, b2), C(c1, c2),X(x1, x2), Y (y1, y2) i Z(z1, z2). Tada uslov
da A ne osvetqavaX zna~i da ne mogu istovremeno da va`e nejednakosti a1 6 x1 i

a2 6 x2, tj. a1 > x1 ili je a2 > x2. Analogni uslovi va`e zaB i Y , kao i zaC iZ .
Dakle,

a1 > x1 ili a2 > x2; b1 > y1 ili b2 > y2; c1 > z1 ili c2 > z2.

Odovih{est nejednakosti tri su sigurno ta~ne, pa bar dve moraju biti u istoj koloni.

Zbog simetrije mo`emo pretpostaviti da je to prva kolona, a tako|e zbog simetrije,

bez gubitka op{tosti mo`emo pretpostaviti da su ta~ne prve dve nejednakosti. Kon-

tradikciju dobijamo iz cirkularnog niza nejednakosti a1 > x1 > b1 > y1 > a1, gde
je druga nejednakost posledica uslova da jeX osvetqena izB, a ~etrvrta nejednakost

posledica uslova da je Y osvetqena izA.

78. Neka jeAB najdu`a dijagonala ili stranica datog mnogougla. Neka su a i b normale
naAB povu~ene izA, odnosnoB (videti sliku 2.25 gde je ilustrovan slu~aj n = 5).

Slika 2.25.

Tada semnogougaonalaziukonveksnoj oblastikojuograni~avajupraveai b. Zaista, za
svakotemeX datogmnogouglava`iAX 6 AB iXB 6 AB. Upi{imosadamnogougao
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unajmawipravougaonikKLMN , takavda straniceKLiMN imaju zajedni~keta~ke

C i D sa mnogouglom. Tada je PKLMN = 2PABC + 2PABD = 2PABCD . Kako

~etvorougao ABCD le`i unutar datog mnogougla sledi da je PABCD 6 1, odakle
dobijamo PKLMN 6 2, {to je i trebalo dokazati.

79. Postavimo kvadrat ABCD u koordinatni sistem tako da je A(−a,−a), B(a,−a),
C(a, a) iD(−a, a).

Neka jeT (x, y) proizvoqna ta~ka kru`nice upisane u kvadratABCD,x2+ y2 = a2.

Tada je:
−→
TC = (a − x, a − y),

−→
TA = (−a − x,−a − y),

−−→
TD = (−a − x, a − y),

−→
TB = (a− x,−a− y), pa je

cos2 αT =
(−a− x,−a− y)√

(−a− x)2 + (−a− y)2
· (a− x, a− y)√

(a− x)2 + (a− y)2
=

a2

5a2 − 8xy

i

cos2 βT =
(a− x,−a− y)√

(a− x)2 + (−a− y)2
· (−a− x, a− y)√

(−a− x)2 + (a− y)2
=

a2

5a2 + 8xy
.

Sada imamo da je

tg2 αT + tg2 βT =
1

cos2 αT
+

1

cos2 βT
− 2 =

5a2 − 8xy

a2
+

5a2 + 8xy

a2
− 2 = 8.

80. Ravanα je ravan simetrije du`iB1D, pa sadr`i sve ta~ke koje su podjednako udaqene

odB1 iD.

Slika 2.26.

Neka jeM sredi{te iviceAB (slika 2.26). Iz△MAD ∼= △MBB1 slediMB1 =
MD, {to zna~i da ta~ka M pripada ravni α. Analogno se pokazuje da i ta~ke

N,P,Q,R, S (koje su redom sredi{ta ivicaBC,CC1, C1D1, D1A1, A1A) pripadaju
ravni α. Dakle, presek je {estougaoMNPQRS. Pri tome je

MN =
a
√
2

2
= NP = PQ = QR = RS = SM.
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Primetimo da je sredi{te O dijagonale kocke DB1 ujedno i sredi{te du`i MQ,

NR i PS, a pri tome je i MQ = NR = PS = a
√
2, iz ~ega zakqu~ujemo da su

trougloviMON ,NOP ,POQ,QOR,ROS iSOM jednakostrani~ni, odnosno da je

MNPQRS pravilan {estougao. Dakle, tra`ena povr{ina je S =
3

4
a2
√
3.

81. Pove`imosvaka dvakamen~i}akoncem. Ukupno smonapravilin(n− 1)/2 veza. Kada
delimo gomilu na a i b kamen~i}a, moramo da prese~emo ab kon~i}a -- {to je upravo
broj koji pi{emo na tabli. U jednom trenutku dolazimo do pozicije kada su sve gomile

veli~ine 1, zna~i da smo isekli sve veze. Dakle, suma brojeva na tabli je jednaka

broju
(
n
2

)
= n(n− 1)/2.

82. Neka je S = {a1, a2, . . . , an}. Na po~etku element a1 obojimo belo, a zatim redom

bojimo elemente jednom od dve boje, belom ili crnom, tako da budu zadovoqeni uslovi

zadatka. Iz uslova zadatka za i = j dobijemo da je |Ai| ≠ 1, pa nijedan skup nije

jedno~lan. Pretpostavimo da u jednom trenutku do|emo u situaciju da element ak ne
mo`emo da obojimo ni belom ni crnom bojom. To bi zna~ilo da postoje skupovi Ai i

Aj , koji sadr`e ak i ~iji su ostali elementi iste boje, u jednom skupu bele, a u drugom
crne. Me|utim, tada bi wihov presek bio jedno~lan. Kontradikcija!

83. Za svakadvau~enikaposmatramoskupproblemakojioninisure{ili. Trebapokazati

da postoji neki par koji je prazan. Broj parova u~enika je
(
100
2

)
= 4950. Za svaki

problem postoje najvi{e 100−60 = 40 u~enika koji ga nisu re{ili. Odwihmo`emo
da napravimo ukupno

(
40
2

)
parova za svaki problem. Stoga je najve}i broj parova koji

imaju neura|en zadatak 5 ·
(
40
2

)
= 3900, {to je mawe od ukupnog broja parova 4950.

Dakle, postoji par koji je re{io sve zadatke.

84. Akonastavimodapi{emo slede}e~lanoveniza vidimoda se~etvorka7, 3, 6, 7 uprvih
nekoliko ne pojavquje, a i zadatak bi bio suvi{e jednostavan ako bismo tako do{li

do odgovora. Krenimo stoga obrnuto. Pretpostavimo da se u nizu javqa 7, 3, 6, 7 i

odredimo nekoliko ~lanova koji slede. Tada dobijamo

(2.25) 7,3,6,7, 3, 9, 5, 4,1,9,9,3, 2, 3, 7, . . .

Za nas je bitno da uo~imo da se u ovom nizu nalazi ~etvorka 1, 9, 9, 3. Postavqa se
pitawe da li }e se ~etvorka 7, 3, 6, 7 u (2.25) ponoviti. Kako postoji 104 mogu}ih

~etvorki, me|u 10001-nom ~etvorkom iz niza (2.25) sigurno imamo ponavqawe, pa

imamo period. Kako niz 1, 9, 9, 3 jedinstveno mo`emo produ`iti u oba smera, za-

kqu~ujemo da je period oblika 1, 9, 9, 3, 2, 3, 7, 5, . . . ,7,3,6,7, 3, 9, 5, 4. Dakle, u

nizu }e se pojaviti ~etvorka 7, 3, 6, 7.

85. Od 2n vrsta i kolona izeberimo onu sa najmawe kamen~i}a. Pretpostavimo da je

na taj na~in izabrana neka vrsta i da je na woj k kamen~i}a. Ako je k > n

2
, onda

svaka vrasta ima najmawe
n

2
kamen~i}a, odnosno na tabli je najmawe

n2

2
kamen~i}a.

Pretpostavimo da je k <
n

2
. Tada u izabranoj vrsti ima n− k slobodnih kvadrata, a

najmawe (n− k)2 kamen~i}a se nalazi u kolonama koje sadr`e te prazne kvadrati}e.
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Svaka od preostalih k kolona ima najmawe k kamen~i}a. Prema tome, na tabli se

nalazi najmawe (n− k)2 + k2 kamen~i}a. Ostaje da poka`emo da je

(n− k)2 + k2 >
n2

2
.

Razmotrimo posebno slu~ajeve kada je n paran i kada je n neparan broj:

(n− k)2 + k2 =
n2

2
+

(n− 2k)2

2
>


n2

2
, n− paran,

n2 + 1

2
, n− neparan.

Jedan od mogu}ih rasporeda, ukoliko jen paran, je da na sve crne kvadrati}e (wih tada

ima
n2

2
) stavimo po kamen~i}. Ukoliko je n neparno, imamo

n2 + 1

2
kvadrati}a koji

su iste boje (boje ugaonih kvadrati}a na tabli), pa u tom slu~aju na wih stavimo po

kamen~i}.

86. Primewuju}i tri dozvoqene operacije na f(x) i g(x) treba da dobijemo polinom

P (f(x), g(x)), takav da je za svako x ispuweno P (f(x), g(x)) = x.

(a)Pokaza}emodapostojix0 takvoda jeP (f(x0), g(x0)) ̸= x0. Kako jef(2) = g(2) =
6 sledi da 6 | P (f(2), g(2)). Ali kako 6 - 2, zakqu~ujemo da je P (f(2), g(2)) ̸= 2.
Dakle, u ovom slu~aju, odgovor je negativan.

(b) Kako je f
(1
2

)
= g
(1
2

)
= 1 sledi da je P

(
f
(1
2

)
, g
(1
2

))
ceo broj. Po{to

1

2
nije

ceo broj, zakqu~ujemo da jeP
(
f
(1
2

)
, g
(1
2

))
̸= 1

2
. Dakle, i u ovom slu~aju odgovor je

negativan.

(v) U ovom slu~aju je mogu}e dobiti polinom h(x) = x. Zaista, za svako x va`i

(f(x)− g(x))2 + 2g(x)− 3f(x) = x.

87. Lako se uo~ava da je jedno re{ewe n = 2, jer je 132 = 52 +122, kao i dan = 1 in = 3
nisu re{ewa. Razmotrimo sada zasebno slu~ajeve kada je n neparno i parno.

Neka je n = 2k + 1, k ∈ N. Tada va`i

52k+1 + 122k+1 ≡ 22k · 2 ≡ (−1)k · 2 ≡ ±2 (mod 5).

Me|utim, kako kvadrati prirodnih brojeva pri deqewu sa 5 daju ostatke 0, 1 ili 4,
zakqu~ujemo da dati izraz u ovom slu~aju ne mo`e biti kvadrat prirodnog broja.

Neka je, sada, n = 2k, k ∈ N. Pretpostavimo da postoji x ∈ N tako da je x2 =
5n+12n. Tada je 52k = (x− 12k)(x+12k). Ako bi broj 5 delio oba ~inioca, tada bi
5delioiwihovurazliku, (x+12k)−(x−12k) = 2·12k ,{to jenemogu}e. Dakle,mora
biti x+ 12k = 52k , a x− 12k = 1. Oduzimawem posledwe dve jednakosti dobijamo

52k − 1 = 2 · 12k . Za k > 2 va`i nejednakost 25k − 1 > 24k = 2k · 12k > 2 · 12k ,
pa je jedino re{ewe n = 2.
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88. Neka je S =
1

x2
1

+
1

x2
2

+ · · ·+ 1

x2
n

. Ako je neki od brojeva x1, x2, . . . , xn jednak 1,

onda je S > 1. Ako to nije slu~aj, onda je

S 6 1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

(n+ 1)2
<

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

n · (n+ 1)

=

(
1

1
− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+ · · ·+

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= 1− 1

n+ 1
< 1.

Ovim je tvr|ewe dokazano.

89. Primetimo da zbog uslova abc = 1 va`i a+ b+ c = ab · ca+ bc · ab+ cb · ac. Kada
primenimo poznatu nejednakost 3(xy + yz + xz) 6 (x+ y + z)2 dobijamo

a+ b+ c 6 (ab+ bc+ ac)2

3
.

Kada to primenimo na izraz sa leve strane tra`ene nejednakosti dobijamo:

1 +
3

a+ b+ c
> 1 +

9

(ab+ bc+ ac)2
=

(
1− 3

ab+ bc+ ac

)2

+
6

ab+ bc+ ac

> 6

ab+ bc+ ac
.

Jednakost va`i ako i samo ako je a = b = c = 1.

90. Izraz (a3 − a + 2)2 − 4a2(a2 + 1)(a − 2) je diskriminanta kvadratne jedna~ine
a2(a− 2)x2 − (a3 − a+ 2)x+ (a2 + 1) = 0. Posmatrajmo, sada, funkciju

f(x) = a2(a− 2)x2 − (a3 − a+ 2)x+ (a2 + 1).

Na osnovu toga {to je grafik funkcije f parabola i f(0) = a2 + 1 > 0, a f(1) =
−(a2 − a + 1) < 0, zakqu~ujemo da postoje x1 i x2 takvi da je f(x1) = f(x2) = 0.
Dakle, kvadratna jedna~ina a2(a − 2)x2 − (a3 − a + 2)x + (a2 + 1) = 0 ima dva

re{ewa, pa je wena diskriminanta pozitivna, tj. (a3−a+2)2 > 4a2(a2+1)(a− 2).

91. Umesto maksimuma izraza
8

3
a2 + 2b2, prvo }emo odrediti maksimum izraza

3

2

(
8

3
a2 + 2b2

)
= 4a2 + 3b2.

Bi}e nam potrebno i o~igledno tvr|ewe:

(2.26) |u| 6 1, |v| 6 1 ⇒ |u− v| 6 2.

Jednakost va`i ako i samo ako je u = −v = 1 ili −u = v = 1. Nejednakost (2.26)
primewujemo na |f(x)| 6 1, za x = 1 i x = 0, i dobijamo

2 > |f(1)− f(0)| = |a+ b+ c− c| = |a+ b|,
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odakle je

(2.27) (a+ b)2 6 4.

Sli~no, za x = −1 i x = 0, dobijamo

2 > |f(−1)− f(0)| = |a− b+ c− c| = |a− b|,

pa je stoga i

(2.28) (a− b)2 6 4.

Na osnovu (2.27) i (2.28) sledi da je 4a2 + 3b2 = 2(a + b)2 + 2(a − b)2 − b2 6 16.
Jednakost va`i ako je b = 0, i prema tome |a + b| = |a − b| = |a| = 2. Onda

je |f(1) − f(0)| = |(a + c) − c| = |a| = 2. Iz (2.26) dobijamo da je |c| = 1 i

|a + c| = 1. Stoga je ili c = 1, a = −2, b = 0 ili c = −1, a = 2, b = 0. U

oba slu~aja 0 6 |x| 6 1 implicira 0 6 x2 6 1, odnosno −1 6 2x2 − 1 6 1, pa je
|2x2 − 1| = | − 2x2 + 1| = |ax2 + bx+ c| 6 1. Dakle,

8

3
a2 + 2b2 =

2

3
(4a2 + 3b2) 6 2

3
· 16 = 10

2

3
.

92. Jedna~ina sistema mo`e da se napi{e u obliku

ln(1 + x)− ln(1 + y) =
2x

x+ 2
− 2y

y + 2
.

Uvedimo sada funkciju f : (0, 2π) → R sa

f(x) = ln(1 + x)− 2x

x+ 2
.

Sada je na{a jedna~ina ekvivalentna sa f(x) = f(y). Kako je za svako x ∈ (0, 2π)

f ′(x) =
1

1 + x
− 4

(x+ 2)2
=

x2

(1 + x)(x+ 2)2
> 0,

zakqu~ujemo da je funkcija f strogo rastu}a. Stoga je x = y. Dakle, treba re{iti
nejedna~inu sinx > 1− cos 2x = 2 sin2 x. Kako je desna strana ve}a od nule, to mora
biti x ∈ (0, π) i skra}ivawem dobijamo 1

2 > sinx. Re{ewa sistema su elementi

skupa {
(x, x)

∣∣∣ x ∈
(
0,

π

6

)
∪
(5π

6
, π
)}

.

93. Dokaza}emo da je S =
n

2
. Kako je n neparan broj, grupi{emo ~lanove na slede}i

na~in:

S =
1

1 + z
+

1

1 + z2
+

1

1 + z3
+· · ·+ 1

1 + zn
=

n−1
2∑

k=1

(
1

1 + zk
+

1

1 + zn−k

)
+

1

1 + zn
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Sre|ivawem izraza u zagradi, uz zn = 1, dobijamo:

S = 1 +

n−1
2∑

k=1

2 + zk + zn−k

1 + zk + zn−k + zn
= 1 +

n− 1

2
=

n

2
.

94. Uo~imo niz brojeva a0 = x > 0, an+1 = f(an). Na osnovu (1.1) va`i rekurentna
veza:

an+2 + an+1 − 6an = 0.

Re{avawem diferencne jedna~ine dobijamo karakteristi~nu kvadratnu jedna~inu

0 = λ2 + λ− 6 = (λ− 2)(λ+ 3),

pa je op{te re{ewe oblika:

an = A · 2n +B · (−3)n.

Ako je B ̸= 0, tada niz brojeva an za velike vrednosti n ima i negativne vrednosti.

Ovo je u kontradikciji sa an > 0, pa zakqu~ujemo da je B = 0. Dakle, an = A · 2n.
Kako je a0 = x = A, sledi da je f(x) = a1 = 2A = 2x. Zaista, funkcija f(x) = 2x
zadovoqava tra`ene uslove.

95. Uo~imo da je

f(nπ) = (−1)na+ (−1)nb, f
(π
3

)
=

a

2
− b i f

(2π
3

)
= −a

2
+ b.

Stoga je |a + b| 6 1 i |2b − a| 6 2, tj. −1 6 a + b 6 1 i −2 6 3b − a − b 6 2.
Sabiraju}i posledwe dve nejednakosti dobijamo−3 6 3b 6 3, odnosno |b| 6 1.

96. Neka je tgα = k, tg β = 2k, tg γ = 3k, gde je k > 0 (jer bi u suprotnom svi uglovi

trougla bili tupi). Na osnovu jednakosti

−3k = − tg γ = tg(π − γ) = tg(α+ β) =
tgα+ tg β

1− tgα tg β
=

k + 2k

1− 2k2

zakqu~ujemo da je k = 1, pa je tgα = 1, tg β = 2 i tg γ = 3. Kako su α, β, γ o{tri

uglovi, to je sinα =
tgα√

1 + tg2 α
=

√
2

2
i sli~no sinβ =

2√
5
, sin γ =

3√
10

. Sada

primenomsinusne teoremedobijamoda je AC = 2
√
2 i BC =

√
5, te je obimtrougla

ABC jednak
√
5 + 2

√
2 + 3.

97. Posmatrajmo trouglove ABO, BCO. Visina iz temena B je zajedni~ka za ova dva

trougla, pa kako su im povr{ine jednake, zakqu~ujemo da jeAO = OC . Na isti na~in,

posmatraju}i trougloveBCO iCDO, dolazimo do zakqu~ka da jeBO = OD. Dakle,

u datom ~etvorouglu dijagonale se polove, tj. ABCD je paralelogram.
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98. Pretpostavimo da jeAO > BO iDO > BO. Neka suB1 iC1 centralno simetri~ne

u odnosu na O ta~kama B i C . Ozna~imo sa O(XY Z) obim trougla XY Z . Kako je
trougao B1OC1 unutar trougla AOD, va`i O(AOD) > O(B1OC1) = O(BOC).
Jednakost va`i samo ako je B1 ≡ D i C1 ≡ A, odnosno kada se dijagonale tog

~etvorougla polove. Kako je, pri tome, AB − BC = O(ABO) − O(BCO) = 0,
zakqu~ujemo da je ~etvorougaoABCD romb.

99. Obele`imo sa P povr{inu trouglaABC . Kako je

P = x2 +
1

2
(a− x)x+

1

2
(ha − x)x,

zakqu~ujemo da je x =
2P

a+ ha
. Analogno dobijamo da je y =

2P

b+ hb
i z =

2P

c+ hc
.

Sada, x = y = z implicira a + ha = b + hb = c + hc. Pretpostavimo da je a ̸= b.
Tada je

a− b = hb − ha =
2P

b
− 2P

a
=

2P (a− b)

ab
,

odakle sledi da je 2P = ab, odnosno da je γ = 90◦. Analogno dobijamo i da je

2P = bc, odnosno da je α = 90◦. Kontradikcija!

100. a) Trouglovi AMF i CMB su podudarni, kao pravougli trouglovi sa jednakim

katetama. Odatle sledi^CBM = ^AFM , pa je^BN ′F = 180◦−^ABN ′−
^MAN ′ = 180◦−^AFM−^MAF = 90◦. Dakle,ta~kaN ′pripadaopisanom

krugu oko kvadrataMBEF , jer je ugao nad pre~nikomBF prav. Analogono,N ′

pripada opisanom krugu oko kvadrataAMCD, pa jeN ≡ N ′.

b) Neka je X ta~ka na simetrali stranice AB sa suprotne strane od kvadrata na

rastojawu
AB

2
. Dokaza}emo da MN uvek prolazi kroz ovu ta~ku. Ta~ka X

pripada kru`nici nad pre~nikomAB. Iz sli~nosti△CMB ∼ △ANB sledi

AN : BN = CM : BM , a kako je iCM = AM , dobijamoAN : BN = AM :
BM . Prema tome, NM je simetrala ugla ^ANB. Kako je ta~ka X presek

simetrale straniceAB i kruga opisanog oko trouglaABN , zakqu~ujemo daX
pripada i simetrali naspramnog unutra{weg ugla, tj. X ∈ MN (koristili smo

poznato tvr|ewe -- simetrala unutra{weg ugla i simetrala naspramne stranice

se seku na opisanom krugu).

v) Za dokaz tvr|ewa koristi}emo analiti~ku geometriju. Neka ta~ka A ima ko-

ordinate (0, 0), ta~ka B(b, 0) i M(m, 0). Tada su koordinate ta~aka P i Q

redom
(m
2
,
m

2

)
i
(m+ b

2
,
b−m

2

)
. Stoga za sredi{te du`i PQ dobijamo(Px +Qx

2
,
Py +Qy

2

)
=
(2m+ b

4
,
b

4

)
, odakle zakqu~ujemo da je tra`eno ge-

ometrijsko mesto ta~aka du` paralelna sa AB na rastojawu
AB

4
, a du`ine

jednake
AB

2
.

101. Neka su podno`ja visina iz temena A, B i C ta~ke A′, B′ i C ′, redom. Ta~ka M je

sredi{te stranice BC . Kako je ^CC ′B = ^BB′C = 90◦, ta~ke B′ i C ′ le`e na
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krugu K. ^etvorougao AQMP je tetivan, upisan u krug nad pre~nikom AM , kome

pripada i ta~kaA′. Odavde sledi^AA′P = ^AQP = ^APQ. Iz potencije ta~ke

A u odnosu na krugK dobijamo

(2.29) AP 2 = AC ′ ·AB.

Kako je ~etvorougaoBA′HC ′ tetivan, upisan u krug nad pre~nikomBH , iz potencije

ta~keA u odnosu na taj krug imamo da je

(2.30) AC ′ ·AB = AH ·AA′.

Na osnovu (2.29) i (2.30) sledi da je AH · AA′ = AP 2. Tada su trouglovi AA′P i

APH sli~ni, jer je AP : AA′ = AH : AP i imaju jednak zahva}en ugao. Dakle,

^APH = ^AA′P = ^APQ, pa su ta~ke P ,H iQ kolinearne.

102. Pokaza}emo da je broj Pn − n paran. Jasno je da svi jedno~lani skupovi {1}, {2}, . . . ,
{n} (ima ih n) zadovoqavaju uslov. Sve preostale podskupove sa tra`enim svojstvom

mo`emo podeliti u disjunktne parove. Neka podskup S ima aritmeti~ku sredinu

elemenata jednaku m. Tada skup S mo`e sadr`ati brojm ili ne. Ako S sadr`im,

tada je (S, S \{m})par skupova sa istomaritmeti~kom sredinom, dok akoS ne sadr`i

m, onda je je tra`eni par (S, S ∪ {m}). Dakle, broj Pn − n je paran, pa zakqu~ujemo

da su brojevi Pn i n iste parnosti.

103. Ako sa S(n) ozna~imo sumu cifara prirodnog broja n, tada 9 | (n − S(n)). Prema
uslovu zadatka imamo da je S(n) = S(2006n), pa je 2006n ≡ n (mod 9), odnosno
9 | 2005n. Kako su brojevi 9 i 2005 uzajamno prosti zakqu~ujemo da je n deqivo sa 9.

U slu~aju brojeva n i 2008n tvr|ewe ne va`i. Na primer, n = 5 jeste re{ewe

jedna~ine S(n) = S(2008n), ali broj 5 nije deqiv sa 9.

104. Kako je funkcija f(x) − g(x) = x2 + 2(b − a)x + (1 − 2ab) parabola okrenuta na
gore, skup S mo`emo definisati kao skup svih onih ure|enih parova (a, b) za koje je
f(x)− g(x) ̸= 0, tj. ∆ = 4(b− a)2 − 4(1− 2ab) = 4(a2 + b2 − 1) < 0. Posledwa
nejednakost je ekvivalentna sa a2 + b2 < 1. Dakle, tra`eni skup S je unutra{wost

kruga k(O, 1), a povr{ina skupa S jednaka je π.

105. Iz jednakosti obima trougla i ~etvorougla dobijamo da jeAD+DM = MC+BC+
AB, odnosno 2DM = AB + BC + CD − AD. Kako je povr{ina trougla ADM
jednaka polovini povr{ine celog ~etvorouglaABCM imamo da je

2AD ·DM · sin^D = AD · CD · sin^D +AB ·BC · sin^B.

Uzimaju}i u obzir da je ~etvorugaoABCD tetivan, tj. da je^B+^D = 180◦, zakqu-
~ujemo da je sin^B = sin^D. Stoga je 2AD ·DM = AD ·CD+AB ·BC . Zamenom

2DM u posledwoj jednakosti odgovaraju}im izrazom dobijamo

AD · (AB +BC + CD −AD) = AD · CD +AB ·BC,

{to je ekvivalentno sa (AD − AB)(AD − BC) = 0. Dakle, u ~etvorougluABCD
va`iAD = AB iliAD = BC .
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106. Povucimo normale iz ta~ke A na stranicu BU i na stranicu CV i prese~ne ta~ke

ozna~imosaA′ isaA′′, respektivno. Tada je tg^BUA =
AA′

A′U
, a tg^CV A =

AA′′

A′′V
.

Kako jeAA′ ∥ CU imamo da je
BA

BC
=

AA′

CU
i
A′U

AC
=

BU

BC
, dok izAA′′ ∥ BV sledi

AA′′

BA′′ =
CA′′

CV
i
A′′V

BA
=

CV

BC
. Na osnovu prethodnog zakqu~ujemo da je

tg^BUA =
BA · CU ·BC

BC ·AC ·BU
, tg^CV A =

BV · CA′′ ·BC

CV ·BA · CV
,

iz ~ega neposredno dobijamo da je

tg^BUC · tg^CV A =
CU ·BV · CA′′ ·BC

BU · CV ·AC · CV
.

Uvedimo oznake α = ^BCU i β = ^CBV . Tada je sinβ =
CA′′

AC
=

CV

BC
, pa je

CA′′ ·BC

AC · CV
= 1. Dakle,

tg^BUA · tg^CV A =
CU

BU
· BV

CV
= ctgα · ctg β = const.

107. Neka suD, E i F podno`ja visinaAH , BH i CH , respektivno. Kako su trouglovi

AHE i BEC sli~ni dobijamo da je
AH

BC
=

AE

BE
= ctgα. Dakle,

AH

BC
=

AH

a
=

ctgα. Analogno dobijamo da je
BH

b
= ctg β i

CH

c
= ctg γ. Prema tome je

AH

a
· BH

b
· CH

c
=

1

tgα tg β tg γ
.

Kako za uglove u trouglu va`i tgα tg β tg γ = tgα + tg β + tg γ, na osnovu ne-
jednakosti izme|u aritmeti~ke i geometrijske sredine, dobijamo tgα tg β tg γ >
3 3
√
tgα tg β tg γ, odnosno tgα tg β tg γ > 3

√
3. Dakle,

AH

a
· BH

b
· CH

c
=

1

tgα tg β tg γ
6 1

3
√
3
.

108. Funkcija arctg x je strogo rastu}a funkcija i slika skup realnih brojeva u (−π
2 ,

π
2 ),

tako da brojevi x i arctg x imaju isti znak. Za x > 0 je arctg x > 0 i, analogno,

arctg x2 > 0 i arctg x3 > 0, pa jedna~ina nema re{ewa u ovom slu~aju. Ako je x < 0
uvodimo smenu y = −x. Sada treba re{iti jedna~inu arctg y + arctg y3 = arctg y2

u skupu pozitivnih realnih brojeva.

Kako su svi brojevi pozitivni dobijamo da je arctg y < arctg y2, {to je ekvivalentno
sa y < y2, odnosno 1 < y. Istim rasu|ivawem je y3 < y2, tj. y > 1. Dobijamo

kontradikciju, pa je jedino re{ewe trivijalno x = 0.
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109. Za svako x va`i | sin x
2 | 6 1 i | sin x

6 | 6 1, odakle sledi sin2
(
x
2

)
6 1 i sin2

(
x
6

)
6 1.

Dakle, 2 sin2
(
x
2

)
sin2

(
x
6

)
6 2. Kako za x ̸= 0 imamo da je 1

x2 + x2 > 2 (za x = 0
izraz nije definisan), jedna~ina ima re{ewa ako postoji x za koje istovremeno va`i
2 sin2

(
x
2

)
sin2

(
x
6

)
= 2 i 1

x2 +x2 = 2. Druga jednakost je ta~na za x = ±1. Me|utim,

x = ±1 nisu re{ewa prve jedna~ine, pa zakqu~ujemo da polazna jedna~ina nema

re{ewa.

110. Ozna~imo ta~ke sa P1, P2, . . . , P2006, gde je P1 centar kvadrata. Neka je xi rastojawe

ta~kePi do najbli`e od preostalih 2005 ta~aka. Opi{imo oko svake ta~ke krugCi sa

centrom uPi i polupre~nikom xi/2. KrugoviCi iCj nemaju vi{e od jedne zajedni~ke

(dodirne) ta~ke, zbog xi 6 PiPj i xj 6 PiPj . Uzimaju}i u obzir ta~ku P1, imamo

xi 6 1/
√
2. Sada se svi krugovi nalaze u oblasti prikazanoj na slici 2.27.

Slika 2.27.

Kako su krugovi Ci disjunktni, to wihova ukupna povr{ina ne prelazi povr{inu

oblasti. Dakle,(
x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n

)
π

4
6 1 · 1 + 4 · 1 · 1

2
√
2
+

(
1

2
√
2

)2

π = 1 +
√
2 +

π

8
,

odakle sledi tra`ena nejednakost

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n 6

4 + 4
√
2 + π

2

π
< 3,6.

111. Neka jeA′ podno`je normale iz temenaA, ta~kaM sredi{te straniceAC ,^ABC =
β i ^BCA = γ. Na osnovu uslova zadatka je AC ⊥ MA′, pa je trougao AA′M
pravougli i ^AA′M = γ. Zato je AA′ sin γ = AM , odnosno AC sin γ sin γ = AC

2 .

Iz posledweg sledi da je 2 sin2 γ = 1, odakle dobijamo sin γ = cos γ = 1/
√
2. Ako

sa R obele`imo polupre~nik opisane kru`nice trougla ABC , tada je BO = R.
Primeniv{i sinusnu teoremu na trougloveACH iABC , dobijamo

CH

sin(90◦ − γ)
=

AC

sin(180◦ − β)
=

2R sinβ

sinβ
= 2R,

tj. CH = 2R cos γ. Prema tome,
|CH|
|BO|

=
2R cos γ

R
= 2 cos γ =

√
2.

112. BrojFm se zavr{ava sandevetkiakoisamoako jeFm ≡ −1 (mod 10n). Pokaza}emo
da se za svako n mo`e na}i Fibona~ijev broj koji se zavr{ava sa n devetki. Posma-

trajmo Fibona~ijev niz po modulu 10n i uzmimo 102n + 2 prvih ~lanova niza. Oni
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formiraju102n+1 uzastopnihparova (rF1
, rF2

), (rF2
, rF3

), . . . . Po{topostoji102n

mogu}ih razli~itih parova, neki par se mora ponoviti (Dirihleov princip). Kako

svaka dva uzastopnaFibona~ijeva broja jedinstvenoodre|uju slede}i, kaoiprethodni

~lan niza, sledi da je prvi par koji se ponavqa par (1, 1) i imamo periodi~nost

1, 1, 2, 3, 5, . . . , rFp−2 , rFp−1 , rFp , 1, 1.

Sada nije te{ko videti da je rFp = 1 − 1 = 0, rFp−1 = 1 − 0 = 1 i, najzad,

rFp−2 = 0− 1 = −1. Dakle, za svako n postoji Fibona~ijev broj koji se zavr{ava sa

n devetki, pa postoji i Fibona~ijev broj koji se zavr{ava sa 2006 devetki.

113. Zadataksenajlak{ere{avapomo}uvektorailikompleksnihbrojeva. Neka jekoordi-

natnipo~etakcentaropisanogkruga△ABC . Ozna~imovektore
−→
OA = −→a ,−−→OB =

−→
b ,

−−→
OC = −→c ,

−−→
OH =

−→
h . Hamiltonova teorema daje jednakost

−→
h = −→a +

−→
b + −→c . Iz

uslova zadatka je
−−→
NM =

−→
CA = −→a −−→c . Ozna~imota~kuX =

−→
h +

−−→
AM . Dokaza}emo

da jeMX ⊥ BC , {to je ekvivalentno sa:

MX ·BC = (
−−→
OX −

−−→
OM) · (

−−→
OC −

−−→
OB) = (

−→
h −−→a ) · (−→c −

−→
b )

= −→c · −→c −
−→
b ·

−→
b = |c|2 − |b|2 = 0.

Analogno je XN ⊥ AB, pa je ta~ka X presek pravih NE i MD. Ta~ke D i E
pripadaju krugu nadpre~nikomXB, pa jedinoostaje da poka`emoda je^XHB = 90◦.
Ovo direktno sledi iz definicije ortocentra i normalnostiBH ⊥ AM .

114. Doka`imo najpre slede}u lemu.

LEMA. Neka je p prirodan broj i neka va`i p | (5x − 4x) i p | (5y − 4y), gde je x > y.
Tada p | (5d − 4d), gde je d najve}i zajedni~ki delilac za brojeve x i y.

Dokaz. O~igledno je da je broj p uzajamno prost sa 5 i 4. Oduzimawem dobijamo

da p deli 5x − 4x − 5x−y(5y − 4y) = 5x−y4y − 4x = 4y(5x−y − 4x−y). Sada

sledi p | (5x−y − 4x−y). Daqe, prate}i Euklidov algoritam za nala`ewe najve}eg

zajedni~kog delioca, dobijamo da p deli 5d − 4d.

Broj 5n − 4n je neparan, pa sledi da je n neparan broj. Ozna~imo 5n − 4n = an.
Standardna tehnika je da posmatramo najmawi prost delilac p broja n -- naravno p ne
mo`e biti 2 ili 5. Iz male Fermaove teoreme sledi

5p−1 − 4p−1 ≡ 1− 1 ≡ 0 (mod p).

Zato p | ap−1 i, naravno, p | an. Iz leme zakqu~ujemo da p deli iad(p−1,n) = a1 = 1,
jer su brojevi p− 1 i n uzajamno prosti. Dakle, jedino re{ewe je n = 1.

115. Kada logaritmujemo obe strane dobijamo ekvivalentnu nejednakost

n∑
i=1

ln
(
1 +

1

xi

)
>

n∑
i=1

ln
(n− xi

1− xi

)
=

n∑
i=1

ln
(
1 +

n− 1

1− xi

)
.
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Uo~imo funkciju f(x) = ln
(
1 + 1

x

)
= ln(x+ 1)− lnx. Ona je konveksna, jer je

f ′′(x) = (ln(x+ 1)− lnx)
′′
= − 1

(x+ 1)2
+

1

x2
> 0.

Sada treba dokazati nejednakost (ekvivalentnu polaznoj)

n∑
i=1

f(xi) >
n∑

i=1

f
(1− xi

n− 1

)
.

Koriste}i ~iwenicu x1 + x2 + · · · + xn = 1 i Jensenovu nejednakost za konveksne
funkcije, dobijamo da je

n∑
i=1

f(xi) =
n∑

i=1

∑
j ̸=i f(xj)

n− 1

=

n∑
i=1

f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xi−1) + f(xi+1) + · · ·+ f(xn)

n− 1

>
n∑

i=1

f

(
x1 + x2 + · · ·+ xi−1 + xi+1 + · · ·+ xn

n− 1

)
=

n∑
i=1

f
(1− xi

n− 1

)
.

Jednakost va`i ako i samo ako je x1 = x2 = · · · = xn =
1

n
.

116. Neka jex = a1a2 . . . an−1 ∈ N. Tada jea1a2 . . . an = 10x+an i
√
10x+ an−

√
x =

an, tj. 10x+ an = x+ a2n + 2an
√
x. Posledwa jedna~ina se mo`e zapisati u obliku

9x = an(an + 2
√
x − 1). Kako je an 6 9, dobijamo x 6 an + 2

√
x − 1, odnosno

(
√
x − 1)2 6 an 6 9, {to implicira

√
x 6 4 ili x 6 16. Pored toga, an ̸= 0

(jer bi u suprotnom bilo x = 0) i
√
x =

9x+ an − a2n
2an

je racionalan broj, pa x

mora biti potpun kvadrat. Kako je
√
10x+ an = an +

√
x, to i 10x + an mora

biti potpun kvadrat. Razmatraju}i mogu}e slu~ajeve x ∈ {1, 4, 9, 16} dobijamo da je
x = 16, an = 9 i n = 3. Tada je

√
169−

√
16 = 9.

117. (a) Kako su α i β koreni jedna~ine x2 + px + q = 0, to je α + β = −p i αβ = q.
Prema tome,

(−1)n =
αn+1 − βn+1

α− β
· α

n+2 − βn+2

α− β
− αn − βn

α− β
· α

n+3 − βn+3

α− β

=
1

(α− β)2
[
−(α+ β)(αβ)n+1 + (α3 + β3)(αβ)n

]
=

1

p2 − 4q

(
pqn+1 − p(p2 − 3q)qn

)
=

qn

p2 − 4q

(
−p3 + 4pq

)
= −pqn.



GLAVA 2. RE[EWA 113

Za n = 1 i n = 2 va`i pq = 1 i pq2 = −1, odakle se dobija p = −1 i q = −1.
Direktna provera pokazuje da p = −1 i q = −1 zadovoqavaju pqn = (−1)n+1 za sve

n ∈ N. Tako|e, α ̸= β.

(b) Po{to su α i β koreni jedna~ine x2 − x− 1 = 0, to je α2 = α+ 1 i β2 = β + 1,
pa je

an + an+1 =
αn − βn

α− β
+

αn+1 − βn+1

α− β
=

αn(1 + α)− βn(1 + β)

α− β

=
αnα2 − βnβ2

α− β
=

αn+2 − βn+2

α− β
= an+2.

Po{to je a1 =
α− β

α− β
= 1 i a2 =

α2 − β2

α− β
= α+ β = 1, to indukcijom iz

(2.31) an + an+1 = an+2

sledi da je an ∈ Z za sve n ∈ N. Iz (2.31) sledi

an+3 = an+2 + an+1 = an+1 + an + an+1 = 2an+1 + an.

Kako je a3 = a1 + a2 = 2 paran broj, to se indukcijom lako mo`e pokazati da je an
paran broj za n = 3k.

118. Poka`imo najpre da jedna~ina x2 − 2y2 = −1 ima beskona~no mnogo re{ewa u

skupu prirodnih brojeva. Nije te{ko videti da je par (1, 1) re{ewe date jedna~ine.
Formulom

xn + yn
√
2 =

(
1 +

√
2
)2n−1

, n ∈ N,

dato je beskona~no mnogo re{ewa date jedna~ine. Zaista, iz

xn + yn
√
2 =

(
1 +

√
2
)2n−1

i xn − yn
√
2 =

(
1−

√
2
)2n−1

, n ∈ N,

sledi

x2
n − 2y2n =

(
xn + yn

√
2
)(

xn − yn
√
2
)
=
(
1 +

√
2
)2n−1 (

1−
√
2
)2n−1

= −1.

Neka je (xn, yn), n ∈ N, beskona~an niz re{ewa jedna~ine x2 − 2y2 = −1 u skupu
prirodnih brojeva. Za proizvoqnon imamo da jex2

n−2y2n = −1, odakle jex4
n+x2

n =
2x2

ny
2
n i [√

2x2
ny

2
n

]
=
[
xnyn

√
2
]
= x2

n,

jer je

x2
n <

√
x4
n + x2

n = xnyn
√
2 <

√
x4
n + 2x2

n + 1 = x2
n + 1.
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119. Iz proizvoqne ta~keA na datoj kru`nici konstrui{emo luk proizvoqnog polupre-

~nika(slika2.28). NekasuB iC prese~neta~keovoglukasakru`nicom. Ozna~imosa

D prese~nu ta~kulukova konstruisanihiz ta~akaB iC kaocentara s polupre~nikom

AB (u zavisnosti od polupre~nika prvog luka, konstruisanog iz ta~ke A, ta~ka D
mo`ebitiukruguilivanwega). Konstrui{imosadaluksacentromuDpolupre~nika

AD. Neka su E i F prese~ne ta~ke tog luka i prvog konstruisanog luka (s centrom

u A). Konstrui{imo sada lukove sa centrima u E i F polupre~nika AE. Neka je

presek ta dva luka ta~kaG. Dokaza}emo da jeG centar kru`nice.

Ozna~imocentarkru`nice saS. Primetimoda jeAE = AB iAS = BS = r, gde je r
polupre~nik kru`nice. Neka je^EAD = α i^BAD = β. TrougloviABD iABS
su sli~ni jer imaju isti ugao β na osnovicamaAD iAB. TrougloviAED iAGE su

tako|e sli~ni, jer na osnovicamaAE iAG imaju isti ugaoα. Iz sli~nosti trouglova
ABD iABS slediAB : AS = AD : AB, tj. AB2 = AE2 = r ·AD, a iz sli~nosti

trouglova AED i AGE sledi AD : AE = AE : AG, tj. AG = AE2/AD, pa je

AG = r. Ta~kaG se nalazi na pre~niku krozA zbog simetrije konstruisanih lukova

u odnosu na ta~kuA. Prema tome, ta~kaG se poklapa sa S, tj.G je centar kru`nice.

Slika 2.28. Slika 2.29.

120. Neka je k zadata kru`nica ~iji je centar ta~ka O, a polupre~nik r (slika 2.29). Sa
otvorom{estara jednakim ovom polupre~niku odredimo na kru`nici ta~keA,B,C i

D. O~igledno su tetiveAB,BC iCD jednake me|u sobom, dok je tetivaAD jednaka

pre~niku kruga. Sada iz ta~aka A i D konstrui{emo lukove polupre~nika AC i

wihov presek }emo obele`iti saE. Opi{imo sada luk sa centrom uA polupre~nika

OE. Prese~ne ta~ke ovog luka i zadate kru`nice k obele`imo sa F iG. Doka`imo

da ta~ke A, F , D i G dele kru~nicu na ~etiri jednaka dela, tj. predstavqaju temena

kvadrata upisanog u dati krug. Ta~ke A, B, C i D predstavqaju temena pravilnog

{estorugla, pa je centralni ugao nad tetivom AC jednak 120◦. U jednakokrakom

trouglu AOC je AC = 2
√
3 = AE. Iz pravouglog trougla AOE dobijamo OE =√

AE2 −OA2 = r
√
2 = AF . Kako jeAF = GA, a ta~keF iG predstavqaju temena

pravih uglova (nad pre~nikomAD), to jeFD = DG = r
√
2, tj. tetiveAF ,FD,DG

iGA jednake su stranici kvadrata upisanog u krug polupre~nika r.

121. Da bi se utvrdilo koja kutija sadr`i neispravne nov~i}e potrebno je izvr{iti samo
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jedno merewe. U tom ciqu iz prve kutije uzmemo jedan nov~i}, iz druge dva, iz tre}e

tri, itd., i na kraju iz desete kutije uzmemo svih deset nov~i}a. Sve izabrane nov~i}e,

kojih ima 1 + 2 + · · · + 10 = 55, stavqamo na vagu. Zbog prisustva neispravnih

nov~i}a, vaga }e pokazati masu 55m − k, gde jem masa ispravnog no~i}a, a k je broj

kutije u kojoj su neispravni nov~i}i (jer smo iz k-te kutije uzeli k nov~i}a).

122. Neka je polupre~nik kruga R, a maksimalne brzine ~oveka i tigra redom v i 4v.
Matemati~ar mo`e da pobegne iz kruga, koriste}i slede}i algoritam: konstrui{e

koncentri~ankrug polupre~nika �malomaweg�od R
4 ipo~ne da tr~ipowemu. Ciqmu

je da do|e u dijametralno suprotnu ta~ku u odnosu na tigra. Kako jewegovamaksimalna

ugaona brzina ve}a od tigrove, to }e u jednom trenutku matemati~ar, centar kruga

i tigar biti kolinearni. Ostaje jo{ da uporedimo vremena: matemati~aru treba

t1 = 3R
4v da iza|e iz kruga najkra}im putem, a tigru treba t2 = Rπ

4v da stigne pre

matemati~ara u izlaznu ta~ku. Kako je o~igledno t1 < t2, matemati~ar pobe|uje.

123. Dokaza}emo da igra~ B ima pobedni~ku strategiju. Posle poteza prvog igra~a, B
dr`i jednu kartu vi{e nego igra~ A. Ukoliko B ima kartu sa kojom je zbir karata

na talonu deqiv sa 2n + 1, on je baca i pobe|uje. U suprotnom, za svaku od karata

prvog igra~aB ima najvi{e po jednu kartu koju ne sme da odigra. Prema tome, igra~B
ukoliko ne mo`e da pobedi, on baca preostalu sigurnu kartu. Ovom strategijom igra~

B ne mo`e da izgubi partiju. Kako je zbir svih brojeva na kartama jednak

1 + 2 + 3 + · · ·+ (2n− 1) + 2n = n(2n+ 1),

on je deqiv sa 2n+ 1 i igra~B, ako ne ranije, pobe|uje na kraju.

124. Pretpostavimo da jedna~inax2−|x|+a = 0 ima jedinstveno re{ewex = x0. Tada je

ix = −x0 re{ewe, pa sledi da jex0 = 0. Daqe sledi da je a = 0, tj. jedna~ina postaje
x2 − |x| = 0. Me|utim, ova jedna~ina ima tri re{ewa −1, 0, 1. Kontaradikcija!

Dakle, ne postoji realan broj a za koji jedna~ina x2 − |x| + a = 0 ima jedinstveno
re{ewe.

125. Ako oduzmemo ~etvrtu jedna~inu od prve i {estu od tre}e dobijamo

x1 − x3 = a2(a1 − a3) = a4(a1 − a3),

odakle sledi (a1−a3)(a2−a4) = 0. Analogno dobijamo da je (a1−a2)(a3−a4) = 0
i (a1 − a4)(a2 − a3) = 0. Iz tri dobijene jednakosti sledi da je potreban uslov da bi
sistem imao re{ewa, da tri od data ~etiri parametra budu me|usobno jednaka. Ovaj

uslov je i dovoqan. Neka je, na primer, a1 = a2 = a3 = a i a4 = b. Tada sistem ima

re{ewe ( 12a
2, 1

2a
2, 1

2a
2a(b− a

2 )).

126. Pretpostavimo da postoje prirodni brojevi n, k i l takvi da je

22
n

+ 1 = k5 − l5 = (k − l)(k4 + k3l + k2l2 + kl3 + l4)

prost broj. Tada je k − l = 1, odakle zakqu~ujemo da je

22
n

+ 1 = (l + 1)5 − l5 = 5l4 + 10l3 + 10l2 + 5l + 1,
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odnosno 22
n

= 5(l4 + 2l3 + 2l2 + l), {to je nemogu}e (5 - 22n). Dakle, ne postoje
prirodni brojevi n, k i l takvi da za prost broj p = 22

n

+ 1 va`i 22
n

+ 1 = k5 − l5.

127. Doka`imo najpre da su brojevi a, b, c i d uzajamno prosti po parovima metodom

beskona~nog spusta. Pretpostavimo suprotno -- neka je (a, b, c, d) ~etvorka kod koje je
minimalanzbira+b+c+d. Bezgubqewaop{tostimo`emouzetida jea > b > c > d.
Posmatrajmo kvadratnu funkciju: f(x) = x2 − 4bcdx+ b2 + c2 + d2. Ova funkcija
ima dve celobrojne nule, a i e = 4bcd− a. Uo~imo da je

f(b) 6 4b2 − 4b2cd = 4b2(1− cd) 6 0.

Ako bi bilo f(b) = 0, onda se znak jednakosti u prethodnoj nejednakosti dosti`e

oba puta, pa je b = c = d = 1. Ovo nije mogu}e, po{to su onda brojevi a, b, c i d
uzajamno prosti po parovima. Ostaje da vidimo {ta je u slu~aju f(b) < 0. Broj a je

ve}a nula funkcije f , jer je a > b i funkcija f je konveksna. Neka je s = d(e, b)
najve}i zajedni~ki delilac za brojeve e i b. Onda s | a, odakle sledi da s | d(a, b).
Kako d(a, b) | 4bcd − a = e i d(a, b) | b, to d(a, b) | s, pa je s = d(a, b). Analogno
je d(e, c) = d(a, c) i d(e, d) = d(a, d).Odavde zakqu~ujemo da brojevi e, b, c i d nisu
uzajamno prosti po parovima, pa nisu ni brojevi a, b, c i d. Me|utim, sada smo do{li

do kontradikcije po{to je e + b + c + d < a + b + c + d, a to je u suprotnosti sa
izborom ~etvorke (a, b, c, d).

Pretpostavimo da je neki od brojeva a, b, c ili d deqiv sa 5. Iz prethodnog dela znamo
da ostala tri broja onda nisu deqiva sa 5, pa wihovi kvadrati pri deqewu sa 5 daju
ostatak 1 ili−1. Zato izraz a2 + b2 + c2 + d2 pri deqewu sa 5 daje jedan od ostataka
−3,−1, 1 ili 3.Ovo je kontradikcija, jer je 4abcd deqivo sa 5.

128. Za svako i ∈ {1, 2, . . . , n} postoji
(
n−i
k−1

)
podskupova, koji su veli~ine k i ~iji je mi-

nimalni element i. Tako|e, postoji
(
i−1
k−1

)
k-elementnih podskupova sa maksimalnim

elementom i. Zato je

xk =
1

n+ 1

[
1 ·
(
n− 1

k − 1

)
+ 2 ·

(
n− 2

k − 1

)
+ · · ·+ (n+ 1− k) ·

(
k − 1

k − 1

)
+n ·

(
n− 1

k − 1

)
+ (n− 1) ·

(
n− 2

k − 1

)
+ · · ·+ k ·

(
k − 1

k − 1

)]
=

(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 2

k − 1

)
+ · · ·+

(
k − 1

k − 1

)
.

Koriste}i poznatu jednakost za binomne koeficijente:(
k

k

)
+

(
k + 1

k

)
+ · · ·+

(
n

k

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
, k, n ∈ N, k 6 n,

dobijamo da je xk =
(
n
k

)
, pa su svi brojevi x1, x2, . . . , xn−1 prirodni. Kako je

x1 + x2 + · · ·+ xn−1 =

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ · · ·+

(
n

n− 1

)
= 2n − 2 ≡ 2 (mod 4),

to ne mogu svi brojevi biti deqivi sa 4.



GLAVA 2. RE[EWA 117

129. Odredimo znak proizvoda (a− 1)(b− 1)(c− 1). Na osnovu toga {to je

(a− 1)(b− 1)(c− 1) = abc− ac− bc− ab+ a+ b+ c− 1

= (abc− 1) + (a+ b+ c)− (ab+ bc+ ac)

= a+ b+ c− abc

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
= a+ b+ c−

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
,

zakqu~ujemo da je (a − 1)(b − 1)(c − 1) > 0. To je mogu}e ili ako su a − 1, b − 1,
c− 1 pozitivni ili ako su dva ~inioca negativna, a jedan pozitivan. U prvom slu~aju

imamo da je a > 1, b > 1 i c > 1 odakle sledi da je abc > 1, {to je u suprotnosti
sa pretpostavkom zadatka (abc = 1). Dakle, dva ~inioca su negativna, a jedan je

pozitivan, tj. ta~no jedan od brojeva a, b, c je ve}i od 1.

130. Ako je a = b = c = 0 jednakost je ta~na. Neka je, sada, s = a+ b+ c > 0. Tada je

a

b+ c+ 1
+

b

a+ c+ 1
+

c

a+ b+ 1
+ (1− a)(1− b)(1− c)

=
a

s
− a(1− a)

s(b+ c+ 1)
+

b

s
− b(1− b)

s(a+ c+ 1)
+

c

s
− c(1− c)

s(a+ b+ 1)

+ (1− a)(1− b)(1− c)

(
a

s
+

b

s
+

c

s

)
=

a

s
+

b

s
+

c

s
− a(1− a)

s

(
1

b+ c+ 1
− (1− b)(1− c)

)
− b(1− b)

s

(
1

a+ c+ 1
− (1− a)(1− c)

)
− c(1− c)

s

(
1

a+ b+ 1
− (1− a)(1− b)

)
.

Kako va`i
a

s
+

b

s
+

c

s
= 1,

a(1− a)

s
> 0,

1

b+ c+ 1
− (1− b)(1− c) =

(b+ c)2 − bc(b+ c+ 1)

b+ c+ 1

> (b+ c)2 − 3bc

b+ c+ 1
=

(b− c)2 + bc

b+ c+ 1
> 0,

a analogne nejednakosti va`e i za druge izraze, zakqu~ujemo da za a, b, c ∈ [0, 1] va`i

a

b+ c+ 1
+

b

a+ c+ 1
+

c

a+ b+ 1
+ (1− a)(1− b)(1− c) 6 1.

131. Polinomi P (x) iQ(1 − x) su ireducibilni polinomi sa racionalnim koeficijen-

tima. Kako je P (α) = Q(1 − α) = Q(β) = 0, zakqu~ujemo da ova dva polinoma
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imaju zajedni~ki koren α. Pretpostavimo da ova dva polinoma nisu jednaka do na

multiplikativnu konstantu. Tada je najve}i zajedni~ki delilac za polinome P (x) i
Q(1−x) stepena ve}eg ili jednakog od 1, pa suP iQ rastavqivi u skupu racionalnih

brojeva. Kontradikcija! Dakle, P (x) = cQ(1 − x) za neki racionalni broj c, tj.
degP (x) = degQ(x).

132. Neka su date koordinate ta~aka u ravni A(x, 0), B( 12 ,
√
3
2 ) i C(− 1

2 ,
√
3
2 ). Tada je

izraz
√
x2 + x+ 1 −

√
x2 − x+ 1 jednak du`ini AB − AC . Kada x pro|e skupom

(−∞,+∞), ta~kaA se kre}e po x osi. Iz nejednakosti trougla dobijamo:

−1 = −BC < AB −AC < BC = 1.

Dakle, sve brojeve iz intervala (−1, 1) je mogu}e dobiti za odgovaraju}u vrednost x.

133. Posle logaritmovawa jedna~ine dobijamo:

log2007 x · log2007 x+ log2007 2007
1
2 = 2007 log2007 x.

Uvedimo smenu a = log2007 x. Sada je jedna~ina ekvivalentna sa a
2 − 2007a+ 1

2 = 0.
Zbir re{ewa ove jedna~ine po Vietovim pravilima je a1 + a2 = 2007. Tada su sva
re{ewa polazne jedna~ine brojevi x1 = 2007a1 i x2 = 2007a2 , pa je wihov proizvod

jednakx1 ·x2 = 20072007. Ostaje da izra~unamoostatakovog broja pri deqewu sa100.
Kako je 74 = 2401, to su posledwe dve cifre stepena sedmice redom 07, 49, 43, 01, sa
periodom du`ine ~etiri. Iz kongruencije 2007 ≡ 3 (mod 4) sledi da su posledwe
dve cifre broja 20072007 jednake 43.

134. Oblast definisanosti jedna~ine dobijamo iz uslova 1 − x > 0 i x > 0, x ̸= 1.
Dakle, x ∈ (0, 1). Kako je 5

√
1−x > 1, zakqu~ujemo da je logx 5

√
1−x < 0, tj.

sgn logx 5
√
1−x = −1. Sada, koriste}i da je log 1

3

(
1
3

)−1
= −1, dobijamo da je

4cos 2x +4cos
2 x = 3, odnosno 22 cos 2x +2 · 2cos 2x − 3 = 0. Uvode}i smenu 2cos 2x = t

dolazimo do kvadratne jedna~ine t2 + 2t − 3 = 0, ~ija su re{ewa t1 = −3 i t2 = 1.
Kako je 2cos 2x > 0, sledi da je 2cos 2x = 1, tj. x = π

4 + kπ
2 . Uzimaju}i u obzir da je

x ∈ (0, 1), zakqu~ujemo da jedna~ina ima jedinstveno re{ewe x = π
4 .

135. Neka je p celobrojni koren date jedna~ine. Tada je p3 − np2 + pn − n2 = 1, tj.
(p2 + n)(p− n) = 1.

Razlikova}emo dva slu~aja.

(i) p2 + n = p− n = −1.

Ovde jen = p+1 i−1 = p2+(p+1), pa sledi p2+p+2 = 0, {to nema celobrojnih
re{ewa.

(ii) p2 + n = p− n = 1.

Ovde je n = p − 1 i 1 = p2 + (p − 1), pa sledi p2 + p − 2 = (p − 1)(p + 2) = 0,
odakle je p = 1 ili p = −2.

Prema tome, jedna~ina ima celobrojna re{ewa ako je n = 0 ili n = −3.
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136. Konstrui{emo graf G = (V,E) na slede}i na~in: ~vorovi su date ta~ke, a ivica
postoji izme|u dva ~vora ako je du`ina odgovaraju}e tetive ve}a od

√
3. Nije te{ko

primetiti da u datom grafu ne postoji trougao, jer je stranica jednakostrani~nog

trougla upisanog u jedini~ni krug
√
3.

Dokazujemo indukcijom nejednakost |E| 6 |V |2
4 , za graf G = (V,E) koji ne sadr`i

trouglove. Za |V | = 1 i |V | = 2 baza je o~igledna. Dokazujemo indukcijski korak sa
|V | na |V | + 2; zato posmatramo dva ~vora A i B koji su me|usobno spojeni ivicom

(ukoliko ne postoje tada je |E| = 0). Ukupan broj ivica koje polaze iz A i B ne

prelazi V , jer je svaki od preostalih ~vorova povezan sa najvi{e jednim od wih. Sada

je

E 6 V 2

4
+ 1 + V =

(V + 2)2

4
.

Ovim je nejednakost dokazana.

137. Postavimo sud na teme A i nalivamo u wega vodu sve dok se povr{ina ne poklopi sa

ravniEBD (slika 2.30). Primetimo da u tommomentu voda zauzima 1
6 zapremine suda.

Ne prolivaju}i vodu, postavimo posudu na ivicuAD. Nagnimo sud (oslowen na ivicu

AD) tako da povr{ina vode �prolazi� kroz ivicuBC . Ozna~imo na iviciAE ta~ku

X koja predstavqa �presek� ove ivice i povr{ine vode. O~igledno je AX = 1
3AE.

Postavimo sada sud na osnovuABCD i dolijemo vodu do ta~keX .

Slika 2.30.

138. Konstrui{imo ta~ku D, tako da je CD paralelno sa AB i DB paralelno sa AC .

^etvorougao ABDC je paralelogram, i va`i AC = BD = BX i AB = DC =
CY . TrougloviBDX , CDY iAXY su jednakokraki. Zbog paralelnosti dobijamo

^BDX = ^BXD = ^XDC i ^CDY = ^CY D = ^Y DB. Zakqu~ak je da

ta~keX i Y le`e na simetrali^BDC , pa su ta~keX,Y, P,D kolinearne. Kako su

trougloviABC iDCB podudarni, treba pokazati da je ^BDC + ^BPC = 180◦,
odnosno da je ~etvorougao BPCD tetivan. Ovo direktno sledi iz ~iwenice da se

simetrala ugla i simetrala naspramne stranice seku na opisanom krugu oko trougla.

139. Iz uslova zadatka IP
IB = IQ

IA nije te{ko zakqu~iti da su trouglovi IPQ i IBA

sli~ni, pa sledi da je ~etvorougaoABQP tetivan. Sada je^IPQ = β
2 i^IQP = α

2 .

Analogno dobijamo da su i ~etvorougloviBCRQ iACRP tetivni. Uglovi trougla

PQR su^RPQ = 90◦ − α
2 ,^PQR = 90◦ − β

2 i^QRP = 90◦ − γ
2 . Iz jednakosti
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^IPQ + ^PQR = 90◦, dobijamo da je PI ⊥ RQ, pa je ta~ka I ortocentar trougla
PQR.

Neka je S centar opisanog kruga oko trougla PQR, dok su centri opisanih krugova
oko ~etvorouglova ABQP , ACRP i BCRQ ta~ke C ′, B′ i A′, redom. Kako ta~ke

A′ iB′ le`e na simetrali du`iCR, va`iA′B′ ∥ PQ. Sli~no imamoB′C ′ ∥ RQ i

A′C ′ ∥ PR.

Koriste}i jednakost uglova sa normalnim kracima dobijamo^OB′C ′ = ^IAC = α
2

i ^OC ′B′ = ^IAB = α
2 . Ovo zna~i da je O centar opisanog kruga za △A′B′C ′.

Trouglovi A′B′C ′ i PQR su homoteti~ni, jer imaju sve uglove jednake. Centar

homotetije je presek pravih A′P , B′Q i C ′R. Ta~ka S je ortocentar za trougao

A′B′C ′ i centar opisanog kruga trougla PQR. Dakle, centar homotetije le`i na
preseku pravih SI iOS, pa su ta~ke S, I iO kolinearne.

140. Ozna~imo ^BDC = ϕ. Primenom sinusne teoreme na trouglove DBC i ADC
dobijamo

BC

sinϕ
=

CD

sin 80◦
=

CD

cos 10◦
i

CD

sin 20◦
=

AD

sin(ϕ− 20◦)
=

BC

sin(ϕ− 20◦)
,

tj.
BC

CD
=

sinϕ

cos 10◦
i

BC

CD
=

sin(ϕ− 20◦)

sin 20◦
.

Dakle, problem svodimo na re{avawe trigonometrijske jedna~ine:

sin(ϕ− 20◦) = 2 sin 10◦ sinϕ.

Jedno o~igledno re{ewe je ϕ = 30◦. Razvijawem sinusa razlike, dobijamo ekviva-

lentnu jedna~inu

sinϕ (cos 20◦ − 2 sin 10◦) = cosϕ sin 20◦,

odakle je ctg ϕ =
cos 20◦ − 2 sin 10◦

sin 20◦
. Kako je ctg x rastu}a funkcija na intervalu

(20◦, 80◦), to je ^BDC = 30◦ jedino re{ewe.

141. Doka`imo tvr|ewe indukcijom po n. Lako se proverava da je tvr|ewe ta~no za n = 1
i n = 2. Pretpostavimo da je iskaz ta~an za sve k < n i poka`imo da on ostaje na

snazi i za k = n.

Izaberimo teme X na stranici AB koje je na primer bli`e ta~ki A nego ta~ki B
(slika 2.31). Ako jeX = C dobijamo da kolinerane ta~ke A,X,B na stranici AB
trougla zadovoqavaju uslov (b). U protivnom jeX = A iliX = B. Pretpostavimo

da je X = B (drugi slu~aj se razmatra na sli~an na~in). Posmatrajmo ta~ku Y
na du`i AC takvu da je XY ∥ BC . Ako je Y = C , na trougao AXY se mo`e

primeniti induktivna pretpostavka. Ako je Y = B, ta~ke A, Y,C na stranici AC
su kolinerane. Najnepovoqniji slu~aj je zbog toga Y = A. Sli~nim rasu|ivawem

zakqu~ujemo da je (u najnepovoqnijem slu~aju) Z = C , nakon toga da je T = B, pa
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U = A, V = C . Ukoliko je P = Q = R onda se lako vidi da se na jednoj od du`i

XV, Y Z ili UT moraju na}i tri ta~ke ozna~ene sa A,B i C . Zbog toga mo`emo

pretpostaviti da je trougao PQR nedegenerisan.

R Q

P

VU

T

ZY

X BA

C

Slika 2.31.

Rasu|uju}i kao i pre (posmatrawem du`i UT i XV ) dolazimo do zakqu~ka da je

P = B (u najnepovoqnijem slu~aju). Ovo me|utim zna~i da na trougao UV P mo`emo

primeniti induktivnu hipotezu, {to i zavr{ava dokaz tvr|ewa.

142. Pretpostavimo da su mravi numerisani brojevima od 1 do 100 i da svaki od wih nosi
mrvicu hrane numerisane istim brojem. Zamislimo da pri svakom sudaru dva mrava

razmene mrvice koje nose. Uo~imo da tada, bez obzira na �komplikovano� kretawe

svakog pojedina~nog mrava, svaka mrvica (mewaju}i vlasnika) nastavqa da se kre}e u

istom smeru i istom brzinom kao na po~etku. Odavde zakqu~ujemo da }e svaka mrvica,

a time i mrav koji je nosi, napustiti {tap nakon isteka dva minuta. Ukupan broj

sudara jednak je ukupnombroju razmenamrvica hrane ili drugimre~ima ukupnombroju

ukr{tawa koje mrvice me|usobno naprave. O~igledno je taj broj najve}i ako se 50
mrvica, kre}u}i se sa leva na desno, ukr{ta sa 50 mrvica koje se kre}u sa desna na

levo. Odgovor je dakle 50 · 50 = 2500.

143. (a) U ovom slu~aju broj razli~itih rasporeda je 74 = 2401.

(b) Razlikuju}i slu~ajeve kada su nijedna, jedna, dve ili tri kutije prazne dolazimo do

re{ewa (
7

4

)
+ 3 ·

(
7

3

)
+ 3 ·

(
7

2

)
+

(
7

1

)
= 210.

(v) Ponovo razlikuju}i slu~ajeve kada su nijedna, jedna, dve ili tri kutije prazne

dolazimo do re{ewa 1 + 6 + 7 + 1 = 15.

(g) Ima 5 razli~itih rasporeda (1, 1, 1, 1; 2, 1, 1, 0; 2, 2, 0, 0; 3, 1, 0, 0; 4, 0, 0, 0).

144. U pravouglom trouglu va`i c2 = a2 + b2 i ch = ab. Koriste}i te jednakosti

dobijamo (
c+ h

a+ b

)2

=
c2 + 2ch+ h2

a2 + 2ab+ b2
=

c2 + 2ch+ h2

c2 + 2ch
= 1 +

h2

c2 + 2ch
.
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Primetimo i da je c > 2h (hipotenuzina visina je mawa ili jednaka te`i{noj du`i

iz temena pravog ugla), pa sledi da je(
c+ h

a+ b

)2

6 1 +
h2

(2h)2 + 2 · 2h · h
=

9

8
,

odnosno
c+ h

a+ b
6 3

√
2

4
.

145. Uvedimo slede}e oznake: α = ^BAD, β = ^DAE, γ = ^EAC . Kako je BA =
BE = 48 cm, imamo da je^AEB = ^BAE = α+β, dok iz jednakostiCA = CD =
55 cm sledi da je^ADC = ^CAD = β + γ. Posmatraju}i trougaoADE dobijamo

180◦ = (α+ β) + (β + γ) + β = (α+ β + γ) + 2β.

Kako je482+552 = 732, zakqu~ijemoda je trougaoABC pravougli, tj. da je^BAC =
α+ β + γ = 90◦. Dakle, 180◦ = 90◦ + 2β, tj. ^DAE = 45◦.

146. Neka je ABC dati trougao, AD, BE i CF visine, a H wegov ortocentar. Tada su

~etvorougloviBDHF iCDHE tetivni, pa va`i^FBH = ^FDH (periferijski

uglovi nad FH) i ^ECH = ^EDH (periferijski uglovi nad EH). Trouglovi

ABE i AFC imaju jednake uglove (prav ugao i zajedni~ki ugao kod temena A), pa je
^ABE = ^AFC . Odavde je^FBH = ^ECH , odnosno^FDH = ^EDH , {to je

i trebalo dokazati.

147. Neka je BC = a. Na osnovu uslova zadatka je ^ADN = ^NDM = α, pa je

^DMC = 2α. Tada je

AN = a tgα = tgα sin 2α ·DM, MC = cos 2α ·DM,

odakle dobijamo

AN +MC = (tgα sin 2α+ cos 2α) ·DM = DM.

148. Nejednakost (1.2) je ekvivalentna sa

(2.32) 2bc cos3 α+ 2ca cos3 β + 2ab cos3 γ < a2 + b2 + c2.

Uo~imo da je

(2.33) 2bc cos3 α+ 2ca cos3 β + 2ab cos3 γ < 2bc cosα+ 2ca cosβ + 2ab cos γ.

Na osnovu kosinusne teoreme va`i

2bc cosα = b2 + c2 − a2, 2ca cosβ = c2 + a2 − b2, 2ab cos γ = a2 + b2 − c2,

odakle, posle sabirawa dobijamo

(2.34) 2bc cosα+ 2ca cosβ + 2ab cos γ = a2 + b2 + c2.

Iz relacija (2.34) i (2.33) sledi nejednakost (2.32), odnosno nejednakost (1.2).
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149. Primenom sinusne teoreme na trouglove A1A2A3, B1B2B3 i C1C2C3 dobijamo jed-

nakosti
sinα1

sinα2
=

A2A3

A1A3
,

sinβ1

sinβ2
=

B2B3

B1B3
,

sin γ1
sin γ2

=
C2C3

C1C3
.

Mno`ewem ovih jednakosti dobijamo

sinα1 sinβ1 sin γ1
sinα2 sinβ2 sin γ2

=
A2A3 ·B2B3 · C2C1

A1A3 ·B1B3 · C1C3

odakle, s obzirom na to da je A2A3 > B1B3, B2B3 > C1C3, C2C3 > A1A3, sledi

tra`ena nejednakost.

150. Neka je BC = a. Po uslovu zadatka imamo da je ^DMN = ^CMD = α, odakle

dobijamo^BMN = 180◦ − 2α,CM =
a

tgα
i

BM = BC − CM = a
(
1− 1

tgα

)
.

Tada je

BN = BM · tg (180◦ − 2α) = −BM · tg 2α

= a · 1− tgα

tgα
· 2 tgα

1− tg2 α
=

2a

1 + tgα
,

odakle dobijamo da je

AN = AB −BN = a ·
(
1− 2

1 + tgα

)
= a · tgα− 1

tgα+ 1
= a · tg(α− 45◦).

Kako je tg^ADN =
AN

a
, zakqu~ujemo da je^ADN = α− 45◦. Stoga je

^MDN = 90◦ − ^ADN − ^CDM = 90◦ − (α− 45◦)− (90◦ − α) = 45◦.

151. Neka je H visina prizme, a a osnovna ivica. Ako su D i E sredi{ta ivica B1C1 i

BC , trougaoA1DE je pravougli, i wegova povr{ina je jednaka

P△A1DE =
1

2
A1D ·DE =

r

2
(A1D +DE +A1E) .

Kako je DE = H , A1D =
a
√
3

2
, A1E =

√
3a2

4
+H2, i imaju}i u vidu da je a =

2r
√
3, dobijamo da jeH2 = 4Hr, odakle jeH = 4r. Dakle, V =

a2
√
3

4
H = 12

√
3r3.

152. Neka je d = nzd
(
n2 + 1, (n+ 1)2 + 1

)
. Tada d | ((n+ 1)2 + 1− (n2 + 1)), odnosno

d | (2n + 1). Otuda d | (n2 + 1 − (2n + 1)), odnosno d | n(n − 2). Odavde, kako je
d uzajamno prost sa n (jer ako je k = nzd(n2 + 1, n) dobijamo da k | (n2 + 1 − n2),
odnosno k = 1), zakqu~ujemo da d | (n − 2). Dakle, dobili smo da d | (2n + 1) i
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d | (n− 2), pa zakqu~ujemo da d | (2n+1− 2(n− 2)), odnosno d | 5. Odavde su jedine
potencijalne vrednosti za d brojevi 1 i 5.

Odredimo sada ostatak pri deqewu sa 5 broja n2 + 1. Ukoliko n pri deqewu sa 5
ima redom ostatke 0, 1, 2, 3, 4, onda broj n2 + 1 pri deqewu sa 5 ima redom ostatke

0, 2, 0, 0, 2. Zato je d = 5 ako i samo akon pri deqewu sa 5 daje ostatak 2, dok je u svim
ostalim slu~ajevima d = 1.

153. Primetimo da je

P (x7) = ((x7)6−1)+((x7)5−1)+((x7)4−1)+((x7)3−1)+((x7)2−1)+(x7−1)+7.

Polinom u svakoj od{est zagrada je oblika (x7)k−1, k = 1, 2, . . . , 6, pa kori{}ewem
formule za razliku k-tih stepena,

ak − bk = (a− b)(ak−1 + ak−2b+ · · ·+ abk−2 + bk−1)

dobijamo da je svaki od tih polinoma deqiv polinomom x7 − 1. Kako je pri tome

i x7 − 1 = (x − 1)P (x), zakqu~ujemo da je tra`eni ostatak pri deqewu polinoma
P (x7) polinomom P (x) jednak 7.

154. Na osnovu uslova zadatka je a 6 x, y 6 b, pa va`i

1

b
6 1

x
,

1

y
6 1

a
i

1

b
6 1

2

(
1

x
+

1

y

)
6 1

a
.

S obzirom na to da va`i i a 6 1

x
+

1

y
6 b, sledi a 6 2

b
i
2

a
6 b, odnosno da je ab = 2.

Kako su a i b prirodni brojevi, zakqu~ujemo da je tra`eni interval [1, 2].

155. Primenom nejednakosti izme|u aritmeti~ke i geometrijske sredine dobijamo

x6

3 + x6

3 + x6

3 + y6

2 + y6

2 + z6

6
> 6

√
x6

3
· x

6

3
· x

6

3
· y

6

2
· y

6

2
· z6 =

x3y2z√
3 3
√
2
,

odakle je

x3y2z

x6 + y6 + z6
6

√
3 3
√
2

6
.

Za
x6

3
=

y6

2
= z6 vrednost

√
3 3
√
2

6
se dosti`e i ona je tra`eni maksimum.

156. Nejednakost izme|u aritmeti~ke i geometrijske sredine primewena na brojeve a5,a5,

x5, x5, x5 daje a2x3 6 2

5
a5 +

3

5
x5. Analogno dobijamo i da je b2y3 6 2

5
b5 +

3

5
y5.

Sabirawem ove dve nejednakosti dobijamo da je a2x3 + b2y3 6 1, {to je i trebalo
dokazati.
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157. Re{eweima smisla tra`iti jedinou skupu [1, 2]∪{3} (presekoblasti definisanosti
sva tri kvadratna korena). Nejedna~inu mo`emo zapisati i u slede}em obliku√

(x− 1)(3− x) +
√
(2− x)(3− x) >

√
(3− x)(4− x).

Broj 3 jeste, o~igledno, re{ewe. Za x ∈ [1, 2] nejedna~inu mo`emo podeliti sa√
3− x, i tako dobijamo

√
x− 1 +

√
2− x >

√
4− x, {to posle kvadrirawa daje

2
√
(x− 1)(2− x) > 3− x.

Posle jo{ jednog kvadrirawa dobijamo nejedna~inu 5x2 − 18x + 17 6 0, koja nema
re{ewe u skupu realnih brojeva, jer jeD = 182− 4 ·5 ·17 < 0. Dakle, jedino re{ewe
je x = 3.

158. Za a = 0 jedinstveno re{ewe je x = 0, i ono pripada intervalu (−1, 1). Za a ̸= 0,

re{ewa su x1 =
1

3a
, x2 = −a(a− 4), pa treba re{iti sistem nejedna~ina

∣∣∣ 1
3a

∣∣∣ < 1, | − a2 + 4a| < 1,

odnosno

(3a < −1 ∨ 3a > 1) ∧
(
−a2 + 4a+ 1 > 0 ∧ −a2 + 4a− 1 < 0

)
,

odakle je a ∈
(
2 +

√
3, 2 +

√
5
)
. Dakle, za a ∈ {0} ∪

(
2−

√
3, 2 +

√
5
)
svako

re{ewe x date jedna~ine zadovoqava tra`eni uslov |x| < 1.

159. Postavqeni problem je ekvivalentan slede}em problemu: odrediti sve parove re-

alnih brojeva p i q za koje je svaki broj x iz intervala [1, 5] re{ewe nejedna~ine
|x2 + px + q| 6 2. Apscisa temena parabole f(x) = x2 + px + q je xT = −p

2 .

Tra`eni brojevi p i q su re{ewa jednog od slede}a tri sistema nejedna~ina.

1)  xT < 1,
f(1) > −2,
f(5) 6 2,

⇔

 −p
2 < 1,

1 + p+ q > −2,
25 + 5p+ q 6 2.

Sistem nema re{ewe.

2)  xT > 5,
f(1) 6 2,
f(5) > −2,

⇔

 −p
2 > 5,

1 + p+ q 6 2,
25 + 5p+ q > −2.

Sistem nema re{ewe.

3) 
1 6 xT 6 5,
f(1) 6 2,
f(5) 6 2,
f(xT ) > −2,

⇔


1 6 −p

2 6 5,
1 + p+ q 6 2,
25 + 5p+ q 6 2,
4q−p2

4 > −2,

⇔ p = −6, q = 7.
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160. Dati sistem je ekvivalentan sistemu

bu2 + v + 2b = 0,

bv2 + u+ 2b = 0,

gde je u = x+ 1, v = y − 3. Kako je dobijeni sistem simetri~an po u i v, on }e imati
jedinstveno re{ewe samo ako jedna~ina bu2 + u+ 2b = 0 ima jedinstveno re{ewe, a

to je slu~aj ako i samo ako je b ∈
{
0, 1

2
√
2
,− 1

2
√
2

}
. Proverom se utv|uje da za ove tri

vrednosti sistem po u i v, a time i polazni sistem, ima jedinstveno re{ewe.

161. Lako je do}i do zakqu~ka da je

105
105

10

≡ −1 (mod 11),

jer je 10 ≡ −1 (mod 11), a svaki stepen broja 5 je neparan broj.

Kako je 52 = 25 ≡ 3 (mod 11), zakqu~ujemo da je 54 ≡ 32 = 9 ≡ −2 (mod 11),
odnosno da je 55 = 5 · 54 ≡ 5 · (−2) = 9 = −10 ≡ 1 (mod 11). Dakle,

510
510

5

≡ 1 (mod 11).

Do ovog zakqu~ka se mo`e do}i i pomo}u male Fermaove teoreme. Sada mo`emo

zakqu~iti da je

105
105

10

+ 510
510

5

≡ 0 (mod 11).

162. Uo~imo da je

571 = 57, 572 = 3249, 573 = 185193, 574 = 10556001.

Prema tome, va`i (N iM su odgovaraju}i prirodni brojevi)

572008 =
(
574
)502

=
(
N · 107 + 556 · 103 + 1

)502
= M · 107 + 502 · 556 · 103 + 1 = M · 107 + 279112 · 103 + 1

= . . . 112001,

to jest posledwih {est cifara broja 572008 su 112001.

163. Ukoliko u zapisu nekog desetocifrenog broja u~estvuju sve cifre od 0 do 9, onda je taj
broj deqiv sa 9. Precrtavawem jedne cifre c iz takvog broja dobijamo devetocifreni
broj ~iji je ostatak pri deqewu sa 9 jednak 9− c. Prema tome, ukoliko je c cifra koja
se ne pojavquje u zapisu broja 229, tada postoji ceo broj k takav da va`i

229 = 9k − c.

Stepeni broja 2 pri deqewu sa 9 redom daju ostatke:

2, 4, 8, 7, 5, 1, 2, 4, 8, 7, 5, 1, . . .

Na osnovu toga zakqu~ujemo da je ostatak deqewa broja 229 brojem 9 jednak 5, tj. va`i
229 = 9k − 4. Dakle, tra`ena cifra je 4.
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164. Ozna~imo redom saAn,Bn iCn, n ∈ N, slobodan ~lan, koeficijent uz x i koefici-
jent uz x2 u polinomu

P2n(x) = ((· · · (((x− 2)2 − 2)2 − 2)2 − · · · − 2)2 − 2)2︸ ︷︷ ︸
n

.

O~igledno jeAn = P2n(0) = 4, {to povla~i

P2n+1(x) = (P2n(x)− 2)2 = (x3 ·R2n−3 + Cn · x2 +Bn · x+An − 2)2

= (x3 ·R2n−3 + Cn · x2 +Bn · x+ 2)2,

za neki polinomR2n−3(x). Iz posledwe jednakosti sledi

Bn+1 = 4Bn, Cn+1 = B2
n + 4Cn.

Iz prve dobijene veze, po{to je B1 = −4, sledi da je Bn = −4n. Sada, na osnovu
druge veze, imaju}i u vidu i da jeC1 = 1 dobijamo

Cn+1 = B2
n + 4Cn = B2

n + 4(B2
n−1 + 4Cn−1) = · · · =

= B2
n + 4B2

n−1 + 42B2
n−2 + · · ·+ 4n−1B2

1 + 4nC1

= 42n + 42n−1 + 42n−2 + · · ·+ 4n+1 + 4n

= 4n · 4
n+1 − 1

3
.

Uzimaju}in = 2006 dobijamo da je tra`eni koeficijent uz x2 u posmatranom razvoju

jednak 42006 · 4
2007 − 1

3
.

165. Za svaki pozitivan realan broj x va`i

(2.35)
1

9x+ 1
> 1

x+ 1
− 1

2
,

jer je ova nejednakost, za x > 0, ekvivalentna sa (3x − 1)2 > 0. Ako u (2.35) x
zamenimo redom sa a, b, c, d, a zatim dobijene nejednakosti saberemo, dobijamo

1

9a+ 1
+

1

9b+ 1
+

1

9c+ 1
+

1

9d+ 1
> 1

a+ 1
+

1

b+ 1
+

1

c+ 1
+

1

d+ 1
− 4 · 1

2
= 1.

Jednakost se dosti`e samo ako je a = b = c = d = 1
3 .

166. Odredi}emo prvo koliko ima brojeva mawih od 109 koji ne sadr`e cifru 0, kao i

kolikoimabrojevamawihod109 kojinemaju dve jednake susednecifre. Akora~unamo
redom koliko ima takvih jednocifrenih, dvocifrenih, . . . , osmocifrenih brojeva, u

oba slu~aja dobijamo isti rezultat

N = 9 + 92 + 93 + 94 + 95 + 96 + 97 + 98 = 597870.

Prema tome, ima podjednako, 99999999 − 597870 = 99402129, prirodnih brojeva
mawih od 109 koji sadr`e cifru 0 i onih u kojima se mogu na}i dve jednake susedne
cifre.
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167. Prirodan broj n mo`emo zapisati kao zbir n prirodnih sabiraka samo kao

n = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

.

Jednim grupisawem po dve jedinice dobijamo n − 1 zapis broja n kao zbir n − 1
sabiraka. Jo{ jednim pripajawem jedne jedinice nekom od sabiraka dobijamo

(n− 1)(n− 2)

2
=

(
n− 1

2

)
zbirova odn− 2 sabirka (delimo sa 2 jer nije bitno koje pripajawe je prvo u~iweno).
Slede}im pripajawem dobijamo jo{

(n− 1)(n− 2)(n− 3)

3!
=

(
n− 1

3

)
tra`enih zbirova. Nastavqaju}i ovaj postupak dobijamo da jeN , broj na~ina na koji

se prirodan broj n mo`e predstaviti kao zbir jednog ili vi{e prirodnih brojeva,

jednak

N = 1 + (n− 1) +

(
n− 1

2

)
+

(
n− 1

2

)
+ · · ·+

(
n− 1

n− 1

)
= (1 + 1)n−1 = 2n−1.

168. U me|usobnim me~evima ~etiri posledwe ekipe podeqeno je 12 poena ( 4·32 · 2 = 12).
Me|utim, kako te ~etiri ekipe imaju zajedno 14 poena, jedna od tih ekipa je morala da
pobedi jednu od prve ~etiri ekipe. Dakle, posledwe ~etiri ekipe sa tabele izgubile

su 15 (4 · 4− 1 = 15) utakmica od prve ~etiri ekipe.

169. Primetimo da su rastojawa me|u ~vorovima mre`e 1,
√
2 ili ve}a.

U slu~aju da je mn parno (na primer n je parno) postoji Hamiltonova kontura2 po

kvadratnoj mre`i du`ine mn (slika 2.32) i ona je najkra}a zatvorena putawa koja

povezuje sve ~vorove mre`e.

Slika 2.32. Slika 2.33.

Akosuiminneparnikonstrukcijasaslike2.33opisujekonturudu`inemn+
√
2−1.

Doka`imo da sada ne postoji Hamiltonova kontura po kvadratnoj mre`i. Obojimo

2Hamiltonova kontura je put koji po~iwe i zavr{ava se u istom ~voru, a kroz sve ostale ~vorove grafa prolazi

ta~no jedanput.
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~vorove mre`e crno-belo ({ahovski). Ako bi postojala Hamiltonova kontura koja

prolazi svakim ~vorom samo jednom nawoj bi bio isti broj crnih i belih ~vorova. To

nije mogu}e, jer je broj ~vorova mn neparan. Zato barem jedno me|urastojawe mora

biti ve}e od 1, dakle bar
√
2, pa je du`ina najkra}e putawemn+

√
2− 1.

170. Postoji. Zamislimo da su kroz svake dve od datih ta~aka povu~ene prave. Takvih

pravih ima mnogo (koliko?), ali ipak kona~no mnogo, pa je mogu}e povu}i pravu koja

nije paralelna ni sa jednom od prethodno povu~enih. Neka je l takva prava, i neka se
svih 3000 ta~aka nalazi sa iste strane te prave. Sada zamislimo da pravu l pomeramo
paralelno sve dok ne dodirne jednu ta~ku iz datog skupa od 3000 ta~aka. Zatim

pomerawe nastavqamo dok ne dodirnemo drugu i tre}u ta~ku. Tako dobijamo temena

prvog od 1000 tra`enih trouglova. Postupak nastavqamo sve dok ne dodirnemo i

posledwu ta~ku. Napomenimo da je za re{avawe zadatka presudan izbor polo`aja

prave l, jer on obezbe|uje da u jednom trenutku ne mo`emo da dodirnemo vi{e od jedne
ta~ke iz datog skupa. Kako se svaki od trouglova nalazi unutar jedne �trake� u ravni

~ije granice su prave koje su paralelne sa l i prolaze kroz prvo i tre}e teme, jasno je
da su ti trouglovi disjunktni.

171. Ozna~imosaaib stranicevelikogimalogkvadrata, a saxiy stranicepravougaonika
(slika 1.6). Na osnovu uslova zadatka je

9 + 4
√
5 =

a2

b2
=
(a
b

)2
,

odakle dobijamo

(2.36)
a

b
= 2 +

√
5.

Sa slike uo~avamo da je a = x + y i y = b + x, pa je x =
1

2
(a− b) i y =

1

2
(a+ b).

Prema tome,

(2.37)
x

y
=

a− b

a+ b
=

a
b − 1
a
b + 1

.

Na osnovu jednakosti (2.36) i (2.37) dobijamo

x

y
=

2 +
√
5− 1

2 +
√
5 + 1

=

√
5− 1

2
.

172. Docrtajmo ta~kuK , koja je simetri~na ta~ki F u odnosu naM . Tada je ~etvorougao

KBFC paralelogram i va`i ^BKM = ^MFA. Kako su ta~ke A,M,F,D na

krugu ω, va`i ^MFA = ^MEB. Sledi da je ~etvorougao MKFM tetivan. Iz

jednakosti uglova nad tetivom BK va`i ^BEK = ^BMK = ^FMD. Tako|e,

imamo da je ^FMD = ^FAD, pa zakqu~ujemo da je ^BEK = ^DAE, odnosno,

AD ∥ EK . Du`MN je po konstrukciji sredwa linija△AEK , pa jeAD paralelno

saMN .
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173. Ozna~imo saA1,B1,D1 ta~ke u kojima upisani krug u△ABD dodiruje stranice tog

trougla, sa A2, C2, D2 ta~ke u kojima upisani krug u△ACD dodiruje odgovaraju}e

stranice, a saG iH ta~ke u kojima zajedni~ka spoqa{wa tangenta, razli~ita odBC ,

dodiruje krugoveK1 iK2. Neka jeAC = b, AB = c, BD = u,DC = v iAD = d.
Tada je

2AK = (AB1 −GK) + (AC2 −HK) = AB1 +AC2 −GH

= AD1 +AD2 −A1A2 = AD1 +AD2 −DA1 −DA2.

Kako je

AD1 =
c+ d− u

2
, AD2 =

b+ d− v

2
,

DA1 =
d+ u− c

2
, DA2 =

d+ v − b

2
,

zamenom dobijamo

2AK =
c+ d− u+ b+ d− v − d− u+ c− d− v + b

2
= b+ c− u− v,

odnosno,AK =
1

2
(AC +AB −BC).

174. Posmatramo rotaciju za 180◦ u odnosu na ta~ku P (slika 2.34).

Slika 2.34.

Kriva C se slika u podudarnu figuru C′. Ako se krive C i C′ seku u ta~ki A, tada se
seku i u ta~ki B koja je simetri~na ta~ki A u odnosu na P . Zbog osobina simetrije

je PA = PB, pa je dovoqno pokazati da se krive C i C′ moraju se}i. Neka je ta~ka

X najbli`a, a ta~ka Y najdaqa ta~ka sa krive C ta~ki P . Posle rotacije ta~kaX se

nalazi u C′, a ta~ka Y van krive C′. Zbog neprekidnosti postoji ta~ka koja se nalazi

na obodu krive C′.

175. Ako jeX izdvojena ta~ka skupa C takva da je
−−→
OX =

−−→
OAi +

−−→
OBj , onda jeAi izdvojena

ta~ka skupaA, aBj izdvojena ta~ka skupaB. Zaista, neka je p prava takva da jeX ∈ p,
a ostale ta~ke iz C su u istoj zatvorenoj poluravni, tj. sa iste strane ove prave. Neka
je p1 prava paralelna sa p koja sadr`i ta~kuAi. Tvrdimo da su sve ostale ta~ke skupa

A sa iste strane prave p1. Pretpostavimo da nije tako, i da suA
′,A′′ ta~ke izA koje

su sa razli~itih strana prave p1. Neka suX
′,X ′′ ta~ke iz C definisane jednakostima
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−−→
OX ′ =

−−→
OA′ +

−−→
OBj i

−−−→
OX ′′ =

−−→
OA′′ +

−−→
OBj . Po{to translacijom za vektor OBj

prava p1 prelazi u pravu p, zakqu~ujemo da su ta~ke X
′ i X ′′ sa razli~itih strana

prave p, {to je kontradikcija.

Iz dokazanog sledi da mo`emo pretpostaviti da su sve ta~keAi izdvojene ta~ke skupa

A (uprotivnomihizbacujemoiz skupa, jernedoprinoseformirawuizdvojenihta~aka

u skupu C), kao i da su sve ta~keBj izdvojene ta~ke skupa B. Drugim re~ima, ta~keAi

su temena konveksnog poligona P , a ta~keBj su temena konveksnog poligonaQ. Sve

izdvojene ta~ke skupa C su, tako|e, temena nekog konveksnog poligonaR.
Opa`awe koje kompletira re{ewe zadatka je da je svaka strana poligonaR paralelna

ili strani poligona P ili strani poligona Q. Zaista, neka je X1X2 jedna strana

poligona R i neka je prava p odre|ena saX1 iX2. Obe ta~keX1 iX2 su izdvojene

ta~ke skupa C, pa va`i
−−→
OX1 =

−−→
OA′ +

−−→
OB′ i

−−→
OX2 =

−−→
OA′′ +

−−→
OB′′ za neke izdvojene

ta~ke A′, A′′ ∈ A i izdvojene ta~ke B′, B′′ ∈ B. Primetimo da va`i bar jedna od
nejednakostiA′ ̸= A′′ iliB′ ̸= B′′. Na primer, neka va`iA′ ̸= A′′. Neka je p′ prava
koja sadr`iA′ i paralelna je pravoj p, a p′′ prava koja sadr`iA′′ i paralelna je pravoj

p. Iz izdvojenosti ta~akaA′ iA′′ sledi da je p′ = p′′, tj. A1A2 je strana poligona P
paralelna straniX1X2 poligonaR.

176. Sva re{ewa date jedna~ine su i re{ewa jedna~ine

(2.38) 4 sin2
(
3x+

π

4

)
= 1 + 8 sin 2x cos2 2x,

koja se dobija kvadrirawem leve i desne strane jednakosti (Obrnuto ne va`i!). Kako

je pri tome

4 sin2
(
3x+

π

4

)
=

1− cos
(
6x+ π

2

)
2

=
1 + sin 6x

2
,

8 sin 2x cos2 2x = 4 cos 2x(2 sin 2x cos 2x) = 4 cos 2x sin 4x = 2(sin 6x+ sin 2x),

zakqu~ujemo da je jedna~ina (2.38) ekvivalentna sa jedna~inom

2 + 2 sin 6x = 1 + 2 sin 6x+ 2 sin 2x,

odnosno sa sin 2x =
1

2
. Dakle, re{ewa jedna~ine (2.38) su

x1,k =
π

12
+ kπ, k ∈ Z ∨ x2,l =

5π

12
+ lπ, l ∈ Z.

Sada, zamenom u polaznoj jedna~ini dolazimo do zakqu~ka koja od ovih re{ewa su i

re{ewa polazne jedna~ine. Kako je

2 sin
(
3x1k +

π

4

)
= 2 sin

(
3kπ +

π

2

)
= 2 cos kπ,

sledi da je za |k| neparno leva strana jednakosti negativna (−2), pa ta re{ewa odbacu-
jemo. Za |k| parno jednakost va`i. Sli~no, na osnovu

2 sin
(
3x1l +

π

4

)
= 2 sin

(
3kπ +

3π

2

)
= −2 cos lπ



132

odbacujemoonare{ewakada je |l|parno. Za |l|neparno jednakost va`i. Dakle, re{ewa
polazne jedna~ine su

x1,k =
π

12
+ 2kπ, k ∈ Z ∨ x2,l =

5π

12
+ (2l + 1)π, l ∈ Z.

177. S obzirom na to da je chc = ab i zhz = xy, data nejednakost mo`e da se zapi{e na
slede}i na~in

√
cz + 2

√
axby

cz
6

√
2
(√

ax+
√
by
)
.

Ako ovu nejednakost kvadriramo i pomno`imo sa cz dobijamowoj ekvivalentnu nejed-
nakost c2z2 + 2axby 6 2cz(ax+ by), odnosno nejednakost

(2.39) (cz − 2ax)(cz − 2by) 6 0.

Primenom Pitagorine teoreme na trougloveABC iXY Z dobijamo c2 = a2 + b2 i
z2 = x2 + y2, odakle sledi

(2.40) c2z2 = (a2 + b2)(x2 + y2) = a2x2 + b2y2 + a2y2 + b2x2.

Na osnovu nejednakosti aritmeti~ke i geometrijske sredine dobijamo

a2y2 + b2x2 > 2
√
a2y2 · b2x2.

Primeniv{i posledwe u (2.40) dobijamo

(cz)2 > a2x2 + b2y2 + 2ax · by = (ax+ by)2,

odnosno cz > ax+ by. Odavde, zbog a > b i x > y, proizlazi da je cz > 2by. To, pak,
zna~i da drugi ~inilac u nejednakosti (2.39) nije negativan. Kako je a2 + b2 6 2a2 i
x2 + y2 6 2x2 (jer je b 6 a i x > y), dobijamo

cz 6
√
a2 + b2 ·

√
c2 + d2 6 a

√
2x

√
2 = 2ax,

{to zna~i da prvi ~inilac u nejednakosti (2.39) nije pozitivan. Dakle, proizvod iz

nejednakosti (2.39) nije pozitivan, ~ime smo dokazali tra`eno tvr|ewe.

178. Primenom nejednakosti izme|u aritmeti~ke i geometrijske sredine pozitivnih bro-

jeva dobijamo

(2.41)
a

α(s− a)
+

b

β(s− b)
+

c

γ(s− c)
> 3 3

√
abc

αβγ(s− a)(s− b)(s− c)
.

Mno`ewem ta~nih nejednakosti√
a2 − (b− c)2 6 a,

√
b2 − (c− a)2 6 b i

√
c2 − (a− b)2 6 c

dobijamo √
(a+ b− c)2(b+ c− a)2(c+ a− b)2 6 abc.
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Kako je a+ b > c, b+ c > a i a+ c > b iz prethodnog sledi

(s− a)(s− b)(s− c) 6 abc,

odnosno

(2.42) 8(a+ b− c)(b+ c− a)(a+ c− b) 6 abc.

Tako|e, primenom nejednakosti izme|u aritmeti~ke i geometrijske sredine dobijamo

i

(2.43) αβγ 6
(
α+ β + γ

3

)3

=
(π
3

)3
.

Na osnovu relacija (2.42) i (2.43), iz (2.41) proizlazi tra`ena nejednakost.

179. Koriste}i poznate nejednakosti (dokazati!)

4t2a = 2(b2 + c2)− a2, 4t2b = 2(c2 + a2)− b2, 4t2c = 2(a2 + b2)− c2,

dobijamo

(2.44)
t2a

b2 + c2
+

t2b
c2 + a2

+
t2c

a2 + b2
=

3

2
− 1

4

(
a2

b2 + c2
+

b2

c2 + a2
c2

a2 + b2

)
.

Kako je dati trougao o{trougli, kosinusi svih wegovih uglova su pozitivni, pa

primenom kosinusne teoreme dobijamo

(2.45)
a2

b2 + c2
+

b2

c2 + a2
c2

a2 + b2
= 3−

(
2bc cosα

b2 + c2
+

2ca cosβ

c2 + a2
+

2ab cos γ

a2 + b2

)
< 3.

Na osnovu relacija (2.44) i (2.45) sledi tra`ena nejednakost.

180. Na osnovu kosinusne teoreme dobijamo jednakost

cosα = cos f(b) =
b2 + c2 − a2

2bc
.

Diferencirawem po b obe strane posledwe jednakosti (uz kori{}ewe pravila za

diferencirawe razlomaka i slo`ene funkcije) dobijamo

− sinα · f ′(b) =
4b2c− 2c(b2 + c2 − a2)

4b2c2
=

a2 + b2 − c2

2b2c
,

odakle sledi jednakost
f ′(b)

sinα
=

a2 + b2 − c2

−2b2c sin2 α
.

Na sli~an na~in (ili pozivawem na simetriju izme|u a i b), dobijamo i jednakost

f ′(b)

sinβ
=

a2 + b2 − c2

−2a2c sin2 β
.

Upore|ivawem dve posledwe jednakosti lako je uo~iti da je tra`ena jednakost posle-

dica sinusne teoreme, tj. jednakosti b2 sin2 α = a2 sin2 β.
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181. Naosnovuprve jednakosti sledi0 < x 6 384,0 < y2 6 384i0 < z3 6 384, odnosno,
0 < x 6 384, 0 < y 6 19, 0 < z 6 7. Na isti na~in iz druge jednakosti sledi

0 < x 6 33, 0 < y 6 10, 0 < z 6 1152, {to zajedno sa prethodnim nejednakostima

daje 0 < x 6 33, 0 < y 6 10, 0 < z 6 7. Kada kvadriramo prvu jednakost i podelimo
je drugom, dobijamo yz5 = 128 = 27. Na osnovu uslova za y i z sledi da z = 1 ili
z = 2. Za z = 1 sledi da je y = 128, {to je nemogu}e zbog uslova y 6 10. Zna~i,
jedino re{ewe je z = 2, y = 4 i x = 3.

182. Ako d deli n, tada je i n
d delilac broja n. Iz uslova zadatka, broj n daje ostatak 3 pri

deqewu sa 4, tako da ne mo`e biti potpun kvadrat. Zato n ima paran broj delilaca,

pa ih mo`emo grupisati u parove (d, n
d ). Ostaje da doka`emo da za svaki takav par 24

deli

d+
n

d
=

n+ d2

d
=

(n+ 1) + (d2 − 1)

d
.

Kako su brojevi d i 24 uzajamno prosti (d nije deqivo sa 2 i sa 3), dovoqno je pokazati
kongruenciju d2 ≡ 1 (mod 24). Kako d nije deqiv sa 3, dobijamo 3 | (d2 − 1), a kako
je neparan broj sledi da 8 | (d2 − 1). Prema tome, 24 | (d2 − 1), {to je i trebalo
dokazati.

183. Iz uslova zadatka je f(n) = 22n + 2n · 3n + 32n, pa lako dobijamo:

f(2n) = 24n + 22n · 32n + 34n =
(
22n + 32n

)2 − 22n · 32n

=
(
22n + 32n − 2n · 3n

)
·
(
22n + 32n + 2n · 3n

)
.

Dakle, za svako n va`i f(n) | f(2n), pa f(2n) | f(2n+1), f(2n+1) | f(2n+2), i tako
daqe. Prema tome, za n > m va`i f(2m) | f(2n).

184. Broj se mo`e napisati kao zbir dva uzastopna prirodna broja ako i samo ako je oblika

a+(a+1) = 2a+1, odnosno, ako i samo ako je neparan. Ako se brojn pi{e kao zbir
tri uzastopna broja, tada je n = (a − 1) + a + (a + 1) = 3a, odnosno n je deqiv sa

3. Sli~no dokazujemo i obrnuto tvr|ewe. Dakle, zakqu~ujemo da je broj n dobar ako

i samo ako je neparan i deqiv sa 3, tj. ako daje ostatak 3 pri deqewu sa 6. Ukoliko
imamo n ≡ 3 (mod 6) i m ≡ 3 (mod 6), tada je n · m ≡ 3 · 3 ≡ 3 (mod 6), {to
zna~i da je proizvod dva dobra broja dobar broj.

185. Tra`eni proizvod mo`emo zapisati kao

(10a+ b)(10c+ d)(10e+ f)(10g + h)(10i+ j),

gde sua, b, c, d, e, f, g, h, i, j ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}i svi sume|usobnorazli~iti.
O~igledno je da a, c, e, g, i ∈ {5, 6, 7, 8, 9}. Mo`emo uzeti, ne gube}i na op{tosti, da

jea = 9, c = 8, e = 7, g = 6, i = 5. Tada je (90+b)(80+d)(70+f)(60+h)(50+j) =
(90 · 80 + 90d+ 80b+ bd)(70 + f)(60 + h)(50 + j). Ako pogledamo prvi ~inilac s
desne strane, jasno je da je za d > b proizvod ve}i, nego ako va`i suprotno. Analogno
zakqu~ujemo da je j > h > f > d > b, odakle dobijamo b = 0, d = 1, f = 2, h = 3,
j = 4. Dakle, tra`eni proizvod je 90 · 81 · 72 · 63 · 54 = 1785641760.
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186. Sve brojeve }emo zapisati kao {estocifrene 000000, 000001, . . . , 999999. Brojevi
koji ne sadr`e cifru 1 imaju za svaku cifu 9 mogu}nosti. Zna~i, takvih brojeva ima
96 = 531441, pa zakqu~ujemo da ima vi{e brojeva mawih od 1000000 koji nemaju

cifru 1, nego brojeva sa bar jednom cifrom 1, i to za 62882.

187. Cifra 3 je jedina neparna, pa se mora pojavqivati paran broj puta. Ako se trojka

javqa 2k puta, onda mesto za wu mo`emo odabrati na
(
n
2k

)
na~ina, a preostala mesta se

mogu popuniti na jedan od 2n−2k na~ina. Stoga je re{ewe dato formulom:

⌊n
2 ⌋∑

k=0

(
n

2k

)
· 2n−2k =

1

2n

⌊n
2 ⌋∑

k=0

(
n

2k

)
·
(
1

2

)2k

.

Da bismo ovo izra~unali, primenimo identitet

(1 + x)n + (1− x)n = 2
∑
k

(
n

2k

)
· x2k

za x =
1

2
. Dakle, tra`enih brojeva ima

1

2
· 2n

((
1 +

1

2

)n

+

(
1− 1

2

)n)
=

3n + 1

2
.

188. (a)Brojmogu}ihrazme{tawaje jednakbrojupermutacijaod6elemenatabezponavqawa
tj. 6! = 720.

(b) Prvi putnik mo`e da izabere bilo koje od praznih mesta (6 mogu}nosti). Drugi
putnik ima 5 mogu}nosti, tre}i 4, a ~etvrti 3. Ukupno ima 6 · 5 · 4 · 3 = 360 na~ina.

(v) Sli~no prethodnom, samo sada sedi{ta �biraju� putnike, pa je ukupan broj mogu}ih

razme{taja 8 · 7 · 6 · 5 · 4 · 3 = 20160.

189. Ako poqa ofarbamo kao {ahovsku tablu imamo naizmeni~no crna i bela poqa. Neka

su crna poqa sa parnim zbirom, a bela sa neparnim zbirom. Ako je n paran broj onda

broj belih i crnih poqa je jednak, pa su verovatno}e jednake. Ako je brojn neparan, to
jest n = 2k + 1, onda je crnih poqa (k + 1) · (k + 1) + k · k = 2k2 + 2k + 1. Kako
je ukupan broj poqa (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1, zakqu~ujemo da je broj belih poqa
2k2 + 2k, to jest belih poqa ima za jedno poqe mawe u odnosu na crna. Dakle, kada
je n neparno, verovatnije je da }e zbir rednog broja reda i rednog broja sedi{ta biti

paran.

190. Zapi{imo jedna~inu u ekvivalentnoj formi:

3

√
3
√
a− x− x = a.

Posmatramo, sada, a kao promenqivu i defini{emo funkciju f(a) = 3
√
a− x. Tada

je polazna jedna~ina ekvivalentna sa f(f(a)) = a. Po{to je f o~igledno rastu}a

funkcija, posledwa jedna~ina je ekvivalentna sa jedna~inomf(a) = a (ako jef(b) > b
tada je f(f(b)) > f(b) > b, pa b ne mo`e biti re{ewe; sli~no va`i i za slu~aj

f(b) < b). Stoga je jedino re{ewe polazne jedna~ine x = a− a3.
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191. Neka je z =
z1 + z2
1 + z1z2

. Tada iz jednakosti

z =
z1 + z2
1 + z1z2

=
1
z1

+ 1
z2

1
z1z2

+ 1
=

z1z1
z1

+ z2z2
z2

z1z1z2z2
z1z2

+ 1
=

z1 + z2
z1z2 + 1

=
z1 + z2
1 + z1z2

= z

sledi da je z realan broj.

192. Dokaza}emo da svi krugovi sadr`e ta~ku (0, 1). Neka su ta~ke preseka parabole sa
koordinatnim osama A = (0, c), B = (x1, 0), C = (x2, 0). Iz Vietovih pravila

sledi da je x1 + x2 = −b. Neka je (x − x0)
2 + (y − y0)

2 = r2 jedna~ina kruga kroz

ta~keA, B i C . Zamenom koordinata ta~akaB i C u jedna~ini, dobijamo x0 = − b

2
.

Dakle,

1

4
b2 + (c− y0)

2 =
(
x1 +

b

2

)2
+ y20 =

(
x2 +

b

2

)2
+ y20 = r2.

Sada sledi y0 =
c2 + c

2c
=

c+ 1

2
, odnosno, va`i:

b2

4
+

(c− 1)2

4
= r2, {to je

ekvivalentno sa ~iwenicom da dati krug prolazi kroz ta~ku (0, 1).

193. Produ`imo pravuAE do preseka saBC i ozna~imo ta~ku preseka sa F . Primenimo

Menelajevu teoremu na△AFC i pravu odre|enu ta~kamaD −M − E:

(2.46)
DF

DC
· MC

MA
· EA

EF
= 1.

Na osnovu osobina simetrale ^B imamo da je
AE

EF
=

AB

BF
, dok je MC = MA po

uslovu zadatka. Zamenom u (2.46) dobijamo da je

DF

DC
· AB

BF
= 1.

Dakle, (AB + BC + CF ) · AB = (AB + BC) · (BC + CF ), odnosnoAB · AB =

BC · BF . Trouglovi ABC i FBA imaju zajedni~ki ^B i kako va`i
AB

BF
=

BC

AB
,

zakqu~ujemo da su oni sli~ni. Dakle,^BAE = ^C .

194. Prave koje sadr`eBA iBC su tangente na krug k, zato centar kruga mora da se nalazi
na pravoj koja sadr`i dijagonaluBD (slika 2.35).

Slika 2.35.
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TrougaoODE je jednakokrak, jer su sraniceOD iOE polupre~nici kruga. Odatle

sledi da je ^ODE = ^OED. Kako jeOE ∥ AD sledi da je ^ADE = ^OED. Iz

posledwe dve jednakosti sledi da je ^ADE = ^EDO i kako je ^ADE+^EDO =
45◦, sledi da jeDE simetrala ugla ^ADO, odnosno ^ADE = 22◦30′. Na osnovu
DO = OE = r, zakqu~ujemo da je BO = r

√
2, a iz DO + OB = DB sledi

r + r
√
2 = a

√
2. Dakle, r = a

√
2

1 +
√
2
= a(2−

√
2).

195. Neka su PM i PN posmatrane normale (slika 2.36). Iz ta~ke P osnovice BC
konstrui{emo paralelu PE sa krakom AC . Na taj na~in dobijamo jednakokraki

trougaoBPE, ~iji krak PE se~e visinuBH u ta~ki F . Iz podudarnosti trouglova

BFP i BMP sledi PM = BF , a iz paralelograma FHNP sledi PN = FH .

Prema tome je PM + PN = BF + FH = BH , {to zna~i da je zbir normala

spu{tenih iz bilo koje ta~ke osnovice jednakokrakog trougla na krake jednak visini

povu~enoj na krak tog trougla.

Slika 2.36. Slika 2.37.

196. Neka je c najkra}a, a b najdu`a stranica trougla ABC (slika 2.37). Tvrdimo da je

m+ n+ p < a+ b.

Konstruisa}emo kroz ta~kuP pravu paralelnu osnoviciAB trougla. Ona se~e stra-

nicu AB u ta~ki D i stranicu BC u ta~ki E. Kako je △ABC ∼ △DEC , odnosi

izme|u odgovaraju}ih stranica se zadr`avaju, pa sledi da jeCD > CE > DE. Va`i

jo{ i CD > CP , jer je u trouglu CDP ugao DPC najve}i (za{to?). Dakle, ta~ne

su nejednakosti m < AD + DP , n < BE + EP , p < CD, DE < CE, ~ijim

sabirawem dobijamom+n+ p+DE < AD+DP +BE+EP +CD+CE. Kako

jeDE = DP +EP ,AD+CD = b iBE +CE = a, sledi da jem+ n+ p < a+ b.

197. Kako je
−→
TA =

−→
TO +

−→
OA,

−→
TB =

−→
TO +

−−→
OB,

−→
TC =

−→
TO +

−−→
OC ,

−−→
TD =

−→
TO +

−−→
OD i

−→
TE =

−→
TO +

−−→
OE, to je

−→
TA+

−→
TB +

−→
TC +

−−→
TD +

−→
TE = 5

−→
TO +

−→
OA+

−−→
OB +

−−→
OC +

−−→
OD +

−−→
OE.

Neka je
−→
OA +

−−→
OB +

−−→
OC +

−−→
OD +

−−→
OE = −→e . Rotirawem petougla ABCDE oko

ta~keO za ugao 2π
5 vektori

−→
OA,

−−→
OB,

−−→
OC ,

−−→
OD i

−−→
OE se slikaju redom u vektore

−−→
OB,

−−→
OC ,

−−→
OD,

−−→
OE i

−→
OA, pa zakqu~ujemo da se vektor−→e rotacijom oko ta~keO za ugao 2π

5



138

slika u samog sebe, to jest da je−→e =
−→
0 . Dakle,

5
−→
TO =

−→
TA+

−→
TB +

−→
TC +

−−→
TD +

−→
TE.

198. Tra`eni koeficijent je jednak broju celobrojnih re{ewa sistema u + v + w = 15,
0 6 u, v, w 6 10. Neka je u + v = s. Tada je w = 15 − s. Dakle, za ceo broj s va`i
5 6 s 6 15. Posmatrajmo sada sistem u+ v = s, 0 6 u, v 6 10.

1) Neka je 5 6 s 6 10. U ovom slu~aju v je proizvoqan ceo broj koji zadovoqava
uslov 0 6 v 6 s, a u je dato sa u = s− v. Dakle, u ovom slu~aju sistem ima s+1
re{ewe.

2) Neka je 11 6 s 6 15. U ovom slu~aju v je proizvoqan ceo broj koji zadovoqava
uslov s − 10 6 v 6 10, a u je dato sa u = s − v. Dakle, u ovom slu~aju sistem

ima 21− s re{ewe.

Prema tome, tra`eni koeficijent je

(6 + 7 + 8 + 9 + 10 + 11) + (10 + 9 + 8 + 7 + 6) = 91.

199. Neka je S0 =
n∑

k=1

qk i S1 =
n∑

k=1

kqk . Tada je S0 =
q

1− q
i

n∑
k=1

(k − 1)qk = S1 − S0 = q(S1 − nqn),

odakle sledi da je S1 =
S0

1− q
− n

1− q
qn+1. Stoga je

Tn =

n∑
k=0

(2k + 1)qk = 1 + S0 + 2S1 = 1 +
q

1− q
+

2q

(1− q)2
− 2n

(1− q)2
qn+1.

Iz posledwe jednakosti, imaju}i u vidu da za |q| < 1 va`i lim
n→+∞

2n

(1/q)n+1
= 0

(eksponencijalna funkcija �br`e� te`i u beskona~nost od linearne), sledi

lim
n→+∞

Tn = 1 +
q

1− q
+

2q

(1− q)2
=

1 + q

(1− q)2
.

200. Trivijalno re{ewe je f(x) ≡ 0. Zato pretpostavimo da funkcija nije identi~ki

jednaka nuli. Za x = 0 dobijamo f(yf(z)) = zf(y). Kako desni ~lan mo`e biti

proizvoqan realan broj, sledi da je funkcija f sirjekcija. Za y = z = 0 je f(x2) =
xf(x). Ako uvedemo smenux := −x imamo f(x2) = −xf(x), pa jefunkcija f neparna
i f(0) = 0. Dokaza}emo da iz f(z) = 0 sledi z = 0. Pretpostavimo suprotno, tj. da
je f(z) = 0 i z ̸= 0. Za x = 0 dobijamo 0 = f(0) = zf(y), {to je nemogu}e. Najzad,
za x = y = −z, dobijamo

f(x2 + xf(−x)) = xf(x)− xf(x) = 0.

Iz posledwe jednakosti sledi da je x2 + xf(−x) = x2 − xf(x) = 0, pa je f(x) = x
za svako x ∈ R. Proverom utvr|ujemo da je ovo zaista re{ewe.
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201. Suma prirodnih brojeva koji zadovoqavaju postavqene uslove je
(m−1)m

2 − n(n+1)
2 ,

odakle dobijamo jedna~inu

(m− 1)m

2
− n(n+ 1)

2
= 1000,

odnosno (m+n)(m−n−1) = 2000. ^iniocim+nim−n−1 su prirodnibrojevi
razli~ite parnosti, pri ~emu je (m+ n) > (m− n− 1), pa su jedine mogu}nosti:
1)m+ n = 2000,m− n− 1 = 1; 2)m+ n = 125,m− n− 1 = 16;
3)m+ n = 400,m− n− 1 = 5; 4)m+ n = 80,m− n− 1 = 25.
Re{ewa ovih sistema su ure|eni parovi (1001, 999), (71, 54), (53, 27), (203, 197).

202. Uo~imo da je a4 − 10a2 + 9 = (a2 − 1)(a2 − 9) = (a − 1)(a + 1)(a − 3)(a + 3).
Kako je broj a prost i ve}i od 5, on mora biti neparan, pa su ~inioci (a− 1), (a+ 1),
(a − 3) i (a + 3) ~etiri uzastopna parna broja. Od ~etiri uzastopna parna broja

jedan je deqiv sa 8, jedan je deqiv sa 4, a nije sa 8, i dva su deqiva sa 2, a nisu sa 4.
Tako|e, od ~etiri uzastopna parna broja bar jedan je deqiv sa 3, i kako a nije deqiv sa
5 ta~no jedan od brojeva a − 3, a − 1, a + 1, a + 3 jeste deqiv sa 5. Zato je proizvod
(a− 1)(a+ 1)(a− 3)(a+ 3) sigurno deqiv sa 8 · 4 · 2 · 2 · 3 · 5 = 1920.

203. Pokaza}emo da x+ y nije deqivo sa 4 iz ~ega sledi da nije deqivo ni sa 2008. Kako je
xy = 20072008, prirodni brojevi x i y moraju biti neparni, to jest x ≡ 1 (mod 2)
i y ≡ 1 (mod 2). Stoga je (x + 1)(y + 1) deqivo sa 4, odnosno, (x + 1)(y + 1) =
(xy+1)+ (x+ y) = (20072008 +1)+ (x+ y) ≡ 0 (mod 4). Iz 2007 ≡ 3 (mod 4)
sledi 20072008 ≡ 32008 ≡ 1 (mod 4), a odatle dobijamo da je 20072008 + 1 ≡ 2
(mod 4). Zna~i, x+ y ≡ 2 (mod 4), {to povla~i x+ y ̸≡ 0 (mod 2008).

204. (a) Neka je p2 + 3pq + q2 = r2. Kvadrat svakog prostog broja razli~itog od 3 daje
ostatak 1 pri deqewu sa 3. Ako su i p i q razli~iti od 3, onda je p2 + 3pq + q2 ≡ 2
(mod 3). Tadar nemo`ebitideqivo sa3, pa jer2 ≡ 1 (mod 3). Kako je2 ̸= 1, u ovom
slu~aju p2 +3pq+ q2 nije kvadrat nekog prirodnog broja. Ako je p = 3 dobijamo da je
9 + 9q + q2 = r2, odnosno 81 + 36q + 4q2 − 4r2 = 45. Posledwu jedna~inu mo`emo
zapisati u obliku (2q − 2r + 9)(2q + 2r + 9) = 45, odakle uo~avamo slu~ajeve:

1) 2q − 2r + 9 = 3 i 2q + 2r + 9 = 15;

2) 2q − 2r + 9 = 1 i 2q + 2r + 9 = 45.

U prvom slu~aju dobijamo q + r = 3, {to je nemogu}e, dok u drugom dobijamo q = 7.
Dakle, jedino je za p = 3, q = 7 i p = 7, q = 3 vrednost izraza p2 + 3pq + q2 potpun
kvadrat (r = 11).

(b) Neka je p2 + 3pq + q2 = 5n. Iz p > 2 i q > 2 sledi p2 + 3pq + q2 > 20,
pa mora biti n > 2. Dakle, p2 + 3pq + q2 je deqivo sa 25, pa i sa 5. Kako je

p2 + 3pq + q2 = (p− q)2 + 5pq deqivo sa 5, sledi da je (p− q)2 deqivo sa 5, a tada
(p− q)2 mora biti deqivo i sa 25. Onda i 5pq mora biti deqivo sa 25, {to zna~i da
je pq deqivo sa 5. Kako su p i q prosti brojevi sledi da je p = q = 5. Dakle, jedino je
za p = q = 5 vrednost izraza p2 + 3pq + q2 stepen broja 5 (n = 3).



140

205. Data jedna~ina je ekvivalentna sa

(2x2 + y)2 = y2 + 4yz+1.

O~igledno je da jedna~ina nema re{ewa za z 6 −1. Za z = 0 desna strana jedna~ine
je jednaka y2 +4y = (y+2)2 − 4, pa mo`e biti kvadrat celog broja jedino za y = −4
ili y = 0. U prvom slu~aju nemamo re{ewe (ne postoji celobrojno x za koje je

2x2 − 4 = 0), a u drugom slu~aju dobijamo da je x = 0, pa je jedno re{ewe polazne
jedna~ine (0, 0, 0).

Pretpostavimo sada da je z > 1. Polaznu jedna~inu mo`emo zapisati i u obliku

(2x2 + y)2 = y2(1 + 4yz−1),

odakle neposredno sledi da 1+4yz−1 mora biti kvadrat neparnog celog broja, to jest

1 + 4yz−1 = (2v + 1)2, odnosno yz−1 = v(v + 1). Ovo je mogu}e za v = 0, {to daje
x = 0 i y = 0, kao i za z = 2 i y = v(v + 1). Po uvr{tavawu posledweg u jedna~inu
dobijamo x2 = v2(v + 1), tako da v mora biti oblika v = t2 − 1, t ∈ Z \ {−1, 0, 1}
(vrednosti −1, 0, 1 za v smo iskqu~ili jer ponovo daju privijalno re{ewe x = 0).
Direktna provera potvr|uje da x = t3 − t i y = t4 − t2 za z = 2 zadovoqavaju datu
jedna~inu.

Dakle, sve trojke (x, y, z) celih brojeva koje zadovoqavaju datu jedna~inu su (0, 0, z),
z > 0, i (t3 − t, t4 − t2, 2), t ∈ Z \ {−1, 0, 1}.

206. Re{ewe se bazira na identitetu, koji nije te{ko proveriti:

a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− ac− bc).

Uvedimo oznake a = 3
√
x− y, b = 3

√
y − z i c = 3

√
z − x i pretpostavimo suprotno,

to jest a+ b+ c = 0. Na osnovu gorwe jednakosti sledi a3 + b3 + c3 − 3abc = 0, a s
druge strane imamo i da je a3 + b3 + c3 = x− y + y − z + z − x = 0, pa dobijamo

abc = 3
√
(x− y)(y − z)(z − x) = 0,

{to je nemogu}e, jer su x, y, z razli~iti realni brojevi.

207. Ako jeab = 1, tada je |a|b = 1, odnosno b · ln |a| = 0, odakle dobijamoda je b = 0,a ̸= 0
ili je a = ±1. Ovo razmatrawe primewujemo na na{u jedna~inu (a = x2 − 7x+ 11,
b = x2 − 11x + 30). U prvom slu~aju imamo x2 − 11x + 30 = 0 odakle je x = 5
ili x = 6, i za oba ova re{ewa je x2 − 7x+ 11 razli~ito od nule. U drugom slu~aju

je x2 − 7x + 11 = 1, odakle dobijamo re{ewa x = 2 ili x = 5. U tre}em slu~aju

x2 − 7x+ 11 = −1 dodajemo i uslov da je x2 − 11x+ 30 paran broj, pa je x = 3 ili
x = 4. Dakle, proizvod svih re{ewa date jedna~ine je 6!.

208. Uvedimo oznake

x =
3

√
28 +

2

3

√
5290

3
i y =

3

√
28− 2

3

√
5290

3
.
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Onda je

A = x+ y, xy =
2

3
i x3 + y3 = 56.

Koriste}i identitet

(x+ y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3 = x3 + y3 + 3xy(x+ y)

dobijamo jedna~inuA3 = 56+2A, odnosno (A−4)(A2+4A+14) = 0, ~ije je jedino
realno re{ewe jeA = 4.

209. Uo~imo funkciju f(x) = x2 − 3x + 3. Sada se re{avawe date jedna~ine svodi na
nala`ewe nepokretnih ta~aka preslikavawa f2(x) = (f ◦ f)(x). Kako iz f(x) = x
sledi f(f(x)) = f(x) = x, zakqu~ujemo da je svaka nepokretna ta~ka funkcije f
ujedno i nepokretna ta~ka funkcije f2. Re{ewa jedna~ine f(x) = x su x1 = 1 i

x2 = 3. Stoga je polazna jedna~ina x4 − 6x3 + 12x2 − 10x+ 3 = 0 ekvivalentna sa
(x− 1)(x− 3)R(x) = 0, gde jeR(x) = x2 − 2x+ 1, odnosno sa (x− 1)3(x− 3) = 0,
pa su re{ewa brojevi 1 i 3.

210. Ozna~imo brojeve u krugu sa x1, x2, x3, . . . , x199, x200, i neka je x1 = 3. Na osnovu
zadatih uslova va`i 3 + x2 + x3 6 3 i x199 + x200 + 3 6 3, odnosno x2 + x3 6 0 i
x199 +x200 6 0. Iz posledwe dve nejednakosti sledi x199 + x200 +3+ x2 +x3 6 3.
Za preostalih 195 brojeva na osnovu slede}ih 65 nejednakosti (koje va`e po uslovu
zadatka):

x4 + x5 + x6 6 3, x7 + x8 + x9 6 3, . . . , x196 + x197 + x198 6 3,

dobijamo da je x4 + x5 + · · ·+ x197 + x198 6 65 · 3 = 195. Prema tome,

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + · · ·+ x197 + x198 + x199 + x200 6 3 + 195,

pa zakqu~ujemo da ne mo`emo u krug pore|ati 200 realnih brojeva tako da budu

ispuweni tra`eni uslovi.

211. Svakojkwizinapolicisar kwigadodelimote`inu 1
r . Tako je sumasvihte`inakwiga

na jednojpolici jednaka1, dok jesumate`inanasvimpolicama jednakan. Posmatrajmo
sada nove te`ine u preure|enoj biblioteci. Ako se kwiga nalazi na polici koja ima

mawe kwiga nego ranije, tada je nova te`ina 1
s ve}a od stare 1

r , zbog s < r. Kwiga
je privilegovana ako i samo ako se te`ina pove}ala novim rasporedom. Suma svih

te`ina u preure|enoj biblioteci je jednaka n + 2008, odnosno imamo pove}awe za
2008 u odnosu na prethodni raspored. Me|utim, ni jedna privilegovana kwiga ne

mo`e izazvati pove}awe koje je ve}e ili jednako 1, zbog

1

s
− 1

r
< 1 za r > s > 1.

Zato mora postojati strogo vi{e od 2008 privilegovanih kwiga.
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212. Naposledwemestodolazibroj koji je ilimawiilive}iod svihprethodnih. Dakle, za

posledwe mesto imamo dve mogu}nosti ili 1 ili n. U svakom slede}em koraku tako|e

imamo dve mogu}nosti -- najve}i ili najmawi broj od preostalih. Kada postavimo

n − 1 brojeva, na prvom mestu pi{emo jedini preostali broj. Zato je broj tra`enih

permutacija jednak 2n−1.

213. Tra`eni zbir je jednak

k∑
j=1

j+k−1∑
i=j

i =

k∑
j=1

k

2
(2j + k − 1) = k

k∑
j=1

j +
k2(k − 1)

2

= k
k(k + 1)

2
+

k2(k − 1)

2
= k3.

214. Transformi{imo rekurentnu relaciju:

2k · ak = 2(k − 1) · ak−1 − ak−1.

Sabirawem prethodnog izraza za k = 2, 3, . . . , n dobijamo

2n · an = 1− (a1 + a2 + · · ·+ an−1),

odnosno,
n∑

k=1

ak = 1− (2n− 1)an = 1− (2n− 1)!!

(2n)!!
< 1.

215. Dijagonale ~etvorougla A1BA′C se, po pretpostavci, polove, pa je taj ~etvorougao

paralelogram, to jestCA′ ∥ A1B iCA′ = A1B (slika 2.38). Sli~no jeCB′ ∥ B1A
i CB′ = B1A. Odatle sledi da je trougao A

′B′C jednakokrak i da je A′B′ ⊥ C1C .

Kako jeAA1 ∥ CC1, odatle sledi da su ta~keA
′,B′,C ′ kolinearne.

Slika 2.38. Slika 2.39.

216. Neka je ABCD dati kvadrat i A1B1C1D1 upisani kvadrat, pri ~emu ta~ke A1, B1,

C1,D1 pripadaju redom stranicama AB, BC , CD,DA (slika 2.39). Ozna~imo sa R
i r polupre~nike upisanih krugova u kvadrat A1B1C1D1 i trougaoA1BB1. Tada je
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A1B1 = 2R iA1B +BB1 = a, pa kako je△A1BB1 pravougli (sa pravim uglom kod

temenaB), to je a− 2r = 2R. Zbir povr{ina upisanih krugova je

R2π + 4r2π =
(a
2
− r
)
π + 4r2π =

[
5
(
r − a

10

)2
+

a2

5

]
π,

pa je ta povr{ina minimalna za r =
a

10
. Uvedimo oznake AA1 = x i A1B = y. Za

r =
a

10
dobijamoR =

2a

5
, i sistem x+ y = a, x2 + y2 = 4R2 =

16

25
a2, odakle sledi

x =

(
1

2
−

√
7

10

)
a ili x =

(
1

2
+

√
7

10

)
a.

217. Pretpostavimo da nikoja dva susedna ugla tog sedmougla nisu jednaki 120◦ i neka je,
na primer, ^A7A1A2 = ^A2A3A4 = ^A4A5A6 = 120◦, a B ta~ka dijametralno

suprotna ta~ki A1 (slika 2.40). Tada je ^A1A2B = ^A1A7B = 90◦, pa dobijamo
^A2BA7 = 360◦ − 120◦ − 2 · 90◦ = 60◦. Zato je ^A2OA7 = 120◦. Analogno

dokazujemo ^A2OA7 = ^A4OA6 = 120◦, pa na osnovu toga sledi ^A6OA7 = 0◦.
Kontradikcija! Dakle, dvasusednaugladatogsedmougla jednakisu120◦. Neumawuju}i
op{tost razmatrawa mo`emo pretpostaviti ^A7A1A2 = ^A1A2A3 = 120◦. Tada
su du`iA2A3 iA1A7 simetri~ne u odnosu na simetralu du`iA1A2, pa slediA2A3 =
A1A7.

Slika 2.40.

218. Neka je ABCD pravilan tetraedar ivice a, SMNPQ pravilna piramida sa vrhom

S i ivicom a, a XY ZUX1Y1Z1U1 kocka ivice
a√
2
(slika 2.41). Neka je T presek

dijagonala kvadrataMNPQ. Tada je

MT = NT = PT = QT =
a√
2

i ST =
√

SM2 −MT 2 =

√
a2 − a2

2
=

a√
2
.

Prema tome, ravni SMP i SQN dele piramidu SMNPQ na ~etiri trostrane

piramide, od kojih svaka ima sva tri prava ivi~na ugla kod jednog temena i sve ivice

koje polaze iz tog temena jednake a√
2
. Dovoqno je jo{ primetiti da ravni XY1Z ,

XY1U1, XZU1 i ZY1U1 dele kocku na pravilan tetraedar XZY1U1 ~ija je ivica
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jednaka a i piramide Y XZY1,X1XY1U1, UXZU1 i Z1ZU1Y1 (prvo ozna~eno teme

je vrh), kod kojih su svi ivi~ni uglovi pri vrhu pravi, a sve ivice koje polaze iz vrha

jednake a√
2
.

Slika 2.41.

219. Ozna~imo saα ugao^CAB, a sax du`inu jednakih tetivaAB iAC (slika 2.42). Onda

povr{inu trouglaABC mo`emo izraziti u funkciji ugla α:

P (α) =
1

2
x2 sinα = 2R2 cos2

α

2
sinα.

Slika 2.42.

Sada tra`imo maksimum funkcije P (α). Jedna~ina P ′(α) = 0 ekvivalentna je sa

2R2
(
cos2

α

2
cosα− 2 cos2

α

2
sin2

α

2

)
= 0,

tj. sa tg2
α

2
=

1

3
i α > 0. Kako je P ′

(π
3

)
= 0 i P ′′

(π
3

)
= −3

√
3

4
(izra~unati!),

zakqu~ujemoda jepovr{inatrouglaABC najve}a zaα =
π

3
ionatadaiznosi

3R2
√
3

4
.
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220. Neka je P ′ presek pravih CI i EF . U trouglu CEP ′ imamo da je ^EP ′C = β
2 . Iz

sinusne teoreme u istom trouglu je

CP ′

sin π
2 + α

2

=
CE

sin β
2

.

U trougluCIB va`i

CI

sin β
2

=
BC

sin β
2 + γ

2

= 4R sin
α

2
,

odnosno, CI = 4R sin α
2 sin γ

2 . Iz pravouglog trougla CEI dobijamo da je CE =
CI cos γ

2 . Zato, CP ′ = 4R cos α
2 sin α

2 sin γ
2 = BC cos γ

2 i trougao CP ′B ima prav

ugaokodtemenaP ′. Ovozna~ida jeP ≡ P ′, a ta~keC , I iP sukolinearne. O~igledno

je^PCA = γ
2 i^PIA = 90◦ − ^ABI .

221. Kako sve`i krastavci sadr`e 99% vode, u 100 kilograma krastavaca imamo samo 1
kilogram suvematerije. Sutradan }e taj kilogrambiti 2%od ukupnemase krastavaca,

{to zna~i da }e ujutru biti 50 kilograma krastavaca za prodaju.

222. U konveksnom desetouglu broj dijagonala je d = 1
2 · 10 · (10 − 3) = 35. U ravni

odaberemo ta~ku i konstrui{emo kroz wu prave paralelne pravcima dijagonala.

Ukupan broj polupravih je 70, a tako|e ima i 70 wima odre|enih uglova, ~ije se

unutra{we oblasti ne preklapaju. Kako je 70 · 6◦ = 420◦ > 360◦, moraju postojati
dijagonale ~iji pravci zaklapaju ugao mawi od 6◦.

223. Ako se data {ahovska tabla oboji �dijagonalno� u osam boja, kao {to je prikazano

na slici 2.43, onda }e najmawe jedna od ovih boja biti u osnovi za pet topova, jer je

33 = 4 · 8 + 1. Tih pet topova se me|usobno ne napadaju.

Slika 2.43.

224. Jedna~ina je simetri~na po x i y, pa se mo`e zapisati u ekvivalentnom obliku

((x+ y)2 − 2xy)(x+ y) = 8((x+ y)2 − xy + 1),

tj. u obliku u(u2 − 2v) = 8(u2 − v + 1), pri ~emu je u = x + y i v = xy. Iz

u3− 2uv = 8u2− 8v+8, zakqu~ujemo da 2 | u, tj. da jeu = 2t, t ∈ Z. Sada, jedna~ina
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postaje 2t3 − tv = 8t2 − 2v + 2. Ova jedna~ina je linearna po v i za t ̸= 2 imamo

v = 2t2 − 4t− 8− 18

t− 2
,

odakle sledi da su mogu}e vrednosti izraza t− 2 delioci broja 18, tj. elementi skupa
{±1,±2,±3,±6,±9,±18}. Razmatraju}i sve dobijene slu~ajeve, naravno i slu~aj

t = 2, dobijamo da je skup re{ewa {(8, 2), (2, 8)}.

225. Data jedna~ina je ekvivalentna sa jedna~inom

√
5x+ 1 +

√
5
√
x+ 2 =

√
61− 4x+ 2

√
4− x,

a oblast u kojoj ima smisla tra`iti re{ewe (oblast na kojoj su definisana sva ~etiri

kvadratna korena iz jedna~ine) je interval
[
−1

5 , 4
]
. Uo~imo funkcije

f(x) =
√
5x+ 1 +

√
5
√
x+ 2 i g(x) =

√
61− 4x+ 2

√
4− x.

Kako je f(3) = g(3) = 9, broj 3 jeste re{ewe date jedna~ine. Za −1
5 6 x < 3 va`i

f(x) < f(3) = g(3) < g(x), dok za 3 < x 6 4 va`i f(x) > f(3) = g(3) > g(x), pa
je x = 3 jedino re{ewe.

226. Funkcija f(x) = ln(1 + 1
x ) je konveksna za x > 0 (f ′′(x) > 0). Primenom Jensenove

nejednakosti dobijamo

ln(1 + 1
x1
) + ln(1 + 1

x2
) + · · ·+ ln(1 + 1

xn
)

n
> ln

(
1 +

1
x1+x2+···+xn

n

)
= ln(n+1).

Kako je ex rastu}a funkcija, sledi da je

e
ln(1+ 1

x1
)+ln(1+ 1

x2
)+···+ln(1+ 1

xn
)

n > eln(n+1),

odakle dobijamo tra`enu nejednakost.

227. (a) Dokaza}emo, indukcijom po n, da je an =
3n − 1

n
(ovo se mo`e naslutiti ako se

izra~una nekoliko prvih ~lanova).

Za n = 1 va`i a1 = 31−1
1 = 2.

Pretpostavimo da tvr|ewe va`i za proizvoqan prirodan brojn, pa doka`imo da onda
tvr|ewe va`i i za prirodne brojeve 2n i 2n + 1. Koriste}i rekurentnu vezu datu u
zadatku dobijamo:

a2n =
1

2
(na2n + 2an) =

1

2

(
n · (3

n − 1)2

n2
+ 2 · 3

n − 1

n

)
=

32n − 1

2n
,

a2n+1 =
1

2n+ 1
(3n2a2n + 6nan + 2) =

32n+1 − 1

2n+ 1
.

Ovim je tvr|ewe dokazano.
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(b) ^lanovi niza a3n =
33n − 1

3n
, n ∈ N, nisu prirodni brojevi, zato {to 3 ne deli

33n − 1. Me|utim, za n = 2k , k ∈ N, dokaza}emo da a2k jeste prirodan broj. Kako

je nzd(3, 2k) = 1, prema Ojlerovoj teoremi 2k |
(
3φ(2k) − 1

)
, tj. 2k |

(
32

k−1 − 1
)
.

Stoga, 2k |
(
32

k−1 − 1
)(
32

k−1

+ 1
)
, odnosno 2k |

(
32

k − 1
)
. Zakqu~ujemo da su svi

~lanovi niza s indeksom koji je stepen broja 2 prirodni brojevi.

228. Funkciji oblika f(x) =
ax+ b

−bx+ a
, gde su a i b realni brojevi, pridru`imo komplek-

san broj z = a+ ib. Ako je

f1(x) =
a1x+ b1
−b1x+ a1

, f2(x) =
a2x+ b2
−b2x+ a2

,

onda je

f1 ◦ f2(x) = f1(f2(x)) =
(a1a2 − b1b2)x+ (a1b2 + a2b1)

−(a1b2 − a2b1)x− (a1a2 − b1b2)
.

Prema tome, ako su funkcijama f1 i f2 pridru`eni kompleksni brojevi z1 i z2, onda
je funkciji f1 ◦ f2 pridru`en kompleksan broj z1z2. Kako je

cos
π

8
=

√
1

2

(
1 + cos

π

4

)
=

1

2

√
2 +

√
2 i sin

π

8
=

1

2

√
2−

√
2,

datoj funkciji f je pridru`en broj z = cos
π

8
+ i sin

π

8
. Zato je funkciji f2008(x)

pridru`en broj

z2008 =
(
cos

π

8
+ i sin

π

8

)2008
= cosπ + i sinπ = −1,

pa je f2008(x) = x.

229. Uvedimo oznake p = 21+
√
xy i q = 3x+y+1, pri ~emu su x i y istog znaka. Tada

polazni sistem postaje

p+ q = a,

p3 + q3 = a3 − 3a2 + 3a.

Posle stepenovawa prve jedna~ine sa 3 i zamene u drugoj dobijamo pq = a− 1. Dakle,

p+ q = a,

pq = a− 1.

Sada,naosnovuVietovihformula, zakqu~ujemodasupiqre{ewakvadratnejedna~ine
t2−at+a− 1 = 0. Kako su re{ewa ove jedna~ine t1 = a− 1 i t2 = 1, a 21+

√
xy > 2,

mora biti 21+
√
xy = a − 1 i 3x+y+1 = 1. Iz posledwe jednakosti sledi da je

x + y + 1 = 0, tj. y = −1 − x. Dakle, 21+
√

x(−1−x) = a − 1. Maksimum funkcije√
x(−1− x) je 1

2 za x = −1
2 , pa zakqu~ujemo da je 2 6 21+

√
x(−1−x) 6 23/2. Prema

tome, 2 6 a− 1 6 2
√
2, odnosno 3 6 a 6 1 + 2

√
2.
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230. Ozna~imo sam broj tra`enih trouglova, a saSi, i ∈ {0, 1, 2, 3}, skup trouglova ~ijih
i temena su ujedno i temena datog n-tougla. Trougao sa tra`enim svojstvom mo`e biti
formiran na jedan od slede}a ~etiri prikazana na~ina.

Slika 2.44. Slika 2.45.

Slika 2.46. Slika 2.47.

Trougao prikazan na slici 2.44 pripada skupu S0, trougao prikazan na slici 2.45

pripada skupuS1, trougaoprikazanna slici 2.46 pripada skupuS3, a trougaoprikazan

na slici 2.47 pripada skupu S3. Sada lako izra~unavamo da je

m = K(S0) +K(S1) +K(S2) +K(S3) =

(
n

6

)
+ 5 ·

(
n

5

)
+ 4 ·

(
n

4

)
+

(
n

3

)
.

231. Pretpostavimo najpre da je c = 0 i a > d. Neka su x1 i x2 prirodni brojevi, takvi da

je x1 < x2. Tada je x2 − x1 > 1, pa je

ax2 + b

d
− ax1 + b

d
=

a

d
(x2 − x1) > 1,

{to zna~i da je f(x2) > f(x1). Dakle, funkcija f jeste injektivna.

Da bismo dokazali obrnuto, doka`imo da bilo koji od uslova c ̸= 0 ili c = 0, a < d
povla~i da funkcija f nije injektivna.

U prvom slu~aju mo`emo pisati

ax+ b

cx+ d
=

a

c
+

bc− ad

c(cx+ d)
.
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Ako je
a

c
= α ceo broj, onda }e se u jednom od intervala (α − 1, α], [α, α + 1) (u

zavisnosti od znaka bc−ad) nalaziti svi brojevi
ax+ b

cx+ d
za dovoqno velikox. Za sve

takvexbi}e f(x) = α−1, odnosnof(x) = α, pafunkcija f nije injektivna. Sli~no,

ako α nije ceo broj i [α] = β, svi brojevi
ax+ b

cx+ d
}e pripadati intervalu [β, β + 1)

za dovoqno veliko x, pa }e za takve x biti f(x) = β.

U drugom slu~aju ozna~imo sa yn =
an+ b

d
, n ∈ N0, i izaberimo prirodan broj k,

takavda je
a

d
< 1− 1

k
. Kakozan ∈ N0 va`iyn+1−yn =

a

d
, to jeyk−y0 = k

a

d
< k−1.

To zna~i da za neko i ∈ {0, 1, . . . , k − 1} brojevi yi i yi+1 pripadaju istom intervalu

oblika [α, α + 1) za neko α ∈ N0. Tada je f(i) = f(i + 1), pa prema tome ni u ovom
slu~aju funkcija f nije injektivna.

232. Akonparovabiramo jedanpo jedan, tomo`emou~initina
(
2n
2

)(
2n−2

2

)
· . . . ·

(
2
2

)
na~ina.

Kako nam poredak nije bitan, prethodno dobijeni proizvod delimo sa n!, pa je broj
parova za prvi nivo takmi~ewa jednak

1

n!
·
((

2n

2

)(
2n− 2

2

)
· . . . ·

(
2

2

))
=

(2n)!

n! · 2n
.

233. Neka je A1 sredi{te stranice BC , T te`i{te, a D podno`je visine iz temena A
trouglaABC (slika 2.48).

Slika 2.48.

Kako su te`i{nedu`i tb i tc uzajamnonormalne sledida je△BCT pravougli. Onda je

du`A1T polupre~nikopisanogkrugaoko△BCT iBC = 2A1T . Kako jeAD < AA1

sledi

ctg β + ctg γ =
BD

AD
+

CD

AD
=

BC

AD
> BC

AA1
=

2TA1

3TA1
=

2

3
.

234. Neka je p verovatno}a da igra~C pobedi igra~aA, a q verovatno}a da igra~C pobedi

igra~aB. Tada jep < q, jer jeAboqiigra~odigra~aB. U tabeli su date verovatno}e

da igra~C ostvari dve uzastopne pobede pri svim mogu}im rasporedima.

rasporedi ABA BAB
PPP pqp qpq
PPG pq(1− p) qp(1− q)
GPP (1− p)qp (1− q)pq
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Kako je

pqp+ pq(1− p) + (1− p)qp = pq(2− p),

qpq + qp(1− q) + (1− q)pq = pq(2− q)

i pq(2− p) > pq(2− q), igra~uC vi{e odgovara rasporedABA.

235. Pretpostavimo suprotno, da funkcija f ima period T . Tada bi za svako x va`ilo

cos(x+ T ) + cos(x
√
2 + T

√
2) = cosx+ cosx

√
2.

Specijalno, zax = 0 dobijamo cosT +cosT
√
2 = 2, odakle slediT = 2kπ, k ∈ Z, i

T
√
2 = 2lπ, l ∈ Z. Iz posledwe dve jednakosti dobijamo da je

√
2 koli~nik dva cela

broja, {to nije ta~no (
√
2 je iracionalan broj), pa pretpostavku moramo odbaciti.

Dakle, funkcija f(x) = cosx+ cosx
√
2 nije periodi~na.

236. (a) Koriste}i poznatu nejednakost | sin t| 6 |t|, t ∈ R, dobijamo

| sinx− sinx1| = 2

∣∣∣∣sin x− x1

2
cos

x+ x1

2

∣∣∣∣ 6 2

∣∣∣∣x− x1

2

∣∣∣∣ = |x− x1| 6
1

100
.

(b) Odgovor je negativan. S obzirom na to da je za x1 =
√
nπ, n ∈ N,

lim
n→+∞

(√
π

2
+ nπ −

√
nπ

)
= lim

n→+∞

π
2√

π
2 + nπ +

√
nπ

= 0,

za dovoqno veliko n bi}e

√
π

2
+ nπ−

√
nπ < δ, ma kako bilo unapred zadato δ > 0.

Dakle, ako izaberemo x =

√
π

2
+ nπ, bi}e x ∈ ∆ i

| sinx2 − sinx2
1| =

∣∣∣sin(π
2
+ nπ

)
− sinnπ

∣∣∣ = 1 >
1

100
.

237. Ta~ke C i D pripadaju krugu nad pre~nikom AB, pa je AD ⊥ BD i BC ⊥ AC
(slika 2.49). Zato je ta~ka F ortocentar trouglaABE. Prema tomeEF ⊥ AB.

Slika 2.49.
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Kako je ^CSD = 90◦, to je ^CAD = 45◦. Dakle, trougao ACF je jednakokrako-

pravougli, pa jeAC = CF . Osim toga^ECF = ^BCA = 90◦ i^EFC = ^BAC
(uglovi sa normalnimkracima). Zakqu~ujemoda su trougloviECF iBCApodudrni,

iz ~ega slediEF = AB, odnosno vektor
−−→
EF ne zavisi od izbora ta~akaC iD.

238. Konstrukciju }emo izvesti u ~etiri koraka.

1. korak. Na kru`nici k izaberemo proizvoqnu ta~ku A i opi{emo kru`nicu kA
sa sredi{tem u ta~ki A i polupre~nikom mawim od pre~nika kru`nice. Prese~ne

ta~ke kru`nica k i kA obele`imo saD iD′ (slika 2.50).

Slika 2.50. Slika 2.51.

2. korak. Konstrui{emo kru`nice kD i kD′ , sa centrima u ta~kamaD iD′, koje pro-

laze kroz ta~kuA. Drugu prese~nu ta~ku ovih kru`nica obele`imo saC (slika 2.51).

3. korak. Sa centrom u ta~kiC konstrui{emo kru`nicu kC koja prolazi kroz ta~ku

A. U preseku kC i kA dobijamo ta~keB iB′ (slika 2.52).

Slika 2.52.
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4. korak. Konstrui{emo kru`nice kB i kB′ , sa centrima u ta~kama B i B
′
, koje

prolaze kroz ta~kuA. Drugu prese~nu ta~ku ovih kru`nica obele`imo saS. Ta~kaS
je centar kru`nice k (slika 2.53).

Slika 2.53.

Dokaz. Na osnovu konstrukcije, ta~ke A, S i C su kolinearne. Tako|e, na osnovu

konstrukcije imamo da je CA = CB, BS = BA i ^CAB = ^SAB = ^BSA,
pa zakqu~ujemo da je △ABS ∼ △ABC . Na osnovu toga je AS : AB = AB : AC ,

odnosno,AS =
AB2

AC
.

Neka je ta~kaE sredi{te kru`nice. Ta~kaE mora pripadati pravojAC (na osnovu

konstrukcije) i mora se nalaziti unutar kru`nice k. Kako jeEA = ED,AD = CD
i ^EAD = ^CAD = ^DCA, zakqu~ujemo da su trouglovi ADE i CAD sli~ni,

pa imamo da jeAE : AD = AD : AC . Na osnovu posledweg va`iAE =
AD2

AC
i kako

jeAB = AD slediAS = AE.

Kako se ta~ke S i E nalaze sa iste strane ta~ke A na pravoj AC i AS = AE
zakqu~ujemo da se ta~ke S iE se poklapaju. Ovim je dokaz zavr{en.

239. Neka jeO proizvoqna ta~ka. Kako ta~ke P iR (slika 2.54) pripadaju ravni kojoj su

paralelne praveAD iBC , to te ta~ke dele du`iAB iDC u istomodnosu, tj. postoji

realan broj λ, takav da va`i

(2.47)
−−→
OP = λ

−→
OA+ (1− λ)

−−→
OB,

−−→
OR = λ

−−→
OD + (1− λ)

−−→
OC.

Analogno dobijamo da postoji broj µ takav da je

(2.48)
−→
OS = µ

−→
OA+ (1− µ)

−−→
OD,

−−→
OQ = µ

−−→
OB + (1− µ)

−−→
OC.

Neka su ta~kaX du`i PR i ta~ka Y du`iQS odre|ene uslovima

(2.49)
−−→
OX = λ

−→
OS + (1− λ)

−−→
OQ,

−−→
OY = µ

−−→
OP + (1− µ)

−−→
OR.
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Slika 2.54.

Iz jednakosti (2.47), (2.48) i (2.49) sledi

−−→
OX =

−−→
OY = λµ

−→
OA+ (1− λ)µ

−−→
OB + (1− λ)(1− µ)

−−→
OC + λ(1− µ)

−−→
OD.

Prema tome,X ≡ Y , pa se du`i PR iQS seku, odakle zakqu~ujemo da ta~ke P ,Q,R
i S pripadaju jednoj ravni.

240. Ako je p = 2, tada p deli 2n − n za svaki paran broj n. Pretpostavimo da je p neparan
broj. Na osnovu male Fermaove teoreme sledi da je 2p−1 ≡ 1 (mod p), odakle,

stepenovawem, dobijamo 2(p−1)2k ≡ 1 ≡ (p−1)2k (mod p). Posledwa kongruencija
je ekvivalentna sa ~iwenicom da p deli 2n − n za n = (p− 1)2k , gde je k proizvoqan
broj.

241. Ako je q = 2, p mo`e biti bilo koji prost broj jer je (p + 1)2 potpun kvadrat. Ako
je q ̸= 2, q je neparan broj, pa mo`emo pisati q = 2k + 1. Tada je (p + 1)q =
[(p + 1)k]2 · (p + 1). Odavde sledi da je p + 1 potpun kvadrat prirodnog broja.

Dakle, p + 1 = n2, odnosno p = (n − 1)(n + 1). Kako je p prost broj sledi

da je n − 1 = 1 i n + 1 = p, odakle dobijamo p = 3. Zna~i, skup re{ewa je

R = {(p, 2), (3, q) | gde je p prost broj, a q neparan prost broj}.

242. Za n = 1 imamo da je d(1) = 1, pa su tada svi ~lanovi niza jednaki 1, odnosno svi
~lanovi niza su tada potpuni kvadrati.

U slu~aju kada je n > 1 uvedimo oznake d0 = n i di = d(di−1). Tada dati niz strogo
opada dok se ne zaustavi na broju 2. Dakle, dk = 2 za neko k.

Ako je broj n prost, imamo da je d1 = d2 = · · · = 2, pa u nizu di nema kvadrata.

Pretpostavimo da je n slo`en broj. To povla~i da je d1 > 2, pa je k > 2. Ispitajmo
prethodne~lanoveniza. Brojdk−1 imata~nodva deliocapodefiniciji, pamorabiti

prost (on je neparan, jer je dk−1 > 2). Sledi da dk−2 ima neparan broj delilaca. Kako

su jedini brojevi koji imaju neparan broj delilaca potpuni kvadrati, zakqu~ujemo da

je dk−2 potpun kvadrat.

Prema tome, uslove zadatka ispuwavaju svi prosti brojevi n.
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243. Ozna~imo de~ake sa b1, b2, . . . , bn, a devoj~ice sa g1, g2, . . . , gn, tako da (bi, gi) ~ine
jedan par. Posmatramo tablicu n × n, gde na poziciji (i, j) pi{emo 1, ako je de~ak
bi pozvao devoj~icu gj , a 0 u suprotnom. Po definiciji se na dijagonali nalaze sve
jedinice. Za i ̸= j, pozicije (i, j) i (j, i) ne smeju obe biti ozna~ene sa 1, jer u tom
slu~aju uparivawenije jedinstveno --mo`emodaizvr{imouparivawe (bi, gj)i (bj , gi)
umesto (bi, gi) i (bj , gj). Dakle, najve}i broj jedinica u tablici (odnosno ukupan broj
poziva de~aka) je jednak

n+
n2 − n

2
=

n(n+ 1)

2
.

Dabismopokazali da je ovaj broj poziva dosti`an, pretpostavimo da je de~ak bi pozvao
devoj~ice g1, g2, . . . , gi. O~igledno, tada imamo jedinstveno uparivawe i dobijamo

dowe--trougaonu tablicu sa ukupno 1 + 2 + · · ·+ n poziva.

244. U jednom merewu je nemogu}e utvrditi da li je raspored nalepnica ispravan, po{to

stavqawem dva tega na jednu stranu vage ne mo`emo utvrditi wihov raspored. Doka-

za}emo da je mogu}e proveriti raspored nalepnica u dva merewa. U prvom merewu na

jedan tas stavimo zlatnik iz }upa ozna~enog sa 6, a na drugi tas zlatnike iz }upova
1, 2 i 3. Ako je ravnote`a naru{ena, tada je tas sa tegovima iz }upova 1, 2 i 3
pretegao i nalepnice su lo{e zalepqene. U suprotnom znamo da su zlatnici te`ine 6
pravilno ozna~eni, kao i da su skupovi {1, 2, 3} i {4, 5} tako|e dobro ozna~eni do na
permutaciju. U drugom merewu stavimo na levi tas tegove 6 i 1, a na desni 5 i 3. Levi
tas ima te`inu ve}u ili jednaku od 7, dok desni tas mo`e biti od 5 do 8. Ako desna
strana nije pretegla, tada znamo da su nalepnice lo{e postavqene. U suprotnom,

}upovi 5, 3 i 1 su dobro ozna~eni, a samim tim i }upovi 2 i 4.

245. Primetimo da va`i

ck = 1 · 3 · . . . · (2k − 1) =
(2k)!

2kk!
i dk = 2 · 4 · . . . · (2k) = 2kk!.

Dokaza}emo da je prva suma jednaka cn, tj. da je

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
2n−kn!

k!
· (2k)!
2kk!

=
(2n)!

2nn!
.

Posledwa jednakost je ekvivalentna sa

(2.50)

n∑
k=0

(
n

k

)
(−4)n−k

(
2k

k

)
= (−1)n

(
2n

n

)
,

pa }emo dokazati ovu jednakost. Kako je binomni koeficijent
(
2k
k

)
slobodan ~lan u

razvoju (x+ 1
x )

2k , tada je leva strana sume slobodan ~lan u racionalnoj funkciji:((
x+

1

x

)2
− 4

)n

=

n∑
k=0

(
n

k

)
(−4)n−k

(
x+

1

x

)2k
.
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S druge strane,((
x+

1

x

)2
− 4

)n

=
(
x2 + 2 +

1

x2
− 4
)n

=
(
x− 1

x

)2n
,

~iji slobodan ~lan predstavqa upravo desnu stranu jednakosti (2.50).

Druga suma je jednaka nuli, jer je

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
2n−kn!

k!
2kk! = 2nn!

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
= 2nn!(1− 1)n = 0.

246. Ozna~imo saXk =
∑k

i=1 xi sumu prvihk brojevaxi. Analogno neka jeYk =
∑k

j=1 yj .
Bez gubqewa op{tosti pretpostavimo da va`i nejednakost Xn > Ym (u slu~aju

jednakosti zadatak je re{en). Za svaki broj 1 6 p 6 m, defini{imo indeks f(p) na
slede}i na~in:

Xf(p) 6 Yp < Xf(p)+1, 0 6 f(p) 6 n− 1.

Takav indeks sigurno postoji, zbog pretpostavke Xn > Ym. Daqe, neka je g(p) =
Yp − Xf(p). Ako je g(p) jednako nuli za neko p, zadatak je re{en. Po definiciji

indeksa f(p) imamo:

g(p) = Yp −Xf(p) < xf(p)+1 6 m.

Dakle, va`i nejednakost 0 < g(p) 6 m− 1. Na osnovu Dirihleovog principa sledi
da postoje dva indeksa p1 < p2, takva da je g(p1) = g(p2). Tada je:

f(p2)∑
i=f(p1)+1

xi = Xf(p2) −Xf(p1) = Yp2 − Yp1 =

p2∑
j=p1+1

yj .

Dakle, postoje neprazan skup nekih od brojeva xi i neprazan skup nekih od brojeva yi
takvi da su sume ~lanova ta dva skupa jednake.

247. Kada uvedemo smenu y = x− 31
2 jedna~ina postaje(

y − 1

2

)4
+
(
y +

1

2

)4
= (2y)4, tj. 2y4 + 3y2 +

1

8
= 16y4,

odakle je 112y4 − 24y2 − 1 = 0. Sada uvodimo smenu t = y2 i tako dobijamo

kvadratnu jedna~inu 112t2 − 24t− 1 = 0, ~ija su re{ewa t1 = 1
4 i t2 = − 1

28 . Dakle,

y ∈
{
−1

2 ,
1
2 , i
√

1
28 ,−i

√
1
28

}
, odnosno, x ∈

{
3, 4, 7

2 + i
√
7

14 ,
7
2 − i

√
7

14

}
.

248. Datu jedna~inu ima smisla re{avati samo u skupu x ∈ R+ i tad je ona ekvivalentna sa

10−3xlog10 x · 1

x2
+
(
log210 x− 2 log10 x− 3

)
· 1
x
= 1,
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odnosno sa

10−3
(
10log10 x

)log10 x · 1

10log10 x2 +
(
log210 x− 2 log10 x− 3

)
· 1

10log10 x
= 1,

tj. sa

10log
2
10 x−2 log10 x−3 +

log210 x− 2 log10 x− 3

10log10 x
= 1.

Uvode}i smenu t = log10 x dobijamo jedna~inu

10t
2−2t−3 +

t2 − 2t− 3

10t
= 1.

Neposredno vidimoda je za t2−2t−3 = 0, tj. za t = −1ili t = 3, posledwa jedna~ina
zadovoqena.

Kada je t2−2t−3 > 0, va`ii10t
2−2t−3 > 1, pa je onda 10t

2−2t−3+
t2 − 2t− 3

10t
> 1.

Kada je t2−2t−3 < 0, va`ii10t
2−2t−3 < 1, pa je onda 10t

2−2t−3+
t2 − 2t− 3

10t
< 1.

Prema tome, jedina re{ewa polazne jedna~ine su x1 = 10−1 i x2 = 103.

249. Tvr|ewe }emo dokazati matemati~kom indukcijom.

Baza indukcije. Za n = 1 tvr|ewe je ta~no, jer je

(a1a2)
2 − (a1a0)

2

4d
= a21

(a2 − a0)(a2 + a0)
2

4d
= a21

2d · 2a1
4d

= a31.

Indukcijska pretpostavka. Pretpostavimo da je tvr|ewe ta~no za neki prirodan broj

k, tj. da je

a31 + a32 + · · ·+ a3k =
(akak+1)

2 − (a1a0)
2

4d
.

Indukcijski korak. Doka`imo da onda tvr|ewe va`i i za prirodan broj k + 1. Na
osnovu pretpostavke i osobina aritmeti~kog niza dobijamo da je

a31 + a32 + · · ·+ a3k =
(akak+1)

2 − (a1a0)
2

4d
+ a3k =

(akak+1)
2 − (a1a0)

2 + 4da3k+1

4d

=
a2k+1(a

2
k + 4d(ak + d))− (a1a0)

2

4d

=
a2k+1(ak + 2d)2 − (a1a0)

2

4d
=

(ak+1ak+2)
2 − (a1a0)

2

4d
,

pa tvr|ewe va`i za prirodan broj k + 1.

Na osnovu principa matemati~ke indukcije tvr|ewe va`i za svaki prirodan broj n.

250. Kako dato tvr|ewe va`i za svako x ∈ R, va`i i za x = 0 i x = 1. Za x = 0 dobijamo
f(0)− (f(0))

2 > 1
4 , odnosno (f(0)−

1
2 )

2 6 0. Na osnovu posledweg zakqu~ijemo da

je f(0) = 1
2 . Zax = 1 dobijamo f(1)− (f(1))

2 > 1
4 , odnosno (f(1)−

1
2 )

2 6 0, odakle
je f(1) = 1

2 . Dakle, f(0) = f(1), pa funkcija f : R → R sa datim svojstvom nije

injektivna.
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251. Kako je f(1) < f(2) < f(3) < · · · , zakqu~ujemo da f(1) ne mo`e biti jednako 1. Iz
nejednakosti f(1) < f(f(1)) = 3 sledi da je f(1) = 2 i f(2) = 3. Sada nije te{ko
uvideti da va`i f(f(2)) = f(3) = 2 · 3. Ako umesto n smenimo f(n) u identitet,
dobijamo

f(3n) = f(f(f(n))) = 3f(n).

Sada matemati~kom indukcijom dokazujemo da va`i

f(n) =

{
n+ 3k, za 3k 6 n 6 2 · 3k,
3n− 3k+1, za 2 · 3k < n < 3k+1.

Za n = 3k+1 imamo da je f(3k+1) = 3f(3k) = 3 · (3k + 3k) = 2 · 3k+1, dok za

n = 2 · 3k+1 dobijamo f(2 · 3k+1) = 3(2 · 3k+1 − 3k+1) = 3k+2. Kako je funkcija

f strogo rastu}a, a izme|u brojeva 3k+1 i 2 · 3k+1 (ukqu~uju}i i ta dva broja) ima

ta~no 3k+1 + 1 brojeva i ta~no isto toliko vrednosti za f(3k+1) do f(2 · 3k+1),
zakqu~ujemo da va`i f(n) = n+ 3k+1 za 3k+1 6 n 6 2 · 3k+1. Pretpostavimo sada

da je 2·3k+1 < n < 3k+2. Tada jepouslovuzadatkaf(f(n−3k+1)) = 3·(n−3k+1), za
3k+1 < n−3k+1 < 2·3k+1. Poindukcijskoj hipotezidobijamoda jef(n−3k+1) = n
i najzad f(n) = 3n− 3k+2. Kako je 2 · 36 < 2008 < 37 zakqu~ujemo da je f(2008) =
3 · 2008− 37 = 3837.

252. Pretpostavimo da je to mogu}e. Neka je n broj ~etvorouglova u podeli. Ozna~imo sa

S zbir svih uglova tih ~etvorouglova. Tada je S = 360◦n. Svaki od ~etvorouglova
ima po jedan nekonveksan ugao i teme svakog od nekonveksnih uglova se nalazi u

unutra{wosti mnogouglova. Svako teme mo`e biti teme samo jednog od nekonveksnih

uglova. Prema tome, broj temena nekonveksnih uglova je n, pa je zbir svih uglova

tih temena jednak 360◦n. Kako ~etvorouglovi u podeli imaju jo{ temena (temena

mnogougla, i eventualno, temena na rubu mnogougla), zakqu~ujemo da je S > 360◦n,
{to je kontradikcija.

253. Neka su du`ine stranica trougla redoma, b i c, a rastojawa proizvoqne ta~ke trougla
do pravih koje sadr`e te stranice redom x, y i z (slika 2.55).

Slika 2.55.

Tada je, na osnovu nejednakosti Ko{i--[varc--Buwakovskog,

ax+ by + cz 6
√
a2 + b2 + c2

√
x2 + y2 + z2.
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Kako je povr{ina trougla P =
1

2
(ax+ by + cz), sledi da je

√
x2 + y2 + z2 > 2P√

a2 + b2 + c2
, tj. x2 + y2 + z2 > 4P 2

a2 + b2 + c2
.

Jednakost je ta~na ako i samo ako je a : b : c = x : y : z.

Konstrui{imo ta~ku M unutar trougla ABC koja zadovoqava ovaj uslov. Neka je

N ta~ka ugla ACB udaqena a od BC i b od AC . Svaka ta~ka K poluprave CN
zadovoqava o~igledno x(K) : y(K) = a : b. Obratno, ta~ka K ovog ugla koja

zadovoqava x(K) : y(K) = a : b pripada polupravoj CN . U suprotnom prava kroz

K paralelna sa BC sekla bi CN u L. Tada iz x(L) = x(K) sledi y(L) = y(K) i
odatle dobijamo BC ∥ AC , {to je nemogu}e. Dakle, poluprava CN je skup ta~aka

^ACB za koji va`i x : y = a : b. Sli~no, skup ta~aka^CAB za koje je x : z = b : c
je poluprava s vrhom uA. Te dve poluprave se seku u ta~kiM unutar trougla, za koju

va`i
x

z
=

x

y
· y
z
=

a

b
· b
c
=

a

c
.

Stoga jeM ta~ka sa tra`enim svojstvom.

254. Dkaza}emo prvo slede}e pomo}no tvr|ewe.

LEMA. Neka suA,B,C ,D proizvoqne ta~ke i neka suE,F ,G,H tim redom sredi{ta

du`iAB,BC ,CD iDA. Ako je T prese~na ta~ka du`iEG iFH tada je

(2.51)
−→
OT =

−→
OA+

−−→
OB +

−−→
OC +

−−→
OD

4
,

gde jeO proizvoqna ta~ka.

Dokaz. Uo~imo(slika2.56)da je
−−→
EF =

−−→
EB+

−−→
BF , alii

−−→
EF = 1

2

(−−→
AB+

−−→
BC

)
. Sli~no

je i
−−→
HG = 1

2

(−−→
AD +

−−→
DC

)
. Kako je i

−−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC =

−−→
AD +

−−→
DC , dobijamo da

je
−−→
EF =

−−→
HG, pa je ~etvorougaoEFGH paralelogram. Prema tome, ta~ka T polovi

du`iEG i FH . Dakle, imamo

(2.52)
−→
OT =

1

2

(−−→
OE +

−−→
OG
)
,

a kako je

(2.53)
−−→
OE =

1

2

(−→
OA+

−−→
OB

)
i

−−→
OG =

1

2

(−−→
OC +

−−→
OD

)
,

zamenom (2.53) u (2.52) dobijamo jednakost (2.51).

Doka`imo sada tvr|ewe zadatka. Ozna~imo sa T presek du`i P1P5 i P3P7, a sa T1

presek du`i P2P6 i P4P8 (slika 2.57). Treba da doka`emo da je T ≡ T1, a za to je

dovoqno dokazati da je
−→
OT ≡

−−→
OT1, gde je O proizvoqna ta~ka. Posmatrajmo ta~ke

M1,M3,M5,M7. Na osnovu leme imamo

−→
OT =

−−−→
OM1 +

−−−→
OM2 +

−−−→
OM3 +

−−−→
OM4

4
.
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Slika 2.56. Slika 2.57.

Kako je
−−−→
OM1 =

1

2
(
−−→
OA1 +

−−→
OA2),

−−−→
OM3 =

1

2
(
−−→
OA3 +

−−→
OA4),

−−−→
OM5 =

1

2
(
−−→
OA5 +

−−→
OA6),

−−−→
OM7 =

1

2
(
−−→
OA7 +

−−→
OA8),

dobijamo

−→
OT =

−−→
OA1 +

−−→
OA2 +

−−→
OA3 +

−−→
OA4 +

−−→
OA5 +

−−→
OA6 +

−−→
OA7 +

−−→
OA8

8
.

Ako posmatramo ta~keM2,M4,M6,M8, analogno dobijamo

−−→
OT1 =

−−→
OA1 +

−−→
OA2 +

−−→
OA3 +

−−→
OA4 +

−−→
OA5 +

−−→
OA6 +

−−→
OA7 +

−−→
OA8

8
.

Time smo dokazali da je
−→
OT =

−−→
OT1, tj. T ≡ T1.

255. Neka jeO centaropisanogkrugaokotrouglaABC , a ta~keA′,B′ iC ′ redomsredi{ta

stranicaBC , AC iAB. Kako se centar opisanog kruga nalazi u preseku simetrala

stranica, nije te{ko zakqu~iti da va`i

S△OCP =
PC · CB′

2
=

PC ·AC
4

=
CK ·BC

4
=

CK · CA′

2
= S△OCK .

Zato su visina iz temena P u trouglu OCP i visina iz temena K u trouglu OCK
jednake, pa pravaOC sadr`i te`i{nu du` u trougluOPK . Sledi da su ta~keO,C i

sredi{te du`i PK kolinearne.

256. Neka je S centar kruga Γ sa pre~nikomMN koji spoqa dodiruje krugK . Ozna~imo

ugao MPN sa φ. Za ta~ku X izraz p(X) = SX2 − MN2

4 predstavqa potenciju

ta~ke X u odnosu na krug Γ. Neka prava PN se~e krug Γ u ta~ki Q. Tada va`i

^PQM = ^NQM = π
2 i

p(P ) = PQ · PN = (PM ctgφ) · PN = 2 · S△MPN ctgφ.
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S druge strane, imamo slede}e

p(P ) = (SA2 +AP 2)− MN2

4
= (SA2 +AO2)− MN2

4
+AP 2 −AO2

= p(O)− r2 = r(r +MN)− r2 = r ·MN.

Izjedna~avawem datih izraza dobijamo:

tgφ =
2 · S△MPN

r ·MN
=

AP ·MN

r ·MN
=

AP

r
,

{to zna~i da je ugaoMPN konstantan.

257. Neka jeΓ pripisani krug u trougluABC koji odgovara temenuC . Ako saP ′ ozna~imo

ta~ku dijametralno suprotnu ta~kiP u odnosu na upisani krug k, a saE′ ta~ku dodira

pripisanog krugaΓ sa stranicomAB, iz homotetije ova dva kruga sledi da su ta~keC ,

P ′ iE′ kolinearne. Kako jePP ′ normalnona stranicuAB, a ta~keF iO su sredi{ta

du`i AC i PP ′, dobijamo da je E ≡ E′. Nije te{ko primetiti da je ~etvorougao

APOR kvadrat, pa jeAP = r = b+c−a
2 . Sada jeAE = c− r = a+c−b

2 .

U trougluAPM imamo da je^PAM = 90◦ − β i^APM = 90◦ + β
2 . Neka je ta~ka

G presek prave BO i stranice AC . Iz osobine simetrale ugla sledi CG = ab
a+c .

TrougloviBGC iMPA su sli~ni, pa dobijamo

AM

AP
=

BC

GC
, tj. AM = r · (a+ c)a

ab
.

Daqim sre|ivawem dobijamo

AM =
(b+ c− a)(a+ c)

2b
=

ba+ bc+ c2 − a2

2b
=

ba+ bc+−b2

2b
= AE.

258. Primetimo da va`i

cosxi =

√
1− sin2 xi =

√∑
i ̸=j

sin2 xj .

Koriste}i nejednakost izme|u kvadratne i aritmeti~ke sredine, za svako 1 6 i 6 n
dobijamo

cosxi =
√
n− 1

√√√√∑
i ̸=j

sin2 xj

n− 1
>

√
n− 1

∑
i ̸=j

sinxj

n− 1
=

∑
i ̸=j

sinxj

√
n− 1

.

Sada, sumirawem po svim i, dobijamo nejednakost

n∑
i=1

cosxi >
1√
n− 1

n∑
i=1

∑
j ̸=i

sinxj

=
1√
n− 1

n∑
i=1

(n− 1) sinxi =
√
n− 1

n∑
i=1

sinxi,

koja je ekvivalentna sa tra`enom.
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259. Neka je a osnovna ivica, a H visina piramide. Iz V = B · H = a2 · H , dobijamo

H =
V

a2
=

12
√
3

a2
. Zbir du`ina svih ivica prizme je

f(a) = 8a+ 4H = 8a+
48

√
3

a2
.

Kako je

f ′(a) = 8− 96
√
3

a3
i f ′′(a) =

288
√
3

a4
,

funkcija f ima minimum za a =
3
√
12
√
3. Tada je

H =
12

√
3(

3
√
12
√
3
)2 =

3

√
12
√
3 = a,

to jest radi se o kocki ~ija je povr{ina P = 6a2 = 36 3
√
2.

260. Pretpostavimo da su brojevix, y i z celobrojna re{ewa jedna~ine i da nijedan odwih
nije deqiv sa 7. Ako je r ostatak pri deqewu nekog broja sa 7 (0 < r < 7), onda tre}i
stepen tog broja daje ostatak r3 pri deqewu sa 7 . Kako brojevi 13,23,33,43,53,63 pri
deqewu sa 7 daju, redom, ostatke 1,1,6,1,6,6, ne postoje tri broja ~iji tre}i stepeni u
zbiru daju ostatak 0 pri deqewu sa 7, a da pri tome nijedan od wih nije deqiv sa 7.

261. Uo~imo da je

x4 − 2x2 + 3 = (x2 − 1)2 + 2 > 2 i y4 − 3y2 + 4 =

(
y2 − 3

2

)2

+
7

4
> 7

4
.

Stoga je 2(x4 − 2x2 + 3)(y4 − 3y2 + 4) > 7, a jednakost va`i samo ako je

x4 − 2x2 + 3 = (x2 − 1)2 + 2 = 2 i y4 − 3y2 + 4 =

(
y2 − 3

2

)2

+
7

4
=

7

4
,

odnosno ako je x2 = 1 i y2 =
3

2
. Dakle,

(x, y) ∈

{(
1,

√
6

2

)
,

(
1,−

√
6

2

)
,

(
−1,

√
6

2

)
,

(
−1,−

√
6

2

)}
.

262. Kada izvr{imo nazna~ena stepenovawa i od obe strane jedna~ine oduzmeno 1 dobijamo

2m2 + 2m = 2n4 + 4n3 + 6n2 + 4n.

Sada, obe strane podelimo sa2i grupi{emo~lanove na desnoj stranina slede}ina~in

m2 +m = (n2 + n)2 + 2(n2 + n).
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Vidimo da je desna strana jedna~ine za 1 mawa od kvadrata trinoma n2 + n + 1, pa
zato obema stranama dodajemo broj 1. Dakle, polazna jedna~ina je ekvivalentna sa

jedna~inom

m2 +m+ 1 = (n2 + n+ 1)2.

Kako zam > 0 va`i
m2 < m2 +m+ 1 < (m+ 1)2,

a zam < −1 va`i
m2 > m2 +m+ 1 > (m+ 1)2,

zakqu~ujemo da jem = 0 ilim = −1. Proverom dobijamo da su re{ewa jedna~ine

ure|eni parovi (0, 0), (0,−1), (−1,−1) i (−1, 0).

263. Postoje, za x = y = z = 0 dati izrazi jesu kvadrati broja 0. Pokaza}emo i da drugih
prirodnih brojeva sa datim svojstvom nema. Neka je

x+ y = a2,

2x+ y = b2,(2.54)

x+ 2y = c2.(2.55)

Sabiraju}i (2.54) i (2.55) i zamewuju}i 3(x+ y) sa 3a2 dobijamo

(2.56) 3a2 = b2 + c2.

Kako kvadrati celih brojeva pri deqewu sa 3 daju ostatke ili 0 ili 1, na osnovu (2.56)
zakqu~ujemo a ≡ b ≡ c ≡ 0 (mod 3). Neka su a, b i c najmawi prirodni brojevi koji
su re{ewa jedna~ine (2.56). Me|utim, ako je (a, b, c) re{ewe jedna~ine (2.56), tada je
i (a3 ,

b
3 ,

c
3 ) re{ewe te jedna~ine, {to je u kontradikciji sa ~iwenicom da su a, b i c

najmawi prirodni brojevi za koje va`i (2.56). Dakle, ure|ena trojka (0, 0, 0) je jedino
re{ewe.

264. Po uslovu zadatka va`i
3
√
n =

n

1000
− a,

gde je 0 6 a < 1. Uvode}i smenu m = 3
√
n dobijamo m3 − 1000m − 1000a = 0,

odnosno

m2 = 1000 +
1000a

m
.

Na osnovu posledweg sledi da jem2 > 1000, to jestm > 32. S druge strane, po{to

je a < 1 i m > 32, sledi da je m2 6 1000 + 1000
32 < 1032, pa je m 6 32 zbog

322 < 1032 < 332. Kako je m > 32 i m 6 32, zakqu~ujemo da je m = 32. Dakle,
n = 323 = 32768.

265. Odgovor je potvrdan, {to se mo`e naslutiti poku{ajima za malo n. Dokaza}emo tvr-
|ewe matemati~kom indukcijom. Za n = 2 rasporedimo brojeve u skupove {11, 22} i
{21, 12}. Pretpostavimo sada da smo elemente skupaMn rasporedili u dva skupaA i

B sa tra`enim svojstvom. Nizove du`ine n + 1 dobijamo tako {to na kraj svakog od
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nizova du`ine n dodamo ili 1 ili 2. Neka se u skupuA1 nalaze nizovi dobijeni tako

{to se na svaki niz iz A na kraju dopi{e 1, a u skupu A2 neka se nalaze nizovi koji

su dobijeni tako {to se na svaki niz izA na kraju dopi{e 2. Analogno defini{emo
skupove B1 i B2. Tada skup Mn+1 razbijamo na skupove A1 ∪ B2 i A2 ∪ B1, koji

o~igledno imaju tra`eno svojstvo.

266. Pretpostavimo, bez gubitka op{tosti, da je suma
n∑

i=1

xi pozitivna. Neka je

Sk =
k∑

i=1

xi −
n∑

i=k+1

xi.

Za grani~ne slu~ajeve dobijamo

Sn =

n∑
i=1

xi > 1 i S0 = −
n∑

i=1

xi < −1.

Pretpostavimo da ne postoji indeks k, tako da je −1 6 Sk 6 1. Neka je m najve}i

indeks za koji je Sm < 0 (takav indeks sigurno postoji zbog S0 < 0). Brojm je si-

gurno mawi odn, jer jeSn > 0, pa postojiSm+1. Na osnovu pretpostavke jeSm < −1
i Sm+1 > 1, odakle sledi

2 < Sm+1 − Sm = 2xm+1 6 2|xm+1| 6 2.

Kontradikcija! Dakle, postoji prirodan broj k sa tra`enim svojstvom.

267. Neka je P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + · · · . Tada je, po uslovu zadatka,

P (2) = (a0 + a2 · 22 + a4 · 24 + · · · ) + 2(a1 + a3 · 22 + a5 · 24 + · · · )
= (a0 + a2 · 4 + a4 · 42 + · · · ) + 2(a1 + a3 · 4 + a5 · 42 + · · · ) = n.

Koeficijenti polinoma P pripadaju skupu {0, 1, 2, 3}, pa su u zagradama, za dati

polinom, odre|eni brojevi x = a0a2a4 . . . i y = a1a3a5 . . ., koji su zapisani u

brojevnom sistemu sa osnovom 4. Pri tome ovi brojevi jedinstveno odre|uju odgo-

varaju}e koeficijente (x parne, a y neparne). Kako je polinom jednozna~no odre|en

svojim koeficijentima, sledi da je broj polinoma sa tra`enim svojstvom jednak broju

nenegativnih celobrojnih re{ewa jedna~ine x + 2y = n. Nije te{ko videti da

ova jedna~ina ima ⌊n
2 ⌋ + 1 re{ewa, jer y ∈ {0, 1, 2, . . . , ⌊n

2 ⌋}. Dakle, ima ⌊
n
2 ⌋ + 1

polinoma P ~iji koeficijenti pripadaju skupu {0, 1, 2, 3} i za koje va`i P (2) = n.

268. Na osnovu nejednakosti Ko{i--[varc--Buwakovskog va`i( S

S − x1
+

S

S − x2
+ · · ·+ S

S − xn

)(S − x1

S
+

S − x2

S
+ · · ·+ S − xn

S

)
> n2,

i kako je
S − x1

S
+

S − x2

S
+ · · ·+ S − xn

S
= n− 1,

dobijamo tra`enu nejednakost.
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269. Za svake ~etiri ta~ke prostoraA,B,C iD va`i

−−→
AB =

−−→
AD +

−−→
DB =

−−→
AD −

−−→
BD,

−−→
BC =

−−→
BD −

−−→
CD i

−→
CA =

−−→
CD −

−−→
AD.

Koriste}i prethodne jednakosti dobijamo

−−→
AB ·

−−→
CD +

−−→
BC ·

−−→
AD +

−→
CA ·

−−→
BD

=(
−−→
AD −

−−→
BD) ·

−−→
CD + (

−−→
BD −

−−→
CD) ·

−−→
AD + (

−−→
CD −

−−→
AD) ·

−−→
BD

=
−−→
AD ·

−−→
CD −

−−→
BD ·

−−→
CD +

−−→
BD ·

−−→
AD −

−−→
CD ·

−−→
AD +

−−→
CD ·

−−→
BD −

−−→
AD ·

−−→
BD = 0.

270. I) Prava CY je radikalna osa za krugove opisane oko △AHC i △EBC , pa je zato

dovoqnopokazati da ta~kaX ima jednaku potenciju u odnosu na oba kruga. U odnosu na

krug oko trouglaAHC , potencija ta~keX jeXA ·XH , a u odnosu na krug oko trougla

BCE, ona iznosiXE ·XF (krug oko trougla BCE je zapravo krug nad pre~nikom

BC , jer je ^BEC = ^BFC = 90◦). Kako je ~etvorougao AFHE tetivan, jer

su uglovi kod E i F pravi, iz potencije ta~ke X u odnosu na krug opisan oko wega

zakqu~ujemoXE ·XF = XA ·XH , {to smo i `eleli da dobijemo.

II) Uo~imo inverziju sa centrom uC i polupre~nikom
√
CA · CE =

√
CD · CB (jer

je ~etvorougao ABDE tetivan, a proizvod pod korenom je zapravo potencija ta~ke

C u odnosu na krug oko tog ~etvorougla). Kako je i ~etvorougao AFHE tetivan,

sledi CE · CA = CF · CH , pa se ovom inverzijom ta~ke A, F , B slikaju u ta~ke

E, H , D, respektivno. Prava EF slika se onda u krug opisan oko △AHC , dok se

prava AH slika u krug oko△CEF , odnosno△CEB. Zbog toga se ta~kaX (presek

praveEF iAH) slika u Y (presek odgovaraju}ih krugova). Kako su original i slika

pri inverziji uvek kolinearni sa centrom inverzije, sledi da su ta~ke C , X i Y
kolinearne.

271. Na pravoj CD docrtamo ta~ku Z , tako da va`i ^BZC = ^ADB. Zbog jednakosti

uglova nad tetivom AB dobijamo da je ~etvorougao MXBZ tetivan. Iz potencije

ta~ke Y u odnosu na ova dva kruga dobijamo

YM · Y B = XY · Y Z i YM · Y B = Y D · Y C.

Na osnovu prethodnih jednakosti dobijamo

XD · Y C = (DY −XY )Y C = XY · CZ,

pa je dati izraz jednakCZ i ne zavisi od izbora ta~keM .

272. Akoposmatramo homotetiju iz ta~keC , koja slika upisani krug u△ABC u pripisani

krug iza straniceAB, dobijamo da se ta~kaM slika u dodirnu ta~kupripisanog kruga

sa stranicomAB. Sada nije te{ko izra~unati da jeX ′B = AX . Neka je Z dodirna

ta~ka upisanog kruga sa stranicomBC . Tada mo`emo uvesti smenu x = AX = AY ,

y = BX = BZ i z = CY = CZ . Iz Menelajeve teoreme i zbog rasporeda ta~aka

A−X −X ′ imamo da su ta~keA,L, I kolinearne ako i samo ako je

XA

AX ′ ·
X ′L

LM
· MI

IX
= 1.
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Nakonskra}ivawaizameneizrazaza xiy, dobijamoda jeposledwiizrazekvivalentan
sa

(2.57)
LM

LX ′ =
XA

AX ′ =
x

y
.

Neka jeC ′ podno`je visine iz temenaC . Tada su trougloviCC ′X ′ iMXX ′ sli~ni,

pa imamo

(2.58)
CC ′

2r
=

CX ′

MX
= 1 +

CM

MX
= 1 +

LX ′

LM + LX ′ .

Sada na osnovu (2.57) i (2.58) dobijamo da su ta~ke A, L, I kolinearne ako i samo ako
va`i

CC ′

2r
= 1 +

y

y + x
=

2y + x

x+ y
=

x+ y + z + (y − z)

AB
.

Koriste}i formulu za povr{inu trougla

S =
CC ′ ·AB

2
= r(x+ y + z),

dobijamo da je posledwi izraz ekvivalentan sa y = z, odnosnoAC = BC .

273. Neka je

A =
ha − r

ha + r
+

hb − r

hb + r
+

hc − r

hc + r
i B =

ha + r

ha − r
+

hb + r

hb − r
+

hc + r

hc − r
.

Kako je

(2.59) ha =
2P

a
, hb =

2P

b
, hc =

2P

c
i r =

P

s
,

dobijamo da je

A =
2s− a

2s+ a
+

2s− b

2s+ b
+

2s− c

2s+ c
,

to jest

(2.60) A = 3− 2

(
a

2a+ b+ c
+

b

a+ 2b+ c
+

c

a+ b+ 2c

)
.

Uvedimo, sada, smenu

x = 2a+ b+ c, y = a+ 2b+ c i z = a+ b+ 2c.

Onda je a + b + c =
1

4
(x+ y + z), a =

1

4
(3x− y − z), b =

1

4
(3y − z − x) i c =

1

4
(3z − x− y). Zamewuju}i posledwe u (2.60) dobijamo

A = 3− 2

(
3x− y − z

4x
+

3y − z − y

4y
+

3z − x− y

4z

)
,
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odnosno

A = 3− 3

2
· 3 + 1

2

(y + z

x
+

z + x

y
+

x+ y

z

)
= −3

2
+

1

2

((x
y
+

y

x

)
+
(y
z
+

z

y

)
+
( z
x
+

x

z

))
.

Sada, naosnovunejednakostiaritmeti~kei geometrijske sredinedvapozitivnabroja,

dobijamo

A > −3

2
+

1

2
(2 + 2 + 2) =

3

2
.

Jednakost va`i u slu~aju jednakostrani~nog trougla.

Na osnovu (2.59) imamo da je

B =
2s+ a

2s− a
+

2s+ b

2s− b
+

2s+ c

2s− c
= 3 + 2

( a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b

)
Koriste}i, sada, poznatu nejednakost

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
> 3

2

(dokazati!) dobijamoB > 3 + 3 = 6. I sada, jednakost va`i samo u slu~aju jednako-

strani~nog trougla.

274. Obele`imo prese~nu ta~ku simetrale ugla γ i stranice c saC1. Tada va`i

(2.61) P∆ABC = P∆CAC1 + P∆CBC1 .

Kako je P∆ABC =
1

2
ab · sin γ, P∆CAC1 =

1

2
asc sin

γ

2
i P∆CBC1 =

1

2
bsc sin

γ

2
i

sin γ = 2 sin
γ

2
cos

γ

2
zamenom u (2.61) dobijamo

2ab sin
γ

2
cos

γ

2
= (a+ b)sc sin

γ

2
,

odakle jesc =
ab · 2 cos γ

2

a+ b
. Ostaje jo{da se elimini{e cos

γ

2
izposledwe jednakosti.

Na osnovu kosinusne teoreme je cos γ =
a2 + b2 − c2

2ab
, i kako je cos

γ

2
=

√
1 + cos γ

2

dobijamo cos
γ

2
=

√
(a+ b)2 − c2

4ab
. Dakle,

sc =

√
ab(a+ b+ c)(a+ b− c)

a+ b
.

275. Uvode}i smenu y = x sinx dati izraz pi{emo u ekvivalentnom obliku

S =
9y2 + 4

y
= 9y +

4

y
.
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Kako je za 0 < x < π, y nenegativan broj mo`emo primeniti nejednakost izme|u

aritmeti~ke i geometrijske sredine, pa dobijamo

S > 2

√
9y · 4

y
= 12.

Jednakost se dosti`e za 9y = 4
y , odnosno za y = 2

3 . Ostaje da proverimo da li

jedna~ina x sinx = 2
3 zaista ima re{ewa. Neka ja f(x) = x sinx. Ova funkcija je

neprekidna i pri tome je f(0) = 0, a f(π2 ) = π
2 > 2

3 , pa mora postojati x takvo da

je f(x) = x sinx = 2
3 . Do ovog zakqu~ka se mo`e do}i i ako se nacrtaju grafici

funkcija f1(x) = sinx i f2(x) =
2
3x za 0 < x < π, i utvrdi da se oni seku. Dakle,

jedna~ina x sinx = 2
3 ima re{ewe, pa minimum datog izraza jeste jednak 12.

276. Osloba|aju}i se apsolutnih vrednosti dobijamo

f(x) =

 (1− 2a)x− 2a, x < −1,
x, −1 6 x < 1,
3x− 2, x > 1.

Ako `elimo da f bude bijekcija, onda ne smeju da postoje dva razli~ita broja koji se

slikaju u isti broj i za svaki realan broj y mora da postoji realan broj x takav da je

f(x) = y. Kako je f(x) rastu}a funkcija za x > −1 mora biti rastu}a i za x < −1.
Dakle, a odre|ujemo iz nejednakosti 1 − 2a > 0. Dakle, za a < 1

2 funkcija f jeste

bijekcija i tada je

f−1(x) =


x+ 2a

1− 2a
, x < −1,

x, −1 6 x < 1,

x+ 2

3
, x > 1.

277. Kako (1.3) va`i za svako x ∈ R, va`i i za svako 1 − x. Tako zamewuju}i x sa 1 − x u

(1.3) dobijamo

(2.62) (1− x)2f(1− x) + f(x) = 2(1− x)− (1− x)4.

Iz (1.3) sledi da je f(1− x) = 2x− x4 − x2f(x), pa zamewuju}i to u (2.62) dobijamo

(1− x)2(2x− x4 − x2f(x)) + f(x) = 2(1− x)− (1− x)4.

Iz posledweg sledi da je f(x) = 1− x2.

278. Neka je S vrh piramide, ABCD wena osnova i E podno`je normale iz S na ravan

osnove (slika 2.58). Tada je trougao SEA pravougli, ~ija je hipotenuza du`ine 1, to
jestAS = 1. Neka je^SAE = α, gde je 0 < α < π

2 .
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Slika 2.58.

Tada je SE = sinα visina piramide, a 2AE = 2 cosα dijagonala kvadrata u osnovi,

pa je zapremina piramide

V = V (α) =
1

3
· (2AE)2

2
· SE =

2

3
sinα cos2 α.

Kako je

V ′(α) =
2

3
cosα(cos2 α− 2 sin2 α) =

2

3
cosα(1− 3 sin2 α) ,

zakqu~ujemo da je V ′(α) > 0 za 0 < sinα < 1√
3
, dok je V ′(α) < 0 za 1√

3
< sinα < 1

(α je o{tar ugao). Dakle, maksimalna zapremina se dobija kada je sinα = 1√
3
i tada je

V = 4
27

√
3.

279. Ta~no 2n − m = m − 2(m − n) ptica su same u svojim kavezima, i wih mo`emo da

odaberemo na
(

m
2n−m

)
na~ina, a onda im odaberemo kaveze na n!

(m−n)! na~ina. Pre-

ostalih 2(m−n) ptica mo`emo postaviti u red na (2m− 2n)! na~ina, i dve po dve ih
stavqamo u prvi kavez, drugi, itd. Pri tome se svaki raspored dobija na 2m−n na~ina.

Prema tome, broj tra`enih rasporeda je(
m

2n−m

)
n!

(m− n)!
(2m− 2n)!

1

2m−n
=

m!n!

2m−n(m− n)!(2n−m)!
.

280. Neka se pod datim uslovima mo`e formirati n ekipa. Uo~imo da dvo~lanih pod-

skupova skupa od 25 u~enika ima
(
25
2

)
= 300. Svaka od n ekipa sadr`i po

(
5
2

)
= 10

takvih dvo~lanih podskupova. Zbog uslova zadatka dva para iz razli~itih ekipa su

razli~ita, pa mora biti 10n 6 300, tj. n 6 30.

281. Svaki od brojeva Ak i Bk je jednak ili +1 ili −1. Pretpostavimo da je p od 2008
brojevaAk jednako−1 i q od 2008 brojevaBk jednako−1. ProizvodiA1A2 · · ·A2008

i B1B2 · · ·B2008 su jednaki, pa sledi (−1)p = (−1)q , odnosno brojevi p i q su iste
parnosti. Daqe dobijamo

A1 +A2 + . . .+A2008 +B1 +B2 + · · ·+B2008

=1 · (2008− p) + (−1) · p+ 1 · (2008− q) + (−1) · q = 4016− 2(p+ q).

Kako je p+ q paran broj, sledi da je tra`ena suma deqiva sa 4.
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282. Ozna~imo sa a, b i d redom du`ine du`e stranica pravougaonika, kra}e stranice

pravougaonika i dijagonale pravougaonika sa celobrojnim du`inama stranica. Tada

je a > 2000, b 6 60 i d2 − a2 = b2 6 3600, to jest (d − a)(d + a) 6 3600. Kako
je d > a > 2000, to je d + a > 4000, odakle onda sledi da je d − a < 3600

4000 , to

jest d − a < 1. Dakle, a < d < a + 1, {to zna~i da je du`ina a du`e stranice

pravougaonika najve}i ceo broj mawi od du`ine dijagonale d tog pravougaonika.

Posmatrajmo sada dva pravougaonika koja zadovoqavaju uslove zadatka i koji pri tome

imaju podudarne dijagonale. Iz prethodnih razmatrawa sledi da du`ina te dve dija-

gonale nije ceo broj, kao i da su du`ine du`ih stranica ta dva pravougaonika jednake,

jer je wihova du`ina jednozna~no odre|ena (du`ina a du`e stranice pravougaonika

je najve}i ceo broj mawi od du`ine dijagonale d). Dakle, ta dva pravougaonika imaju
podudarne dijagonale i jedan par stranica, pa su i oni me|usobno podudarni.

283. Kako je AB = (ap)p−1 − 1, na osnovu male Fermaove teoreme, zakqu~ujemo da

je proizvod AB deqiv sa p, pa bar jedan od brojeva A i B mora biti deqiv sa p.
Primetimo da jeA−B = 2, odakle sledi da razlikaA−B nije deqiva sa p (jer je p
prost broj ve}i od 2), pa ne mogu oba brojaA iB biti deqivi sa p. Dakle, ta~no jedan
od wih jeste deqiv sa p.

284. Po{to q deli p−1, ro je q < p. Kako je p prost koji deli q3−1 = (q−1)(q2+ q+1)
i p > q − 1, sledi da p deli q2 + q + 1. Neka je q2 + q + 1 = kp i, suprotno tvr|ewu,
k > 1. Tada iz q | (p− 1) dobijamo p− 1 = lq za neko l ∈ N, pa je

q2 + q + 1 = k(lq + 1) = klq + k.

Odatle sledi da q | (k − 1), pa je k > q + 1. Tada dobijamo

q2 + q + 1 > (q + 1)(lq + 1) > q2 + 2q + 1,

{to je nemogu}e. Dakle, mora biti k = 1 i p = q2 + q + 1.

285. Za a = 0, imamo jednistveno re{ewe x1 = x2 = · · · = x2009 = 0. Pretpostavimo
sada da je a ̸= 0. Sistem je onda ekvivalentan sa

x1

x2
= −a,

x2

x3
= −a2, . . . ,

x2009

x1
= −a2009.

Mno`ewem ovih jednakosti dobijamo

1 = (−1)2009a1+2+···+2009 = −a2009·1005,

odakle sledi da je a = −1. Sada nije te{ko zakqu~iti da su re{ewa

x1 = x2 = −x3 = −x4 = · · · = −x2007 = −x2008 = x2009 = b,

gde je b proizvoqan realan parametar.
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286. Jedna~ina f(x) = x ima dva realna re{ewa a < b < 0. Polinom

g(x) = f(f(· · · f︸ ︷︷ ︸
n

(x) · · · ))

je stepena2n, pa dobijamo lim
x→∞

g(x) = ∞. Sa druge strane, imamog(b) = b < 0. Kako

je polinom neprekidna funkcija, zakqu~ujemo da g(x) ima bar jedan realan koren.

287. Prvo }emo dokazati da va`i slede}a nejednakost

4

x2 + yz
6 1

xy
+

1

xz
.

Ona je ekvivalentna sa 4xyz 6 (y + z)(x2 + yz), odnosno sa

xyz 6 yx2 + y2z + zx2 + yz2

4
,

{to jeste ta~no na osnovu nejednakosti izme|u aritmeti~ke i geometrijske sredine

pozitivnih brojeva (xyz = 4
√
yx2 · y2z · zx2 · yz2 ). Jednakost va`i ako i samo ako

je x = y = z. Dakle, za x, y, z ∈ R+ va`i

4

x2 + yz
6 1

xy
+

1

xz
,

4

y2 + zx
6 1

yz
+

1

yx
,

4

z2 + xy
6 1

zx
+

1

zy
,

odakle sabirawem dobijamo

2

x2 + yz
+

2

y2 + xz
+

2

z2 + xy
6 1

xy
+

1

xz
+

1

yz
.

288. Kako je y = 2− x, zamenom na levoj strani nejednakosti dobijamo izraz

I = x2(2− x)2(2x2 − 4x+ 4).

Na osnovu nejednakosti izme|u aritmeti~ke i geometrijske sredine pozitivnih bro-

jeva a i b va`i ab 6
(
a+b
2

)2
. Primewuju}i posledwe dobijamo da je x(2 − x) 6 1,

odakle je x2(2− x)2 6 1. Kako je 2x2 − 4x+ 4 = 2((x− 1)2 + 1) 6 2, zakqu~ujemo
da je I 6 2.

Jednakost va`i ako i samo ako je x = 2 − x i x − 1 = 0. Dakle, jednakost va`i za
x = y = 1.

289. Kako je |z| =
√
x2 + y2, gde je z = x+ iy, na osnovu date jednakosti dobijamo√

(x− 1)2 + y2 = 2
√
(x+ 1)2 + y2,

odnosno, posle sre|ivawa, (
x+

5

3

)2
+ y2 =

(4
3

)2
.

Dakle, svi kompleksni brojevi z za koje va`i |z−1| = 2|z+1| se nalaze na kru`nici
sa centrom u ta~ki

(
−5

3 , 0
)
i polupre~nikom 4

3 .
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290. Uo~imo prvo slede}i identitet(
p+ q

q

)
=

p∑
k=0

(
p

k

)(
q

p− k

)
.

Zaista, leva strana predstavqa koeficijent uzxp u polinomu (1+x)p+q , dok je desna

strana jednaka koeficientu uz xp u proizvodu (1 + x)p(1 + x)q . Onda je

(
p+ q

q

)
−
(
q

p

)
− 1 =

p−1∑
k=1

(
p

k

)(
q

p− k

)
.

Svaki od binomnih koeficijenata

(
p

k

)
je, za k = 1, 2, . . . p− 1, deqiv sa p, zbog

(
p

k

)
= p · (p− 1)(p− 2) · . . . · (p− k + 1)

k!
.

Analogno, svakibinomnikoeficijent

(
q

k

)
, zak = 1, 2, . . . q−1, deqiv je saq. Dakle,

pq deli

(
p+ q

q

)
−
(
q

p

)
− 1.

291. Neka je h(x) = f(x)− g(x). Tada je h(x) polinom stepena ne ve}eg od n za koji je

h(x0) = h′(x1) = h′′(x2) = · · · = h(n)(xn) = 0,

a treba dokazati da je h(x) ≡ 0. Neka je

h(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n.

Tada iz posledwe jedna~ine slede}eg sistema

h(x0) = a0 + a1x0 +a2x
2
0 + · · ·+ anx

n
0 = 0,

h′(x1) = a1x1 +2a2x1 + · · ·+ nanx
n−1
1 = 0,

h′′(x2) = 2a2 + · · ·+ n(n− 1)anx
n−2
1 = 0,

...

h(n−1)(xn−1) = (n− 1)!an−1 + n!an = 0,
h(n)(xn) = n!an = 0,

dobijamo da je an = 0, zatim iz pretposledwe da je an−1 = 0 i tako daqe. Najzad, iz
prve jedna~ine gorweg sistema sledi da je a0 = 0. Dakle, svi koeficijenti polinoma
h su jednaki nuli, {to je i trebalo dokazati.

292. Koriste}i Pitagorinu teoremu lako se uveravamo da je na slici 2.59 nacrtan ba{

trougao sa datim stranicama.



172

Slika 2.59.

Wegova povr{ina je P = 32 − 1

2
· (1 · 2 + 1 · 3 + 2 · 3) = 3,5.

293. Neka je AB = a, CD = b, BC = c, AD = h i AD ⊥ AB. Ozna~imo sa E
podno`je normale izC naAB (slika 2.60). TrougaoBEC je pravougli, pa primenom

Pitagorineteoremedobijamoc2−h2 = (a−b)2. Kako jetrapezABCD tangentan, pa

va`ic+h = a+b. Ondaizposledwedve jednakostidobijamo (c−h)(a+b) = (a−b)2,

to jest c =
(a− b)2

a+ b
+ h. Dakle,

h = a+ b− c =
1

2

(
a+ b− (a− b)2

a+ b

)
=

2ab

a+ b
,

pa je P =
a+ b

2
· h = ab.

Slika 2.60. Slika 2.61.

294. Ozna~imo sa k i k1 redom date krugove sa centrimaO iO1.

Analiza. Pretpostavimo da krug k2 sa centrom O2 i polupre~nikom x dodiruje

krugove k i k1 i pravuOO1 redom u ta~kamaA,B i C (slika 2.61). Neka jeOC = c.
Kako je

O1O2 =
R

2
+ x, OO2 = R− x, O2C = x, CO1 =

R

2
+ c

i kako su trougloviO2CO iO2CO1 pravougli (sa pravim uglom kod temenaC), to na

osnovu Pitagorine teoreme dobijamo(R
2
+ c
)2

+ x2 =
(R
2
+ x
)2

i c2 + x2 = (R− x)2,
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tj. Rc + c2 = Rx i c2 = R2 − 2Rx. Eliminacijom c iz ovih jednakosti dobijamo

x =
4R

9
, pa je O1O2 =

17R

18
i OO2 =

5R

9
.

Konstrukcija. Konstrui{imokrugk3 sa centromO1 ipolupre~nikom
17R

18
ikrugk4

sacentromO ipolupre~nikom
5R

9
. Neka jeO′

2 presekkrugovak3 ik4. Konstrui{imo

krug k′2 sa centromO′
2 i polupre~nikom

4R

9
. Tada je k′2 tra`eni krug.

Dokaz. Krugovi k3 i k4 se seku jer brojevi
17R

18
,
5R

9
i
R

2
zadovoqavaju potreban i

dovoqan uslov da mogu biti stranice trougla. Kako je(17
18

R
)2

>
(5
9
R
)2

+
(1
2
R
)2

,

to je trougao O1O
′
2O tupougli sa tupim uglom kod temena O. Prema tome, ta~ka O

se nalazi izme|u ta~keO1 i podno`jaC
′ visine trouglaO1O

′
2O iz temenaO′

2. Neka

je C ′O = c′ i C ′O′
2 = h. Kako su trougloviO′

2C
′O iO′

2C
′O1 pravougli sa pravim

uglom kod temenaC ′, to je

h2 =
(5
9
R
)2

− c′
2
=
(17
18

R
)2

−
(1
2
R+ c′

)2
.

Daqe lako dobijamo c′ =
R

3
i h =

4R

9
, pa krug k′2 dodiruje pravuOO1. Iz jednakosti

O1O
′
2 =

17

18
R =

1

2
R+

4

9
R

sledi da krug k′2 dodiruje krug k1. Kako je

OO′
2 =

√
c′2 + h2 =

5

9
R = R− 4

9
R,

to se i krugovi k′2 i k dodiruju.

Diskusija. Krugovi k1 i k
′
2 imaju dve prese~ne ta~ke, pa zadatak ima dva re{ewa.

295. Obele`imo sa a, b, c redom {irinu prve, druge i tre}e kolone, a sa x, y, z redom

{irinu prve, druge i tre}e vrste. Tada je na osnovu datih podataka ax = 8, bx = 10,
by = 5 i cz = 12, odakle dobijamo

a =
8

x
, b =

10

x
, c =

12

z
, y =

x

2
.

Ozna~imo sa P povr{inu polaznog pravougaonika. Kako je

P = 8 + 10 + 5 + 12 + az + ay + bz + cy + cx

= 35 +
8

x
· z + 8

x
· x
2
+

10

x
· z + 12

z
· x
2
+

12

z
· x = 39 + 18

( z
x
+

x

z

)
,
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na osnovu nejednakosti aritmeti~ke i geometrijske sredine pozitivnih brojeva
z

x
i

x

z
zakqu~ujemo da je

P > 39 + 18 · 2
√

z

x
· x
z
= 75.

Pri tome, jednakost je ispuwena ako i samo ako je x = z. Dakle, najmawa mogu}a povr-
{ina pravougaonikaABCD jeste 75 i ona se dosti`e ako i samo ako je x = z = 2y.

296. Na stranici BC trougla ABC uo~imo ta~ku D takvu da je ^BAD = β. Tada je

^CAD = ^CDA = 2β. Dakle, △ABD i △ADC su jednakokraki, pa je AD =
BD = a− b. Na osnovu kosinusne teoreme primewene na△ABC va`i

(2.63) b2 = a2 + c2 − 2ac cosβ.

Primenom sinusne teoreme na△ABD dobijamo jednakost

a− b

sinβ
=

c

sin(180◦ − 2β)
,

odakle, zbog sin(180◦ − 2β) = sin 2β = 2 sinβ cosβ, sledi da je

(2.64) cosβ =
c

2(a− b)
.

Kona~o, na osnovu (2.63) i (2.64) dobijamo da je

b2 = a2 + c2 − ac2

a− b
,

{to je ekvivalentno sa (a2 − b2)(a− b) = bc2, {to je i trebalo dokazati.

297. (a) Zbir unutra{wih uglova petouglaA1B1C1D1E1 (videti sliku 2.62) je 3 · 180◦, a
zbir unutra{wih uglova desetouglaAA1BB1CC1DD1EE1 je 8 · 180◦.

Slika 2.62.

Svaki od uglova tog petougla u zbiru sa odgovaraju}im uglom desetougla daje 360◦.
Zato je tra`eni zbir uglova zvezde, koji je jednak zbiru uglova desetougla kod temena

A,B,C ,D iE, to jest jednak je 8 · 180◦ + 3 · 180◦ − 5 · 180◦ = 180◦.
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(b) Ako je petougao ABCDE pravilan, on je simetri~an u odnosu na simetralu

svakog od svojih uglova, odakle sledi da je AA1 = AE1 = EE1, AC ∥ ED i

^AA1E = ^A1ED = ^CEA = ^EAA1. Dakle, trougao AEA1 je jednakokrak.

Neka jeAE = a iA1E1 = x. Tada iz sli~nosti jednakokrakih trouglova A1AE1 i

A1EA (koji imaju jednake uglove na osnovici) dobijamoAA1 : A1E1 = A1E : AA1,

to jest (a− x) : x = a : (a− x). Re{avawem ove jedna~ine po x, uzimaju}i u obzir da

je x < a, dobijamo x = 3−
√
5

2 a. PetougloviABCDE iA1B1C1D1E1 su sli~ni, pa

je odnos wihovih povr{ina

S : S1 =
(a
x

)2
=

2

7− 3
√
5
.

298. Neka je C ′ sredi{te du`iAB, a ta~ka F presek pravihAD iBE. TrougaoAFB je

pravougli (po konstrukciji), pa je^C ′FA = ^C ′AF = ^CAF = α
2 . Zakqu~ujemo

da je AC paralelno sa FC ′, a kako je A′C ′ sredwa linija trougla ABC sledi da su

ta~ke C ′,A′ i F ′ kolinearne. Kako je FC ′ te`i{na du` u trougluABF , iz ^evine

teoreme za ta~kuA′ dobijamo

FD

DA
· AC ′

C ′B
· BE

EF
= 1,

odnosno FD : DA = EF : BE. Dakle, ~etvrouogao ABED je trapez, pa je

DE ∥ AB.

299. Data relacija se mo`e zapisati u obliku∣∣sin x
2 + cos x

2

∣∣− ∣∣sin x
2 − cos x

2

∣∣
2

6 y 6 1 +
|sin 2x+ cos 2x|+ |sin 2x− cos 2x|

2
.

Kako leva strana ove dvostruke nejednakosti uzima vrednosti

L =


sin x

2 , za x ∈
[
0, π

2

]
,

cos x
2 , za x ∈

[
π
2 ,

3π
2

]
,

− sin x
2 , za x ∈

[
3π
2 , 2π

]
,

a desna

D =



1 + cos 2x, za x ∈
[
0, π

8

]
∪
[
7π
8 , 9π

8

]
∪
[
15π
8 , 2π

]
,

1 + sin 2x, za x ∈
[
π
8 ,

3π
8

]
∪
[
9π
8 , 11π

8

]
,

1− cos 2x, za x ∈
[
3π
8 , 5π

8

]
∪
[
11π
8 , 13π

8

]
,

1− sin 2x, za x ∈
[
5π
8 , 7π

8

]
∪
[
13π
8 , 15π

8

]
,

zakqu~ujemo da je na slici 2.63 prikazan skup ta~aka ravni xOy koje zadovoqavaju

uslove date u zadatku.
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Slika 2.63.

300. Parovi najve}e i najmawe cifre mogu biti (9, 2), (8, 1), (7, 0). Za ostale 4 cifre

tih {estocifrenih brojeva u svakom od ova tri slu~aja imamo po 6 mogu}nosti, pa ih
mo`emoizabratina

(
6
4

)
na~ina. Odabranih6razli~itihcifaramo`emorasporediti

na 6! na~ina. Od ukupnog broja rasporeda 3 ·
(
6
4

)
· 6! treba oduzeti broj onih rasporeda

koji po~iwu cifrom 0, jer oni ne predstavqaju {estocifrene brojeve. Ti rasporedi
se javqaju kada je najve}a cifra 7, a najmawa 0, i ima ih

(
6
4

)
· 5!. Dakle, ukupan broj

{estocifrenih brojeva sa tra`enim svojstvom je

3 ·
(
6

4

)
· 6!−

(
6

4

)
· 5! =

(
6

4

)
(3 · 6!− 5!) = 30600.

301. Sijalica sa rednim brojevim k 6 n }e promeniti stawe τ(k) puta, gde je τ(k) broj
delilaca broja k. Kako su u po~etnom stawu sve sijalice iskqu~ene, da bi k-ta sijali-
ca nakon prolaska posledweg u~enika bila upaqena, ona mora da promeni svoje stawe

neparan broj puta. Ukoliko imamo prirodan broj n ~ija je kanonska faktorizacija

pα1
1 pα2

2 · · · pαm
m , tada je τ(n) = (α1+1)(α2+1) · · · (αm+1). Kako nas zanimaju samo

oni brojevi kod kojih je τ(k) neparno, vidimo da je to mogu}e samo u slu~aju da su svi
αi parni, tj. kada je broj k kvadrat prirodnog broja. Dakle, kona~no re{ewe je [

√
n ].

302. Za re{avawe date jedna~ine iskoristi}emo nejednakost izme|u kvadratne i arit-

meti~ke sredine, kao i nejednakost |x| > x. Na osnovu tih nejednakosti va`i√
(1− x1)2 + (x1 − x2)2 + · · ·+ (x2008 − x2009)2 + x2

2009

2010

> (1− x1) + (x1 − x2) + · · ·+ (x2008 − x2009) + x2009

2010
,
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odnosno,

(1− x1)
2 + (x1 − x2)

2 + · · ·+ (x2008 − x2009)
2 + x2

2009 > 1

2010
.

Jednakost va`i ako i samo ako su svi ~lanovi jednaki, to jest

1− x1 = x1 − x2 = · · · = x2008 − x2009 = x2009 =
1

2010
.

Re{avawem sistema dobijamo xk = 1− k

2010
, k = 1, 2, . . . , 2009.

303. Re{ewanejedna~ine(1.4)imasmislatra`itisamouskupu [−1, 1], jer jetonajve}iskup
na kome su definisani svi izrazi koji se javqaju u toj nejedna~ini. Tada je x+1 > 0 i
1− x > 0. Tako|e, odmah je jasno da za a 6 0 nejedna~ina (1.4) nema re{ewa, jer zbir
dve nenegativne veli~ine ne mo`e biti mawi od nekog nepozitivnog broja. Sada, pod

uslovima x ∈ [−1, 1] i a > 0, nejedna~inu (1.4) kvadriramo i dobijamo

(2.65) 2
√
1− x2 < a2 − 2.

Nejedna~ina (2.65) ima re{ewa samo kada je a ∈ (−∞,−
√
2) ∪ (

√
2,+∞), a imaju}i

u vidu da smo kvadrirawe vr{ili pod uslovom a > 0, zakqu~ujemo da re{ewa ne-

jedna~ine (1.4) ima smisla daqe tra`iti u skupu [−1, 1] pod novim uslovom za a,
a ∈ (

√
2,+∞). Kvadrirawem nejedna~ine (2.65), tod navedenim uslovima, dobijamo

4(1− x2) < (a2 − 2)2, odnosno

(2.66) x2 > a2
(
1− a2

4

)
.

Na osnovu nejedna~ine (2.66) (uo~imo da je izraz sa desne strane nejedna~ine (2.66)

pozitivan za a ∈ (2,+∞), jednak nuli za a = 2, a negativan za a ∈ (
√
2, 2)) i

prethodno utvr|enih uslova zakqu~ujemo:

• za a > 2 skup re{ewa nejedna~ine (1.4) je interval [−1, 1];

• za a = 2 skup re{ewa nejedna~ine (1.4) je [−1, 0) ∪ (0, 1];

• za a ∈ (
√
2, 2) va`i

√
a2
(
1− a2

4

)
< 1, pa je tada skup re{ewa[

−1,−

√
a2
(
1− a2

4

))
∪

(√
a2
(
1− a2

4

)
, 1

]
;

• za a 6
√
2 nejedna~ina (1.4) nema re{ewa.

304. Prvo }emo odrediti oblast u kojoj ima smisla tra`iti re{ewe nejedna~ine (1.5),

to jest oblast definisanosti izraza u toj nejedna~ini. Uslovi 4x − 12 > 0,
log2 (4

x − 12) > 0,
√
x > 0 i x ̸= 1 nas dovode do zakqu~ka da x ∈ (log4 13,+∞).

Kako je log4 13 > 1 i 2 > 1 nejdna~ina (1.5) je za x ∈ (log4 13,+∞) ekvivalentna sa

log2 (4
x − 12) 6

√
x
2
,

odnosno sa 4x − 12 6 2x, odakle zakqu~ujemo da x ∈ (log4 13, 2].
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305. Konjugovawem jedna~ine x + y + z = 1 dobijamo x + y + z = 1. Na osnovu toga i
uslova x · x = y · y = z · z = 1 sledi da je 1

x + 1
y + 1

z = 1. Mno`ewem posledwe

jedna~ine sa xyz, zbog xyz = 1, dobijamo xy + yz + xz = 1. Prema tome,

(x+ y + z)(xy + yz + xz) = 1.

Na osnovu prethodne jedna~ine i x+ y + z = 1 = xyz sledi

1 = (x+ y + z)(xy + yz + xz) = x2(y + z) + y2(x+ z) + z2(x+ y) + 3xyz

= x2(1− x) + y2(1− y) + z2(1− z) + 3

= x2 − x3 + y2 − y3 + z2 − z3 − (x+ y + z) + 4

= −x3 + x2 − x+ 1− y3 + y2 − y + 1− z3 + z2 − z + 1 + 1,

odnosno, x3 − x2 + x− 1 + y3 − y2 + y − 1 + z3 − z2 + z − 1 = 0. Dakle, brojevi
x, y, z su koreni polinoma

P (t) = t3 − t2 + t− 1 = (t− 1)(t− i)(t+ i),

pa je {x, y, z} = {1,−i, i}, {to zna~i da ukupno imamo {est re{ewa.

306. Za p = 2 i p = 3 imamo 21 = 13 + 13 i 32 = 13 + 23. Neka je p > 3 i pretpostavimo
da postoje brojevi n, x i y tako da va`i pn = x3 + y3. Me|u svim trojkama (n, x, y)
odaberimo onu kod koje je n minimalno. Kako je (x, y) ̸= (1, 1), lako dobijamo da

su brojevi x + y i x2 − xy + y2 = (x − y)2 + xy > xy ve}i od 1. Iz identiteta
pn = (x + y)(x2 − xy + y2) sledi da p deli x + y i x2 − xy + y2, pa p deli

(x + y)2 − (x2 − xy + y2) = 3xy. Kako je p > 3, sledi da p deli x ili y. Kako p
deli i x + y, imamo da je x = p · x′ i y = p · y′, gde x′, y′ ∈ N. Kona~no, dobijamo

identitet pn−3 = x′3 + y′3, {to je u suprotnosti sa minimalnim izborom broja n.

307. Za prirodne brojeve n im postoje celi brojevi α i β, tako da va`i α · n + β ·m =
nzd(n,m). Koriste}i posledwu jednakost dobijamo

nzd(n,m)

n

(
n

m

)
=

αn

n
·
(
n

m

)
+

βm

n
·
(
n

m

)
= α

(
n

m

)
+ β

(
n− 1

m− 1

)
,

pa je tra`eni broj ceo (zbir dva cela broja). Me|utim, kako je i
nzd(n,m)

n

(
n

m

)
> 0,

zakqu~ujemo da je dati broj prirodan.

308. Kako je k · k! = (k + 1)k!− k! = (k + 1)!− k!, to je

N = 1 · 1! + 2 · 2! + · · ·+ (n− 3)(n− 3)!

= (2!− 1!) + (3!− 2!) + · · ·+ ((n− 2)!− (n− 3)!) = (n− 2)!− 1.

Mno`ewem prethodne jednakosti sa n− 1 i dodavawem obema stranama jednakosti n,
dobijamo (n− 1)N +n = (n− 1)!+ 1. Na osnovu Vilsonove teoreme sledi da je broj
n prost ako i samo ako n | N , jer je (n, n− 1) = 1.
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309. Neka su p1, p2, . . . , pk razli~iti prosti brojevi. Na osnovu Kineske teoreme o

ostacima, sistem

x ≡ −1 (mod p21), x ≡ −2 (mod p22), . . . , x ≡ −k (mod p2k)

ima re{ewe. Ovo zna~i da brojevi x + 1, x + 2, . . . , x + k imaju tra`enu osobinu.

Naime x+ i je deqiv sa p2i za i = 1, 2, . . . , k.

310. (a) Neka je

P =
n∏

i,j=1
i ̸=j

|ai − aj |.

Posmatrajmobeskona~an skup{P, 2P, 3P, . . . }. Poka`imoda subrojevia1+kP, a2+
kP, . . . , an+kP uzajamnoprostiuparovimazasvakiprirodanbrojk. Pretpostavimo
suprotno. Tada za neke i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, i ̸= j, brojevi ai + kP i aj + kP imaju

zajedni~ki delilacd > 1. Odavde sledi da jeai−aj = (ai+kP )−(aj+kP ) deqivo
sa d, tj. da je P deqivo sa d. Me|utim, ako su i ai + kP i P deqivi sa d tada d | ai.
Sli~no, ako d | (aj + kP ) i d | P , tada d | aj . Dakle, d > 1 je zajedni~ki delilac
brojevaai iaj {to je suprotnopretpostavci da su ovibrojevi uzajamnoprosti. Dakle,
za svako k ∈ N brojevi ai + kP , i = 1, 2, . . . , n, su uzajamno prosti u parovima.

(b)Ozna~imo sad razliku izme|u najve}eg i najmaweg od brojeva a1, a2, . . . , an. Pret-
postavimo da va`i zadati uslov. Posmatrajmo sve proste brojeve p 6 d. Za svaki

takav broj p neka je rp element skupa {0, 1, . . . , p − 1} koji se pojavquje ne vi{e od
jedanput me|u brojevima r1(p), r2(p), . . . , rn(p). Neka je

r∗p =

{
p− rp, rp > 0,
0, rp = 0.

Po{to su razli~iti prosti brojevi uzajamno prosti, prema Kineskoj teoremi o

ostacima sledi da postoji ceo broj b takav da su kongruencije b ≡ r∗p (mod p) zado-
voqene za sve proste brojeve p 6 d.

Doka`imo da su brojevi a1 + b, a2 + b, . . . , an + b uzajamno prosti u parovima.

Pretpostavimo da brojevi ai + b i aj + b imaju zajedni~ki prost faktor p, za neke
i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, i ̸= j. Razlikujemo slede}a dva slu~aja.

1◦ p > d. U ovom slu~aju iz ai + b ≡ 0 (mod p) i aj + b ≡ 0 (mod p) sledi da
p | (ai − aj), tj. da je |ai − aj | > p, {to je u kontradikciji sa p > d > |ai − aj |.
2◦ p 6 d. U ovom slu~aju imamo da je

ai + b = (mp+ ri(p)) + (np+ r∗p) i aj + b = (ℓp+ rj(p)) + (np+ r∗p),

gde sum,n, ℓ neki celi brojevi.

Pretpostavimo da je r∗p = p − rp. Tada je broj ai + b deqiv sa p samo ako je broj

ri(p) − rp deqiv sa p, to jest ako je ri(p) = rp. Sli~no, aj + b je deqivo sa p ako
je rj(p) = rp. Me|utim, ostatak rp pojavquje se najvi{e jedanput u skupu ostataka
{r1(p), r2(p), . . . , rn(p)}. Kontradikcija!
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Ako je r∗p = 0, tada su oba broja ri(p) i rj(p) deqiva sa p. Ovo nas dovodi do jednakosti
ri(p) = rj(p) = 0 = rp, {to nas ponovo dovodi do kontradikcije sa izborom broja rp.

Dakle, brojevi a1 + b, a2 + b, . . . , an + b su uzajamno prosti u parovima.

Neka je

P ∗ =
n∏

i,j=1
i ̸=j

|(ai + b)− (aj + b)|.

Prema delu zadatka (a) brojevi a1 + b + kP ∗, a2 + b + kP ∗, . . . , an + b + kP ∗ su

uzajamno prosti u parovima.

311. Iz f(x) = f(y) sledi

(2.67) f(n)− x = f(n+ f(x)) = f(n+ f(y)) = f(n)− y,

odakle dobijamo da je x = y. Dakle, funkcija f je �1--1�. Zam = 0, na osnovu (2.67),
dobijamo f(n) = f(n+ f(0)), pa je, zbog injektivnosti, f(0) = 0. Sli~no, na osnovu
(2.67), za n = 0 dobijamo f(f(m)) = −m. Dakle, funkcija f je bijekcija. Kada

zamenimo n sa f(n) u (2.67) dobijamo

f(f(n) + f(m)) = f(f(n))−m = −n−m = f(f(n+m)),

pa, zbog injektivnosti, sledi f(n) + f(m) = f(n+m). Matemati~kom indukcijom

se lako pokazuje da va`i f(n) = f(1) ·n. Me|utim, ovo nije re{ewe jedna~ine jer bi u

tom slu~aju, na osnovu−n = f(f(n)) = f(f(1) ·n) = f(1)2 ·n, sledilo f(1)2 = −1.
Dakle, ne postoji funkcija sa zahtevanim svojstvom.

312. Koriste}i formulu za izra~unavawe tangensa zbira uglova dobijamo:

(1 + tg k)(1 + tg (45◦ − k)) = 1 + tg k + tg (45◦ − k) + tg k · tg (45◦ − k)

=1 + tg 45◦(1− tg k · tg (45◦ − k)) + tg k · tg (45◦ − k) = 1 + 1 = 2.

Sada, odgovaraju}im grupisawem ~inilaca, lako izra~unavamo da je

P = (1 + tg 1◦)(1 + tg 44◦) · . . . · (1 + tg 22◦)(1 + tg 23◦) · (1 + tg 45◦) = 223.

313. Ozna~imo sa ak broj ta~aka koje se nalaze na pravoj x = k, k = 0, 1, . . . , 9. Neka

je S = a1 + a2 + · · · + a10 = 21 i pretpostavimo da me|u izabranim ta~kama nema

pravougaonika ~ije su stranice paralelne koordinatnim osama. Prema tome, u dve

razli~ite kolone ne postoji par ta~aka sa identi~nim y koordinatama, odnosno,(
5

2

)
>
(
a1
2

)
+

(
a2
2

)
+ · · ·+

(
a10
2

)
.

Sre|ivawem izraza i kori{}ewem nejednakosti Ko{i--[varca sledi

20 >
10∑
i=1

a2i −
10∑
i=1

ai >

(∑10
i=1 ai

)2
10

−
10∑
i=1

ai =
S2

10
− S.
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Na osnovu posledweg dobijamoS2−10S−200 = (S−20)(S+10) 6 0, {to povla~i
da je S 6 20, a to je po uslovu zadatka nemogu}e. Dakle, postoji pravougaonik ~ija su
temena me|u datim ta~kama, a stranice paralelne koordinatnim osama.

314. Neka je ta~ka F prese~na ta~ka prave AO i kruga opisanog oko △ABD. Kako je

AO = OF , dovoqno je dokazati da je F sredi{te du`iOE. Iz jednakosti

^DCB + ^BOD = 60◦ + 2^BAD = 60◦ + 120◦ = 180◦,

sledi da je ~etvorougao CBOD tetivan. Ozna~imo sa S centar opisanog kruga

oko ~etvorougla CBOD. Kako je △BDC ∼= △ABD, sledi da je SC = AO i

SC ∥ AO. Dakle, ~etvorougao OSCF je paralelogram (stranice OF i SC su

paralelne i jednake). Kona~no, zakqu~ujemo OF = OS = FC . Prava CO je

simetrala unutra{weg uglaBCD, zbogBO = DO. Prema tome,^OCE = 90◦, pa je
trougaoOCE pravougli. Kako jeF ta~ka na hipotenuziOE za koju va`iOF = FC ,

sledi da je F sredi{te du`iOE, {to je i trebalo pokazati.

315. Neka je N ta~ka koja je simetri~na ortocentru H u odnosu na ta~ku M . Dakle,

~etvorougao BNCH je paralelogram i va`i HM = MN . Kako je ^NBC =
^BCH = 90◦ − ^B, dobijamo da je ^ABN = 90◦ i sli~no ^ACN = 90◦.
^etvorouglovi BEHN i CNHF su tetivni, jer imaju po par naspramnih uglova

jednakih 90◦. Iz jednakosti periferijskih uglova u ovim ~etvorouglovima sledi

^ENH = ^EBH = 90◦−^A i^FNH = ^FCH = 90◦−^A. Dakle, u△ENF
du`NH je normala i simetrala ugla, pa kona~no dobijamoHE = HF .

316. (a)Neka je△ABC podeqenpravompnadvasli~natrougla. O~igledno jedatadaprava
pmoradasadr`ijednoodtemenatogtrougla, ineka jetotemeC (slika2.64). Ozna~imo

saD ta~ku preseka pravepi straniceAB. Pretpostavimo da sli~ni trougloviADC
iDBC nisu pravougli. To povla~i da je jedan od uglova kod temenaD tup i neka je to

^ADC . Kako je ^BDC o{tar nije mogu}e da su ^ADC i ^BDC jednaki. Neka je

δ ugao trouglaDBC koji je jednak uglu ^ADC . Tada je δ + ^BDC = 180◦, to jest
zbir dva ugla trouglaDBC je 180◦. Kontradikcija. Dakle, ako je trougao podeqen
na dva sli~na trougla oni moraju biti pravougli.

Slika 2.64. Slika 2.65.

[tavi{e, na osnovu slike 2.65, lako dolazimo do zakqu~ka da ta dva trougla moraju

biti podudarni ako je△ABC o{trougli ili tupougli, dok u slu~aju kada je△ABC
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pravougli oni mogu biti i samo sli~ni, ali ne i podudarni (hipotenuzina visina deli

pravougli trougao na dva sli~na pravougla trougla).

(b) Pretpostavimo da je mogu}e o{trougli trougaoABC podeliti na pet podudarnih

trouglova pravim koje ne prolaze kroz temena tog trougla. Onda je svako od temenaA,
B i C teme ta~no jednog od dobijenih podudarnih trouglova, pa razmatramo slede}a

dva slu~aja:

(i) �unutra{wi� trougao PQR je podeqen na dva podudarna trougla;

(ii) jedan od spoqa{wih trouglova, na primer△PBQ je podeqen na dva podudarna

trougla.

Slika 2.66.

U prvom slu~aju, na osnovu tvr|ewa dokazanog u delu (a) zakqu~ujemo da je trougao

PQR podeqen na dva podudarna pravougla trougla, {to povla~i da su i ostali wima

podudarni trouglovi pravougli. Pravi uglovi preostala tri trougla ne mogu biti u

temenimaA,B iC , jer je trougaoABC o{trougli. Tako|e, dva prava ugla se ne mogu

na}i u temenu �unutra{weg� trougla, na primer u P , jer se samo jedna normala mo`e

povu}iiz ta~ke na datu pravu. Stoga, bez gubitka op{tosti, mo`emopretpostaviti da

supraviugloviraspore|enikaona slici2.66levo. Utomslu~ajuimamodvapodudarna

pravougla trougla takva da je jedna kateta jednaka hipotenuzi, {to je nemogu}e. U

drugom slu~aju, prikazanom na slici 2.66 desno, na sli~an na~in se pokazuje da se

o{trougli trougao ne mo`e podeliti na pet podudarnih trouglova pravama koje ne

prolaze kroz temena tog trougla.

317. Radi jednostavnijeg zapisa uvedimo slede}e oznake za uglove trougla ABC : α =
^BAC , β = ^ABC , γ = ^ACB, kao {to je prikazano na slici 2.67. Tada je

^CDB = α+
1

2
γ >

1

2
γ = ^DCB .

Stoga je BC > DB. Sli~no, posmatraju}i △ADC zakqu~ujemo da je AC > AD.

Na osnovu uslova zadatka imamo da je AC − AD = BC − BD, to jest mo`emo na}i

ta~ke P i Q na stranicama BC i AC takve da je AQ = AD i BP = BD. Na

osnovu stava podudarnosti SSU (CQ = AC −AD = BC −BD = CP ,CD = CD,

^ACD = ^BCD) zakqu~ujemo da je △CDQ ∼= △CDP . Stoga je DQ = DP
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i ^CPD = ^CQD. Ovo povla~i da su jednakokraki trouglovi AQD i BPD
podudarni. Na osnovu te podudarnosti zakqu~ujemo da je AD = DB, pa je trougao

ABC jednakokrak.

Slika 2.67. Slika 2.68.

318. Osni presek kupe i vaqka prikazan je na slici 2.68. Obele`imo polupre~nik osnove

kupesaR, visinukupesaH , polupre~nikosnovevaqkasar, visinuvaqkah, zapreminu
kupe sa Vk , a zapreminu vaqka sa Vv . Trougao ABS je jednakokrako-pravougli, pa je

^ABS = ^CGS = 45◦. Odavde sledi da jeBE = EG, odnosnoGC = SC . Zna~i

h = R − r. Kako je vaqak ravnostrani va`i 2r = R − r, odnosno R = 3r. Kako je
trougaoABS jednakokrako--pravougli, to je iR = H . Dakle,H = R = 3r ih = 2r,
pa va`i

Vv = r2πh = 2r3π i Vk =
1

3
R2πH =

1

3
27r3π = 9r3π.

Sada lako izara~unavamo da je tra`eni odnos zapremina jednak Vv : Vk = 2 : 9.

319. Obele`imo polupre~nike sfera sa ra, rb, rc, a wihove centre sa OA, OB , OC , kao

{to je prikazano na slici 2.69.

Slika 2.69.
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Kako su trapeziABOBOA,BCOCOB iCAOAOC pravougli, na osnovuPitagorine

teoreme va`i

(ra+rb)
2 = c2+(ra−rb)

2, (ra+rc)
2 = b2+(ra−rc)

2, (rb+rc)
2 = a2+(rc−rb)

2,

odnosno

(2.68) 4rarb = c2, 4rarb = b2, 4rbrc = a2.

Mno`ewem levih, odnosno desnih strana jedna~ina iz sistema (2.68) dobija se jedna-

~ina 64r2ar
2
br

2
c = a2b2c2. Na osnovu posledweg zakqu~ujemo da je 8rarbrc = abc, {to

zajedno sa sistemom jedna~ina (2.68) daje kona~no re{ewe

ra =
bc

2a
, rb =

ac

2b
, rc =

ab

2c
.

320. Broj neparnih brojeva napisanih na tabli se ne mewa ako su izbrisana dva broja

razli~ite parnosti ili ako su izbrisana dva parna broja, dok se smawuje za 2 ako

su izbrisana dva neparna broja. Dakle, parnost broja neparnih brojeva na tabli je

invarijanta (ne mewa se) primenom zadatog postupka. Kako je na po~etku bilo 15
neparnih brojeva, zakqu~ujemo da }e posledwi broj na tabli biti neparan.

321. Ukoliko tablicu popunimoredombrojevima od 1 don2, brojevi koji se nalaze u dowem

desnomugludimenzijam×m suobojeniiplavoicrveno, po{topredstavqajunajve}ih

m brojeva u svojim vrstama i kolonama. Dokaza}emo da jem2 najmawi broj poqa koja

moraju biti obojena obema bojama. Posmatramo redom brojeve od n2 do 1 i u svakom
momentu markiramo najve}i broj. Ukoliko se u nekoj vrsti ili koloni nalazi m
markiranih brojeva, datu vrstu ili kolonu markiramo i nadaqe vi{e ne posmatramo

brojeve iz we. Sve dok ne markiramo m vrsta ili m kolona, biramo najve}i broj i

markiramo ga. Taj broj se sigurno nalazi um najve}ih brojeva iz svoje vrste i svoje

kolone. Nakraju imamom vrstailimkolona sa pommarkiranihpoqa, pa je najmawi

broj poqa koja su obojena u plavo i crveno jednakm2.

322. (a) O~igledno je mogu}e ispuniti ovaj zahtev, na primer podeliti dijagonalom svaki

�mali� kvadrat na dva podudarna trougla (slika 2.70).

Slika 2.70. Slika 2.71.

(b)Ovaj zahtev je mogu}e ispuniti kao{to je to prikazano na slici 2.71 i tada je svaki

od prikazanih trouglova povr{ine 7
2 .
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(v) Pretpostavimo da je zahtev ispuwen, to jest da je preostali deo kvadrata podeqen

na mawe od 18 trouglova jednake povr{ine. Ozna~imo sa T trougao ~ija stranica a
sadr`i ta~ke A i B. Onda povr{ina trougla T mora biti ve}a od 7

2 , a maksimalna

du`ina visine koja odgovara stranici a je 7. Stoga stranica a mora biti du`a od 1,
{to zna~i da je B unutra{wa ta~ka stranice a. Sli~no, trougao T1 sa stranicom b
koja sadr`i ta~keB iC , mora biti takav da jeB unutra{wa ta~ka stranice b. Zna~i
trouglovi T i T1 se seku. Kontradikcija! Zna~i, nije mogu}e podeliti preostali deo

kvadrata na mawe od 18 trouglova jednake povr{ine.

323. (a)Ovaj zahtev je mogu}e ispuniti. Na primer, obojimo sve dijagonalne kvadrate. Wih

ima 100, a svaki ima 0 obojenih susednih kvadrata.

(b) Pretpostavimo da je mogu}e obojiti neparan broj kvadrata tako da svaki obojeni

kvadratimaneparanbroj obojenih susednihkvadrata. Neka jeabrojobojenihkvadrata
koji ima jednog obojenog �suseda�, a b broj obojenih kvadrata koji ima tri obojena

�suseda�. Ukupan broj obojenih kvadratamora biti neparan, pa je a+ b = 2n+1. Ako
jeN broj zajedni~kih stranica obojenih kvadrata, onda je o~igledno a+3b = 2N . Na

osnovu uo~enih jednakosti sledi

2N = a+ 3b = (a+ b) + 2b = 2n+ 1 + 2b,

{to je nemogu}e (paran broj ne mo`e biti jednak neparnom). Dakle, nije mogu}e

ispuniti tra`eni zahtev.

324. (a) Kako je

xyz + xy + yz + zx+ x+ y + z + 1 = xy(z + 1) + x(z + 1) + y(z + 1) + (z + 1)

= (x+ 1)(y + 1)(z + 1),

i 244 = 2 · 2 · 61, zakqu~ujemo da je

((x+ 1), (y + 1), (z + 1)) ∈ {(2, 2, 61), (2, 61, 2), (61, 2, 2)},

odnosno (x, y, z) ∈ {(1, 1, 60), (1, 60, 1), (60, 1, 1)}.
(b) Data jednakost je ekvivalentna sa 112x + 22y + 13z = 243. Kako su y i z
nenegativni brojevi, zakqu~ujemo da je x = 1. Onda je 22y + 13z = 131. Posledwa
jednakost je ekvivalentna sa 2z − 10 = 11(11− x− 2z), pa zakqu~ujemo da je z = 5,
jer je samo u tom slu~aju 2z − 10 deqivo sa 11. Kona~no, dobijamo i vrednost za y,
y = 3. Dakle, tra`eni broj je 135.

325. Radi preglednijeg zapisa ozna~imo izraz a2 + 2a+ 9 sa x. Tada je

(a2 + 2a+ 9)2 + 3a(a2 + 2a+ 9)− 4a2 =x2 + 3ax− 4a2

=x2 − ax+ 4ax− 4a2

=x(x− a) + 4a(x− a)

= (x+ 4a)(x− a)

= (a2 + 6a+ 9)(a2 + a+ 9)

= (a+ 3)2(a2 + a+ 9).
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Kako je 4131 = 35 · 17, a broj (a+3)2 potpun kvadrat ve}i ili jednak 42, zakqu~ujemo
da je (a+ 3)2 = 92 i a2 + a+ 9 = 51. Na osnovu prve jednakosti sledi da je a = 6, a
kako je i 62 + 6 + 9 = 51, zakqu~ujemo da je broj 6 (a = 6) jedino re{ewe problema.

326. Ozna~imo saM dati izraz. Onda je

M = x5 + y5 − x4y − xy4 + x2 + 4x+ 7

= x4(x− y)− y4(x− y) + (x+ 2)2 + 3

= (x− y)(x4 − y4) + (x+ 2)2 + 3

= (x− y)(x2 + y2)(x− y)(x+ y) + (x+ 2)2 + 3

= (x2 + y2)(x− y)2(x+ y) + (x+ 2)2 + 3.

Dakle, izrazM je zbir nenegativnih izraza, pa je wegova najmawa vrednost jednaka 3
kada je (x2 + y2)(x− y)2(x+ y) = 0 i (x+ 2)2 = 0, to jest za x = −2, y = 2. Zbog
uslova x+ y > 0 slu~aj x = −2, y = −2 ne uzimamo u obzir.

327. Datu jedna~inu mo`emo zapisati u oblikuAx = B, gde je

A = 3(1 + a2 + a4)− (1 + a+ a2)2

= 3 + 3a2 + 2a4 − 1− 2a− 2a2 − 2a3 − a2 − a4

= 2a4 − 2a3 − 2a+ 2 = 2a3(a− 1)− 2(a− 1)

= 2(a− 1)2(a2 + a+ 1),

B = a5 + a4 + a3 − a2 − a− 1 = a2(a3 − 1) + a(a3 − 1) + (a3 − 1)

= (a− 1)(a2 + a+ 1)2.

Kako je

a2 + a+ 1 =
(
a+

1

2

)2
+

3

4
̸= 0,

polazna jedna~ina je ekvivalentna jedna~ini

2(a− 1)2x = (a− 1)(a2 + a+ 1).

Kona~no, za a ̸= 1 je x =
a2 + a+ 1

2(a− 1)
, dok je za a = 1 svaki realan broj re{ewe date

jedna~ine.

328. Desna strana jedna~ine je nenegativna ako i samo ako jex ∈ [2, 3], jer je5x− 6− x2 =
(3− x)(x− 2). Sada, sre|uju}i levu stranu jedna~ine, dobijamo:√

4− x

√
4− (x− 2)

√
1 + (x− 5)(x− 7) =

√
4− x

√
4− (x− 2)|x− 6|

=

√
4− x

√
4− (x− 2)(6− x) =

√
4− x|x− 4|

=
√
4− x(4− x) = |x− 2| = x− 2 za x ∈ [2, 3].

Dakle, na skupu [2, 3] treba re{iti jedna~inu 2(x − 2) = (x − 3)(x − 2). Jedino

re{ewe ove, kao i polazne jedna~ine, je broj 2.
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329. Nejednakost

n+ 1 <
log 4

log 3
+

log 44

log 33
+

log 4444

log 3333
+ · · ·+ log

2n︷ ︸︸ ︷
44 . . . 44

log 33 . . . 33︸ ︷︷ ︸
2n

sledi iz ~iwenice da je svaki od n+ 1 sabiraka
log 4

log 3
,
log 44

log 33
, . . . ,

log

2n︷ ︸︸ ︷
44 . . . 44

log 33 . . . 33︸ ︷︷ ︸
2n

ve}i

od 1, {to je o~igledno.

Da bismo dokazali drugu nejednakost prvo }emo dokazati da je k-ti sabirak uvek mawi
od 1 + 2−(k+1), to jest da je

(2.69)
log

2k︷ ︸︸ ︷
44 . . . 44

log 33 . . . 33︸ ︷︷ ︸
2k

< 1 +
1

2k+1
.

Za k = 0, imamo
log 4

log 3
< 1+ 1

2 , {to je ekvivalentno sa 4 < 3
√
3, odnosno sa 16 < 27.

Ozna~imo saA broj sastavqen od 2k jedinica. Tada je (2.69) ekvivalentno sa

log 4 + logA < (log 3 + logA)

(
1 +

1

2k+1

)
= log 3 + logA+

log 3 + logA

2k+1
,

odnosno 2k+1 · log 4
3 < log 3A. Dakle, potrebno je dokazati slede}u nejednakost

162
k

<
102

k − 1

3
· 92

k

.

Koriste}i grubu procenu dobijamo 3 · 162k < 812
k

< (102
k − 1) · 92k . Dakle,

log 4

log 3
+
log 44

log 33
+· · ·+ log

2n︷ ︸︸ ︷
44 . . . 44

log 33 . . . 33︸ ︷︷ ︸
2n

<

(
1 +

1

2

)
+

(
1 +

1

4

)
+· · ·+

(
1 +

1

2n

)
< n+2.

330. Neka je p prost broj i pretpostavimo da p2k+1 delim, a p2k+2 ne delim. Kakomn
deli m2 + n2 + m sledi da m | n2, pa zato p2k+1 deli n2. Kako je p prost broj,

onda je n deqivo sa pk+1. Prema tome, p2k+1 · pk+1 = p3k+2 deli m2 + n2 + m,

jermn delim2 + n2 +m. Kako p2k+2 delim2 i n2, sledi da je i brojm deqiv sa

p2k+2. Kontradikcija! Dakle, svaki prost broj p ima parni eksponent u kanonskoj
faktorizaciji brojam, pa jem potpun kvadrat.

331. Za n = 3, imamo permutacije (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2). Na osnovu per-

mutacije (a1, a2, . . . , an)mo`emodakonstrui{emopermutaciju du`ine2nna slede}i
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na~in: (2a1, 2a2, . . . , 2an, 2a1−1, 2a2−1, . . . , 2an−1). Nekasu ii j dvaproizvoqna
elementa razli~ite parnosti iz nove permutacije. Lako zakqu~ujemo da se ta dva ele-

menta moraju nalaziti ili u prvoj ili u drugoj polovini permutacije. Kako tvr|ewe

zadatka va`i za oba dela permutacije, koriste}i matemati~ku indukciju zakqu~ujemo

daistova`ii zanovupermutaciju brojevaod1 do2n. Polaze}iodn = 3, mo`emokon-
struisati permutaciju veli~ine 3 · 2k , gde je k > 1. Brisawem brojeva iz permutacije
ne naru{avamo uslov zadatka, pa za svaki prirodan broj n > 2 postoji permutacija u
kojoj se izme|u svaka dva broja i i j ne nalazi wihova aritmeti~ka sredina.

332. Ozna~imo elemente skupaA saa1, a2, . . . , an i neka je p prost broj oblika 3k−1, koji
je ve}i od svih elemenata skupa A (ostavqamo ~itaocu da doka`e da prostih brojeva

oblika 3k − 1 ima beskona~no mnogo). Za svako 1 6 i 6 n posmatramo brojeve

ai, 2ai, . . . , (p − 1)ai. Oni formiraju potpun sistem ostataka po modulu p i zato

postoji k wih koji su kongruentni sa k, k + 1, . . . , 2k − 1 po modulu p.

Neka xj ozna~ava koliko ima brojeva me|u ja1, ja2, . . . , jan koji su kongruentni sa

k, k+1, . . . , 2k− 1 po modulu p. Kako jex0+x1+ · · ·+xp−1 = kn, po Dirihleovom
principu postoji xt tako da je

xt >
nk

p
=

nk

3k − 1
>

n

3
.

Podskup B konstrui{emo kao skup svih a ∈ A, za koje je ta kongruentno sa nekim

od k, k + 1, . . . , 2k − 1 po modulu p. O~igledno ovaj skup trivijalno zadovoqava sve
uslove zadatka.

333. Iz uslova
n∑

i=1

ai = 1, imamo identitet

1 =

( n∑
i=1

ai

)2

=
n∑

i=1

a2i + 2
∑
i<j

aiaj .

Transformacijom leve strane nejednakosti dobijamo∑
i<j

4aiaj
ai + aj

=
∑
i<j

4aiaj(a1 + a2 + · · ·+ an)

ai + aj

= 4
∑
i<j

aiaj +
∑
i<j

4aiaj(1− ai − aj)

ai + aj

= 2

(
1−

n∑
i=1

a2i

)
+
∑
i<j

4aiaj(1− ai − aj)

ai + aj
.

Dakle, preostaje nam da doka`emo nejednakost∑
i<j

4aiaj(a1 + a2 + · · ·+ ai−1 + ai+1 + · · ·+ aj−1 + aj+1 + · · ·+ an)

ai + aj

6(n− 2)

(
1−

n∑
i=1

a2i

)
.
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Na osnovu nejednakosti aritmeti~ke i harmonijske sredine sledi

4aiajak
ai + aj

6 (aiak + ajak).

Sumirawem ovih nejednakosti za k ̸= i, j dobijamo

4aiaj(1− ai − aj)

ai + aj
6 (1− ai − aj)(ai + aj) = ai + aj − a2i − a2j − 2aiaj .

Kada saberemo ove nejednakosti za svako i < j, kona~no dobijamo∑
i<j

4aiaj(1− ai − aj)

ai + aj
6 (n− 1)

n∑
i=1

ai − (n− 1)
n∑

i=1

a2i − 2
∑
i<j

aiaj

= (n− 1)− (n− 2)
n∑

i=1

a2i −
( n∑

i=1

ai

)2

= (n− 2)

(
1−

n∑
i=1

a2i

)
.

334. Neka su P ′(x) i Q′(x) polinomi sa koeficijentima koji su ostaci koeficijenata

polinoma P (x) i Q(x) po modulu 3, redom. Sledi da polinom P ′(x) deli polinom
Q′(x) u prstenuZ3[X]. Kako je

P ′(x) = xn + xn−1 + · · ·+ x+ 1 i Q′(x) = xm + xm−1 + · · ·+ x+ 1,

sledi daxn+1−1 delixm+1−1. Najve}i zajedni~ki delilac za polinomexn+1−1 i
xm+1− 1 je jednakxd− 1, gde je d najve}i zajedni~ki delilac za brojeven+1 im+1
(dokaz tvr|ewa je zasnovan na Euklidovom algoritmu). Odavde sledi da je d = n+ 1,
i kona~no da n+ 1 delim+ 1.

335. Neka je O centar kruga Ω. Kako je ^PAO = ^PBO = 90◦, ta~ke P,A,O,B se

nalaze na istom krugu, koji se~eCD u ta~kiS. Zato je^OSP = 90◦, pa jeCS = SD.

Periferijski uglovi ASC i ABP su jednaki. Zbog BE ∥ AP zakqu~ujemo da

je ^ABE = ^BAP i ^PAF = ^AFB (uglovi sa paralelnim kracima). Dakle,

^ABE = ^BAP = ^ABP = ^ASC . Zbog^AFB+^FAB = ^ABE,^ADS+
^SAD = ^ASC i^ABE = ^ASC sledi^AFB + ^FAB = ^ADS + ^SAD.

Kako je^ADC = ^ADS = ^PAF = ^AFB sledi i da je^FAB = ^SAD, pa su

trougloviABF iADS sli~ni. Analognozakqu~ujemodasuitrougloviABE iASC
sli~ni. Na osnovu dokazanih sli~nosti trouglova iCS = SD slediBE = BF .

336. Ozna~imo presek pravihPH iAB saE i presekPF sa krugom opisanim oko△ABC
saV iW (slika 2.72). Kako je^BAC = ^FHB (kao uglovi sa normalnim kracima),

problem se svodi na to da doka`emo da je ^FHP = ^FHB. Dokaza}emo da su

trouglovi EFH i FBH podudarni, pa na osnovu toga zakqu~iti da je ^FHP =
^FHB. PrimenomMenelajeve teoreme za se~icuE − P −H trouglaAFC va`i

(2.70)
FE

EA
· AP
PC

· CH

HF
= 1.
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Slika 2.72.

Kako jeOF ⊥ VW to je V F = FW = x.

Na osnovu potencije ta~ke P na krug k va`i

AP · PC = V P · PW = (V F − PF ) · (WF + PF )(2.71)

= (x− PF ) · (x+ PF ) = x2 − PF 2,

a na osnovu potencije ta~ke F na krug k imamo da je

AF · FB = V F · FW = x2.

Primenom Stjuartove teoreme na du` PF u△AFC imamo da je

PF 2 =
AP

AC
· CF 2 +

PC

AC
·AF 2 −AP · PC,

pa je, zbog (2.71),

PF 2 =
AP

AC
·CF 2+

PC

AC
·AF 2−(x2−PF 2) =

AP

AC
·CF 2+

PC

AC
·AF 2−x2+PF 2,

odnosno,

x2 = AF · FB =
AP

AC
· CF 2 +

PC

AC
·AF 2 =

AP

AC
· CF 2 +

AC −AP

AC
·AF 2.

Daqe, ekvivalentnim transformacijama dobijamo

AP

PC
=

AF

CF
· FB −AF

CH
,

{to zamenom u (2.70) daje

(2.72)
FE

EA
· AF

CF
· FB −AF

CH
· CH

HF
=

FE

FE −AF
· AF

CF
· FB −AF

HF
= 1.

Kako je△AFC ∼ △FBH , to je
AF

CF
=

HF

FB
, {to zamenom u (2.72) daje

FE

FE −AF
· HF

FB
· FB −AF

HF
= 1,
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odakle sledi FE = FB. Sada na osnovu stava SUS zakqu~ujemo da je △EFH ∼=
△FBH , pa je^FHP = ^FHB = ^BAC .

337. Ozna~imo^ACB sa γ (slika 2.73).

Slika 2.73.

Kako je periferijski ugao nad pre~nikom prav to su M i N podno`ja visina, pa

je zato ^NAC = 90◦ − γ, a wegov centralni ^NOM = 180◦ − 2γ. Kako je

NPMO tetivan ~etvorougao sledi da je ^NPM = 2γ. Opi{imo, sada, krug k1
sa centrom P i polupre~nikom MP = NP . Tada centralnom uglu ^NPM =
2γ odgovara periferijski ugao veli~ine γ, pa ta~ka C pripada krugu k1. Dakle,

MP = NP = CP , a kako je po uslovu zadatka CP = MN zakqu~ujemo da je

△MNP jednakostrani~an. Prema tome, ^NPM = 60◦, odakle lako zakqu~ujemo
da je^NCM = ^ACB = 30◦.

338. Ozna~imo presekAB iPK saE (slika 2.74).

Kako je AB pre~nik kruga k to je ^ADB = ^ADK = 90◦. Prave PK i AB
su me|usobno normalne ako i samo ako je ^AEK = 90◦, odnosno ako i samo ako je
AKED tetivan ~etvorougao. Ozna~imo^DAB sa ε. Kako je

^KDP = ^DAB = ^DAE = ε,

~etvorougao AKED je tetivan ako i samo ako je ^DKE = ^DAE = ε, odnosno
treba da doka`emo da je△DKP jednakokrak. Ovaj trougao je jednakokrak ako i samo

ako je sli~an △AOD (jednakokraki trougao sa istim uglom na osnovici). Kako je

^DAO = ^PDK = ε potrebno je jo{ dokazati
OA

AD
=

PD

DK
, odnosno

OA

PD
=

AD

DK
,

to jest

(2.73)
OD

PD
=

AD

DK
.

Na osnovu

^POD =
^DOC

2
i ^DOC = 2^CAD = 2^KAD



192

Slika 2.74.

zakqu~ujemo da je^POD = ^KAD. Dakle,△OPD ∼ △AKD, odakle sledi (2.73).

Prema tome jeste PK ⊥ AB.

339. Iz uslova zadatka dobijamo da je ^IBR = ^IBS = 90◦, jer je prava RS sime-

trala spoqa{weg ugla kod temena B u △ABC (BI ⊥ KL, KL ∥ RS). Neka je

r polupre~nik upisane kru`nice. Tangens ^RIS izra~una}emo kao tangens zbira

^BIS i^BIR. Primenom sinusne teoreme na△BLS dobijamo

BS

sin
(
90◦ − γ

2

) =
BL

sin
(
90◦ − α

2

) ,
odakle je

BS = r ctg
β

2
·
cos γ

2

cos α
2

.

Posmatraju}i pravougli trougaoBIS zakqu~ujemo da je

tg^BIS =
BS

BI
=

r ctg β
2 · cos γ

2

cos α
2

r
sin β

2

=
cos β

2 cos γ
2

cos α
2

.

Analogno dobijamo simetri~an izraz za tg^BIR,

tg^BIR =
cos β

2 cos α
2

cos γ
2

.
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Kona~no, primenom formule za tanges zbira uglova dobijamo

tg^RIS = tg (^BIS + ^BIR) =
cos2 α

2 + cos2 γ
2

cos γ
2 cos α

2

·
cos β

2

sin2 β
2

.

Sada na osnovu nejednakosti aritmeti~ke i geometrijske sredine pozitivnih brojeva

cos2 α
2 i cos2 γ

2 sledi tra`ena nejednakost

tg^RIS > 2 ·
cos β

2

sin2 β
2

=
sinβ

sin3 β
2

.

340. Uo~imo da je

(a+ b+ c+ d)2 = a2 + b2 + c2 + d2 + 2ab+ 2ac+ 2ad+ 2bc+ 2bd+ 2cd

= 2(a2 + b2 + ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd).

Na osnovu prethodnog sledi da je (a + b + c + d)2 paran broj, pa je i a + b + c + d
paran. Kako je i a+ b+ c+ d > 4, sledi da je a+ b+ c+ d slo`en broj.

341. Zbir svih pozitivnih delilaca broja n =
k∏

i=1

pαi
i je

σ(n) =

k∏
i=1

αi∑
j=0

pji .

Tako, zbir delilaca brojaA iznosi

σ(A) =
(
1 + 2 + · · ·+ 2k

)
(1 + p)(1 + q) =

(
2k+1 − 1

)
· 9 · 22k−1.

Zbir svih delilaca brojaB je isti:

σ(B) =
(
1 + 2 + · · ·+ 2k

)
(1 + r) =

(
2k+1 − 1

)
· 9 · 22k−1.

S druge strane je

A+B = 2k(pq + r) = 2k
((
3 · 2k−1 − 1

) (
3 · 2k − 1

)
+ 9 · 22k−1 − 1

)
= 2k

(
9 · 22k − 9 · 2k−1

)
= 22k−1 · 9 ·

(
2k+1 − 1

)
.

Prema tome,

σ(A)−A = (A+B)−A = B i σ(B)−B = (A+B)−B = A,

tj. zbir pravih delilaca brojaA je jednakB, a zbir pravih delilaca brojaB je jednak

A. Dakle,A iB jesu prijateqski brojevi.



194

342. Neka su fn i fn+k , k > 0, dva razli~ita Fermaova broja. Pretpostavimo da jem ceo

pozitivan broj takav dam | fn im | fn+k . Neka je x = 22
n

. Tada je

fn+k − 2

fn
=

x2k − 1

x+ 1
= x2k−1 − x2k−2 + · · · − 1,

pa fn | (fn+k − 2), odakle sledi da m | (fn+k − 2). Kako m | fn+k , to m | 2.
Me|utim, kako su Fermaovi brojevi neparni sledi da jem = 1, odakle sledi tvr|ewe
zadatka.

343. Neka sua1, a2, . . . , an+1 proizvoqni brojevi iz skupa {1, 2, . . . , 2n}. Svaki odwih se
mo`e zapisati u obliku ai = 2kibi, gde je bi neparan. Tada su b1, b2, . . . , bn+1 neparni

brojevi iz intervala [1, 2n−1], a kako u intervalu [1, 2n−1]postoji samonneparnih
brojeva, dva su jednaka, tj. za neke i, j ∈ {1, . . . , n − 1}, i ̸= j, je bi = bj , pa jedan od
brojeva ai i aj deli drugi.

344. Koriste}i nejednakost S(a)S(b) > S(ab), koja va`i za sve prirodne brojeve a i b
(dokazati!), dobijamo

S(n) = S(n · 10000) = S(16n · 625) 6 S(16n)S(625) = S(16n) · 13.

Dakle,
S(n)

S(16n)
6 13, dok za n = 625 va`i jednakost.

345. Posmatramobrojevepomodulu4, takodaimamo10052kopijasvakogodbrojeva0, 1, 2, 3.
Podelimo tablu na 10052 delova dimenzija 2×2 i pretpostavimo da postoji raspored
brojeva, u kome suma svaka dva susedna broja nije deqiva sa 4. Tada bi svaki deo 2× 2
morao da sadr`i ta~no jednu 0 i jednu 2, a na preostala dva poqa bi morali biti

upisani isti brojevi. Dakle, tada bi broj jedinica bio paran. Kontradikcija!

346. Pretpostavimoda jepoplo~avawemogu}ebezkvadrata1×1. Obojimoredovekvadrata
23 × 23 crno i belo naizmeni~no. Crnih poqa ima za 23 vi{e nego belih. Svaki

kvadrat 2× 2 sadr`i podjednako crnih i belih poqa, dok svaki kvadrat 3× 3 pokriva
3 poqa jedne boje vi{e nego druge. Prema tome, razlika broja crnih i belih poqa je
deqiva sa 3. Kontradikcija! Zna~i, za poplo~avawe je neophodan bar jedan kvadrat
1 × 1. Mogu}e je poplo~avawe pri kome se koristi samo jedan kvadrat 1 × 1. On se
stavi u centar, a preostali deo table podeli na pravougaonike 11× 12 koji se potom
lako mogu poplo~ati kvadratima 2 × 2 i 3 × 3. Dakle, za zahtevano poplo~avawe je
potreban najmawe jedan kvadrat 1× 1.

347. Dokaza}emo slede}e op{tije tvr|ewe. Neka je dat alfabet A koji se sastoji od n
slova a1, a2, . . . , an i re~ w du`ine 2n sastavqena od slova iz A. Tada w sadr`i

nepraznu re~ x, u kojoj se svako slovo pojavquje paran broj puta.

Svako slovo ai predstavimo vektorom ei = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) du`ine n, u kome
se jedinica nalazi na poziciji i. Vektore sabiramo po koordinatama po modulu 2.
Za datu re~ w = x1x2 · · ·x2n defini{emo vektore vi = ex1 + ex2 + · · · + exi .

Podre~ xixi+1 · · ·xj sadr`i paran broj pojavqivawa svakog slova ako i samo ako
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va`i exi
+exi+1

+ · · ·+exj
= (0, 0, . . . , 0) = 0. Ukoliko postoji 1 6 i 6 2n tako da

je vi = 0, tada je tra`ena podre~ x1x2 · · ·xi. Ina~e, postoje indeksi 1 6 p < q 6 2n,
tako da je vp = vq i tra`ena podre~ je upravo xpxp+1 · · ·xq .

Dokaza}emo da je procena 2n najboqa mogu}a. Konstrui{imo induktivno re~ wn

du`ine 2n − 1, na slede}i na~in: w1 = a1 i wk+1 = wkak+1wk za k < n. Lako se
proverava da sve podre~iodwn sadr`eneko slovo neparan broj puta. Akoposmatramo

prirodne brojeve umesto slova, dovoqno je uzeti da je ai upravo i-ti prost broj.

348. Ozna~imo sa F (n), n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, broj na~ina na koje mo`emo staviti n pisama

P1, P2, . . . , Pn u koverte K1, K2, . . . , Kn tako da nijedno pismo ne bude u �svom�

kovertu (pismo Pi i koverat Ki su par). Neka je pismo P1 stavqeno u koverat K2.

Tada su mogu}a dva slu~aja.

(a) Pismo P2 je u kovertiK1. Tada ostaju 4 pisma koja treba staviti (pogre{no)
u 4 koverte. To je mogu}e na F (4) na~ina. Pismo P1 se mo`e na}i (pogre{no)

u 5 koverata. Ako je Pi uK1 kad god je P1 uKi onda je broj na~ina da se pisma

rasporede pogre{no 5 · F (4).

(b) Pismo P2 nije u koverti K1. Tada treba 5 pisama rastorediti u 5 koverata.

To je mogu}e na F (5) na~ina. U ovom slu~aju, s obzirom da se P1 mo`e na}i

(pogre{no) u 5 koverata, ukupan broj pogre{nih na~ina je 5 ·F (5) (tako da jeP1

uKi, a Pi nije uK1).

Dakle,F (6) = 5F (5) + 5F (4) i analognoF (5) = 4F (4) + 4F (3),F (4) = 3F (3) +
3F (3),F (3) = 2F (2) + 2F (1). S obzirom na to da jeF (1) = 0 iF (2) = 1, dobijamo
F (3) = 2, F (4) = 9, F (5) = 44 i F (6) = 265.

NAPOMENA. Ovaj zadatak je specijalan slu~aj poznatog problema pogre{no adresi-

ranih pisama.

Napisanojekpisama,pojednosvakojodkrazli~itihosoba,iadresiranojekkoverata
sa wihovim adresama. Na koliko razli~itih na~ina je mogu}e ubaciti ova pisma u

koverte tako da svako pismo bude u pogre{noj koverti?

Ovaj problem je prvi razmatrao Nikolas IIBernuli (1687--1759), a nezavisno od wega
kasnije ga je re{ioiLeonardOjler (1707--1783). Interesantno je da suobojica`ivela

u Bazelu ([vajcarska), koji je kao slobodan imperatorski grad dugo bio centar nauke

i umetnosti. Re{ewe problema pogre{no adresiranih pisama je:

k!

(
(−1)2

2!
+

(−1)3

3!
+

(−1)4

4!
+ · · ·+ (−1)k

k!

)
.

349. Datih 1000 ta~aka oformquje najvi{e (ukoliko nikoje tri nisu kolinearne)
(
1000
3

)
trouglova. Me|uwima izaberemo jedan trougao najve}e povr{ine. Neka je to trougao

ABC . Kroz temena A, B i C povu~emo prave paralelne naspramnim stranicama.

Prese~ne ta~ke tih pravih su temena novog trougla A1B1C1. Povr{ina△A1B1C1

nije ve}a od 4 i pokaza}emo da se svih 1000 ta~aka nalazi unutar ovog trougla.

Pretpostavimo, suprotno, da postoji ta~ka P koja se ne nalazi van△A1B1C1. Tada

se△ABC i ta~kaP nalaze na razli~itim stranama bar jedne od pravihA1B1,B1C1,
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C1A1. Neka je to na primerB1C1. Tada trougaoBCP ima ve}u povr{inu od trougla

ABC . Kontradikcija. Dakle, svih 1000 datih ta~aka se nalazi u trouglu povr{ine
ne ve}e od 4.

350. Kako je x5 − 1 = (x − 1)(x4 + x3 + x2 + x + 1), za me|usobno razli~ite nule x1,

x2, x3 i x4 polinoma q(x) va`i x
5
i = 1, i = 1, 2, 3, 4. Koriste}i posledwu jednakost

dobijamo

p(xi) = x44
i + x33

i + x22
i + x11

i + 1

= (x5
i )

8 · x4
i + (x5

i )
6 · x3

i + (x5
i )

4 · x2
i + (x5

i )
2 · xi + 1

= x4
i + x3

i + x2
i + xi + 1 = 0.

Kako za svaki koren xi polinoma q(x) va`i p(xi) = 0, zakqu~ujemo da je polinom
p(x) deqiv polinomom q(x).

351. Primenom Vijetovih formula na jedna~inu x3 + ax2 + bx+ c = 0 dobijamo:

x1 + x2 + x3 = −a,

x1x2 + x1x3 + x2x3 = b,

x1x2x3 = −c.

Kvadrirawem druge jednakosti dobijamo

x2
1x

2
2 + x2

1x
2
3 + x2

2x
2
3 + 2x2

1x2x3 + 2x1x
2
2x3 + 2x1x2x

2
3 = b2,

tj. x2
1x

2
2 + x2

1x
2
3 + x2

2x
2
3 + 2x1x2x3(x1 + x2 + x3) = b2. Sada, na osnovu druge dve

jednakosti, sledi x2
1x

2
2 + x2

1x
2
3 + x2

2x
2
3 + 2(−c)(−a) = b2, odnosno,

x2
1x

2
2 + x2

1x
2
3 + x2

2x
2
3 = b2 − 2ac.

352. Elementarnim transformacijama dobijamo

a

a+ nb
+

b

b+ na
=

n(a2 + b2) + 2ab

n(a− b)2 + ab(n+ 1)2
(2.74)

= 1− (n2 − 1)ab

n(a− b)2 + ab(n+ 1)2
.

Kako je
(n2 − 1)ab

n(a− b)2 + ab(n+ 1)2
> 0, na osnovu (2.74) sledi

a

a+ nb
+

b

b+ na
< 1.

Na osnovu (2.74) i (a− b)2 > 0 zakqu~ujemo da je i

a

a+ nb
+

b

b+ na
> 1− (n2 − 1)ab

0 + ab(n+ 1)2
=

2

n+ 1
.
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353. Elementarnim transformacijama i kori{}ewem nejednakosti izme|u aritmeti~ke i

harmonijske sredine dva pozitivna broja dobijamo da je

2 = a+ b+ c =
ab+ ca

b+ c
+

bc+ ab

c+ a
+

ca+ cb

a+ b

= bc

(
1

a+ b
+

1

c+ a

)
+ ca

(
1

b+ c
+

1

a+ b

)
+ ab

(
1

c+ a
+

1

b+ c

)
> bc · 4

(a+ b+ c) + a
+ ca · 4

(a+ b+ c) + b
+ ab · 4

(a+ b+ c) + c
.

Na osnovu posledweg, zbog a+ b+ c = 2, sledi

2 > 4bc

2 + a
+

4ca

2 + b
+

4ab

2 + c
,

tj.
bc

2 + a
+

ca

2 + b
+

ab

2 + c
6 1

2
.

354. Uo~imo da je

x2(y + 1)

x+ y + xy
=

x2y + x2

x+ y + xy
=

x2 + xy + x2y − x− y − xy + x+ y

x+ y + xy

=
(x− 1)(x+ y + xy) + x+ y

x+ y + xy
= x− 1 +

x+ y

x+ y + xy
.

Naosnovu nejednakosti aritmeti~kei geometrijske sredine dva pozitivnabroja va`i

xy 6
(
x+ y

2

)2

,

pa, na osnovu prethodnog, dobijamo

x2(y + 1)

x+ y + xy
= x− 1 +

x+ y

x+ y + xy
> x− 1 +

4

4 + x+ y
.

Analogno je

y2(z + 1)

y + z + yz
> y − 1 +

4

4 + y + z
i

z2(x+ 1)

z + x+ zx
> z − 1 +

4

4 + z + x
.

Kako je x+ y + z = 3, dobijamo

x2(y + 1)

x+ y + xy
+

y2(z + 1)

y + z + yz
+

z2(x+ 1)

z + x+ xz

>x+ y + z − 3 +
4

4 + x+ y
+

4

4 + y + z
+

4

4 + z + x
,
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tj.
x2(y + 1)

x+ y + xy
+

y2(z + 1)

y + z + yz
+

z2(x+ 1)

z + x+ xz
> 4

7− z
+

4

7− x
+

4

7− y
.

Na osnovu nejednakosti aritmeti~ke i harmonijske sredine dva pozitivna broja va`i

1

7− x
+

1

7− y
+

1

7− z
> 9

21− (x+ y + z)
,

pa je

x2(y + 1)

x+ y + xy
+

y2(z + 1)

y + z + yz
+

z2(x+ 1)

z + x+ xz
> 4 · 9

21− (x+ y + z)

> 4 · 9

21− 3
= 2.

355. Neka je z = cosx+ i sinx i S = 1 + z + z2 + z3 + · · ·+ zn. Izra~una}emo prvo S.
Na osnovu

1 + z + z2 + z3 + · · ·+ zn =
zn+1 − 1

z − 1
i zk = cos kx+ i sin kx

sledi

1 + cosx+ i sinx+ cos 2x+ i sin 2x+ · · ·+ cosnx+ i sinnx

=
cos (n+ 1)x+ i sin (n+ 1)x− 1

cosx+ i sinx− 1
.

Kako je

cosx+ i sinx− 1 = cos2
x

2
− sin2

x

2
− cos2

x

2
− sin2

x

2
+ 2 sin

x

2
cos

x

2
i

= −2 sin2
x

2
+ 2 sin

x

2
cos

x

2
i = −2 sin

x

2

(
sin

x

2
− i cos

x

2

)
i

cos (n+ 1)x+ i sin (n+ 1)x− 1

=− 2 sin
(n+ 1)x

2

(
sin

(n+ 1)x

2
− i cos

(n+ 1)x

2

)
,

to je

S =
−2 sin (n+1)x

2

−2 sin x
2

·
sin (n+1)x

2 − i cos (n+1)x
2

sin x
2 − i cos x

2

=
sin (n+1)x

2

sin x
2

·

(
sin (n+1)x

2 − i cos (n+1)x
2

)
·
(
sin x

2 + i cos x
2

)
sin2 x

2 + cos2 x
2

=
sin (n+1)x

2

sin x
2

·
(
sin

(n+ 1)x

2
− i cos

(n+ 1)x

2

)
·
(
sin

x

2
+ i cos

x

2

)
.
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Kako je 1 + cosx+ cos 2x+ · · ·+ cosnx = ReS i

ReS =
sin (n+1)x

2

sin x
2

·
(
cos

(n+ 1)x

2
cos

x

2
+ sin

(n+ 1)x

2
sin

x

2

)
=

sin (n+1)x
2

sin x
2

· cos nx
2
,

sledi da je

1 + cosx+ cos 2x+ · · ·+ cosnx =
sin (n+1)x

2

sin x
2

· cos nx
2
.

356. Proceni}emo date izraze tako da ih mo`emo uporediti. Primetimo prvo da su sin 1,
sin 2 i sin 3 pozitivni brojevi, a da je sin 4 negativan broj. Dakle,

sin 1

sin 2
> 0,

sin 2

sin 3
> 0,

sin 3

sin 4
< 0.

Primenom formule za sinus dvostrukog ugla i ~iwenice da je kosinus opadaju}a

funkcija na intervalu [0, π
2 ] dobijamo da je

sin 1

sin 2
=

sin 1

2 sin 1 cos 1
=

1

2 cos 1
<

1

2 cos π
3

= 1.

Kako je x > sin(x) za x ∈ [0, π
2 ], va`i

sin 2

sin 3
=

sin 2

sin (π − 3)
>

sin 2

0,15
=

sin (π − 2)

0,15
>

sin (π6 )

0,15
=

1

0,3
> 3.

Dakle,
sin 3

sin 4
<

sin 1

sin 2
<

sin 2

sin 3
.

357. Primetimo da za i = 0, 1, . . . , n va`i:

^OAiB = arctg

(
1

i2 + i+ 1

)
= arctg

(
i+ 1− i

(i+ 1)i+ 1

)
= arctg(i+ 1)− arctg(i).

Sabirawem prethodnih jednakosti dobijamo

n∑
i=0

^OAiB =

n∑
i=0

(arctg(i+ 1)− arctg(i)) = arctg(n+ 1).

S druge strane,^OAn+1B = arctg

(
1

n+ 1

)
, odnosno,

n∑
i=0

^OAiB = 90◦ − ^OAn+1B,

{to je i trebalo dokazati.
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358. Bez gubqewa op{tosti, pretpostavimo da je stranica kvadrata du`ine 2. Sredi{te
stranice AB je upravo koordinatni po~etak, A(−1, 0), C(1,−2) i P (cosx, sinx),
0 6 x 6 π. Tada va`i

AP 2 + CP 2 = (1 + cosx)2 + sin2 x+ (1− cosx)2 + (2 + sinx)2 = 8 + 4 sinx.

Posledwi izraz je maksimalan za x = π
2 , odnosno P je sredi{te luka

⌢

AB.

359. Dokaza}emo da je projekcija date krive na na y-osu interval [0, 1].

Kako je (x2 + y2)2 > 0 i 4x2 > 0 mora biti i y > 0. Sa druge strane, na osnovu
nejednakosti aritmeti~ke i geometrijske sredine pozitivnih brojeva x2 i y2 imamo
(x2 + y2)2 > 4x2y2 i kako je y > 0, sledi da je 1 > y. Za x = 0 imamo da je y = 0,
a za x = −1 je y = 1. Jo{ treba pokazati da je kriva neprekidna (da je svaka ta~ka

intervala [0, 1] projekcija neke ta~ke date krive). Data kriva se mo`e definisati i
pomo}u |x|2 + y2 = 2|x|√y, y > 0, tj. sa

x =
√
y(1−

√
1− y) ili x =

√
y(1 +

√
1− y), za y ∈ [0, 1],

pa kriva jeste neprekidna (dve date funkcije su neprekidne).

360. Uo~imo prvo da je

a+ 1

a(a+ 2)
=

1

2
· a+ (a+ 2)

a(a+ 2)
=

1

2
·
(
1

a
+

1

a+ 2

)
.

Analogno va`i i za druga dva sabirka, pa je

a+ 1

a(a+ 2)
+

b+ 1

b(b+ 2)
+

c+ 1

c(c+ 2)
=

1

2

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
+
1

2

(
1

a+ 2
+

1

b+ 2
+

1

c+ 2

)
.

Na osnovu nejednakosti aritmeti~ke i harmonijske sredine brojeva a, b i c,

a+ b+ c

3
> 3

1
a + 1

b + 1
c

,

i uslova a+ b+ c 6 3, dobijamo

1

a
+

1

b
+

1

c
> 9

a+ b+ c
> 3.

Analogno, na osnovu nejednakosti aritmeti~ke i harmonijske sredine brojeva a+ 2,
b+ 2 i c+ 2 i uslova (a+ 2) + (b+ 2) + (c+ 2) 6 9 sledi

1

a+ 2
+

1

b+ 2
+

1

c+ 2
> 9

(a+ 2) + (b+ 2) + (c+ 2)
> 1.

U oba slu~aja jednakost va`i za a = b = c = 1. Stoga je

a+ 1

a(a+ 2)
+

b+ 1

b(b+ 2)
+

c+ 1

c(c+ 2)
> 1

2
· 3 + 1

2
· 1,
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tj.
a+ 1

a(a+ 2)
+

b+ 1

b(b+ 2)
+

c+ 1

c(c+ 2)
> 2.

Za a = b = c = 1 va`i jednakost, pa je tra`eni minimum broj 2.

361. Primetimo prvo da je

P (n) = n3 − n2 − 5n+ 2 = (n+ 2)(n2 − 3n+ 1) ,

kao i da P (n)2 = p2, za prost broj p, va`i ako i samo ako je P (n) = ±p. Posledwe
je mogu}e jedino ako je n + 2 = ±1 (i n2 − 3n + 1 = ±p) ili n2 − 3n + 1 = ±1 (i
n+ 2 = ±p). Stoga razlikujemo slede}e slu~ajeve.

(i) Ako je n+ 2 = 1, tj. n = −1, tada je n2 − 3n+ 1 = 5.

(ii) Ako je n+ 2 = −1, tj. n = −3, tada je n2 − 3n+ 1 = 19.

(iii) Ako je n2 − 3n + 1 = 1, tada je n(n − 3) = 0, pa je n = 0 ili n = 3. Tada je
n+ 2 = 2, odnosno, n+ 2 = 5.

(iv) Ako je n2 − 3n + 1 = −1, tada je (n − 1)(n − 2) = 0, pa je n = 1 ili n = 2.
Tada je n+ 2 = 2, odnosno, n+ 2 = 4. Broj 4 nije prost, pa n = 2 nije re{ewe.

Dakle, n ∈ {−3,−1, 0, 1, 3}.

362. Jedini savr{en faktorijel je 3!. Lako je uo~iti da 2! = 2 nije savr{en. Za n > 3,
zbog 3! = 6, imamo da je n! = 6k, gde je k > 1. Usled toga su brojevi 1, k, 2k i 3k
~inioci broja n!. Kako je 1 + k + 2k + 3k = 6k + 1 > 6k, zakqu~ujemo da za n > 3
broj n! ne mo`e biti savr{en.

363. Neka je p najmawi prost ~inilac od n, i neka je n = p · d. Tada je

np+ p

n+ p
=

p(n+ 1)

p(d+ 1)
=

n+ 1

d+ 1

prirodan broj (po pretpostavci). Kako n + p deli i np + p2, onda n + p deli i

razliku (np + p2) − (np + p) = p2 − p. Pri tome je n + p 6 p2 − p, jer je p2 − p
prirodan broj. Na osnovu posledwe nejednakosti sledi da je n < p2, pa dele}i ovu
nejednakost sa p dobijamo d < p. Pretpostavimo da d ima neki prost ~inilac q. Tada
je q 6 d < p. S druge strane, q deli i n, pa uslov minimalnosti za p daje q > p.
Kontradikcija! Dakle, q ne postoji i zakqu~ujemo da je d = 1, odnosno n = p, {to je
i trebalo dokazati.

364. Pretpostavimo da x, x ̸= 0, i y zadovoqavaju jedna~inu i neka je a najve}i zajedni~ki
delilac brojeva x i y. Onda je a i najve}i zajedni~ki delilac za x i y − x, pa mo`emo
pisatix = abiy−x = ac, gde su bi c uzajamnoprostibrojevi. Onda se data jedna~ina
transformi{e u c(1 + ac+ 2ab) = a2b3. Kako su b3 i c uzajamno prosti brojevi, kao
i 1 + ac+ 2ab i a2, sledi da je

c = a2 i b3 = 1 + ac+ 2ab = a3 + 2x+ 1.
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Posledwu jedna~inu mo`emo zapisati i kao 0 = (a − b)3 + 3a2b − 3ab2 + 2x + 1,
odnosno 0 = (a− b)3 + 3(a− b)2x+ 2x+ 1. Uvedimo smenu 3(a− b) + 2 = t. Tada
je a− b = t−2

3 , pa jedna~ina postaje( t− 2

3

)3
+ tx+ 1 = 0,

odnosno, 27x = −19

t
− 12+6t− t2. Kako su ix i t celi brojevi, na osnovu posledwe

jednakosti zakqu~ujemo da t mo`e biti samo jedan od brojeva 1, 19,−1,−19.

(i) Za t = 1 dobijamo 27x = −26, {to je nemogu}e.

(ii) Za t = 19 dobijamo 27x = −260, {to je tako|e nemogu}e.

(iii) Za t = −19 dobijamo da je x = −18. Tada je ab = x = −18 i a− b = t−2
3 = −7,

odakle sledi (a+ b)2 = (a− b)2 + 4ab = −23, {to je nemogu}e.

(iv) Za t = −1 dobijamo da je x = 0, {to je u kontradikciji sa pretpostavkom x ̸= 0.

Dakle, nema re{ewa za koje je x ̸= 0.

365. Ako je m = 1, na osnovu (ii) i (i) dobijamo an+1 − an = n + 2, a za m = n = 0
dobijamo a0 = −1. Stoga, za n > 0, imamo

an − a0 =
n−1∑
i=0

(ai+1 − ai) =
n−1∑
i=0

(i+ 2) =
n+1∑
i=2

i =
(n+ 1)(n+ 2)

2
− 1,

pa je

an =
(n+ 1)(n+ 2)

2
− 2 =

n2 + 3n− 2

2
.

Sli~no, imamo da je

a−n − a0 =

n∑
i=1

(a−i − a−i+1) =

n∑
i=1

(i− 2) =

n−2∑
i=1

i− 1 =
(n− 2)(n− 1)

2
− 1,

pa je

a−n =
(n− 2)(n− 1)

2
− 2 =

n2 − 3n− 2

2
=

(−n)2 + 3(−n)− 2

2
.

Dakle,

an =
(n+ 1)(n+ 2)

2
− 2 =

n2 + 3n− 2

2
za svaki ceo broj n.

Direktnom proverom lako potvr|ujemo da ovako definisani izrazi an zadovoqavaju

jednakosti (i) i (ii).
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366. Primetimo da va`i x3 + ax− 2(a+ 4) = (x− 2)(x2 + 2x+ (a+ 4)), pa je 2 jedan
koren polinoma. Kako data kubna jedna~ina ima 3 realna korena, razmatramo dva

slu~aja. Ako kvadratna jedna~ina x2 + 2x + (a + 4) ima ta~no jedan realan koren
diskriminanta je jednaka 0, pa je 4 − 4(a + 4) = 0, odnosno a = −3. Ako je x = 2
koren sa vi{estruko{}u dva, tada je 22 + 2 · 2 + (a + 4) = 0, odnosno a = −12.
Direktno proveravamo da a = −3 i a = −12 zadovoqavaju uslov zadatka.

367. Koriste}i nejednakost izme|u aritmeti~ke i geometrijske sredine dobijamo

1

4− a2
+

1

4− b2
> 2

√
1

(4− a2)(4− b2)
> 2

4− ab
,

1

4− b2
+

1

4− c2
> 2

√
1

(4− b2)(4− c2)
> 2

4− bc
,

1

4− c2
+

1

4− a2
> 2

√
1

(4− c2)(4− a2)
> 2

4− ca
.

Sabirawem ovih nejednakosti dobijamo prvu nejednakost. Nejednakost

1

4− a2
6 a4 + 5

18
,

je ekvivalentna sa 0 6 4a4 + 2 − a6 − 5a2 = (a2 − 1)2(2 − a2), koja je ta~na zbog
a2 6

√
3. Analogno va`i

1

4− b2
6 b4 + 5

18
i

1

4− c2
6 c4 + 5

18
.

Sabirawem ovih nejednakosti dobijamo

1

4− a2
+

1

4− b2
+

1

4− c2
6 a4 + b4 + c4 + 15

18
= 1.

Jednakost va`i ako i samo ako je a = b = c = 1.

368. Za a = 4 dobijamo x3 + y3 = 4xy(x+ y) + 4, odnosno

(x+ y)3 = 7xy(x+ y) + 4.

Lako proveravamo da jedna~ina nema re{ewa u Z posmatrawem slu~ajeva x + y ≡
±1,±2,±3 (mod 7) (kub celog broja nikada ne daje ostatak 4 pri deqewu sa 7).

Ukoliko fiksiramo y = 0, dobijamo x3 = a. Prema tome, za a = n3, n = 1, 2, . . .
jedna~ina ima re{ewe (n, 0).

369. Dokaza}emo ja~e tvr|ewe: postoji beskona~no mnogo parnih brojeva n, takvih da n
deli 2n+2 in−1 deli 2n+1. Nazovimo takve brojeve �dobrim�. Lako se proverava
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da je n = 2 dobar broj. Ostaje da doka`emo slede}e: ukoliko je n dobar broj, tada je

brojm = 2n + 2 tako|e dobar.

Kako je n paran broj, sledim = 2n + 2 = 2(2n−1 + 1) = n ·M za neparan brojM .

Tako|e,m− 1 = 2n + 1 = (n− 1)M ′ za neparan brojM ′. Sada dobijamo

2m + 2 = 2(2(n−1)M ′
+ 1) = 2(2n−1 + 1)(2(n−1)(M ′−1) − · · · − 2n−1 + 1) ,

pa je 2m + 2 deqivo sa 2(2n−1 + 1) = m. Sli~no,

2m + 1 = 2nM + 1 = (2n + 1)(2n(M−1) − · · · − 2n + 1) ,

pa je 2m + 1 deqivo sa 2n + 1 = m− 1.

370. Na osnovu uslova zadatka n mora biti prost broj, a n + 1 potpun kvadrat (Za{to?).
Dakle, n + 1 = k2, odnosno n = k2 − 1 = (k − 1)(k + 1). Kako je n prost broj i

k − 1 < k + 1, mora biti k − 1 = 1 i k + 1 = n. Iz posledweg sledi da je k = 2,
odnosno n = 3 je jedini broj sa tra`enim svojstvom.

371. Nejedna~inu re{avamo pod uslovom x > 0, zbog definisanosti izraza
√
x i 4

√
x.

Uvode}i smenu t = 4
√
x, t > 0, nejedna~ina postaje

8 · 3t
2+t + 9t+1 > 9t

2

.

Jednostavnim algebarskim transformacijama dobijamo slede}i niz ekvivalentnih

nejedna~ina:

(9− 1) · 3t
2+t + 32t+2 > 32t

2

,

3t
2+t+2 − 32t

2

+ 32t+2 − 3t
2+t > 0,

32t
2
(
3−t2+t+2 − 1

)
+ 3t

2+t
(
3−t2+t+2 − 1

)
> 0,(

3−t2+t+2 − 1
)(

32t
2

+ 3t
2+t
)
> 0.

Kako je 32t
2

+ 3t
2+t > 0 za svako t, mora biti 3−t2+t+2 − 1 > 0, odnosno

−t2 + t+ 2 > 0 .

Na osnovu posledweg sledi −1 6 t 6 2, a kako je i t > 0, dobijamo 0 6 4
√
x 6 2.

Dakle, 0 6 x 6 16.

372. Neka sua, b, c,d, epoenikoji su nosilipomenuti zadaci, pore|ani urastu}emporetku.
Prema uslovima zadatka va`i a < b < c < d < e, a + b = 10, d + e = 18. Onda je
b > 6, odakle zakqu~ujemo da je c > 7. Sli~no, d 6 8, odakle je c 6 7. Dakle, c = 7,
pa se za svih pet zadataka dobijalo 4 + 6 + 7 + 8 + 10 = 35 poena.

373. Neka je x broj kengura koji su obojeni sa dve boje, a y broj kengura koji su obojeni samo
jednom bojom. Tada na osnovu uslova zadatka va`i

x+ y = 36− 5 i 2x+ y = (25− 5) + (28− 5) + (20− 5).

Re{ewe ovog sistema je x = 27, y = 4. Dakle, na listu su nacrtana ~etiri jednobojna
kengura.
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374. Konstrui{emo normalun izP na a i normalum izP na b (slika 2.75). Obele`imo sa
B presek normale n i b, a saA presek normalem i a. Onda je P ortocentar trougla

ABQ, pa je PQ visina izQ naAB. Dakle, konstrui{emo normalu iz P naAB.

Slika 2.75.

375. Neka je 2n broj osmouglova koji su na slici 2.76 nacrtani podebqanom crnom linijom.
Tada u datom mozaiku, pored wih ima jo{ n + 1 mnogouglova (mnogouglovi u sredwoj
vrsti). Prema tome, 2n+ n+ 1 = 61, odnosno n = 20.

Slika 2.76.

Dakle, ima 20 figura nacrtanih podebqanom crnom linijom, 19 · 4 du`i nacrtanih
isprekidanom ta~ka -- ta~ka linijom i 2 ·5 du`inacrtanih isprekidanom ta~ka -- crta
linijom:

20 · 18 + 19 · 4 + 2 · 5 = 360 + 76 + 10 = 446 .

Za pravqewe prikazanog mozaika utro{eno je 446 jedinica `ice.

376. Posmatramo jednakostrani~ni trougao ABC sa stranicom du`ine 2010. Podelimo
stranice datog trougla ta~kamaA′,B′ iC ′ tako da jeAC ′ = a,BA′ = b iCB′ = c.
Kako je povr{ina trouglaABC ve}a od zbira povr{ina trouglovaAC ′B′,BC ′A′ i

CA′B′ dobijamo da je

20102 ·
√
3

4
> az ·

√
3

4
+ bx ·

√
3

4
+ cy ·

√
3

4
,

odakle sledi tvr|ewe zadatka.

377. Neka jeC ′ ta~ka sa krugaΩ simetri~na u odnosu naOP sa ta~komC . Uglovi^C ′CD
i^OPC su jednaki kao uglovi sa normalnim kracima. Zato je^C ′PE = ^OPC =
^C ′CD = ^C ′BD, pa je ~etvorougao EBC ′P tetivan. Onda su uglovi ^PBC ′ i

^PEC ′ jednakikaouglovinadtetivomPC ′. Uzimaju}iuobzirisimetri~nostta~aka
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C iC ′, va`i^ACC ′ = ^ABC ′ = ^PEC ′ = ^PEC . U trouglu PCE spoqa{wi

ugao kod temenaC jednak upravo^CPE +^CEP = ^C ′CD+^ACC ′ = ^ACD,

pa je^ACE = ^ACD + ^DCE = 90◦.

378. Dokaza}emoda va`irelacijaDN ·DP = DC ·DB, odakle sledi da ta~keB,N,C, P
pripadaju istom krugu. Neka je s = a+b+c

2 poluobim trougla ABC , r polupre~nik
upisanog kruga i ϕ = ^CDN . Tada je

DK = DB −KB =
a+ c− b

2
− a

2
=

c− b

2
,

DH = DC −HC =
a+ b− c

2
− b cos^ACB

=
a+ b− c

2
− a2 + b2 − c2

2a
=

(c− b)(b+ c− a)

2a
.

Tako|e va`iDN = 2r sinϕ iDP =
DK

cosϕ
=

c− b

2 cosϕ
. Dakle,

DN ·DP = r(c− b) tg ϕ = r(c− b) · MH

DH
= r(c− b) ·

AH
2

(c−b)(s−a)
a

= r · PABC

s− a
=

r · s · rs
s(s− a)

=
s(s− a)(s− b)(s− c)

s(s− a)

= (s− b)(s− c) = DB ·DC.

379. Neka jeE ta~ka preseka simetrale^B i straniceAC . Kako je^ABD = ^DBC i

^BAC = ^BDC , trougloviBAE iBDC su sli~ni, pa jeBA : BE = BD : BC ,

odnosnoBD · BE = BA · BC . Tra`enu nejednakost dobijamo koriste}i o~iglednu

relacijuBD > BE.

380. Da bi se jedna sijalica ugasila, ona mora da bude ~etvrta sijalica u nekom delu 2× 2,
gde su ostale sijalice uga{ene. Zato se svaki deo 2× 2mo`e iskoristiti samo jednom
za ga{ewe sijalice. Kako postoji ta~no 2009 · 2011 delova 2 × 2, najvi{e toliko
sijalica se mogu ugasiti. Zato ne mo`emo ugasiti sve sijalice u tablici.

381. Neka su tra`eni brojevi a1, a2, . . . , a2011. Ozna~imo S = a1 + a2 + · · · + a2011 i
posmatrajmo sistem

S − a1 = 2010 · 13,
S − a2 = 2010 · 23,

...

S − a2011 = 2010 · 20113.

Sabirawem jedna~ina dobijamo 2010S = 2010 · (13 + 23 + . . .+ 20113) i

ai = S − 2010i2 = 13 + 23 + · · ·+ 20113 − 2010i3, i = 1, 2, . . . , 2011.

Kako su svi ai razli~iti, odredili smo tra`ene brojeve.
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382. Neka je {1, 2, . . . , 2011} = R0 ∪ R1 ∪ R2, gde skup Ri predstavqa brojeve koji

daju ostatak i pri deqewu sa 3, i = 1, 2, 3. Lako zakqu~ujemo da je |R1| = 671 i

|R0| = |R2| = 670. Sada mo`emo posmatrati ostatke brojeva pri deqewu sa 3,
a posle permutovati sve skupove Ri, i = 1, 2, 3. Podniz sastavqen od 671 + 670
jedinica i dvojki ne sme sadr`ati parcijalnu sumu koja je deqiva sa 3, pa zato imamo
dva mogu}a slu~aja:

1, 1, 2, 1, 2, 1, . . . , 1, 2 ili 2, 2, 1, 2, 1, 2, . . . , 2, 1.

Kako jebroj jedinica za jedanve}iodbroja dvojki, drugi slu~aj je nemogu}. Preostalih

670 nula se mogu pojaviti bilo gde u permutaciji, osim na prvom mestu. Zato je broj

na~ina da odaberemo nule jednak
(
2010
670

)
. Najzad, ukupan broj permutacija je(

2010

670

)
· 670! · 670! · 671! = 2010! · 670! · 671!

1340!
.

383. Ako je A neparno, tada je x2 + Ax + B = x(x + A) + B ≡ B (mod 2), dok je

2x2 + 2x+C = 2x(x+ 1)+C ≡ C (mod 2). Zato je u ovom slu~aju dovoqno uzeti
B = C + 1.

Ako jeA parno, tada je

x2 +Ax+B =

(
x+

A

2

)2

+B − A2

4
.

Kako kvadrat prirodnog broja daje ostatke 0 ili 1 pri deqewu sa 4, svi brojevi iz

prvog skupa daju ostatakB − A2

4
iliB − A2

4
+ 1 pri deqewu sa 4. Brojevi iz drugog

skupa 2x2+2x+C = 2x(x+1)+C daju ostatakC pri deqewu sa 4. Zato je dovoqno

uzetiC = B − A2

4
+ 2 da bi skupovi bili disjunktni.

384. Iz xn = 3xn−1 + 2n−1 sledi da je 2n−1 = xn − 3xn−1, pa pomerawem indeksa za 1
dobijamo 2n = xn+1 − 3xn. Sada dobijamo jednakost

xn+1 − 3xn = 2(xn − 3xn−1), tj. xn+1 − 5xn + 6xn−1 = 0.

Re{ewa karakteristi~ne jedna~ine t2 − 5t+ 6 = 0 su t1 = 2 i t2 = 3, a op{ti ~lan

xn = A · 2n +B · 3n.

Za n = 1 dobijamo 2A + 3B = 1. Iz po~etne jednakosti se dobija da je x2 = 5, pa
sledi da je, za n = 2, 4A + 9B = 5. Re{ewe sistema je A = −1 i B = 1, odakle se
dobija da je xn = 3n − 2n.

385. Ozna~imo sa A = xlog y i B = ylog x. Kada logaritmujemo leve i desne strane

dobijamo jednakosti logA = log x · log y, logB = log y · log x. Odavde sledi da je
A = B, odnosno xlog y = ylog x. Uvedimo smenu t =

√
ylog x, tj. t2 = ylog x. Sada

imamo jedna~inu t2 + t− 110 = 0, ~ija su re{ewa t1 = −11 i t2 = 10. Kako je t > 0,
jedino re{ewe je t2 = 10. Sada je xlog y = 100, tj. log x · log y = 2. Logaritmovawem
druge jedna~ine dobijamo log x + log y = 3. Re{ewe sistema je log x = 1, log y = 2
ili log x = 2, log y = 1, odakle dobijamo da (x, y) ∈ {(10, 100), (100, 10)}.
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386. Funkcija kvadratni koren je definisana samo za nenegativne realne brojeve, pa sam

zapis
√
−1 nema smisla. ^esto se pogre{no tuma~i i zapisuje da je jednakost i2 = −1

ekvivalentna sa i =
√
−1, {to je i u~iweno u datom dokazu. Napomenimo da ni

za a ∈ R+ re{avawe jedna~ine x2 = a nije ekvivalentno odre|ivawu broja
√
a.

Posmatrajmo sada jedna~inu x2 = −1. Wu re{avamo na slede}i na~in:

x2 = −1 ⇔ x2 = i2 ⇔ x2 − i2 = 0 ⇔ (x− i)(x+ i) = 0 ⇔ x = i ∨ x = −i.

Naime, re{ewa jedna~ine x2 = −a, gde je a > 0, su brojevi ±i
√
a, a ne nikako

±
√
−a. U datom dokazu je neadekvatno kori{}ena i jednakost

√
a

b
=

√
a√
b
. Naime,

ova jednakost ima smisla i ta~na je jedino kada su a i b pozitivni realni brojevi, pa
se ne mo`e primeniti za a = 1 i b = −1.

387. Kada zamenimo u polaznu jedna~inu z = a + ib, imaginarni deo nam daje 2ab − 2a −
3b+1 = 0, tj. b =

2a− 1

2a− 3
, {to kada zamenimo u realni deo a2− b2−3a+2b+5 = 0

dobijamo jedna~inu

4a4 − 24a3 + 69a2 − 99a+ 50

(2a− 3)2
= 0.

Kako je 4a4− 24a3+69a2− 99a+50 = (a− 1)(a− 2)(4a2− 12a+25) i diskrimi-
nanta kvadratnog trinomaD = −256 < 0, imamo da je 4a2 − 12a + 25 > 0 za svako
a, te dobijamo da su jedina re{ewa a1 = 1 i a2 = 2, {to nam daje re{ewa z1 = 1− i i
z2 = 2 + 3i.

Jedna~ina se mo`e re{iti i kao obi~na kvadratna, samo bi pri takvom na~inu

re{avawa trebalo obratiti pa`wu na koren kompleksnog broja.

388. Neka su z1, z2 i z3 koreni jedna~ine x
3 + ax2 + bx + c = 0, a ω1, ω2 i ω3 koreni

jedna~ine x3 + |a|x2 + |b|x + |c| = 0. Tada, koriste}i Vietove formule, nalazimo
da va`i

|a| = | − a| = |z1 + z2 + z3| 6 |z1|+ |z2|+ |z3|,

|b| = |z1z2 + z2z3 + z3z1| = |z1z2z3|
∣∣∣∣ 1z1 +

1

z2
+

1

z3

∣∣∣∣
= |z1 + z2 + z3| = |z1 + z2 + z3| = |z1 + z2 + z3| = |a|,

kao i |z1z2z3| = | − c| = |c| = 1. S druge strane, primenom Vietovih formula na

drugu jedna~inu i ~iwenica |a| = |b| i |c| = 1 , dobijamo da je ω1 = −1 re{ewe iste.
Dakle, druga jedna~ina je ekvivalentna jedna~ini

x3 + |a|x2 + |b|x+ |c| = (x+ 1)(x2 + (|a| − 1)x+ 1) = 0,

pa su ω2 i ω3 koreni kvadratne jedna~ine x
2 + (|a| − 1)x+ 1 = 0. Me|utim, kako je

0 6 |a| 6 3, za diskriminantu ove jedna~ine va`iD = (|a| + 1)(|a| − 3) 6 0. Ako
je |a| = 3, tada je ω2 = ω3 = −1, odnosno |ω1| = |ω2| = |ω3| = 1. Za 0 6 |a| < 3
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je D < 0, pa imamo dva konjugovano kompleksna korena ω3 = ω2, i za wih va`i

|ω2|2 = ω2ω2 = ω2ω3 = 1, kao i |ω3|2 = ω3ω3 = ω3ω2 = 1. Time smo pokazali da je
u svakom slu~aju |ω1| = |ω2| = |ω3|.

389. 1) Neka je Q prirodan broj ne ve}i od 40 i neka su t1, t2, . . . , tn te`ine potrebnih

tegova. Te`ine t1, t2, . . . , tn treba da budu izabrane tako da jednakost

(2.75) Q = a1t1 + a2t2 + · · ·+ antn

va`i za svako Q ∈ {1, 2, . . . , 40}, gde koeficijent ak , k ∈ {1, 2, . . . , n}, uzima
vrednost 1 ako je teg te`ine tk stavqen na tas, a u suprotnom je 0. Predstavqawe

brojaQ u obliku (2.75) je ekvivalentno reprezentaciji tog broja u binarnom brojnom

sistemu. Zaista, ako uzmemo

t1 = 20 = 1, t2 = 21 = 2, t3 = 22 = 4, . . . , tn = 2n−1

dobi}emo

(2.76) Q = an2
n−1 + · · ·+ a32

2 + a22
1 + a12

0.

Najve}i broj koji se mo`e izraziti pomo}u (2.76) je broj koji se u binarnom sistemu

zapisuje sa n jedinica, to jest

(1 . . . 111︸ ︷︷ ︸
n

)2 = 2n−1 + · · ·+ 22 + 21 + 20 = 2n − 1.

Uzimaju}i n = 6 dobijamo (111111)2 = 26 − 1 = 63 > 40, tako da izbor 6 tegova
zadovoqava uslove zadatka. Prema tome, potrebno je (i dovoqno) uzeti tegove te`ina

1, 2, 4, 8, 16 i 32 kg. Druga re{ewa sa tegovima razli~itih te`ina ne postoje.

2) I u ovom slu~aju }emo koristiti ideju iznetu u delu 1).

PredstavimoQ ∈ {1, 2, . . . , 40} u obliku

(2.77) Q = b1t1 + b2t2 + · · ·+ bmtm,

gde koeficijenti b1, b2, . . . , bm uzimaju slede}e vrednosti:

bk = −1 ako se teg te`ine tk stavqa na isti tas gde i mereni teret;
bk = 0 ako teg te`ine tk nije stavqen ni na jedan tas;
bk = 1 ako se teg te`ine tk stavqa na tas na kome nije mereni teret.

Ako −1 shvatimo kao cifru reprezentacija, (2.77) sugeri{e kori{}ewe brojevnog

sistema sa osnovom 3. Dakle,

(2.78) Q = bm3m−1 + · · ·+ b33
2 + b23

1 + b13
0 = (bm . . . b3b2b1)3.

Najve}ibroj koji semo`eizrazitipomo}u (2.78) je broj koji se uovom sistemu zapisuje

sam jedinica, to jest

(1 . . . 111︸ ︷︷ ︸
m

)3 = 3m−1 + · · ·+ 32 + 31 + 30 =
3m − 1

2
.
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Uzimaju}im = 4 dobijamo (1111)3 = 40, tako da izbor tegova sa te`inama 1, 3, 9 i
27 kg zadovoqava uslov zadatka.

Opisani postupak merewa u slu~aju 2) ilustrova}emo na primeru tereta Q = 23 kg.
Ovaj broj prvo transformi{emo u oblik (2.78):

Q = 23 = 27− 4 = 27− (3 + 1) = 1 · 27 + (−1) · 3 + (−1) · 1.

Na osnovu posledweg izraza zakqu~ujemo da tegove od 1 i 3 kg treba staviti na tas

zajedno sa teretom, dok teg te`ine 27 kg treba staviti na drugi tas.

390. PraveDH iAF su paralelne, pa je

(2.79) CH : HF = CD : DA.

Tako|e, na osnovu paralelnosti pravih DF i CB sledi CD : DA = BF : FA,
odakle, zbogBF = DE, proizlazi

(2.80) CD : DA = DE : FA.

Va`i i

(2.81) DE : FA = DG : GF,

jer su trougloviAFG iEGD sli~ni. Na osnovu (2.79), (2.80) i (2.81) sledi

CH : HF = DG : GF,

odakle, zbog obrata Talesove teoreme, slediGH ∥ AC .

391. Pravougli trougloviBCF iABD su sli~ni (o{tri ugloviBFC iADB su jednaki

kao uglovi sa normalnim kracima), pa va`iBF : AD = BC : AB, odnosno,

(FA+AB) : BC = BC : AB.

Dakle,

(2.82) BC2 −AB2 = FA ·AB.

PrimenomPitagorine teoreme na pravougli trougaoABE dobijamoBE2 −AB2 =
AE2. Kako jeBE = BC , na osnovu posledwe jednakosti va`i

(2.83) BC2 −AB2 = AE2.

Na osnovu (2.82) i (2.83) sledi AE2 = FA · AB, odakle zakqu~ujemo da je trougao

BEF pravougli.

392. Ozna~imo sa I centar upisanog kruga trougla ABC . Neka je P sredi{te stranice

BC , aQ presek normale izM naAC sa krugomΩ1 (koji je bli`iAC). Kako su ta~ke

A, I,M kolinearne, sledi

^CIM = ^CAI + ^ACI =
α+ γ

2
= ^MCI.
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Dakle, IM = MC iMP = MQ, pa je

^IMQ = ^AMQ = 90◦ − α

2
= ^CMP.

Zato su trouglovi IMQ iCMP podudarni i^IQM = 90◦. Kona~no je IQ tangenta

na krug Ω1 i IQ ∥ AC . Sli~no dobijamo da je prava kroz I koja je paralelna sa AC
tangenta na krugΩ2, ~ime je zadatak re{en.

393. (a) Neka je ABCDE pravilan petougao, i neka trougao ABC rotira oko temena C
tako da se B poklopi sa D, a A sa F . Onda je ^ADF opru`en, a trouglovi CAF i

DFA su sli~ni. Na osnovu toga je

a+ b

b
=

b

a
, tj.

b

a
− a

b
= 1.

Kvadriraju}i obe strane posledwe jednakosti dobijamo
b2

a2
+

a2

b2
− 2 = 1, odakle

neposredno sledi tra`ena jednakost.

(b) Posmatraju}i jednakokrake trouglove ~iji su parovi krak--osnovica (a, b), (c, a)
i (b, c) zakqu~ujemo da je

b2 = 2a2(1− cos 5θ), a2 = 2c2(1− cos θ), c2 = 2b2(1− cos 3θ), gde je θ =
π

7
.

Stoga je

b2

a2
+

c2

b2
+

a2

c2
= 2[3− (cos θ + cos 3θ + cos 5θ)].

Sada, na osnovu

sin θ(cos θ + cos 3θ + cos 5θ) =
1

2
[sin 2θ + (sin 4θ − sin 2θ) + (sin 6θ − sin 4θ)]

=
1

2
sin 6θ =

1

2
sin θ,

sledi da je cos θ + cos 3θ + cos 5θ =
1

2
. Dakle,

b2

a2
+

c2

b2
+

a2

c2
= 2 · 5

2
= 5.

394. Koristi}emo slede}e tvr|ewe.

Za ta~ke A ̸= C i B ̸= D, prave AC i BD su normalne ako i samo ako va`i

AD2 − CD2 = AB2 −BC2.

Neka je ta~ka P presek normala iz A i C na prave FB i BD, redom. Iz tvr|ewa

dobijamo PF 2 − PB2 = AF 2 − AB2 i PB2 − PD2 = CB2 − CD2. Kako su

trougloviABC ,CDE,EFA jednakokraki, oduzimawem sledi

PD2 − PF 2 = ED2 − EF 2,

pa je prava PE normalna naDF , {to je i trebalo pokazati.
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395. Neka data lopta imacentarO ipolupre~nik r. Posmatraju}i trougloveASB iSBC
na osnovu Pitagorine teoreme dobijamo da jeAS = CS =

√
a2 − b2. Stoga je

V = VSABC =
1

3
BS · P△ASC =

b

6
(a2 − b2).

Neka jeD podno`je visine izB na osnovicuAC jednakokrakog trouglaABC . Tada je

AC =
√
a2 − b2 ·

√
2, BD =

√√√√a2 −

(√
a2 − b2 ·

√
2

2

)2

=

√
2

2

√
a2 + b2,

pa je povr{ina piramide

P = 2 · b ·
√
a2 − b2

2
+

√
a2 − b2 ·

√
a2 − b2

2
+

√
a4 − b4

2
.

Piramidu ABCS mo`emo da podelimo na ~etiri mawe piramide OABS, OABC ,

OACS iOBCS, ~ije unutra{wosti su disjunktne, a ~ija unija je piramida ABCS.
Na osnovu toga dobijamo

V = VOABS + VOABC + VOACS + VOBCS

=
P△ABS · r

3
+

P△ABC · r
3

+
P△ACS · r

3
+

P△ABS · r
3

=
P · r
3

,

odakle sledi da je

r =
3V

P
=

b
√
a2 − b2√

a2 + b2 + 2b+
√
a2 − b2

.

396. Neka je x = y + z, gde je y = ⌊x⌋ i z = {x}. Onda je

(f(x))2 = 1 +
2
√
yz

y + z
,

pa na osnovu nejednakosti aritmeti~ke i geometrijske sredine pozitivnih brojeva y i
z zakqu~ujemo da (f(x))2 6 2. Kako je funkcija f pozitivna, zakqu~ujemo da za svako
x (x > 1) va`i 0 < f(x) 6

√
2. Za 1 6 x < 2 imamo da je y = 1, pa je

lim
x↑2

(f(x))2 = lim
z↑1

(
1 +

2
√
z

1 + z

)
= 2.

Dakle, tra`eni broj je
√
2.

397. Mno`ewem jednakosti an = 1 + 2q + 3q2 + · · ·+ nqn−1 sa q dobijamo

qan = q + 2q2 + 3q3 + · · ·+ (n− 1)qn−1 + nqn.
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Nakon oduzimawa imamo an(1− q) = 1+ q+ q2+ q3+ · · ·+ qn−1−nqn, pa je op{ti
~lan niza jednak

an =
1− qn

(1− q)2
− nqn

1− q
.

Kako je |q| < 1, to je lim
n→∞

qn = 0, pa je lim
n→∞

an =
1

(1− q)2
.

398. Ozna~imo a = sinx i b = cosx. Tada va`i a2 + b2 = 1, a data nejednakost je
ekvivalentna sa

(2ab)n + (an − bn)2 = a2n + b2n + (2n − 2)(ab)n 6 1.

IzWutnove binomne formule dobijamo

1 = (a2 + b2)n = a2n + b2n +
n−1∑
k=1

(
n

k

)
a2kb2n−2k.

Sada koriste}i identitet
n−1∑
k=1

(
n

k

)
= 2n − 2,

sumu

n−1∑
k=1

(
n

k

)
a2kb2n−2k mo`emo posmatrati kao sumu 2n − 2 brojeva i primeniti

nejednakost izme|u aritmeti~ke i geometrijske sredine

n−1∑
k=1

(
n

k

)
a2kb2n−2k > (2n − 2)anbn,

jer je

n−1∑
k=1

(
n

k

)
· 2k = 2n ·

n−1∑
k=1

(
n− 1

k − 1

)
= 2n · (2n−1 − 1) = n(2n − 2).

Time je zadatak re{en.

399. Posmatrajmo funkciju g(x) = f(x) + x. Onda uslovi postaju:

(i) g(1) > 0;

(ii) g(x+ y) = g(x)g(y), za sve x, y ∈ Q;

(iii) g(x) = 2g(x+ 1), za svako x ∈ Q.

Na osnovu drugog i tre}eg uslova dobijamo da je g(1) = 2g(2) = 2g2(1), to jest

g(1) =
1

2
. Tako|e, na osnovu drugog uslova sledi da je g(1) = g(1)g(0) i kako je

g(1) ̸= 0, mora biti g(0) = 1. Na osnovu posledweg i drugog uslova dobijamo

(2.84) g(−x) =
1

g(x)
.
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Dakle, dovoqno je funkciju odrediti samo za pozitivne racionalne brojeve.

Prvo odre|ujemo vrednost funkcije za prirodne brojeve g(n) = gn(1) =
1

2n
, n ∈ N.

Zatim odre|ujemo vrednost funkcije za racionalne brojeve oblika
1

n
, n ∈ N. Na

osnovu
1

2
= g(1) = g

(n
n

)
= gn

( 1
n

)
zakqu~ujemo da je g

( 1
n

)
=
(1
2

) 1
n

. Sada je lako uo~iti da za proizvoqan pozitivan

racionalan broj x =
m

n
,m,n ∈ N, va`i

g(x) = g
(m
n

)
=
(1
2

)m
n

=
1

2x
.

Zbog (2.84) zakqu~ujemo da za proizvoqan racionalan broj x va`i g(x) =
1

2x
. Dakle,

f(x) = −x+
1

2x
. Proverom se lako utvr|uje da ova funkcija zadovoqava uslove

zadatka.

400. Najpre odaberemo dve ta~ke A i B koje su iste boje i ~ije je rastojawe 2010 (na

primer posmatraju}i jednakostrani~an trougao stranice 2010). Pretpostavimo da su
A i B obojene belom bojom. Nad du`i AB kao pre~nikom opi{imo kru`nicu ~ije

je sredi{te ta~ka S. Neka je C bilo koja ta~ka na kru`nici. Ako je C bele boje,

dokaz je zavr{en jer je ^ACB prav kao ugao nad pre~nikom. Ako je C crvene boje,

odredimo ta~kuD dijametralno suprotnu ta~kiC . Ako jeD bele boje, trougaoABD
je pravougli i sva temena su bele boje, pa je dokaz zavr{en. Me|utim, ako jeD crvene

boje, uo~imo novu ta~kuE na kru`nici. Ako jeE bele boje, trougaoABE je tra`eni

trougao; ako je E crvene boje, onda je CDE pravougli trougao i sva temena su mu

crvene boje.

401. Kako je A0 = p, to formula A0 nije tautologija. Poka`imo indukcijom da sve

formule An, n ∈ N jesu tautologije. Najpre pretpostavimo da postoji vrednost

iskaznih slova p i q tako da je τ(A1) = ⊥. Tada je τ(¬A0 ⇒ B0) = ⊥. Odatle mora
biti τ(A0) = ⊥ i τ(B0) = ⊥, tj. τ(p) = ⊥ i τ(q ⇒ ¬p) = ⊥, odakle je τ(p) = ⊥,
τ(q) = ⊥ i τ(p) = ⊤ . Kako ovo nije mogu}e, to jeA1 tautologija. Pretpostavimo da

jeAn tautologija. Tada za svemogu}e vrednosti iskaznih slova p i q va`i τ(An) = ⊤.
Va`i

τ(An+1) = τ(¬An ⇒ Bn) = τ(⊥ ⇒ Bn) = ⊤,

pa je prema tome i An+1 tautologija. Dakle, dokazali smo da su sve formule An,

n ∈ N, tautologije.

Za vrednosti iskaznih slova τ(p) = τ(q) = ⊤ imamo τ(A0) = τ(p) = ⊤. Odavde
i iz prvog dela zadatka imamo da je τ(An) = ⊤, za n > 0. Doka`imo indukcijom da

je pri ovim po~etnim uslovima τ(B2n) = ⊥, n > 0, tj. da nijedna od formula B2n

nije tautologija. Odmah je τ(B0) = τ(q ⇒ ¬p) = ⊥. Pretpostavimo sada da je
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τ(B2n) = ⊥ i izra~unajmo τ(B2n+2):

τ(B2n+2) = τ(A2n+1∨B2n+1) = τ(A2n+1∨(A2n∨B2n))

= τ(⊤∨(⊤∨⊥)) = ⊥.

Ovo dokazuje da formuleB2n nisu tautologije.

Za vrednosti iskaznih slova τ(p) = ⊤, τ(q) = ⊥ imamo τ(A0) = τ(p) = ⊤ i

τ(B0) = τ(q ⇒ ¬p) = ⊤. Poka`imo da sada va`i τ(B2n+1) = ⊥, za n > 0. Odmah
je τ(B1) = τ(A0∨B0) = τ(⊤∨⊤) = ⊥. Sada pretpostavimo da je τ(B2n+1) = ⊥ i

izra~unajmo τ(B2n+3):

τ(B2n+3) = τ(A2n+2∨B2n+2) = τ(A2n+2∨(A2n+1∨B2n+1))

= τ(⊤∨(⊤∨⊥)) = ⊥.

Ovo dokazuje da ni formuleB2n+1 nisu tautologije. Dakle, nijedna od formulaBn,

n ∈ N, nije tautologija.

402. Neka je n = pα1
1 · . . . · pαk

k , pri ~emu su pi prosti brojevi, a αi prirodni brojevi

(1 6 i 6 k). Neka je d = pβ1

1 · . . . · pβk

k proizvoqan delilac broja n2. Tada je

0 6 βi 6 2αi. Ovom deliocu broja n2 pridru`i}emo ure|eni par f(d) = (u, v) na
slede}i na~in: u = pγ1

1 · . . . · pγk

k , v = pδ11 · . . . · pδkk , pri ~emu je γi = min{αi, βi}, a

δi =

{
βi − αi, γi = αi,
αi, γi < αi.

Jasno je da je nzs(u, v) = n i da za svaki par (u, v) kome je najmawi zajedni~ki sa-
dr`alac jednak n postoji ta~no jedan delilac d broja n2 takav da je f(d) = (u, v).
Na taj na~in smo napravili bijekciju izme|u svih ure|enih parova (u, v) kojima je
najmawizajedni~kisadr`alac jednaknisvihdelilacabrojan2, odaklesleditra`eno

tvr|ewe.

403. Neka je {A′} = AO ∩BC i {D′} = DO ∩BC (slika 2.77).

Slika 2.77.

Iz uslova zadatka jeA′N sredwa linija trouglaDD′C ,KD′ sredwa linija trougla

AA′B, pa je KD′ ∥ AA′ i A′N ∥ DD′. Sada su u trouglovima KD′C i BNA′

du`i A′O i D′O redom sredwe linije, pa ta~ka O polovi du`i KC i NB. Zna~i,

~etvorougaoKNCB je paralelogram, pa je i ~etvorougaoABCD paralelogram.



216

404. Posmatramo brojeve iz temena kocke po modulu 2011, ali kao ostatke 1, 2, . . . , 2011.
Ako su svi brojevi jednaki, zadatak je re{en. U suprotnom, postoji ivica koja spaja dva

temena sa razli~itim brojevima 1 6 N < M 6 2011. Dodavawem 2010 puta broja
N brojuM , dobijamoM → M + 2010N ≡ M −N (mod 2011). Dakle, brojM je

zamewenbrojemM−N , gde je1 6 M−N 6 2010. Kako jeN > 1, suma svih ostataka
je smawena bar za jedan. Po definiciji suma svih ostataka je bar 8, a ponavqaju}i ovaj
proces dolazimo do stawa u kome su svi ostaci jednaki.

405. Neka je z = a + bi, pri ~emu su a i b realni brojevi i b ̸= 0. Tada je Im z5 =
5a4 − 10a2b2 + b5 i

Im z5

Im5 z
= 5

(a
b

)4
− 10

(a
b

)2
+ 1.

Uvode}i smenu x =
(a
b

)2
dobijamo

Im z5

Im5 z
= 5x2 − 10x+ 1 = 5(x− 1)2 − 4.

Tra`eni minimum je−4 i posti`e se za x = 1, odnosno za kompleksne brojeve oblika
z = a(1± i), a ̸= 0.

406. Doka`imo da je x1 = x2 = · · · = xn. Pretpostavimo suprotno, na primer, bez

umawewa op{tosti, da je x1 ̸= x2. Kako je

x2 − x3 = cosx1 − cosx2 = −2 sin
x1 − x2

2
sin

x1 + x2

2
,

dobijamo

|x2 − x3| 6 2

∣∣∣∣sin x1 − x2

2

∣∣∣∣ < 2
|x1 − x2|

2
= |x1 − x2|,

gde smo iskoristili poznatu nejednakost | sinα| < α za α ̸= 0. Sli~nim zakqu~iva-

wem dobijamo

|x1 − x2| 6 |xn − x1| 6 · · · 6 |x2 − x3| < |x1 − x2|,

tj. |x1 − x2| < |x1 − x2|, {to je o~igledna kontradikcija. Prema tome, re{avawe
sistema se svodi na re{avawe jedna~ine cosx = x. Posmatraju}i grafike funkcija
y = cosx i y = x (slika 2.78), zakqu~ujemo da ta jedna~ina ima jedinstveno re{ewe

x0. Numeri~kim metodama dobija se wegova pribli`na vrednost x0 ≈ 0,739. Jedino
re{ewe datog sistema je ure|ewa n-torka (x0, x0, . . . , x0).

Slika 2.78.
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407. Dokaza}emo da pomenuta numeracija mesta za stolom postoji ako i samo ako je n paran
broj.

Ako je n = 2k proizvoqan paran broj, mogu}e je da postupimo na slede}i na~in:

odaberemo na proizvoqan na~in jedno mesto za stolom i numeri{emo ga brojem 2k;
zatim narednih k − 1 mesta, idu}i u smeru kazaqke na satu, numeri{emo, redom, svim
parnimbrojevima iz odgovaraju}eg intervala (2, 2k−2), tj. brojevima (2, . . . , 2k−2)
i na kraju preostalih k mesta svim neparnim brojevima, redom (1, . . . , 2k − 1). Sada,
ako konobar prvo uslu`i gosta na mestu 1, po{tuju}i ustanovqeno pravilo on }e

uslu`iti sve prisutne goste. Naime, lako se proverava da }e konobar nakon gosta koji

sedi na neparnommestu i uslu`iti gosta na parnommestu 2k− i−1, a zatimonog gosta
koji je na neparnom mestu i+ 2. Prema tome, redosled uzlu`ivawa gostiju je slede}i:
1, 2k − 2, 3, 2k − 4, 5, 2k − 6, . . . , 2k.

S druge strane, ako je n neparan broj, n = 2k + 1, ne postoji numeracija mesta za
stolom tako da }e svi gosti biti uslu`eni, bez obzira od kog gosta konobar krene.

Pretpostavimo suprotno, i neka je redosled rednih brojeva sedi{ta gostiju koji su

uslu`eni x1, x2, . . . , x2k+1. Tada mora biti x2k+1 = 2k + 1, jer bi se u suprotnom
(x2k+1 < 2k + 1) konobar vratio opet na isto mesto, kod gosta ~iji je redni broj
mesta za stolom x2k+1, i gost koji zaista sedi na mestu 2k + 1 ostao bi neuslu`en.
Odatle sledi da je suma

x1 + x2 + · · ·+ x2k = 1 + 2 + · · ·+ 2k =
2k(2k + 1)

2
= k(2k + 1)

deqiva sa 2k + 1. Ovo zna~i da }e se konobar, nakon uslu`ivawa prvih 2k gostiju,

vratiti na svoju startnu poziciju, i gost koji sedi na mestu 2k + 1 bi opet ostao

neuslu`en.

408. Doka`imometodommatemati~keindukcijepok da se svakirazlomak
k

n
, gde je (k, n) =

1 i k < n, mo`e prikazati u obliku

1

n1
+

1

n2
+ · · ·+ 1

ns
,

gde je n1 < n2 < · · · < ns i ni ∈ N, i = 1, . . . , s.

Za k = 1 nema se {ta dokazivati. Uzmimo da je k > 1. Neka su q i r koli~nik i
ostatak pri deqewu n sa k, tj. neka je n = qk + r, gde je 0 6 r < k. Zbog (k, n) = 1 je
r > 0. Sada je

(2.85)
k

n
− 1

q + 1
=

(q + 1)k − n

n(q + 1)
=

k − r

n(q + 1)
.

Kako je k − r < k, to se po induktivnoj pretpostavci broj
k − r

n(q + 1)
mo`e napisati u

obliku

(2.86)
1

n1
+

1

n2
+ · · ·+ 1

nj
=

k − r

n(q + 1)
.
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Zbog k − r < k < n mora biti ni > q + 1 za i = 1, . . . , j. Kombinuju}i (2.85) i (2.86)
dobija se tra`eni prikaz

k

n
=

1

q + 1
+

1

n1
+

1

n2
+ · · ·+ 1

nj
.

Na ovaj na~in je tvr|ewe dokazano.

409. Ozna~imo sa r1 i r2 polupre~nike krugova i neka je, bez umawewa op{tosti, r1 > r2.
Neka je ta~ka O sredi{te du`i O1O2, a P i Q ta~ke takve da su ~etvorouglovi

OO1MP iOO2NQparalelogrami (slika 2.79). Tada su du`iMP iNQparalelne i

jednakepolovinidu`iO1O2, pa je~etvorougaoMQNP paralelogram. Dakle, presek

S dijagonalaMN i PQ je ujedno i wihovo sredi{te. Neka je R ta~ka takva da je S
sredi{tedu`iOR. Tada je~etvorougaoOPRQparalelogram. SadaimamoOP = r1,
PR = OQ = r2, pa iz trougla OPR dobijamo nejednakosti OR > OP − PR i

OR 6 OP + PR, odnosno 2OS > r1 − r2 i 2OS 6 r1 + r2. Odavde je

1

2
(r1 − r2) 6 OS 6 1

2
(r1 + r2).

O~igledno je da za svaku ta~ku S koja zadovoqava ove uslove mo`emo na}i ta~ke

M ∈ k1 i N ∈ k2 takve da je S sredi{te du`i MN , i to konstrui{u}i prvo

paralelogramOPRQ ~ije su stranice r1 i r2.

Slika 2.79.

Dakle, za r1 ̸= r2 tra`ena figura je kru`ni prsten odre|en krugovima sa centrom

O i polupre~nicima
1

2
|r1 − r2| i

1

2
(r1 + r2), dok }e za r1 = r2 to biti samo krug sa

centromO, polupre~nika
1

2
(r1 + r2).

410. Ako je p(ai) = 0 za neko i, tvr|ewe zadatka je o~igledno, pa zato pretpostavimo da
su svi p(ai) razli~iti od 0 i me|usobno razli~iti. Postoje celi brojevi s i t takvi
da s | p(a1), t | p(a2), st = nzs(p(a1), p(a2)) i (s, t) = 1. Kako su s i t uzajamno
prosti, postoje celi brojevim i n takvi da je a1 + sn = a2 + tm =: b2. O~igledno
s | (p(a1 + sn) − p(a1)) i t | (p(a2 + tm) − p(a2)), pa st | p(b2). Na sli~an na~in
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dobijamo b3 takvo da p(a3) | p(b3) i p(b2) | p(b3), odakle imamo i p(a1) | p(b3) i
p(a2) | p(b3). Rezonuju}i na isti na~in dobijamo induktivno egzistenciju a = bk za
svako k.

Polinom p(x) = 2x2 + 2 pokazuje da tvr|ewe (b) nije ta~no, po{to je p(0) = 2,
p(1) = 4, a p(a) nije deqivo sa 8 ni za jedan ceo broj a.

411. Tvr|ewe je o~igledno ta~no u slu~aju dve planete. Pretpostavimo da su polupre~nici

planeta jedini~ni i neka su O1, . . . , On centri planeta. Dovoqno je pokazati da za

svaki jedini~ni vektor −→a postoji jedinstvena ta~ka X na nekoj planeti i, takva da

je
−−→
OiX = −→a i sa koje se ne vidi nijedna od preostalih planeta. Doka`imo prvo

jedinstvenost ta~keX . Pretpostavimo da je
−−→
OiX =

−−→
OjY i da se iz ta~akaX i Y ne

vidi nijedna druga planeta. Ali ve} smo razmotrili slu~aj dve planete: ako planeta

j nije vidqiva iz ta~ke X , tada je planeta i vidqiva iz ta~ke Y . Kontradikcija!

Doka`imo sada egzistenciju ta~ke X . Uvedimo koordinatni sistem sa osom Ox
u pravcu vektora −→a . Tada za ta~ku X mo`emo uzeti ta~ku sa neke od planeta sa

najve}om x koordinatom.

412. Za a = b = c dobijamo

ra2 + (3− r)
1

a
> 3,

odnosno (a − 1)(r(a2 + a + 1) − 3) > 0 za svaki pozitivan realan broj a. Odatle
lako sledi da je jedina mogu}nost r = 1. Neka je zato nadaqe r = 1. Data nejednakost
je ekvivalentna narednoj

2 + abc

3
> 3

1
a + 1

b + 1
c

.

Na osnovu nejednakosti izme|u geometrijske i harmonijske sredine za pozitivne

brojeve a, b, c imamo
3
√
abc > 3

1
a + 1

b + 1
c

,

odakle vidimo da je dovoqno pokazati
2 + x3

3
> x, pri ~emu je x = 3

√
abc > 0.

Posledwa nejednakost je ekvivalentna sa (x− 1)2(x+ 2) > 0, {to je o~igledno uvek
ta~no.

413. Neka je, bez umawewa op{tosti, AC = 1 i ozna~imo ^ABC = β. Neka je C1

simetri~na ta~ka ta~kiC u odnosu naA. Tada je^CC1B = 15◦. Ta~kaB je prese~na

ta~ka poluprave b kroz C1 takve da je orijentisani ^bC1C = 15◦ i geometrijskog
mesta ta~aka iz kojih se du` AC vidi pod uglom β. Dakle, taj presek postoji, samo
se postavqa pitawe u kom slu~aju je vrednost ugla β najve}a mogu}a. Jasno je da

je to u ekstremnom slu~aju kada pomenuto geometrijsko mesto ta~aka, koje je deo

kruga, dodiruje polupravu b. Iz potencije ta~ke C1 imamo C1B
2 = C1A · C1C , tj.

C1B =
√
2. Kako je

cos 15◦ =

√
1 + cos 30◦

2
=

√
2 +

√
3

2
=

1 +
√
3

2
√
2

,
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na osnovu kosinusne teoreme nalazimoAB =

√
3− 1√
2

iBC =
√
3− 1, odakle lako

nalazimo (opet na osnovu kosinusne teoreme na primer) da je β = 105◦, dok su uglovi
kod temenaA iC , redom, 45◦ i 30◦.

414. Neka je
a2(b− a)

a+ b
= p2 za neki prost broj p. Tada je b =

a(a2 + p2)

a2 − p2
∈ N. Ako

je (a, p) = 1, tada (a2 + p2, a2 − p2) | 2 i (a2 − p2, a) = 1, odakle sledi da b nije
prirodan broj jer je a2 − p2 > 2. Zato neka je a = kp za neki prirodan broj k. Tada je

b =
kp · p2(k2 + 1)

p2(k2 − 1)
=

kp(k2 + 1)

k2 − 1
.

Sledi da (k2 − 1, k2 + 1) | 2 i (k2 − 1, k) = 1, {to daje k2 − 1 | 2p, odnosno
k2 − 1 ∈ {1, 2, p, 2p}. Imamo 4 slu~aja:

• k2 − 1 = 1, tj. k2 = 2, {to nema re{ewa;

• k2 − 1 = 2, tj. k2 = 3, {to nema re{ewa;

• k2 − 1 = p, tj. (k − 1)(k + 1) = p, odakle imamo da je k = 2 i p = 3, pa je
a = kp = 6, a b = 10;

• k2 − 1 = 2p, tj. (k − 1)(k + 1) = 2p, a po{to su k − 1 i k + 1 iste parnosti i
desna strana je paran broj, to su k− 1 i k+1 uzastopni parni brojevi, pa je leva
strana deqiva sa 8, a desna nije, odnosno u ovom slu~aju nema re{ewa.

Jedino re{ewe je (a, b) = (6, 10).

415. O~igledna re{ewa su konstantne funkcije f(x) ≡ 0 i f(x) ≡ 1 za sve x ∈ R, kao i

identi~ka funkcija f(x) = x za sve x ∈ R. Za x = 0 i y = t − 1 iz date jedna~ine
dobijamo da je f(f(0)) = f(0)f(t) za sve t ∈ R. Razmotrimo slede}a dva slu~aja.

1◦ f(0) ̸= 0. Tada za svako t ∈ R va`i f(t) =
f(f(0))

f(0)
≡ k. Za t = 0 dobijamo

f(0)2 = f(f(0)), odnosno k2 = k. Ako je k = 0, imamo f(0) = 0, {to je

kontradikcija. Dakle, mora biti k = 1 i tada dobijamo re{ewe f(x) ≡ 1.

2◦ f(0) = 0. Sada opet razmatramo dva slu~aja.

• f(x) = 0 ako i samo ako je x = 0. Za y = −1 iz jedna~ine dobijamo

f(f(x) − x) = f(x)f(0) = 0, pa je f(x) − x = 0, odnosno f(x) = x za

svaki realan broj x.

• Postoji realan brojx0 ̸= 0 takav da je f(x0) = 0. Tada, zax = x0 i y =
t

x0za proizvoqno t ∈ R dobijamo

f

(
f(x0) + x0 ·

t

x0

)
= f(x0)f

(
t

x0
+ 1

)
= 0,

pa je f(t) = 0. U ovom slu~aju re{ewe je funkcija f(x) = 0 za sve x ∈ R.
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Dakle, jedina re{ewa su funkcije f(x) ≡ 0, f(x) ≡ 1 i f(x) = x, x ∈ R.

416. Ta~keP iN , odnosnoK iT su simetri~ne u odnosu na pravuCL, pa su i kru`nicek1 i
k2 simetri~neuodnosunapravuCL. Prematome, drugaprese~nata~kaovihkru`nica
(razli~ita odL) nalazi se na pravojCL. Neka jeX druga prese~na ta~ka kru`nice k3
i praveCL. Dovoqno je pokazati da va`iCL ·CX = CP ·CK (potencija ta~keC)

da bismo zakqu~ili da ta~kaX le`i na k1, odnosno k2. Kako jeCL ·LX = ML ·LQ
iCL2 = ab−AL ·BL, dobijamo

CL · CX = CP · CK ⇔ CL(CL+ LX) = (p− c)p

⇔ CL2 +ML · LQ = (p− c)p

⇔ CL2 + (LA− (p− a))(LB − (p− a)) = (p− c)p

⇔ ab− cp+ ac+ p2 − 2ap+ a2 = p2 − pc

⇔ a(a+ b+ c) = 2ap,

{to je o~igledno ta~no. U prethodnom nizu ekvivalencija koristili smo osnovne

formule za du`ine odse~aka koje upisana i spoqa pripisana kru`nica odsecaju na

stranicama.

417. Posmatrajmo dijagonalu date kvadratne mre`e. Za svako teme A sa te dijagonale

uo~imo jednu od krajwih ta~aka dijagonale koja je daqa od A i ozna~imo tu ta~ku sa

B. Ako bubamara obi|e kvadrat ~ija je dijagonalaAB za svako temeA, ona }e obi}i
ukupno 48 kvadrata (24 sa svake dijagonale) i o~igledno je da }e svaku ivicu mre`e
pre}i bar jednom. Da bismo pokazali da je 48 minimalni broj kvadrata, posmatrajmo
ivice mre`e koje imaju ta~no jednu zajedni~ku ta~ku sa ivi~nim kvadratom 25 × 25.
Takvih ivica ima 4 · 24 = 96 i svaki kvadrat sadr`i najvi{e dve takve ivice, pa je
potrebno obi}i bar 96 : 2 = 48 kvadrata.

418. Ozna~imo sa k = [
√
n].

(a) Jednostavan primer generi{u}eg podskupa je{
1, 2, . . . , k − 1, k, 2k, 3k, . . . ,

[n
k

]
k, n

}
i on sadr`i k +

[n
k

]
6 2[

√
n] + 1 elemenata.

(b) Pretpostavimo da je m ∈ N i A = {x1, x2, . . . , xm} generi{u}i podskup skupa
{1, 2, . . . , n}, pri ~emu je 1 6 x1 < x2 < · · · < xm 6 n. Za dati priro-

dan broj r, posmatrajmo razlike oblika xi − xj , gde je 1 6 i − j 6 r. Pre-

ostalih
(m− r)(m− r − 1)

2
razlikapokrivaju najvi{eisto tolikobrojeva iz skupa

{1, 2, . . . , n− 1}, pa posmatranih m(m− 1)− (m− r)(m− r − 1)

2
razlika pokri-

vaju bar

N = n− 1− (m− r)(m− r − 1)

2
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razlika. Suma S svih razlika oblika xi − xj za 1 6 i− j 6 r je

S = r(xm − x1) + (r − 1)(xm−1 − x2) + · · ·+ (xm−r+1 − xr) 6
(
r

2

)
(n− 1).

S druge strane, prema prethodnom razmatrawu ova suma nije mawa od

1 + 2 + · · ·+N >
N2

2
> 1

2

(
n− 1− (m− r)2

2

)2

.

Sledi da je

r2(n− 1) > 2

(
r

2

)
(n− 1) >

(
n− 1− (m− r)2

2

)2

,

odakle korenovawem i mno`ewem sa 2 dobijamo 2r
√
n− 1 > 2n − 2 − (m − r)2.

Posledwa nejednakost je ekvivalentna sa

(2.87) (m− r −
√
n− 1)2 > 3n− 3− 2m

√
n− 1.

Kako ova nejednakost mora da va`i za svako r = 1, 2, . . . , n − 1, mo`emo odabrati r
tako da leva strana u (2.87) bude mawa od 1. Tada (2.87) postaje 3n − 4 6 2m

√
n− 1,

tj.

m > 3n− 4

2
√
n− 1

>
3

2

√
n− 1.

Dobijena dowa granica zam je za dovoqno velikon ve}a od
√
2n+2010. Prema tome,

odgovor na ovaj deo zadatka je negativan.

419. Dokaza}emo prvo da u svakom trouglu va`i

ha

l2a
+

hb

l2b
+

hc

l2c
=

R+ 2r

2Rr
,

gde su ha, hb, hc odgovaraju}e visine.

Ako sa S obele`imo povr{inu, a sa p poluobim trougla, tada iz osnovnih obrazaca

ha

la
= cos

β − γ

2
, aha = 2S = pr, a = 2R sinα

dobijamo

ha

l2a
=

(
ha

la

)2

· 1

ha
=

a

2pr
cos2

β − γ

2
=

R sinα cos2 β−γ
2

pr

=
R

2pr

(
sinα+

1

2
(sin 2α+ sin 2β)

)
,
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pa je

L =
ha

l2a
+

hb

l2b
+

hc

l2c
=

R

2pr

[
(sinα+ sinβ + sin γ) + (sin 2α+ sin 2β + sin 2γ)

]
.

Koriste}i i identite koji va`e za uglove trougla

sinα+ sinβ + sin γ = 4 cos
α

2
cos

β

2
cos

γ

2
=

p

R
,

4 sin
α

2
sin

β

2
sin

γ

2
=

r

R
,

sin 2α+ sin 2β + sin 2γ = 4 sinα sinβ sin γ

= 32 cos
α

2
cos

β

2
cos

γ

2
· sin α

2
sin

β

2
sin

γ

2
,

dobijamoL =
R

2pr
· p

R

(
1 + 2

r

R

)
=

R+ 2r

2Rr
.

Prema nejednakosti Ko{i--[varc--Buwakovskog je(√
ha

la
· 1√

ha

+

√
hb

lb
· 1√

hb

+

√
hc

lc
· 1√

hc

)2

6
(
ha

l2a
+

hb

l2b
+

hc

l2c

)(
1

ha
+

1

hb
+

1

hc

)
,

odakle, zajedno sa prethodnim jednakostima i

1

ha
+

1

hb
+

1

hc
=

a

2S
+

b

2S
+

c

2S
=

2p

2S
=

1

r
,

sledi (
1

ha
+

1

hb
+

1

hc

)2

6 R+ 2r

2Rr
· 1
r

i, kona~no,

1

la
+

1

lb
+

1

lc
6 1

r

√
1

2
+

r

R
.

420. Na osnovu nejednakosti izme|u aritmeti~ke i geometrijske sredine za brojeveA,A i

H imamo

(2.88)
A+A+H

3
> 3

√
A2H.

Kako je

A2H > G3 ⇔
(
a+ b+ c

3

)2
3abc

ab+ bc+ ca
> abc

⇔ (a+ b+ c)2 > 3(ab+ bc+ ca)

⇔ a2 + b2 + c2 > ab+ bc+ ca

⇔ (a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2 > 0,

{to je ta~no, iz (2.88) dobijamo tra`enu nejednakost 2A+H > 3G.
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421. Posmatrajmo ta~ku O koja je centar opisanog kruga ovog mnogougla. Jasno je da

sredi{ta svih dijagonala (ili stranica) iste du`ine le`e na krugu sa centrom u O.

Ovakvih krugova ima 1005 i jasno je da }e krug sa najvi{e ta~aka biti ili jedan od
ovih ili }e sadr`ati najvi{e dve ta~ke sa svakog od wih, tj. ukupno 2 · 1005 = 2010
ta~aka. Kako svaki od krugova sa centrom uO sadr`i najvi{e 2010 ta~aka, a krug koji
sadr`i sredi{ta sadr`i ta~no 2010 ta~aka, to je tra`eni broj 2010.

422. Posmatrajmo prvo slu~aj kada je k = 2r − 1 neparan broj. Ozna~imo neprazan niz
uzastopnih jedinica sa J , a neprazan niz uzastopnih nula sa N . Tada iz uslova

zadatka sledi da se niz nula i jedinica mo`e predstaviti kao JNJN . . . JN ili

NJNJ . . .NJ , pri ~emu u oba slu~aja ima r parova. Dakle m jedinica treba ras-

porediti na r mesta tako da na svakom bude bar jedna jedinica, {to se mo`e u~initi

na

(
m− 1

r − 1

)
=

(
m− 1

m− r

)
na~ina. Sli~no, za n nula postoji

(
n− 1

r − 1

)
=

(
n− 1

n− r

)
na~ina. Zato je ukupan broj nizova

2

(
m− 1

r − 1

)(
n− 1

r − 1

)
.

Za paran broj k = 2r sli~no se dobija da je tra`eni broj nizova(
m− 1

r

)(
n− 1

r − 1

)
+

(
m− 1

r − 1

)(
n− 1

r

)
.

423. Ako je E prese~na ta~ka simetrale ^BAC i BC , tada je BA : CA = BE : CE.

Odavde je BC = CE
AB +AC

AC
, odakle je CE =

1

2
AC = CN . Sli~no je i

BE =
1

2
AB = CM . Prema tome, trouglovi CNE i BME su jednakokraki, pa

su simetrale ^MBE i ^NCE ujedno i simetrale du`iME i NE. Zato je wihov

presek, ta~ka S, centar opisanog kruga trouglaMNE, pa pripada i simetrali du`i

MN . Me|utim, S je ujedno i centar upisanog kruga trougla ABC , pa se nalazi na

simetrali ^CAB, tj. ^MAN . Kako se simetrala unutra{weg ugla i simetrala

naspramne stranice u trouglu seku u ta~ki koja pripada opisanom krugu trougla, to se

S nalazi na krugu ℓ.

424. Dokaza}emo da takav broj ne postoji. Pretpostavimo suprotno i neka je a1 . . . a30
wegov decimalni zapis. Tada za 1 6 i 6 25 imamo

4ai − ai+5 ≡ 105ai − ai+5 = 10ai . . . ai+4 − ai+1 . . . ai+5

≡ 0 (mod 13).

Dakle, svaki od ~lanova niza a1, a6, a11, a16, a21, a26 daje isti ostatak kao ~etvo-

rostruki prethodni ~lan pri deqewu sa 13. Oni predstavqaju 6 uzastopnih ~lanova
jednog od nizova 1, 4, 3, 12, 9, 10, 1, 4, 3, . . .; 2, 8, 6, 11, 5, 7, 2, 8, 6, . . .; 0, 0, 0, . . ..
Bilo kojih 6 uzastopnih ~lanova prva dva niza sadr`i neki od brojeva 10, 11 ili 12.
Kako to nisu cifre, a1, a6, a11, a16, a21, a26 moraju biti uzastopni ~lanovi tre}eg
niza. Me|utim, to je o~igledna kontradikcija zbog a1 ̸= 0.
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425. Posmatrajmo kompleksan broj (1 + i
√
3)2011. Iz binomne formule i jednakosti

in ≡


1, n ≡ 0 (mod 4),
i, n ≡ 1 (mod 4),
−1, n ≡ 2 (mod 4),
−i, n ≡ 3 (mod 4),

imamo

(1 + i
√
3)2011 =

2011∑
i=0

(
2011

i

)
(i
√
3)2011−i

=(i
√
3)2011 +

(
2011

1

)
(i
√
3)2010 +

(
2011

2

)
(i
√
3)2009

+ · · ·+
(
2011

2009

)
(i
√
3)2 +

(
2011

2010

)
i
√
3 + 1

=−

((
2011

1

)
31005 −

(
2011

3

)
31004 + · · ·+

(
2011

2009

)
31 −

(
2011

2011

))

−
√
3i

(
31005−

(
2011

2

)
31004 + · · ·+

(
2011

2008

)
31−

(
2011

2010

))
.

Sledi(
2011

1

)
31005 −

(
2011

3

)
31004 + · · ·+

(
2011

2009

)
31 −

(
2011

2011

)
= −Re(1 + i

√
3)2011.

Koriste}i identitet

(
1

2
+

i
√
3

2

)3

= −1, dobijamo kona~an rezultat−22010.

426. Kako je x1 = x2
2 + x2 i x

2
2 + bx2 + c = 0, iz Vietovih formula dobijamo sistem

x1 + (b− 1)x2 =− c,

x1 + x2 =− b,

x1x2 =c,

odakle lako sledi c2 +4(1− b)c+ b3 − b2 = 0, b ̸= 2. Ovo je kvadratna jedna~ina po
celobrojnoj promenqivoj c, pa wena diskriminanta

D = 16(1− b)2 − 4(b3 − b2) = 4(1− b)(b− 2)2

mora biti potpun kvadrat. To }e biti zadovoqeno ako je b = 2 ili ako je 1− b = k2,
za neki ceo broj k. Iz klase re{ewa (b, c) = (1− k2, k(k− 1)2) izdvajamo ona kada su
b i c uzajamno prosti. Prema tome, k − 1 = ±1, tj. k = 0 ili k = 2. Jedina re{ewa
su (b, c) ∈ {(−3, 2), (1, 0)}.
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427. Neka je
AM

MB
=

BN

NC
=

CP

PA
= λ. Tada je

−−→
GM =

1

λ+ 1

−→
GA+

λ

λ+ 1

−−→
GB,

−−→
GN =

1

λ+ 1

−−→
GB +

λ

λ+ 1

−−→
GC,

−−→
GP =

1

λ+ 1

−−→
GC +

λ

λ+ 1

−→
GA.

Sada je

−−→
GG1+

−−→
GG2+

−−→
GG3 =

1

3
(
−→
GA+

−−→
GM+

−−→
GN+

−−→
GB +

−−→
GM+

−−→
GP+

−−→
GC+

−−→
GP+

−→
GA)

=
−→
GA+

−−→
GB +

−−→
GC =

−→
0 ,

odakle sledi da je G ujedno i te`i{te trougla G1G2G3. Zbog toga va`i 3
−−→
DG =

−−→
DG1+

−−→
DG2+

−−→
DG3. Sadaseprvanejednakostdobijaprimewuju}inejednakosttrougla

na vektore
−−→
DG1,

−−→
DG2,

−−→
DG3 (va`i stroga nejednakost jer vektori nisu kolinearni).

Sli~no, sabirawem nejednakosti

DG1 = |
−−→
DG1| =

∣∣∣∣23−−→DA+
λ

3(λ+ 1)

−−→
DB +

1

3(λ+ 1)

−−→
DC

∣∣∣∣
<

2

3
DA+

λ

3(λ+ 1)
DB +

1

3(λ+ 1)
DC,

DG2 <
2

3
DB +

λ

3(λ+ 1)
DC +

1

3(λ+ 1)
DA,

DG3 <
2

3
DC +

λ

3(λ+ 1)
DA+

1

3(λ+ 1)
DB,

dobijamo drugu nejednakost tvr|ewa.

428. Neka jea = ℓ2, za nekiprirodan broj ℓ. Za c = 2ℓ+b ∈ N, dobijamoa+bc = (b+ℓ)2,
{to jeste potpun kvadrat.

Obrnuto, neka a nije potpun kvadrat. Tada postoji prost broj p takav da je a deqiv

sa p2k−1, a nije deqiv sa p2k , za neko k ∈ N. Ako odaberemo b = p2k , postoji neki
prirodan broj c takav da je a + bc = m2 potpun kvadrat. O~igledno p2k−1|m2, pa

mora i pk | m, odnosno p2k | m2. Kako p2k | bc, zakqu~ujemo da p2k | a, {to je

kontradikcija.

429. Primetimo da ako je neko α re{ewe date jedna~ine, tada je π − α tako|e re{ewe.

Zna~i, jedine mogu}nosti da bi α0 ∈ [0, π) bilo jedinstveno re{ewe su α0 = 0 ili

α0 =
π

2
. Kori{}ewem identiteta za transformisawe proizvoda u zbir dobijamo

(cos 2x − cos 6x) − (cos 2x − cos 4x) = 2a, odnosno cos 4x − cos 6x = 2a. Ako

ozna~imo t = cos 2x i primenimoformule za trigonometrijskefunkcije dvostrukog
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i trostrukog argumenta, jedna~ina postaje (2t2 − 1) − (4t3 − 3t) = 2a i nakon

sre|ivawa 4t3 − 2t2 − 3t+ 2a+ 1 = 0.

Zamenomx = 0 dobijamoa = 0. Me|utim, zaa = 0 jedna~ina (t−1)(4t2+2t+1) = 0
ima, pored re{ewa t = 1 = cos 0, jo{ dva realna re{ewa iz intervala (−1, 1), pa
x = 0 nije jedinstveno re{ewe.

Zamenom x =
π

2
dobijamo a = 1 i jedna~inu (t + 1)(4t2 − 6t + 3) = 0, koja ima

jedinstveno realno re{ewe t = −1 = cosπ.

Dakle, a = 1 je jedino re{ewe zadatka.

430. Odgovor je: n ≡ 0 (mod 3) ili n ≡ 2 (mod 3). Doka`imo prvo indukcijom da je za

ovakve n mogu}e obrnuti sve nov~i}e. Pod trouglom podrazumevamo tri me|usobno

susedna nov~i}a. Za n = 2 je o~igledno, dok za n = 3 samo obrnemo sva 4 trougla. Za
n ≡ 0 (mod 3) i n ≡ 2 (mod 3), n > 3, opet obrnemo sve mogu}e trouglove. Time
su nov~i}i u }o{kovima obrnuti jednom, a nov~i}i sa ruba, ne ra~unaju}i }o{kove, su

svi obrnuti 3 puta. Prema tome, svi nov~i}i sa ruba su sada okrenuti na stranu gde
je glava. Unutra{wi nov~i}i su okrenuti 6 puta, tako da su i daqe na strani gde je
pismo. Oni ~ine jednakostrani~an trougao stranice n − 3, pa se prema induktivnoj
pretpostavci svi mogu okrenuti na stranu gde je glava.

Neka je sada n ≡ 1 (mod 3). Obojimo strane nov~i}a na kojima je pismo u 3 boje:

crvenu, belu i plavu, tako da su susedni nov~i}i obojeni razli~itim bojama i svaka

tri susedna no~i}a u istom redu su tako|e raznobojna. Tada su nov~i}i u }o{kovima

obojeniistombojom,recimocrvenom. Jednostavnimprebrojavawemvidimodacrvenih

nov~i}aimaza jedanvi{enegoplavihilibelih. Prematome, brojevicrvenihibelih

nov~i}a su razli~ite parnosti. Pri svakom potezu mo`e se desiti ili da se oba broja

pove}aju za 1, ili da se oba smawe za 1, ili da se jedan od wih pove}a, a drugi smawi za
1. U svakom od tri slu~aja parnost brojeva crvenih i belih nov~i}a ostaje razli~ita.

Me|utim, kada bi svi nov~i}i bili okrenuti na stranu gde je glava, ovi brojevi bi

bili 0, odnosno iste parnosti. Kontradikcija!

431. Analiza. Pretpostavimo da tetivni ~etvorougaoABCD zadovoqava uslove zadatka,

tj. pretpostavimo da va`iAB = a,BC = b,CD = c iDA = d, gde su a, b, c i d date
du`i. Neka jeC1 ta~ka polupraveBC takva da va`iBC1 = a i neka jeD1 prese~na

ta~kapraveBD ipravekoja sadr`ita~kuC1 iparalelna je pravojCD. Iz^BCD =
^BCD1 i^DBC = ^BC1D1, sledidasutrougloviBCDiBC1D1 sli~ni, pava`i

BC : BC1 = CD : C1D1, odnosno b : a = c : C1D1, tj. C1D1 = c
a

b
. Neka je D2

ta~katakvadava`irasporedD−A−D2 iAD2 = C1D1 = c
a

b
. ^etvorougaoABCD

je tetivan, pa je^BAD+^BCD = 180◦, odakle sledi^D2AB = 180◦−^BAD =
^BCD = ^BC1D1. Iz ^D2AB = ^BC1D1, AD2 = C1D1 i BA = BC1 sledi

da su trougloviBAD2 iBC1D1 podudarni iBD2 = BD1. Va`i
BD2

BD
=

BD1

BD
=

BC1

BC
=

a

b
. Dakle, ta~kaB pripada skupu ta~aka za koje je odnos rastojawa od ta~aka

D2 i D jednak odnosu du`ina a i b (taj skup je prava ako je a = b i Apolonijev

krug u slu~aju a ̸= b). Ta~ka B je, dakle, prese~na ta~ka tog skupa ta~aka i kruga sa
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sredi{temA i polupre~nikom a. Ta~kaC je prese~na ta~ka kruga sa sredi{temD i

polupre~nikom c i kruga sa sredi{temB i polupre~nikom b.

Konstrukcija. Konstrui{imo du` podudarnu datoj du`i d i ozna~imo wena temena

sa A i D. Konstrui{imo ta~ku D2 takvu da va`i D − A − D2 i AD2 = c
a

b
.

Konstrui{imo (pomo}na konstrukcija koju smatramo poznatom) skup ta~aka za koje je

odnos rastojawa od ta~aka D2 i D jednak odnosu du`ina a i b (prava ako je a = b i
Apolonijev krug u slu~aju a ̸= b). Ozna~imo saB prese~nu ta~ku tog skupa i kruga sa

sredi{temAipolupre~nikoma. Ozna~imosaC prese~nuta~kukrugasasredi{temD
i polupre~nikom c i kruga sa sredi{temB i polupre~nikom b. ^etvorougaoABCD
je tra`eni.

Dokaz. Naosnovukonstrukcije va`iAB = a,BC = b,CD = ciDA = d. Potrebno
je jo{ dokazati da je ~etvorougao ABCD tetivan. Neka jeD1 ta~ka poluprave BD
takva da je BD1 = BD2 i neka je C1 ta~ka poluprave BC takva da je BC1 = a.

Iz
BD2

BD
=

BD1

BD
=

a

b
i
BC1

BC
=

a

b
sledi

BD1

BD
=

BC1

BC
, pa su trouglovi BC1D1

i BCD sli~ni i va`i ^BC1D1 = ^BCD i BC : BC1 = CD : C1D1, odnosno

b : a = c : C1D1, tj. C1D1 = c
a

b
. Na osnovu konstrukcije je AD2 = c

a

b
, pa va`i

C1D1 = AD2. Iz C1D1 = AD2, BC1 = a = BA, BD1 = BD2 sledi da su

trouglovi BC1D1 i BAD2 podudarni, odakle sledi ^BC1D1 = ^BAD2. Sada

imamo^BCD = ^BAD2. Zbog rasporeda va`i^BAD2+^BAD = 180◦, pa, kako
je^BCD = ^BAD2, va`i i^BCD+^BAD = 180◦, {to zna~i da je ~etvorougao
ABCD zaista tetivan.

Diskusija. Re{ewe zadatka postoji ako je du`ina BD (gde su B iD ta~ke odre|ene

kao u konstrukciji) mawa od zbira du`ina b i c i ako se konstruisani Apolonijev
krug i krug sa sredi{tem A i polupre~nikom a seku. Tada za obe prese~ne ta~ke

postoje po dva re{ewa odre|ena dvema prese~nim ta~kama kruga sa sredi{tem D i

polupre~nikom c i kruga sa sredi{tem B i polupre~nikom b (jedno od re{ewa je

samopresecaju}i ~etvorougao). Ina~e, re{ewe ne postoji.

432. Primetimo da za proizvoqne cele brojeve a i b va`i:

a2 + b2 ≡

 1, 2, 5 (mod 8), a ≡ ±1 (mod 4),
0, 1, 4 (mod 8), a ≡ 0 (mod 4),
0, 4, 5 (mod 8), a ≡ 2 (mod 4).

Za n = 3 dati sistem ima re{ewe (x, y1, y2, y3) = (−2, 0, 1, 0). Neka je sada n = 4
i pretpostavimo da sistem ima celobrojno re{ewe (x, y1, y2, y3, y4). Kako brojevi
x+1,x+2,x+3,x+4~inepotpun sistemostatakapomodulu4, na osnovuprethodnog
moralo bi da va`i da je prirodan brojm = (x + 1)2 + y2 kongruentan u isto vreme
sa nekim brojem iz preseka skupova {1, 2, 5}, {0, 1, 4}, {0, 4, 5} po modulu 8, {to je
kontradikcija, jer je to prazan skup. Ovim je dokazano da pomenuti sistem ne mo`e

imati celobrojna re{ewa za n > 4, pa je re{ewe n = 3.

433. Funkcija g1 :
(
0,

π

2

)
→ (0,+∞), zadata sa g1(x) = tg x predstavqa bijekciju.

Sli~no, linearne funkcije g2 : (0,+∞) → (2010,+∞), g2(x) = x + 2010 i
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g3 : (0, 1) →
(
0,

π

2

)
, g3(x) =

π

2
x, su bijektivna preslikavawa izme|u odgovaraju}ih

otvorenih intervala. Dakle, funkcija g data sa g = g2 ◦ g1 ◦ g3 je bijekcija (kao
kompozicija bijekcija) intervala (0, 1) na interval (2010,+∞). Ostaje jo{ da

bijektivno preslikamo segment [0, 1] na interval (0, 1). Uo~imo niz (xn): x0 = 0,

xn =
1

n
za n > 1. Funkcija f : [0, 1] → (0, 1), data sa

f(x) =

{
xn+2, x = xn,
x, x ̸= xn,

koja ~lanove niza (xn) �{iftuje� za 2 mesta, a ostale ta~ke ostavqa fiksnim, pred-
stavqa bijekciju jer su 0 i 1 ba{ prva dva ~lana niza (xn). Tra`ena bijekcija

h : [0, 1] → (2010,+∞) je h = f ◦ g.
Na sli~an na~in se uspostavqa bijekcija izme|u proizvoqna dva intervala realne

ose (otvorena, zatvorena, ograni~ena, neograni~ena).

434. Svakoj od

(
n

3

)
trojki stanovnika odgovara po jedan od preostalih n − 3 sugra|ana

protiv koga planiraju zaveru. Tada postoji m trojki koje planiraju zaveru pro-

tiv istog stanovnika i va`i m > (n− 1)(n− 2)

6
. Pretpostavimo da se ukupno k

stanovnika pojavquje u ovih m trojki. Tada o~igledno va`i

(
k

3

)
> m, odakle je

k3 > k(k − 1)(k − 2) > 6m > (n − 1)(n − 2), tj. k3 > (n − 1)(n − 2). Dakle, po-
stoji stanovnik protiv koga je bar 3

√
(n− 1)(n− 2) sugra|ana ume{ano u planirawe

zavere.

435. Tra`eni brojevi su 1 i svi prirodni brojevi oblika 2 + 2k , k > 0. Ako je n =
a

b
+

a+ 1

b+ 1
, lako dobijamon−2 = (2b+1)

a− b

b(b+ 1)
. Kako su b i b+1 uzajamno prosti

sa 2b + 1, desna strana prethodne jednakosti (a samim tim i n − 2) predstavqa ceo
broj deqiv neparnim brojem 2b+ 1 > 3.

Obrnuto, ako je d > 1 neparni delilac broja n − 2, imamo n ̸= 1, tj. n > 2, pa je

n = dm + 2, za neko m > 0. Defini{imo b =
1

2
(d− 1) i a = b(mb + m + 1).

O~igledno su a i b prirodni brojevi koji zadovoqavaju
a

b
+

a+ 1

b+ 1
= n.

436. Neka je O centar kru`nice k, a B′ ta~ka simetri~na ta~ki B u odnosu na pre~nik

MN . Onda B′ ∈ k i va`i ^B′AN = ^BAN , pa je ^AB′B = 90◦ − ^BAN .

Kako su ta~ke C,A,B′ kolinearne, to je ^COB = 2^AB′B = 180◦ − 2^BAN
(kao centralni ugao nad odgovaraju}im periferijskim). Zbog ^BAN = ^CAM je

^BAC = 180◦ − 2^BAN , iz ~ega zakqu~ujemo da je ^COB = ^BAC , tj. da su

ta~keB,C,O,A kocikli~ne.

Pretpostavimo, bez umawewa op{tosti, da va`i raspored ta~akaM − O − A − N .

Neka pravaBC se~e pravuMN u ta~kiG (ove prave nisu paralelne jer ta~kaA nije

centar kruga). Kako je AC > AB zbog ^ABC > ^OBC = ^OCB > ^ACB,



230

to je rastojawe ta~ke C ve}e od rastojawa ta~ke B od praveMN , pa va`i raspored

O − A − N − G. Iz potencije ta~ke G u odnosu na kru`nicu koja sadr`i ta~ke

B,C,O,A dobijamo da jeGB ·GC = GA ·GO, dok iz potencije ta~keG u odnosu na

kru`nicuk dobijamoGB ·GC = GM ·GN , iz~ega slediGA·GO = GM ·GN . Sada

imamo GO ·(GO−OA) = (GO−r)(GO+r) = GO2−r2, odnosno, GO ·OA = r2,
gde je r polupre~nik kru`nice k. Odavde sledi da je du` GO konstantne du`ine.

Prema tome, ta~ka G se ne mewa kada ta~ka B {eta po kru`nici, ~ime je dokaz

zavr{en.

437. Kako je −1 6 ai 6 1, to postoji jedinstveno φi ∈ [0, π] tako da je cosφi = ai,
i ∈ {1, . . . , n}. Tako|e, zbog uslova−1 6 a1 6 a2 6 · · · 6 an 6 1 va`i π > φ1 >
φ2 > · · · > φn > 0. Tada je√

(1− a2i )(1− a2i+1) =
√
(1− cos2 φi)(1− cos2 φi+1) =

√
sin2 φi sin

2 φi+1

= | sinφi sinφi+1| = sinφi sinφi+1,

jer je sinφi > 0 zaφi ∈ [0, π]. Izraz koji se pojavquje u sumi postaje√
1− aiai+1 −

√
(1− a2i )(1− a2i+1) =

√
1− cosφi cosφi+1 − sinφi sinφi+1

=
√
1− cos(φi − φi+1)

=

√
2 sin2

φi − φi+1

2

=
√
2 ·
∣∣∣∣sin φi − φi+1

2

∣∣∣∣
=
√
2 · sin φi − φi+1

2
,

jer je 0 6 φi − φi+1

2
6 π

2
, pa je sin

φi − φi+1

2
> 0. Prema tome, ostaje da poka`emo

da je

(2.89) sin
φ1 − φ2

2
+ sin

φ2 − φ3

2
+ · · ·+ sin

φn−1 − φn

2
<

π

2

za proizvoqne 0 6 φn 6 φn−1 6 · · · 6 φ1 6 π. Primetimo da za x > 0 va`i

sinx 6 x. Ako su svi φ1, . . . , φn me|usobno jednaki, nejednakost trivijalno va`i.

Ina~e, va`i stroga nejednakost

sin
φ1 − φ2

2
+ sin

φ2 − φ3

2
+ · · ·+ sin

φn−1 − φn

2

<
φ1 − φ2

2
+

φ2 − φ3

2
+ · · ·+ φn−1 − φn

2
<

φ1 − φn

2
6 π

2
,

~ime je nejednakost (2.89) dokazana i dokaz zavr{en.

438. Uvedimo promenqive x0, x1, . . . , x199 i pridru`imo im vrednost+1 ili−1 u zavis-
nosti od toga da li je (i+1)-vi ise~ak ve}eg kruga (npr. u smeru suprotnom od kazaqke
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na satu) obojen u crveno ili u belo. Analogno uvodimo promenqive y1, y2, . . . , y199
za mawi krug. Ono {to bi zapravo trebalo dokazati je da je

Sj =
200∑
i=1

xiyi+j > 0

za neko j = 0, . . . , 199 (indeks i + j posmatra se po modulu 200). Primetimo da je
y0 + · · ·+ y199 = 0, pa je

S0 + · · ·+ S199 =

199∑
i=0

xi(y0 + · · ·+ y199) = 0.

Dakle, Sj > 0 za neko j = 0, . . . , 199, {to je i trebalo dokazati.

439. Doka`imo da je za svaki prirodan broj n mogu}e na}i takav polinom stepena n sa n
realnih korena. Specijalno, za n = 2010 dobijamo tvr|ewe zadatka.

Ako je α neka realna nula polinoma p(x), tj. p(α) = 0, onda je i p(4α − α2) = 0.
Poku{ajmo da odredimo realne brojeve α1, α2, . . . , αn takve da je

α2 = 4α1 − α2
1,

α3 = 4α2 − α2
2,

...

αn = 4αn−1 − α2
n−1,

α1 = 4αn − α2
n,

odnosno, uz smenu βi =
2− αi

2
, i = 1, . . . , n,

β2 = β2
1 − 1,

β3 = β2
2 − 1,

...

βn = β2
n−1 − 1,

β1 = β2
n − 1.

Vo|eni formulom cos 2φ = 2 cos2 φ − 1, obele`imo β1 = cosφ. Tada je βi =
cos 2i−1φ, i = 1, . . . , n + 1. Da bi va`ilo βn+1 = β1, dovoqno je uzeti npr.

φ =
2π

2n − 1
. Sada je

αi = 2− 2 cos 2i−1φ = 4 sin2 2i−2φ = 4 sin2
2i−1π

2n − 1
.

Lako se proverava da polinom p(x) =
n∏

i=1

(
x− 4 sin2

2i−1π

2n − 1

)
zadovoqava uslove

zadatka.
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440. Neka je x =
a

b
, y =

b

c
, z =

c

a
. Po uslovu zadatka je xyz = 1, x + y + z = 4 i

1

x
+

1

y
+

1

z
= xy + yz + zx = 5. Tada je

x3 + y3 + z3 = (x+ y + z)(x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx) + 3xyz

= (x+ y + z)((x+ y + z)2 − 3(xy + yz + zx)) + 3xyz

= 4(16− 3 · 5) + 3 = 7.

441. Kako 17 deli 19a − 2a = pb, mora biti p = 17. Tada je

17b = (19− 2)(19a−1 + 2 · 19a−2 + 22 · 19a−3 + · · ·+ 2a−1),

odnosno

(2.90) 17b−1 = 19a−1 + 2 · 19a−2 + 22 · 19a−3 + · · ·+ 2a−1.

Posmatraju}i po~etnu jedna~inu po modulu 9, dobijamo da je a ≡ 1 (mod 6). O~i-
gledno je a = 1 ako i samo ako je b = 1. Zato neka je nadaqe a > 7. Posmatraju}i
jedna~inu (2.90) po modulu 4, dobijamo 1 = 3a−1 +2 · 3a−2 (mod 4). Ovo je nemogu}e
zbog a ≡ 1 (mod 6) (leva strana daje ostatak 1, a desna 3 pri deqewu sa 4). Jedino
re{ewe je trojka (1, 1, 17).

442. Ozna~imo sa H ortocentar trougla ABC (slika 2.80). ^etvorougao AB1HC1 je

tetivan jer ima dva naspramna prava ugla, pa imamo ^AC1B1 = ^AHB1 = 90◦ −
^HAC = ^ACB. Daqe je ^DEB1 = 90◦ − ^CBB1 = ^ACB, pa dobijamo

^AC1B1 = ^ACB i tetivnost ~etvorouglaB1DC1E. Zbog toga va`i^C1EB1 =
180◦ − ^B1DC1 = 90◦, pa sada lako zakqu~ujemo da su praveEC1 iAC paralelne.

Slika 2.80.

443. Nekasua1,a2,a3 cifrekoje jeizabraoA, ab1, b2, b3 cifrekoje jeizabraoB. Dobijeni

broj je x = a1b1a2b2a3b3.

Neka jeM = {0, 2, 4, 5, 6, 8} iN = {1, 3, 7, 9}. Ako je b3 ∈ M , broj x je deqiv sa 2
ili 5. Stoga igra~B ne sme svoju posledwu cifru odabrati iz skupaM . Zato igra~A
bira svoje prve dve cifre izN , prisiqavaju}i time igra~aB da svoje prve dve cifre

bira izM (u suprotnom biA mogao potro{iti posledwu cifru izN pre posledweg

poteza igra~aB, pa bi bilo b3 ∈ M iA pobe|uje).
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Igra~ A mora posti}i da broj x bude deqiv sa 3. Neka je a1 = 3, a2 = 9. Tada je
b3 ≡ 1 (mod 3), jer iz skupaN preostaju cifre 1 i 7. Broj x bi}e deqiv sa 3 ako je
a1 + b1 + a2 + b2 + a3 + b3 deqivo sa 3. U zavisnosti od odabira b1 i b2, imamo 3
mogu}nosti.

(i) b1 + b2 ≡ 0 (mod 3). Tada je a1 + b1 + a2 + b2 + a3 + b3 ≡ a3 + 1 (mod 3).
Igra~ A mo`e odabrati za a3 jednu od cifara 2, 5 ili 8 (barem jedna od wih je

jo{ neiskori{}ena).

(ii) b1 + b2 ≡ 1 (mod 3). Tada je a1 + b1 + a2 + b2 + a3 + b3 ≡ a3 + 2 (mod 3).
Sada igra~A mo`e odabrati a3 = 1.

(iii) b1 + b2 ≡ 2 (mod 3). Tada je a1 + b1 + a2 + b2 + a3 + b3 ≡ a3 (mod 3). U
ovom slu~aju igra~A bira a3 = 0 ili a3 = 6. Barem jedna od ovih cifara je na

raspolagawu, jer da je igra~B odabrao obe, bilo bi b1 + b2 ≡ 0 (mod 3).

U svakom slu~aju suma cifara bi}e deqiva sa 3, pa }e i x biti deqiv sa 3, a igra~ A
pobednik.

444. Uvedimosmeneu = x−x2−a,v = 6a−2x−x2. Primetimodava`i10a−2x−4x2 =
2(u + v), pa nejedna~ina postaje

√
u +

√
v 6

√
2(u+ v). Kvadrirawem dobijamo

ekvivalentnu nejedna~inu 2
√
u
√
v 6 u+ v, koja uvek va`i na oblasti definisanosti

u > 0, v > 0. Prema tome, po~etna nejedna~ina ima jedinstveno re{ewe ako i samo
ako sistem nejedna~ina

x2 − x+ a 6 0,

x2 + 2x− 6a 6 0

ima jedinstveno re{ewe. Razlikujemo slede}e slu~ajeve.

1◦ Jedna od nejedna~ina sistema ima jedinstveno re{ewe, koje je ujedno i re{ewe

druge nejedna~ine.

DobijamoiliD1 = 1−4a = 0ia =
1

4
, {to jestere{ewe, iliD2 = 1+6a = 0

i a = −1

6
, {to nije re{ewe.

2◦ Jedna~ine x2 − x+ a = 0 i x2 +2x− 6a = 0 imaju oba realna korena, od kojih
je jedan zajedni~ki.

Mno`ewem prve sa −6 i dodavawem drugoj dobijamo 7x2 − 4x = 0, odakle je

x1 = 0 i x2 =
4

7
. Za x1 = 0 dobijamo a = 0, dok za x2 =

4

7
dobijamo a =

12

49
.

Direktnom proverom zakqu~ujemo da je samo prva vrednost re{ewe.

Dakle, jedina re{ewa su a = 0 i a =
1

4
.

445. Da bi tg(x+ y) i tg(x− y) bili definisani, ne sme biti x± y =
π

2
+ kπ ni za jedno

k ∈ Z. Sli~no, da bi ctg(x+y)i ctg(x−y)bilidefinisani, ne smebitix±y = kπ
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ni za jedno k ∈ Z. Odavde je x± y ̸= kπ

2
za sve k ∈ Z, odnosno x ̸= ±y +

kπ

2
za sve

k ∈ Z.

Koriste}i tg(x+ y) =
1

ctg(x+ y)
i tg(x− y) =

1

ctg(x− y)
, datu jedna~inu tran-

sformi{emo u

tg(x+ y)(tg(x+ y) tg(x− y) + 1) = tg(x− y)(tg(x+ y) tg(x− y) + 1).

Odavde sledi tg(x+y) = tg(x−y) ili tg(x+y) tg(x−y) = −1. Iz prve jedna~ine

sledi x + y = x − y +mπ, zam ∈ Z, odnosno y =
mπ

2
, zam ∈ Z. Zbog po~etnih

uslova mora biti x ̸= ℓπ

2
, ℓ ∈ Z. Druga jedna~ina je ekvivalentna sa

tg(x+ y) = − ctg(x− y) = tg
(π
2
− (y − x)

)
,

zbog ~ega je x + y =
π

2
− y + x + mπ, za neko m ∈ Z i kona~no y =

π

4
+

mπ

2
,

m ∈ Z. Iz po~etnih uslova sledi x ̸= π

4
+

ℓπ

2
, za sve ℓ ∈ Z. Re{ewa date jedna~ine

predstavqaju uniju dobijenih re{ewa:
{(

x,
π

2

) ∣∣∣ k ∈ Z, x ∈ R\
{ℓπ

2

∣∣∣ ℓ ∈ Z
}}

∪{(
x,

π

4
+

kπ

2

) ∣∣∣ k ∈ Z, x ∈ R\
{π
4
+

ℓπ

2

∣∣∣ ℓ ∈ Z
}}

. Skup re{ewa date jedna~ine

prikazan je na slici 2.81.

Slika 2.81.

446. Ozna~imo poqe i-te vrste i j-te kolone sa (i, j). Tada svaki potez ima oblik (i, k) →
(k, j). Dokaza}emo tvr|ewe za proizvoqnu tablu n× n, i to indukcijom po n. Baza je
trivijalna. Neka tvr|ewe va`i za sve table n× n. Pretpostavimo sada da se figura
nalazi na proizvoqnom poqu table (n + 1) × (n + 1) koje, bez umawewa op{tosti,
pripada gorwoj levoj podtablin×n. Prema induktivnoj pretpostavci, figura mo`e
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u n2 poteza obi}i tu podtablu. Modifikujmo te poteze na slede}i na~in: za svako

i ∈ {1, 2, . . . , n− 1} zamenimo potez (i, i) → (i, ai) sa 3 poteza

(i, i) → (i, n+ 1) → (n+ 1, i) → (i, ai),

a potez (n, n) → (n, an) zamenimo sa 4 poteza

(n, n) → (n, n+ 1) → (n+ 1, n+ 1) → (n+ 1, n) → (n, an).

Ostale poteze ne mewamo. Novih poteza ima 2(n− 1) + 3 = (n+ 1)2 − n2 i wima je

figuraobi{la svakopoqe (n+1)-ve vrstei (n+1)-ve kolone, ~ime je dokaz zavr{en.

447. Odaberimo ta~ke E i F na ivicamaDA iDC takve da jeDE = DF = 1. Ako jeG
podno`je normala izE i F naBD, tada je^EGF = φ. Ozna~imoGE = GF = x i

EF = y, pa dobijamo sinα = x, sin
α

2
=

y

2
, sin

φ

2
=

y

2x
, odakle je

sin
φ

2
=

sin
α

2
sinα

=
1

2 cos α
2

.

Uslov φ = 2α povla~i, koriste}i formule za funkcije dvostrukog ugla, jedna~inu

4 sin3
α

2
− 4 sin

α

2
+ 1 = 0, odnosno, nakon smene t = sin

α

2
,

(2.91) 4t3 − 4t+ 1 = 0.

Kako je 0 < φ < π, imamo 0 <
α

2
<

π

4
i 0 < t <

√
2

2
. Prema tome, dovoqno je

pokazati da jedna~ina (2.91) ima ta~no jedno re{ewe na intervalu
(
0,

√
2

2

)
.

Funkcija realne promenqive f(t) = 4t3 − 4t + 1 je polinom tre}eg stepena, pa je

neprekidna. Iz f(0) = 1 > 0 i f
(√2

2

)
= 1 −

√
2 < 0 dobijamo da funkcija f ima

bar jednu nulu na intervalu
(
0,

√
2

2

)
. Na osnovu f(−2) = −23 < 0 i f(1) = 1 > 0

zakqu~ujemo da funkcija f ima jo{ po jednu nulu na intervalima (−2, 0) i
(
1,

√
2

2

)
.

Kako polinom tre}eg stepena mo`e imati najvi{e tri realne nule, jedna~ina (2.91)

zaista ima jedinstveno re{ewe na
(
0,

√
2

2

)
, ~ime je dokaz zavr{en.

448. Pridru`imo svakom skupu Ai binarni niz du`ine n koji na mestu ℓ ima 1 ako ℓ ∈
Ai, odnosno 0 ina~e. Formirajmo matricu k × n ~ije su vrste ovi binarni nizovi

pridru`eni skupovima A1, A2, . . . , Ak . Zbog uslova
k∪

i=1

Ai = S u svakoj koloni te

matrice se nalazi bar jedna jedinica. Obrnuto, svaka binarna matrica k × n u ~ijoj

se svakoj koloni nalazi bar jedna jedinica odre|uje jednu k-torku podskupova koja
zadovoqava uslove zadatka. Takvih matrica ima (2k − 1)n, budu}i da svaku kolonu
mo`emo nezavisno odabrati na 2k − 1 na~ina (sve osim 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸

k

).
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449. Primetimo prvo da je 1 + b − c = a + b + c + b − c = a + 2b > 0. Primewuju}i
nejednakost izme|u aritmeti~ke i geometrijske sredine dobijamo

1 + 1 + (1 + b− c)

3
> 3

√
1 + b− c,

odakle je

a
3
√
1 + b− c 6 a

1 + 1 + (1 + b− c)

3
= a+

ab− ac

3
.

Sli~no dobijamo

b 3
√
1 + c− a 6 b+

bc− ba

3
i c

3
√
1 + a− b 6 c+

ca− cb

3
.

Sabirawem ove tri nejednakosti dobijamo

a
3
√
1 + b− c+ b 3

√
1 + c− a+ c

3
√
1 + a− b 6 a+ b+ c = 1,

~ime je dokaz zavr{en.

450. Odgovor: iz plemena koje govori istinu.

^lanove prvog plemena zva}emo istinoqubi}i, a ~lanove drugog plemena la`eti}i.

Na osnovu izjava prvog dana mo`e se zakqu~iti da su oba suseda svakog istinoqubi}a

la`eti}i, dok oba suseda svakog la`eti}a ne mogu istovremeno biti la`eti}i. To

zna~i da se ne mogu na}i tri suseda za stolom koji su la`eti}i ili, drugim re~ima,

me|u svaka tri suseda za stolom postoji bar jedan istinoqubi}. Posmatraju}i svih

2011 mogu}ih trojki, dobijamo da je broj pojavqivawa istinoqubi}a bar 2011. Kako
je svaki od wih ubrojan tri puta (jer se pojavquje u tri trojke), broj istinoqubi}a je

bar tre}ina ukupnog broja ~lanova Ve}a, odnosno bar 671.

Na osnovu izjava drugog dana mo`e se opet zakqu~iti da su oba suseda svakog isti-

noqubi}a la`eti}i, dok oba suseda svakog la`eti}a ne mogu istovremeno biti

istinoqubi}i. Sada me|u svaka tri suseda za stolom mo`e biti najvi{e jedan isti-

noqubi}. Istim rezonovawem kao malopre dobijamo da je sada broj istinoqubi}a ne

ve}i od tre}ine tada prisutnih ~lanovaVe}a, odnosno najvi{e 670. Dakle, osoba koja
izostaje je istinoqubi}. Takva situacija je zaista mogu}a -- neka je prvog dana bilo

671 istinoqubi}a i 1340 la`eti}a koji su sedeli za okruglim stolom po pravilu

ILLILL. . .ILLILIL, a drugog dana 670 istinoqubi}a i 1340 la`eti}a koji su
sedeli za okruglim stolom po pravilu ILLILL. . .ILL.

451. Ozna~imo zbir prvih n ~lanova niza (an) sa sn = a1 + a2 + · · · + an. Doka`imo
indukcijom da je sn > n, za svako n. Baza indukcije je zadovoqena zbog s1 = a1 =
2 > 1. Iz pretpostavke sn > n dobijamo

sn+1 − (n+ 1) = sn + an − (n+ 1) = sn − (n+ 1) +
n

sn

=
(sn − n)(sn − 1)

sn
> 0,
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~ime je zavr{en induktivni korak.

Koriste}i upravo dokazano dobijamo da je an+1 =
n

sn
< 1, odnosno an < 1 za svako

n > 1. Sada imamo sn = 2 + a2 + a3 + · · ·+ an < n+ 1, i kona~no

an =
n

sn
>

n

n+ 1
= 1− 1

n+ 1
.

Specijalno, va`i i 0,999 < 1− 1

2012
< a2011 < 1.

452. Diskove }emo odabrati koriste}i tzv.greedy algorithm (tj. �pohlepni algoritam�).

Neka je D1 disk najve}eg polupre~nika iz F . Ako pretpostavimo da su diskovi

D1, . . . , Dj ve} odabrani, disk Dj+1 biramo tako da je disjunktan sa svakim od

D1, . . . , Dj i najve}eg mogu}eg polupre~nika. Kako je skup F kona~an, algoritam

}e u nekom trenutku stati na posledwem disku Dn. Posmatrajmo ta~ku x ∈ E
koja se ne nalazi u uniji diskovaD1, . . . , Dn (sve preostale svakako pripadaju uniji

3D1, . . . , 3Dn). Tada se x nalazi u nekom diskuD iz skupaF , polupre~nika r. Kako
D nije me|u odabranim diskovima, sledi da se~e neki od diskova Dj polupre~nika

rj > r. Prema nejednakosti trougla centri ova dva diska udaqeni su bar r+ rj . Tada
je o~iglednoD sadr`an u 3Dj , pa samim tim i ta~ka x. Dakle, ceo skupE je pokriven

unijom diskova 3D1, . . . , 3Dn.

453. Pokaza}emo da na ovaj na~in mo`emo dobiti svaki broj oblika

√
m

n
, gde su m, n

prirodni, i to indukcijom po k = m+ n. Kako je
r

s
=

√
r2

s2
, time }emo dobiti i sve

pozitivne racionalne brojeve
r

s
, {to je i tvr|ewe zadatka.

Za k = 2, pritiskom na dirku cos dobijamo 1. Pretpostavimo da je tvr|ewe ta~no za
sve brojeve mawe od k. Koriste}i ~iwenicu da θ = tg−1 x povla~i

cos−1(sin θ) =
π

2
− θ i tg

(π
2
− θ
)
=

1

x
,

zakqu~ujemo da od broja x na ekranu, pritiskom redom na dirke tg−1, sin, cos−1 i tg,

mo`emo dobiti broj
1

x
. Zato pretpostavimo, bez umawewa op{tosti, da je m < n.

Prema induktivnoj pretpostavci, zbog n < k = m + n broj

√
n−m

m
mo`emo

dobiti na ekranu. Sada, zbog identiteta

cosϕ =

√
m

n
za ϕ = tg−1

√
n−m

m
,

uzastopnim pritiskom dirki tg−1 i cos dobijamo broj

√
m

n
.

454. Pretpostavimo suprotno tj. da postoji delilac d broja ab iz intervala (n2, n2 + n).
Onda d | |(d − a)(d − b)| , a kako d, a i b pripadaju intervalu (n2, n2 + n), to je
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|(d − a)(d − b)| < n2. Kako d | |(d − a)(d − b)|, to je d 6 |(d − a)(d − b)|, pa je
d < n2. Ovo je kontradikcija jer je d > n2 (po{to pripada intervalu (n2, n2 + n)).
Dakle po~etna pretpostavka je neta~na, pa ne postoji delilac d broja ab koji pripada
intervalu (n2, n2 + n).

455. Neka jeM prese~na ta~ka kru`nice opisane oko trouglaAKX i straniceAB, aE
sredi{te straniceAB (slika 2.82).

Slika 2.82.

Pretpostavimodajerasporedta~akaA−E−M−B. Tada jeELsredwalinijatrougla

ABD, pa je ^BEL = ^BAD = ^MAX = ^MKY (zbog tetivnog ~etvorougla

AXKM ). Zbog toga je ~etvorougao KLME tetivan, odakle dobijamo ^XLM =
^KEA. Du`KE je sredwalinija trouglaABC , pa je^KEA = ^ABC = ^Y BM .

Zna~i^XLM = ^Y BM , pa je ~etvorougaoLMBY tetivan, odnosno ta~kaM le`i

i na kru`nici opisanoj oko trouglaBLY .

456. Numeri{imo timove brojevima 1, 2, . . . , 2n + 1 i pretpostavimo da u me~u izme|u

timova i i j, i > j pobedi tim i. Tada o~igledno nematripleta na tom turniru, pa je
tra`eni minimum 0.

Pridru`imo ovom turniru jedan usmeren graf (jasno je {ta su temena i kako kon-

strui{emo grane). Broj trouglova u tom grafu je
(
2n+1

3

)
= T + S, gde je T broj

tripleta, a S broj preostalih trouglova u kojima postoji (ta~no jedan) tim koji je

pobedio oba preostala. Prema tome, broj elemenata skupaS je
2n+1∑
i=1

(
di

2

)
, pri ~emu smo

sa di ozna~ili stepen ~vora i, odnosno broj pobeda tima i. Znamo da je

2n+1∑
i=1

di =

(
2n+ 1

2

)
= n(2n+ 1),

pa je broj

S =
1

2

2n+1∑
i=1

di(di − 1) =
1

2

(2n+1∑
i=1

d2i −
2n+1∑
i=1

di

)
=

1

2

(2n+1∑
i=1

d2i − n(2n+ 1)

)
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minimalan ako je
2n+1∑
i=1

d2i minimalno. Na osnovu nejednakosti aritmeti~ke i ge-

ometrijske sredine va`i

2n+1∑
i=1

d2i > 1

2n+ 1

(2n+1∑
i=1

di

)2

= n2(2n+ 1),

pa kona~no dobijamo

T =

(
2n+ 1

3

)
− S 6

(
2n+ 1

3

)
− (n− 1)n(2n+ 1)

2
=

2n3 + 3n2 + n

6
.

Tra`eni maksimum je
2n3 + 3n2 + n

6
i posti`e se kada svaki tim ima po n pobeda i

poraza.

457. (a) O~igledno je da brojN = 10001000 . . . 10001 sa 2011 jedinica i po 3 nule izme|u
svake dve od wih zadovoqava uslove zadatka.

(b)Odgovor: ne! Pretpostavimoda takavbroj postoji iozna~imo saS(n) sumucifara
proizvoqnog prirodnog broja n. Poznato je da postoji broj oblika

M = 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
m

00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

koji jedeqivsaN (naprimer, posmatraju}inizbrojeva9, 99, 999, . . .iwihoveostatke
pri deqewu saN ). Tada je S(M) = 9m. Broj

P = 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
m+1

M = 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
m−1

89 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m−1

1 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

je tako|e deqiv saN i va`i S(P ) = 9(m+ 1). Kako je S(P )− S(M) = 9, S(M) i
S(P ) ne mogu biti istovremeno deqivi sa 2011.

458. Posmatrajmo pomo}nu funkciju g(x) = f(x) − x. Kako je kodomen [0, 1], va`i
f(0) = g(0) > 0 i g(1) = f(1) − 1 6 0. Iz neprekidnosti funkcije g sledi

da postoji bar jedno c tako da je g(c) = 0, a time i f(c) = c. Pretpostavimo da

postoje bar dva re{ewa x1 i x2 ove jedna~ine, odnosno g(x1) = g(x2) = 0. Prema
Rolovoj teoremi, postoji x̃ ∈ (x1, x2) tako da je g

′(x̃) = 0. Me|utim, to zna~i da je

f ′(x̃) = g′(x̃) + 1 = 1, {to je u kontradikciji sa uslovom zadatka!

459. Simetrale du`i AB i ugla ^ACB seku se u sredi{tu luka
⌢

AB (koji ne sadr`i C)

kruga opisanog oko trouglaABC (slika 2.83).

Neka je D sredi{te luka AB i p poluobim trougla ABC . Kako je AM = BN =
CP = CQ = p − c, tvr|ewe zadatka je ekvivalentno sa DM = DP . Oduzimaju}i

jednakosti

DP 2 = DC2 + CP 2 − 2 ·DC ·DP · cos γ
2
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Slika 2.83.

i

DM2 = DA2 +AM2 + 2 ·DA ·AM · cos γ
2

dobijamo

DC −DA = 2(p− c) cos
γ

2
,

{to zajedno sa DA =
c

2 cos γ
2

daje

DC =
a+ b

2 cos γ
2

.

S druge strane, primenom Ptolomejeve teoreme, dobijamo da je DC =
(a+ b)DA

c
.

Iz dobijenih izraza zaDC sledi jedna~ina

2(p− c) cos
γ

2
=

p− c

cos γ
2

,

odakle je cos2
γ

2
=

1

2
i γ = 90◦.

460. Iz postavke jedna~ine zakqu~ujemo da x2 ∈ Z, kao i da je x pozitivno, pa je x =
√
n,

gde je n ∈ N. Svaki prirodan broj n se mo`e predstaviti u obliku n = a2 + b,
gde su a i b nenegativni celi brojevi i va`i b < 2a + 1. To zna~i da je [

√
n ] = a.

Jedna~ina postaje a2 + b − 13a + 11 = 0. Odavde sledi a < 13 (i b < 27) i
4a2 − 52a + 169 = 125 − 4b, odnosno (2a − 13)2 = 125 − 4b. Po{to je 125 − 4b
potpun kvadrat, onda b ∈ {1, 11, 19, 25}. Sada ispitivawem slu~ajeva i kori{}ewem

uslova b < 2a+ 1, dobijamo re{ewa (a, b) ∈ {(1, 1), (12, 1), (11, 11), (10, 19)}, pa su
sva re{ewa jedna~ine x = [

√
n ] ∈ {

√
2,
√
119,

√
132,

√
145}.

461. Uvedimo koordinate poqa u tabli tako da svi kvadrati}i 1 × 1 iz prve vrste imaju
prvu koordinatu 1, iz druge vrste 2, . . . , iz posledwe vrste 29; analogno i za kolone,
prva kolona ima drugu koordinatu 1, druga 2, . . . , posledwa 29. Ozna~imo kvadrate
koji sadr`epoqa (3k+1, 3ℓ+1), (3k+1, 3ℓ+2), (3k+2, 3ℓ+1), (3k+2, 3ℓ+2), pri
~emu k i ℓ uzimaju vrednosti od 0 do 9. Ozna~ili smo 100 kvadrata 2×2. Prime}ujemo
da svaki kvadrat 2× 2mo`e imati zajedni~kih kvadrati}a 1× 1, sa najvi{e jednim od
ozna~enih kvadrata. Ako ubacimo 99 kvadrata 2× 2, mi smo onemogu}ili pokrivawe
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najvi{e 99 od 100 ozna~enih kvadrata, tako da }e ostati bar jedan ozna~eni kvadrat
koji nema nijedno prekriveno poqe i wega }emo mo}i da ubacimo u tablu, tako da se

ne preklapa ni sa jednim od ve} uba~enih. Ovim je tvr|ewe dokazano.

Izdokazavidimoda je99maksimalanbroj kvadrata2×2kojemakakoubacilinatablu
29× 29, mo`emo ubaciti jo{ jedan takav kvadrat tako da se nikoja dva ne preklapaju.

Za 100 kvadrata to ne va`i, a primer su upravo ozna~eni kvadrati iz zadatka.

462. Tra`eni brojevi su deqivi sa 3, odakle sledi da je broj sedmica u tim brojevima deqiv
sa 3. Ako broj ne bi sadr`ao nijednu sedmicu, to zna~i da je taj broj 3333333, ali on
nije deqiv sa 7, pa ne ispuwava uslove zadatka. Tako|e, ako bi sadr`ao {est sedmica
i jednu trojku, ni tada ne bi bio deqiv sa 7, jer bi bio oblika 7777777− 4 · 10k , {to
nije deqivo sa 7. Dakle, tra`eni brojevi imaju tri sedmice i ~etiri trojke u svom
zapisu.

Zapi{imo broj u obliku 3333333 + 4 · 10a + 4 · 10b + 4 · 10c, a < b < c. Treba da
utvrdimo kada }e ovaj broj biti deqiv sa 7. To je ekvivalentno sa 10a + 10b + 10c ≡
1 (mod 7), a kako 10n redom daje ostatke 1, 3, 2, 6, 4, 5, 1 za n = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6
po modulu 7, ispitivawe slu~ajeva se svodi na to da na|emo predstavqawe broja

1, 8 i 15 kao zbir tri razli~ita broja iz skupa {1, 2, 3, 4, 5, 6} (eventualno se 1
mo`e ponoviti dva puta, zbog toga {to 100 ≡ 106 ≡ 1 (mod 7)). To su slede}e

mogu}nosti: 8 = 1 + 1 + 6, 8 = 1 + 2 + 5, 8 = 1 + 3 + 4, 15 = 4 + 5 + 6 i to

daje (a, b, c) ∈ {(0, 3, 6), (0, 2, 5), (2, 5, 6), (0, 1, 4), (1, 4, 6), (3, 4, 5)}, pa su tra`eni
brojevi 7337337, 3733737, 7733733, 3373377, 7373373, 3777333.

463. Uo~imo proizvoqno teme 2n-tougla i pove`imo ga sa suprotnim temenom. Izme|u

wih se nalazi n− 1 teme (u smeru kazaqke na satu na primer). Kako god da odaberemo
3 temena me|u tih n− 1, sa po~etnim temenom, dobi}emo ~etvorougao koji ne sadr`i
centar mnogougla. U tom slu~aju uo~eno teme nazivamo najdesnijim temenom ~etvo-

rougla. Za svaki ~etvorougao koji ne sadr`i centar 2n-tougla, postoji jedinstveno
najdesnije teme tog ~etvorougla. Kada uo~imo svih 2n temena i za svako uo~imo sve

ovakve ~etvorouglove, uspostavili smo bijektivnu korespodenciju sa svim ~etvorou-

glovima koji ne sadr`e centar 2n-tougla. Prema tome, broj ovakvih ~etvorouglova je
v = 2n ·

(
n−1
3

)
. Kako ukupno mo`emo odabrati

(
2n
4

)
~etvorouglova, u =

(
2n
4

)
− v, pa

je

u− v =

(
2n

4

)
− 4n ·

(
n− 1

3

)
=

n(n− 1)(4n− 7)

2
.

464. Povr{inu figure F ozna~ava}emo sa S(F ). Neka je S(ABCD) = T . Kako

je S(AMCD) = S(ANCD) = T/2 i S(AMCD) = S(ACD) + S(AMC) =
S(ANCD) = S(ACD) + S(ANC), sledi S(AMC) = S(ANC), pa su du`i AC
i MN paralelne. Uo~imo pravu kroz D, paralelnu sa AC (pa i sa MN ), koja

se~e produ`etke stranica AB i BC u P iQ, redom. Onda va`e slede}e jednakosti:

S(PAC) = S(DAC), S(PMC) = S(PAC)+S(MAC) = S(DAC)+S(MAC) =
S(DAMC) = T/2 = S(MBC), a odavde sledi PM = MB. Analogno, va`i i

BN = NQ, pa je MN sredwa linija △PBQ, odakle zakqu~ujemo da MN polo-

viBD.
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465. Za polinom p sa celobrojnim koeficijentima i svaka dva razli~ita cela broja x i

y razlika x − y deli p(x) − p(y). To zna~i da ako je x ≡ y (mod m), onda va`i i
p(x) ≡ p(y) (mod m). Iz toga sledi da je

p(i) ≡ p(2011 + i) ≡ · · · ≡ p(2010 · 2011 + i) (mod 2011),

za svako i = 1, 2, . . . , 2011. Odatle imamo

p(i) + p(2011 + i) + · · ·+ p(2010 · 2011 + i) ≡ 2011p(i) ≡ 0 (mod 2011),

tj. 2011 |
(
p(i) + p(2011 + i) + p(2010 · 2011 + i)

)
, za svako i = 1, 2, . . . , 2011. Za

n = 20112 grupi{emo sabirke na slede}i na~in:

p(1) + p(2) + · · ·+ p(2011) + p(2012) + · · ·+ p(20112)

= [p(1) + p(2012) + · · ·+ p(2010 · 2011 + 1)]

+ [p(2) + p(2013) + · · ·+ p(2010 · 2011 + 2)]

+ · · ·+ [p(2011) + p(4022) + · · ·+ p(20112)].

Kako je svaki od tih 2011 sabiraka deqiv sa 2011, sledi da je suma

p(1) + p(2) + · · ·+ p(2011) + p(2012) + · · ·+ p(20112)

deqiva sa 2011, pa postoji prirodan broj n koji ispuwava uslove zadatka.

Primetimo da ako 2011 zamenimo proizvoqnim prirodnim brojem k, tvr|ewe ostaje
na snazi.

466. Potreban i dovoqan uslov da tra`eni sistem jedna~ina ima re{ewa u skupu celih

brojeva je bc− ad = ±1.

Doka`imo da ako va`i bc− ad = ±1, sistem ima celobrojnih re{ewa. Ako je a = 0
ili c = 0, tvr|ewe o~igledno va`i. Pretpostavimo da je ac ̸= 0. Tada smemo da prvu
jedna~inu pomno`imo sa c, drugu sa a i onda dobijamo:

acx+ bcy = mc,

acx+ ady = na.

Oduzmimo drugu jedna~inu od prve:

(bc− ad)y = ±y = mc− na,

odakle sledi da je y ∈ Z. Analogno, x = ±(md− nb) ∈ Z, pa sistem ima celobrojna

re{ewa.

Ostaje da doka`emo da ako sistem ima celobrojna re{ewa, tada va`i bc − ad = ±1.
Kao i u prvom delu dolazimo do (bc− ad)y = mc− na, pa bc− ad delimc− na, za
svaki par celih brojevam i n. Neka je (a, c) = t i a = tα i c = tγ, t, α, γ ∈ N. Onda

je (α, γ) = 1 i uslov postaje (bγ − dα) | (mγ − nα), a kako su α i γ uzajamno prosti
brojevi, postoje celim i n tako da jemγ − nα = 1, pa onda mora biti bγ − dα = 1.
Odavde sledi (b, d) = 1. Ako primenimo isti rezon, ali svodimo jedna~inu po x,
dobi}emo (ad− bc)x = md− nb. Kako su b i d uzajamno prosti, postoje celim i n,
takvi damd− nb = 1. Dakle, ad− bc = ±1.
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467. Ozna~imo saP1 ∈ k1 iP2 ∈ k2 ta~ke takve da su du`iAP1 iAP2 pre~nicikru`nica.

Kako su uglovi ABC i ADC pravi, trojke ta~aka P1, B, C i P2, D, C moraju biti

kolinearne. Prema tome, ^P1CP2 je tako|e prav, pa ta~ka C le`i na kru`nici nad

pre~nikom P1P2.

O~igledno je da za svaku ta~ku te kru`nice postoji pravougaonik ABCD koji zado-

voqava uslove, pa je tra`eno geometrijsko mesto ta~aka kru`nica nad pre~nikom

P1P2.

468. Prema nejednakosti izme|u aritmeti~ke i kvadratne sredine va`i:

√
sinα sinβ cos γ +

√
sinα sin γ cosβ

2
≤
√

sinα sinβ cos γ + sinα sin γ cosβ

2

=

√
sinα(sinβ cos γ + sin γ cosβ)

2

=

√
sinα sin(β + γ)

2
=

sinα√
2
.

Analogno, √
sinβ sinα cos γ +

√
sinβ sin γ cosα

2
≤ sinβ√

2

i √
sin γ sinα cosβ +

√
sin γ sinβ cosα

2
≤ sin γ√

2
.

Slede}a nejednakost za uglove trougla se mo`e dokazati kori{}ewem Jensenove ne-

jednakosti:

sinα+ sinβ + sin γ ≤ 3
√
3

2
.

Iz ovih nejednakosti imamo√
sinα sinβ cos γ +

√
sinβ sin γ cosα+

√
sin γ sinα cosβ ≤ sinα+ sinβ + sin γ√

2

≤ 3
√
3

2
√
2
=

3
√
6

4
.

Jednakost va`i ako i samo ako je trougao jednakostrani~an.

469. (a) Postoji takvih 9 ta~aka. Na primer, u koordinatnoj ravni, to bi bile ta~ke sa
koordinatama (−2, 1), (0, 1), (2, 1), (−1, 0), (0, 0), (1, 0), (−2,−1), (0,−1) i (2,−1).

(b) Ne postoji takva konfiguracija 9 ta~aka. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji
takva konfiguracija. Nazovimo stepenom ta~ke broj pravih koje izlaze iz we. Ste-

pen svaketa~ke jemawiod5, jerbiina~epostojalo1+2 ·5 = 11ta~aka (za svakupravu
po dve). Dakle, stepen svake ta~ke mo`e biti maksimalno 4. Kako je ukupna vrednost
stepena svih ta~aka jednaka 11 · 3 = 33 (za svaku pravu po tri ta~ke), i 33 = 9 · 3+ 6,
bar 6 ta~aka ima stepen 4. Uo~imo jednu od wih. Iz we polaze 4 prave, i svaka prava
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sadr`i po dve od preostalih osam ta~aka. Kako me|u wima ima bar pet ta~aka, koje

su stepena 4, neke dve od wih se nalaze na istoj pravoj sa po~etnom uo~enom ta~kom.

Odavde zakqu~ujemo da postoji prava koja prolazi kroz tri ta~ke koje imaju stepen 4.
Neka su to ta~keA,B,C i neka jeB izme|uA iC . Iz svake od tih ta~aka polazi jedna

wihova zajedni~ka prava i tri razli~ite prave. Dakle iz ove tri ta~ke polazi ukupno

deset razli~itih pravih. Uo~imo onu pravu koja ne prolazi kroz ove ta~ke, neka ona

prolazi kroz ta~keX , Y , Z i tako da je Y u sredini. Sada zakqu~ujemo da bilo koju

ta~ku iz skupa {A,B,C} i {X,Y, Z} spaja jedinstvena prava. Iz ta~aka X , Y i Z
onda, tako|e, polaze po ~etiri prave. Ovim postupkom smo odredili svih 11 pravih,
a vi{e se nikoje ~etiri prave ne seku u jednoj ta~ki (koja je razli~ita odA,B,C ,X ,

Y , Z), pa su preostale tri ta~ke stepena 3. To zna~i i da na pravojAY postoji ta~ka

koja je stepena 3. Me|utim, to onda zna~i da seCX iBZ iliCZ iBX seku naAY , a

to je nemogu}e, pa ne postoji tra`ena konfiguracija.

470. Primetimo da, ako bi postojali realni brojevi a, b i c za koje bi va`ilo x =
a+ b

c
,

y =
b+ c

a
i z =

c+ a

b
, bio bi ispuwen uslov xyz = x + y + z + 2. Poku{ajmo da

odredimo te brojeve.

Uo~imo tri prave k, ℓ im kroz ta~ku P , tako da va`i k ∥ AB, ℓ ∥ BC im ∥ AC .

Neka k se~e AC i BC u D i E, redom, a ℓ i m seku AB u G i F , redom. Ozna~imo

du`ineAF = a,FG = b iGB = c.

Po{to suAFPD iGBEP paralelogrami, slediAF = PD = a iBG = PE = c.
Iz sli~nosti trouglovaAPG iPA′E sledi

AP

AP ′ =
AG

PE
=

AF + FG

GB
=

a+ b

c
.

Tako|e, iz sli~nosti trouglovaBPF iPB′D sledi

BP

BP ′ =
FB

DP
=

FG+GB

AF
=

b+ c

a
.

Analogno, iz sli~nosti trouglovaCDE iPFG sledi

CP

CP ′ =
DE

FG
=

DP + PE

FG
=

a+ c

b
.

Ovim su brojevi a, b i c odre|eni, ~ime je zadatak re{en.

471. Broj iz zadatka se mo`e predstaviti na slede}i na~in

1

3

(
103n+3 + 2 · 102n+2 + 2 · 10n+1 + 1

)
.

Taj broj je kongruentan sa 3 po modulu 4, pa ima prost faktor tog oblika na neparan
stepen, te se ne mo`e predstaviti kao zbir dva kvadrata prirodnih brojeva.
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Vidimo da ovaj broj �li~i� na brojeve oblika
(

k·10n+1+l
3

)3
, pa }emo poku{ati da ga

predstavimo u obliku(
a · 10n+1 + b

3

)3

+

(
c · 10n+1 + d

3

)3

=
1

3

(
103n+3 + 2 · 102n+2 + 2 · 10n+1 + 1

)
.

Re{avawem ovog sistema jedna~ina dobijamo da brojevi a, b, c i d postoje i to a = d =
2 i b = c = 1, odnosno(

2 · 10n+1 + 1

3

)3

+

(
10n+1 + 2

3

)3

=
1

3

(
103n+3 + 2 · 102n+2 + 2 · 10n+1 + 1

)
,

pa se tra`eni broj mo`e predstaviti kao zbir dva kuba prirodnih brojeva
(
2·10n+1+1

3

i 10n+1+2
3 jesu prirodni brojevi

)
.

472. Za definisanost logaritma, potrebno je
a+ 1

a− 1
> 0 i

a+ 1

a− 1
̸= 1, {to daje a > 1 ili

a < −1.

Ako je a > 1, onda je
a+ 1

a− 1
> 1, pa nejednakost postaje ekvivalentna sa

x2 − x+ 1 <
a+ 1

a− 1
za svako x ∈ R,

{to je nemogu}e.

Ako je a < −1, onda je 0 <
a+ 1

a− 1
< 1, pa nejednakost postaje ekvivalentna sa

x2 − x+ 1 >
a+ 1

a− 1
za sve realne x.

To je ekvivalentno sa (
x− 1

2

)2

+
3

4
− a+ 1

a− 1
> 0,

pa da bi ovo va`ilo za svako x, mora biti
3

4
− a+ 1

a− 1
> 0, odnosno

3

4
>

a+ 1

a− 1
, {to

daje
a+ 7

1− a
> 0, a ovo je ispuweno za −7 < a < −1, {to i ~ini skup svih vrednosti

parametra a.

473. Za x = 0, y = 1 iz date nejednakosti dobijamo |f(0)| = 2011. Za y = −x ̸= 0
dobijamo da za svako x ̸= 0 va`i

|f(x)| 6 2011 6
∣∣∣∣f(x) + f(−x)

2

∣∣∣∣ .
Iz nejednakosti trougla imamo

4022 6 |f(x) + f(−x)| 6 |f(x)|+ |f(−x)| 6 2011 + 2011 = 4022.
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Dakle,

(2.92) f(x) = f(−x) = 2011, za sve x ̸= 0.

Pretpostavimo da postoje realni brojevi x i y razli~iti od nule takvi da je f(x) =
2011 i f(y) = −2011. Zbog (2.92) mo`emo pretpostaviti da su brojevi x i y razli~i-
tog znaka. Iz uslova zadatka imamo

2011 6
∣∣∣∣2011(x+ y)

x− y

∣∣∣∣ , tj. |x+ y| > |x− y|,

{to je kontradikcija.

Proverom se zakqu~uje da su jedina re{ewa funkcije:

• f(x) = 2011 za sve x ∈ R;

• f(x) = −2011 za sve x ∈ R;

• f(x) =

{
2011, ako je x ̸= 0,

−2011, ako je x = 0;

• f(x) =

{
−2011, ako je x ̸= 0,
2011, ako je x = 0.

474. Ozna~imo visinu vaqka sa h, polupre~nik sa r, kru`nice u bazama sa k1 i k2. Wegova

zapremina je r2hπ = 1 i neka je V zapremina upisanog tetraedra ABCD. Tvrdimo

da nema gubqewa op{tosti ako pretpostavimo da temenaA,B,C,D le`e na k1 ∪ k2.
Zaista, ako su temena A,B,C fiksirana, a temeD se {eta po du`i EF paralelnoj

osi vaqka (E ∈ k1, F ∈ k2), maksimalno rastojawe ta~keD od ravniABC (i samim

tim maksimalna vrednost za V ) posti`e se ili u E ili u F . Zato razmatramo samo

slede}a dva slu~aja.

1. A,B ∈ k1 i C,D ∈ k2. Neka su P i Q projekcije ta~aka A i B na ravan

od k2, a R i S projekcije ta~aka C i D na ravan od k1, redom. Tada je V
jednakotre}inizapremineprizmeARBSCPDQ saosnovamaARBS iCPDQ.

Povr{ina ~etvorouglaARBS upisanog u kru`nicu k1 je najve}a kada je ~etvo-

rougao kvadrat, povr{ine 2r2. Dakle, 3V = V ′ 6 2r2h =
2

π
.

2. A,B,C ∈ k1 i D ∈ k2. Povr{ina trougla ABC je najve}a kada je u pitawu

jednakostrani~an trougao upisan u kru`nicuk1, povr{ine
3
√
3r2

4
. Prema tome,

V 6
√
3

4
r2h =

√
3

4π
<

2

3π
.

475. Izaberimo slede}ih 2n−1 +n brojeva: sve neparne (ima ih 2n−1) i sve stepene dvojke

(imaihn). Doka`imodame|uwimanepostoje dvarazli~itaxiy takvada (x+y) | xy.
Ako su x i y neparni, onda je x+ y parno, a xy neparno, pa x+ y ne mo`e deliti xy.

Ako je x neparan, a y stepen dvojke, onda je x + y neparan, pa je uzajamno prost sa y i
deli samo x, a kako je 0 < x < x+ y, to je nemogu}e.
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Ako su ix i y stepeni dvojke, neka je x = 2a i y = 2b, gde je 0 < a < b. Tada 2b−a +1,
{to je neparan broj ve}i od jedan, deli 2a+b, a to je nemogu}e.

Vidimo da izabrani skup zadovoqava uslove zadatka.

476. Neka su S1(x1, y1) i S2(x2, y2) centri simetrije grafikaG funkcije f . O~igledno
obe ta~ke S1 i S2 moraju pripadati grafikuG (zbog ta~aka grafika koje imaju istu

apscisu) i va`i x1 ̸= x2. Prava odre|ena centrima simetrije predstavqa grafik

linearne funkcije ℓ(x). Kompozicija S1 ◦ S2 centralnih simetrija S1 i S2 sa

centrima u centrima simetrije predstavqa translaciju za vektor 2
−−−→
S1S2, pa va`i

f(x + 2(x2 − x1)) = f(x) + 2(y2 − y1) za sve x ∈ R, jer se pri tom preslikavawu

svaka ta~ka grafika slika opet u neku ta~ku sa grafika. Tako|e,

ℓ(x+ 2(x2 − x1)) = ℓ(x) + 2(y2 − y1), za sve x ∈ R,

po{to se prava odre|ena centrima tako|e slika u samu sebe. Ozna~imo p(x) =
f(x) − ℓ(x). Tada va`i p(x + 2(x2 − x1)) = f(x) − ℓ(x) = p(x), {to zna~i da je
funkcija p periodi~na. Dakle, f(x) = ℓ(x) + p(x) je tra`ena reprezentacija.

477. Centar tra`enog kruga mora biti udaqen barem 1 od ivica kvadrata. Odredi}emo taj
centarukvadratu~ije su straniceparalelne stranicamapo~etnogkvadrataiudaqene

od wih za 1. Du`ina stranice tog maweg kvadrata je 36. Skup svih ta~aka koje le`e
na udaqenosti mawoj od 1 od konveksnog mnogouglaP je figuraQ ograni~ena du`ima

paralelnim stranicamapoligonaP ikru`nimlukovimakoji spajaju krajeve tih du`i

(slika 2.84). Za povr{inu i obim figura P iQ va`i

S(Q) = S(P ) +O(P ) + π,

jer kru`nni ise~ci figureQ ~ine zajedno pun krug polupre~nika 1.

Slika 2.84.

Zbog uslova zadatka je S(P ) < π i O(P ) < 2π, pa je S(Q) < 4π. Figure Q se

mogu preklapati, no povr{ina wihove unije, tj. skupa svih ta~aka koje su udaqene za

najvi{e 1 od nekog od 100 datih mnogouglova iznosi najvi{e 400π. Kako je 400π 6
400 · 3,2 = 40 · 32 = 362 − 42 < 362, postoji ta~ka unutar kvadrata stranice 36 koja
nije prekrivena nijednim likom Q, pa tu ta~ku mo`emo uzeti za sredi{te tra`enog

kruga polupre~nika 1. Taj krug ne se~e nijedan od datih mnogouglova.
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478. Tvr|ewe }emo dokazati primenomMenelajeve teoreme. Dokaza}emo da va`i

AB1

CB1
· BC1

AC1
· CA1

BA1
= 1.

Neka su rastojawa MA = x, MB = y i MC = z. Pomo}u sinusnih teorema

izrazi}emo tri tra`ena odnosa i dokaza}emo da je wihov proizvod jedan:

BC1

AC1
=

BC1

MC1

AC1

MC1

=
sin(^AMB+^AMC−90◦)

sin^MBA
sin(90◦−^AMC)

sin^MAB

=
sin(^AMB + ^AMC − 90◦)

sin(90◦ − ^AMC)
· sin^MAB

sin^MBA

=
sin(^AMB + ^AMC − 90◦)

sin(90◦ − ^AMC)
· y
x
.

Analogno,
CA1

BA1
=

sin(90◦ − ^AMC)

sin(^AMC + ^BMC − 90◦)
· z
y
.

Za tre}i odnos ra~unamo sli~no, ali moramo voditi ra~una da je ta~ka B1 u na{em

slu~aju izvan du`iAC :

AB1

CB1
=

AB1

MB1

CB1

MB1

=

sin(^AMB−90◦)
sin(180◦−^CAM)

sin(^AMB+^AMC−90◦)
sin^ACM

=
sin(^AMB − 90◦)

sin(^AMB + ^AMC − 90◦)
· sin^ACM

sin^CAM

=
sin(^AMB − 90◦)

sin(^AMB + ^AMC − 90◦)
· x
z
.

Kako je^AMC + ^BMC − 90◦ + ^AMB − 90◦ = 360◦ − 180◦ = 180◦, sledi

sin(^AMC + ^BMC − 90◦) = sin(^AMB − 90◦),

i nakon mno`ewa ova tri odnosa o~igledno dobijamo tvr|ewe zadatka.

479. Posmatrajmo identi~nu permutaciju ai = i. Neka se u nekom trenutku k pojavio

potpun kvadrat:

bk =
k∑

i=1

ai =
k(k + 1)

2
= m2.

Tada je k < 2m. Onda bk+1 mo`emo smestiti izme|u dva uzastopna kvadrata:

m2 < bk+1 = bk + ak+1 = m2 + k + 1 < m2 + 2m+ 1 = (m+ 1)2.

Sada zamenimo ak i ak+1, pa onda bk nije kvadrat, a bk+1 ostaje isti, pa ni on nije

potpun kvadrat.
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Ovaj postupak mo`emo primeniti sve dok je k < n. Dakle, za svako k < n mi mo`emo

namestiti da nijedan od brojeva b1, b2, . . . , bk ne bude potpun kvadrat. Zato broj

bn =
n∑

i=1

ai mora biti potpun kvadrat. Znamo da je bn =
n∑

i=1

i =
n(n+ 1)

2
, pa treba

odrediti sve n za koje va`i
n(n+ 1)

2
= m2.

Sre|ivawem dobijamo

(2n+ 1)2 − 2 · (2m)2 = 1,

a ovo je Pelova jedna~ina x2 − 2y2 = 1 (jer je x uvek neparan, a y paran, za svako

re{ewe). Weno minimalno re{ewe je (x, y) = (3, 2), pa su sva re{ewa

x+ y
√
2 =

(
3 + 2

√
2
)s
,

odakle dobijamo sve mogu}nosti za n:

n =

(
3 + 2

√
2
)s

+
(
3− 2

√
2
)s − 2

4
, s ∈ N.

480. Ozna~imo sa p, q i r slede}e iskaze.

p : Bi}e obla~no. q :Pada}e sneg. r : Duva}e vetar.

Tadatvr|ewima1),2)i3)izpostavkezadatkaodgovarajurespektivnoslede}eiskazne
formule:

F1 ≡ p ∨ q ∨ r, F2 ≡ (p ∧ q) ⇒ r, F3 ≡ ¬r ⇒ (p ∧ ¬q).

Treba proveriti da li je iskazna formula F ≡ q ⇒ r logi~ka posledica formula
F1,F2 iF3, odnosno da li je formulaF1 ∧ F2 ∧ F3 ⇒ F tautologija. Dokaza}emo da

je formula

(p ∨ q ∨ r) ∧ ((p ∧ q) ⇒ r) ∧ (¬r ⇒ (p ∧ ¬q)) ⇒ (q ⇒ r)

tautologija metodom svo|ewa na apsurd (mogu}e je i crtawem tablice).

Pretpostavimo da prethodna formula nije tautologija, odnosno da postoje vrednosti

iskaznih slova p, q, r za koje je τ((p ∨ q ∨ r) ∧ ((p ∧ q) ⇒ r) ∧ (¬r ⇒ (p ∧ ¬q)) ⇒
(q ⇒ r)) = ⊥. Tada je

τ((p ∨ q ∨ r) ∧ ((p ∧ q) ⇒ r) ∧ (¬r ⇒ (p ∧ ¬q))) = ⊤, τ((q ⇒ r)) = ⊥.

Iz prve formule dobijamo, specijalno, da je τ(¬r ⇒ (p ∧ ¬q)) = ⊤, dok iz druge
odmah sledi da je τ(q) = ⊤ i τ(r) = ⊥. Daqe je τ(p ∧ ¬q) = ⊤, pa je i τ(¬q) = ⊤.
Kontradikcija!
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481. Svaka relacija na ovom skupu jedinstveno je zadata kvadratnom tablicom formata

2011 × 2011, u ~ijim se poqima nalazi ⊤ ili ⊥, u zavisnosti od toga da li su

odgovaraju}i elementi u relaciji ili ne.

(a) Simetri~ne relacije se, zbog svoje definicije, predstavqaju tablicama koje su

simetri~ne u odnosu na glavnu dijagonalu. Prema tome, elementi ispod glavne

dijagonale jedinstveno su odre|eni elementima iznad glavne dijagonale, pa je

dovoqno popuniti na proizvoqan na~in elemente na i iznad glavne dijagonale.

Takvih poqa ima 1 + 2 + · · ·+ 2011 = 2011·2012
2 = 1006 · 2011, a simetri~nih

relacija 21006·2011.

(b) Potreban i dovoqan uslov da bi relacija bila antisimetri~na je da ne postoje

poqa simetri~na u odnosu na glavnu dijagonalu takva da je u oba upisan znak ⊤.
Prema tome, za parove poqa koja su simetri~na u odnosu na glavnu dijagonalu

(ukupno1+2+· · ·+2010 = 2010·2011
2 = 1005·2011poqa)imamotrimogu}nosti:

(⊤,⊥), (⊥,⊤), (⊥,⊥), dok se glavna dijagonala popuwava na proizvoqan na~in.
Broj antisimetri~nih relacija je 22011 · 31005·2011.

(v) Iz (a) i (b) zakqu~ujemo da su relacije koje su i simetri~ne i antisimetri~ne

predstavqene tablicama koje su van glavne dijagonale popuwene samo znacima

⊤, dok je glavna dijagonala proizvoqnopopuwena. Broj takvih relacija je 22011.

(g) Ozna~imo sa S skup svih relacija na ovom skupu, sa A skup simetri~nih i sa

B skup antisimetri~nih relacija. Na osnovu svega re~enog va`i |S| = 22011
2

,

|A| = 21006·2011, |B| = 22011 · 31005·2011, |A ∩ B| = 22011. Odatle je broj

relacija koje su simetri~ne ili antisimetri~ne jednak |A ∪ B| = |A|+ |B| −
|A ∩ B| = 21006·2011 + 22011 · 31005·2011 − 22011, a broj relacija koje nisu ni
simetri~ne ni antisimetri~ne je

|(A ∪B)c| = |S| − |A ∪B| = 22011
2

− 21006·2011 − 22011 · 31005·2011 + 22011.

482.

2011∑
k=1

|z − zk|2 =
2011∑
k=1

(z − zk)(z − zk) =
2011∑
k=1

(z − zk)(z − zk)

=
2011∑
k=1

(zz + zkzk − zzk − zzk) =
2011∑
k=1

(|z|2 + |zk|2 − zzk − zzk)

=

2011∑
k=1

(|z|2 + 1)− z

2011∑
k=1

zk − z

2011∑
k=1

zk

= 2011(|z|2 + 1)− z
2011∑
k=1

zk − z
2011∑
k=1

zk

= 2011(|z|2 + 1).

483. Neka su A, B, C , redom, skupovi u~enika koji su re{ili prvi, drugi, tre}i zadatak.

Ozna~imo sax = |(A∪B)\C|, y = |(B∪C)\A|, z = |(A∪C)\B| brojeve u~enika
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koji su re{ili ta~no dva zadatka, sa t = |A∩B ∩C| broj u~enika koji su re{ili sva
tri zadatka i sa u broj u~enika koji su re{ili ta~no jedan zadatak. Iz uslova zadatka
imamox+ t = 6, y+ t = 7, z+ t = 11 ix+ y+ z+ t+u = 21. Oduzimawem ~etvrte
jedna~ine od zbira prve tri dobijamo 2t = u+ 3. Odavde je o~igledno t > 2 i u > 1.

484. Ozna~imo sa S tra`eni zbir. Tada je

S =
1

logx 2 logx 4
+

1

logx 4 logx 8
+ . . .+

1

logx 2
2010 logx 2

2011

=
1

(logx 2)
2

(
1

2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ · · ·+ 1

2010 · 2011

)
=

1

(logx 2)
2

((
1− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+ · · ·+

(
1

2010
− 1

2011

))
=

2010

2011(logx 2)
2
.

485. Neka je ABCDA′B′C ′D′ paralelepiped ~ija je osnova ABCD kvadrat stranice a
i ~ija bo~na ivica AA′ du`ine b gradi ugao α sa ivicom AB, odnosno β sa ivicom

AD. Ozna~imo saE podno`je visine iz temenaA′, a saM iN podno`ja normala iz

E na ivice AB i AD redom. Na osnovu teoreme o tri normale, va`i A′M ⊥ AB i

A′N ⊥ AD. Iz pravouglih trouglova AA′M , AA′N i A′ME lako dobijamo da je

x = AM = b cosα,A′M = b sinα, y = AN = b cosβ i kona~no

H = A′E =
√
A′M2 − y2 = b

√
sin2 α− cos2 β = b

√
sin2 β − cos2 α,

odakle je

b =
H√

sin2 α− cos2 β
.

Ozna~imo saF podno`je normale iz temenaC ′. Najdu`aprostorna dijagonalaAC ′ =
d je hipotenuzapravouglogtrouglaAFC ′ ~ije sukateteAF =

√
(a+ x)2 + (a+ y)2

iH , jer su odstojawa ta~ke F od pravihCD iBC tako|e x i y, redom. Dakle,

d =

√√√√H2 +

(
a+

H cosα√
sin2 α− cos2 β

)2

+

(
a+

H cosβ√
sin2 α− cos2 β

)2

.

486. Ozna~imo sa H i h visine doweg i gorweg dela kupe. Izjedna~avaju}i zapremine

dobijamo
πH

3
(R2 +Rρ+ ρ2) =

πh

3
(ρ2 + ρr + r2),

odakle je

(2.93)
H

h
=

ρ2 + ρr + r2

R2 +Rρ+ ρ2
.
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Iz sli~nosti imamo
h

H + h
=

ρ− r

R− r
, odnosno, nakon sre|ivawa

(2.94)
H

h
=

R− ρ

ρ− r
.

Izjedna~avawem desnih strana (2.93) i (2.94) dobijamo R3 − ρ3 = ρ3 − r3, pa je

2ρ3 = R3 + r3 i

ρ =
3

√
R3 + r3

2
.

487. Postavimo kvadrat u koordinatni sistem, tako da je koordinatni po~etak u sredi{tu

kvadrataO i da je du`ina stranica kvadrata jednaka 2. Koordinate preostalih ta~aka
su: A(−1,−1), B(1,−1), C(1, 1), D(−1, 1), E(0,−1), F (1, b), G(a, 1). Zadatak se
svodi na to da poka`emo da je |OH| = 1, gde jeOH normala naFG. Kako su trouglovi

ADG iFBE sli~ni, to je |AD| : |DG| = |FB| : |BE|, tj. 2 : (1 + a) = (1 + b) : 1,

pa je b =
1− a

1 + a
.

Jedna~ina prave kroz ta~ke F

(
1,

1− a

1 + a

)
iG(a, 1) glasi

y =
2a

a2 − 1
x− a2 + 1

a2 − 1
.

Jedna~ina prave normalne na FG, koja prolazi kroz koordinatni po~etak, glasi

y =
1− a2

2a
x. Re{avawem sistema ove dve jedna~ine dobijamo koordinate ta~ke

H

(
2a

a2 + 1
,
1− a2

1 + a2

)
. Kako jeOH ⊥ FG i

|OH| =

√(
2a

a2 + 1

)2

+

(
1− a2

1 + a2

)2

= 1,

to FG dodiruje kru`nicu upisanu u kvadrat.

488. Funkcija je neprekidna na intervalima (−∞, 0), (0, 2), (2,+∞), kao kompozicija

neprekidnih funkcija. Potrebno je jo{ ispitati neprekidnost u ta~kama 0 i 2.
Izjedna~avaju}i leve i desne limese funkcije f ,

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

sin ax

4x
= lim

x→0−

sin ax

ax
· a
4
=

a

4
,

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(b2x2 + b(x+ 2)) = 2b,

lim
x→2−

f(x) = lim
x→2−

(b2x2 + b(x+ 2)) = 4b2 + 4b,

lim
x→2+

f(x) = e
1

2−x − 1 = 0− 1 = −1,

u tim ta~kama, dobijamo sistem
a

4
= 2b, 4b2 + 4b = −1, koji predstavqa potreban i

dovoqan uslov za neprekidnost u ta~kama 0 i 2. Wegova re{ewa su a = −4, b = −1

2
.
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489. Odaberemo proizvoqnu {ibicu i podelimo je da dva jednaka dela. Time dobijamo

jedan par naspramnih stranica pravougaonika. Preostale {ibice pore|amo u niz

i na polovini ukupne du`ine niza podelimo {ibicu koja se tu nalazi (ako je to

izme|u dve uzastopne {ibice u nizu, ne radimo ni{ta). Time dobijamo dva podskupa

(delova) {ibica iste du`ine, koji predstavqaju preostale dve naspramne stranice

pravougaonika.

490. Neka je N prese~na ta~ka simetrale ^BAC i kruga opisanog oko trougla ABC ,

razli~ita odA. Tada je^ANC = ^ABC = β, kao periferijski uglovi nad tetivom
AC . TrougloviADB iADB1 suo~iglednopodudarni, pa je^AB1D = ^ADB = β.
Odatle je^DNC = ^DB1C = β, pa ta~kaN pripada i opisanom krugu oko trougla

B1CD, tj.N ≡ E. Ozna~imo sa t tangentu kruga opisanog oko trouglaB1CD u ta~ki

E. Tada je^tEA = ^DCE = ^BAE = ^CAE =
α

2
, kao periferijski uglovi nad

tetivomBE. Odatle zaista sledi t ∥ AC .

491. Neka su e1, e2, e3 jedini~ni vektori ivica triedra, a uglovi me|u wima α, β, γ. Kako
zbir trinekomplanarna vektoranikada nije nula--vektor, imamo ∥e1+e2+e3∥2 > 0,

∥e1∥2 + ∥e2∥2 + ∥e3∥2 + 2e1 · e2 + 2e1 · e3 + 2e2 · e3 > 0.

Iz formule za skalarni proizvod vektora i ~iwenice da su svi vektori jedini~ni,

sledi 3 + 2(cosα+ cosβ + cos γ) > 0, pa je

cosα+ cosβ + cos γ > −3

2
.

492. O~igledno je da su brojevi x i y iste parnosti. Ako su oba parna, x = 2x1 i y = 2y1,
jedna~ina se svodi na 32x7

1 + 23 = y21 , {to je nemogu}e po modulu 4. Prema tome, x
i y su neparni. Zbog x7 = y2 − 92 > −92, va`i x > −1. Lako se proverava da u
slu~ajevima x = −1 i x = 0 jedna~ina nema celobrojnih re{ewa. Nadaqe mo`emo
pretpostaviti da sux i y prirodni brojevi. Data jedna~ina je ekvivalentna jedna~ini
x7 + 128 = y2 + 36, ~iju desnu stranu mo`emo faktorisati

(x+ 2)M = y2 + 62,

gde jeM = x6−2x5+4x4−8x3+16x2−32x+64. O~igledno jeM ≡ x6−2x5 ≡ 3
(mod 4), pa brojM mora imati prost faktor p ≡ 3 (mod 4). Prost broj p oblika
4k + 3 deli zbir kvadrata y2 + 62 jedino ako deli oba kvadrata, tj. p | y i p | 6, pa
mora biti p = 3. Me|utim, lako se proverava da jeM ≡ 1 (mod 3). Kontradikcija!
Jedna~ina nema re{ewa u skupu celih brojeva.

493. Kako je P (0) = 0, postoji polinomQ tako da va`i P (x) = xQ(x) i odatle

Q(k) =
1

k + 1
, k = 1, . . . , n.

Defini{imoH(x) = (x+1)Q(x)−1. Jasno je da jeH polinomstepenaniH(k) = 0
za k = 1, . . . , n, pa ga mo`emo predstaviti u obliku

H(x) = (x+ 1)Q(x)− 1 = a0(x− 1)(x− 2) · · · (x− n).
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Zamewuju}i x = m > n u prethodnu jednakost, dobijamo

Q(m) =
a0(m− 1)(m− 2) · · · (m− n) + 1

m+ 1
.

S druge strane, zamewuju}i x = −1 u istu relaciju, dobijamo

a0 =
(−1)n+1

(n+ 1)!
.

Dakle,

Q(m) =
(−1)n+1(m− 1)(m− 2) · · · (m− n)

(n+ 1)!(m+ 1)
+

1

m+ 1
,

i odatle

P (m) =
(−1)n+1m(m− 1)(m− 2) · · · (m− n)

(n+ 1)!(m+ 1)
+

m

m+ 1
.

494. Pretpostavimo, bez umawewa op{tosti, da je a1 > a2 > · · · > an. Primeni}emo
nejednakost ^ebi{eva

x1 + · · ·+ xn

n
· y1 + · · ·+ yn

n
> x1y1 + · · ·+ xnyn

n

za xi =
1

ai
i yi =

1

1 + ai
, i = 1, . . . , n. Kako je xiyi = xi − yi, to je

n∑
i=1

1
ai

n
·

n∑
i=1

1
1+ai

n
> 1

n

(
n∑

i=1

1

ai
−

n∑
i=1

1

1 + ai

)
.

Mno`e}i obe strane nejednakosti sa n i dele}i sa

n∑
i=1

1

ai
·

n∑
i=1

1

1 + ai
, dobijamo

tra`enu nejednakost.

Jednakost va`i ako i samo ako je a1 = · · · = an.

495. Posmatrajmo inverziju u odnosu na kru`nicu sa centrom N i polupre~nikom NS.
Tom inverzijom se kru`nica C preslikava u pravu t i obrnuto, prava t u kru`nicu C.
Samim tim se ta~keA iB preslikavaju redom u ta~keA′ iB′. Kru`nica k, normalna
nakru`nicuC, preslikava se u kru`nicuk′, normalnunapravu t. To zna~i da je centar
kru`nice k′ na pravoj t i da je du`A′B′ pre~nik kru`nice k′. PravaNO preslikava

se u samu sebe, pa kako je ona normalna na kru`nicu k, normalna je i na wenu sliku
k′. Drugim re~ima, centar kru`nice k′ le`i na pravoj ON . Kako centar kru`nice

k′ pripada i pravoj t i pravojON , on se nalazi u preseku te dve prave, tj. poklapa se

sa ta~komO′. Po{to jeO′ centar kru`nice k′, aA′B′ wen polupre~nik, sledi da je

ta~kaO′ sredi{te du`iA′B′.
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496. Neka jeAk broj nov~i}a u temenuAk . Posmatrajmo {ta se de{ava sa izrazom

S = a1 + 2a2 + · · ·+ nan

prilikom izvr{avawa transformacije iz zadatka. Ukoliko ne dolazi do prelaska

nov~i}a iz temenaA1 uAn ili obrnuto, onda postoje i > 1 i j < n takvi da nov~i} iz
temenaAi prelazi u temeAi−1, dok nov~i} iz temenaAj prelazi u temeAj+1. Nakon

izvr{ene transformacija vrednost izraza S se promeni za

∆S =− (i− 1)ai−1 − iai − jaj − (j + 1)aj+1

+ (i− 1)(ai−1 + 1) + i(ai − 1) + j(aj − 1) + (j + 1)(aj+1 + 1) = 0.

Ako nov~i} iz temenaAn prelazi u temeA1, dok drugi nov~i} prelazi iz nekog vrha

Ai (i > 1) u vrhAi−1, onda se vrednost izraza S promeni za

∆S =− nan − a1 − (i− 1)ai−1 − iai

+ n(an − 1) + (a1 + 1) + (i− 1)(ai + 1) + i(ai − 1) = −n.

Obratno, ako nov~i} iz temena A1 prelazi u teme An, dok drugi nov~i} prelazi iz

nekog temenaAi (i < 1) u vrhAi+1, onda se vrednost izraza S promeni za

∆S =− nan − a1 − (i− 1)ai−1 − iai

+ n(an + 1) + (a1 − 1) + i(ai − 1) + (i+ 1)(ai + 1) = n.

Kona~o, ukoliko nov~i} iz temena A1 pre|e u vrh An i istovremeno nov~i} iz

temena An pre|e u teme A1, tada o~igledno vrednost izraza S ostaje nepromewena.

Zakqu~ujemo da se izraz S u svakom slu~aju promeni za umno`ak broja n, pa je ostatak
pri deqewu broja S brojem n invarijanta.

Ozna~imo saSP po~etnu vrednost izrazaS, a saSK vrednost koju imaizrazS ukoliko

do|e do kona~nog rasporeda opisanog u zadatku. Tada je

SP = 1 · 1 + 2 · 2 + · · ·+ n · n =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
,

SK = 1 · n+ 2 · (n− 1) + · · ·+ n · 1 =
n(n+ 1)(n+ 2)

6
.

Da bi se tra`eni kona~ni raspored mogao posti}i, neophodno je da razlika SK − SP

bude deqiva s n. Me|utim, ta razlika je jednaka

SK − SP =
−(n− 1)n(n+ 1)

6
,

a taj broj ne mo`e biti deqiv san ukolikon nije uzajamno prost sa 6. Zakqu~ujemo da
je neophodan uslov da bi se tra`eni kona~ni raspored mogao posti}i da je n uzajamno

prost sa 6, tj. da je n oblika 6k + 1 ili 6k+5, pa je odgovor u delu (a) odri~an.

Ispostavqa se da je taj uslov i dovoqan, pa je odgovor u delu (b) potvrdan. U temenu

A1 se na po~etku nalazi 1 nov~i}, a na kraju u tom temenu `elimo 2011 nov~i}a,
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{to zna~i da nam nedostaje 2010 nov~i}a. S druge strane, u temenu A2011 ima 2010
nov~i}a vi{ka. Sli~no, u temenu A2 nam nedostaje 2008 nov~i}a, a u temenu A2010

ima upravo toliko nov~i}a vi{ka. Na taj na~in mo`emo temena rasporediti u 1005
parova tako da prvom temenu svakog para nedostaje upravo onoliko nov~i}a koliko

drugo teme toga para ima vi{ka (u temenu A1006 se na po~etku nalazi 1006 nov~i}a,
{to je upravo broj nov~i}a koji `elimo u tom temenu i na kraju). Pogledajmo koliko

bismo poteza morali da napravimo u jednom smeru da bismo u svakom paru prebacili

odgovaraju}i broj nov~i}a: za par (A1, A2011) imamo 2010 nov~i}a koji bi trebalo da
pre|u udaqenost 1, za par (A2, A2010) imamo 2008 nov~i}a koji bi trebalo da pre|u
udaqenost 3, itd. Ukupan broj poteza u jednom smeru potrebnih da bi u svakom poqu

bio odgovaraju}i broj nov~i}a je

1 · 2010 + 3 · 2008 + ·+ 2009 · 2 =
2010 · 2011 · 2012

6
= 335 · 2011 · 2012.

Dakle, odabirom ovih poteza u jednom smeru mo`emo posti}i da se u svakom temenu

nalazi `eqeni broj nov~i}a. Preostaje da doka`emo da je mogu}e napraviti isto

toliko poteza u suprotnom smeru koji ne}e promeniti raspored nov~i}a. Tra`ene

poteze u suprotnom smeru napravimo tako {to odaberemo proizvoqni nov~i} i wega

zavrtimo 335 · 2012 punih krugova. Lako vidimo da redosled ovakih poteza u jednom i
drugom smeru mo`emo da slo`imo tako da radimo istovremeno po jedan potez u svakom

smeru.

497. Primetimo da je a2 = 1, a3 = 4, a4 = 9, a5 = 25, pa va`i a0 = F 2
0 , a1 = F 2

1 ,

a2 = F 2
2 , a3 = F 2

3 , a4 = F 2
4 , a5 = F 2

5 , gde je (Fn)n>0 Fibona~ijev niz.

Indukcijom }emo pokazati da je an = F 2
n za sve n > 0. Bazu smo ve} pokazali, pa

pretpostavimo da je ak = F 2
k za sve k 6 n. Specijalno

(2.95) an = F 2
n , an−1 = F 2

n−1, an−2 = F 2
n−2.

Iz date rekurentne veze imamo

an+1 − 3an + an−1 = 2(−1)n,

an − 3an−1 + an−2 = 2(−1)n−1, n > 2.

Sabirawem prethodnih jednakosti dobijamo

(2.96) an+1 − 2an − 2an−1 + an−2 = 0, n > 2.

Iz (2.95), (2.96) i dobro poznatih identiteta za ~lanove Fibona~ijevog niza, kona~no

sledi

an+1 = 2F 2
n + 2F 2

n−1 − F 2
n−2 = (Fn + Fn−1)

2 + (Fn − Fn−1)
2 − F 2

n−2

= F 2
n+1 + F 2

n−2 − F 2
n−2 = F 2

n+1,

~ime je dokaz zavr{en.
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498. Ojlerova funkcija je multiplikativna, tj. va`i φ(kl) = φ(k)φ(l) za svaka dva uza-
jamno prosta prirodna broja k, l. Tako|e, za prost broj p i prirodan broj l va`i
φ(pl) = pl − pl−1.

Neka je n = 2 · 3m, gde jem proizvoqan prirodan broj. Tada je

φ(n) = φ(2 · 3m) = φ(2)φ(3m) = 3m − 3m−1 = 2 · 3m−1 =
n

3

za beskona~no mnogo prirodnih brojeva n, {to je i trebalo dokazati.

499. Neka je to trapez ABCD sa osnovicama AB = 5 i CD = 1. Wegova visina iznosi√
3. Uo~imo pravilan {estougao CDA1A2A3A4 stranice 1 i jednakostrani~ne

trouglove A1A2A5 i A3A4A6. Ta~ke A2, A3, A5, A6 o~igledno se nalaze na du`i

AB (~etvorougao A5A6CD je jednakokraki trapez sa o{trim uglom od 60◦) i va`i
AA5 = BA6 = 1. Ozna~imo sa O centar {estougla. Ta~ke A1, O,A4 nalaze se

unutar trapezaABCD.

Posmatrajmo 11 ta~akaO,A,B,C,D,A1, . . . , A6. Kako su prekrivene sa 10 krugova
polupre~nika r, postoje dve me|u wima koje su prekrivene istim krugom. Najmawe

rastojawe me|u ovim ta~kama je 1, pa pre~nik 2r mora biti bar 1, odnosno r > 1

2
.

500. Kako je funkcija f neprekidna i ograni~ena, to postoje kona~ni lim
x→+∞

f(x) i

lim
x→−∞

f(x). Posmatrajmo pomo}nu funkciju g : R → R datu sa g(x) = f(x) − ax.

U zavisnosti od toga da li je a > 0 ili a < 0, va`i: lim
x→+∞

g(x) = −∞,

lim
x→−∞

g(x) = +∞; ili lim
x→+∞

g(x) = +∞, lim
x→−∞

g(x) = −∞. U svakom slu~aju

postoje ta~ke u kojima je vrednost funkcije pozitivna i ta~ke u kojima je vrednost

funkcije negativna. Po{to je funkcija g neprekidna, u oba slu~aja mora postojati
neko x0 ∈ R za koje je g(x0) = 0. Samim tim je f(x0) = ax0.

501. ^etvorougao HBKC je paralelogram, zbog uslova zadatka. Lako se pokazuje da je

^BHC = 180◦ − ^BAC = ^BKC , pa va`i ^BAC + ^BKC = 180◦, odnosno
ta~kaK le`i na opisanoj kru`nici trouglaABC . Kako jeBH ⊥ AC iBH ∥ KC ,

to jeKC ⊥ AC , odnosno^ACK = ^ABK = 90◦. Ovim je dokaz zavr{en.

NAPOMENA. Primetimo da je te`i{na du`AA1 trouglaABC ujedno i te`i{na du`

trougla AHK , pa je i te`i{te T trougla ABC ujedno i te`i{te trougla AHK .

Ako je O centar opisane kru`nice trougla ABC , te`i{na du`HO trougla AHK
sadr`i te`i{te T i va`i HT : TO = 2 : 1. Kao {to je poznato, prava odre|ena
ta~kamaH , T iO naziva seOjlerova prava trougla.

502. Trouglovi BCD i DAL su podudarni (stav USU), jer je BC = AD, ^BDC =
^ALD = 90◦ i ^BCD = ^DAL (kao uglovi sa normalnim kracima). Iz ove

podudarnosti dobijamo BD = DL, odnosno trougao BDL je jednakokrak. Kako je

^BDL = 180◦ − ^ADL = 180◦ − ^CBD, to je

^DBL =
180◦ − ^BDL

2
=

^CBD

2
=

^ABC

2
,

osnosnoBL je simetrala unutra{weg ugla^ABC .
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503. Prema Vietovim formulama je x1 + x2 = −2011, x1x2 = 1, x′
1 + x′

2 = −2012 i
x′
1x

′
2 = 1. Mno`ewem prvog i tre}eg, odnosno drugog i ~etvrtog faktora u proizvodu

dobijamo

(x1 − x′
1)(x2 − x′

2)(x1 − x′
2)(x2 − x′

1)

= [x2
1 − x1(x

′
1 + x′

2) + x′
1x

′
2][x

2
2 − x2(x

′
1 + x′

2) + x′
1x

′
2]

= (x2
1 + 2012x1 + 1)(x2

2 + 2012x2 + 1)

= (x2
1 + 2012x1 + x1x2)(x

2
2 + 2012x2 + x1x2)

=x1x2(x1 + x2 + 2012)2 = 1.

504. (a) Imaju}i u vidu da jex2+x+1 > 0 za svakox ∈ R, nejedna~ina prelazi u sistem

dve nejedna~ine

4x2 + (a+ 4)x+ 4 > 0,

2x2 + (2− a)x+ 2 > 0.

Da bi svaka od ovih nejedna~ina bila zadovoqena za sve x ∈ R, potrebno je

i dovoqno da wihove diskriminante budu negativne. Iz prve dobijamo uslov

a ∈ (−12, 4), a iz druge a ∈ (−2, 6). Prema tome, obe nejedna~ine }e biti

zadovoqene za svako x ∈ R ako i samo ako je a ∈ (−2, 4).

(b) Napi{imo jednakost y = |f(x)| u razvijenom obliku

y =

{
x2 + (a+ 1)x+ 1, x2 + (a+ 1)x+ 1 > 0,
−(x2 + (a+ 1)x+ 1), x2 + (a+ 1)x+ 1 < 0.

O~igledno je

x2 + (a+ 1)x+ 1 > 0 ⇔
{

x ∈ R, −3 6 a 6 1,
x 6 x1 ∨ x > x2, a < −3 ∨ a > 1,

x2 + (a+ 1)x+ 1 < 0 ⇔ x1 < x < x2, a < −3 ∨ a > 1,

pri ~emu su

x1 =
−a− 1−

√
a2 + 2a− 3

2
, x2 =

−a− 1 +
√
a2 + 2a− 3

2
.

O~igledno sve krive sadr`e ta~kuM(0, 1).

(v) Za −3 6 a 6 1 grafik funkcije y = |f(x)| predstavqa parabolu y = x2 +

(a + 1)x + 1, sa temenom u ta~ki T
(
−a+1

4 , 4−(a+1)2

4

)
. Lako se pokazuje da

je geometrijsko mesto temena ovih parabola kriva y = 1 − x2, x ∈ [−1, 1].
Naime, o~igledno je da teme proizvoqne parabole pripada paraboli y = 1−x2,

x ∈ [−1, 1], zbog wihovog oblika. Obrnuto, proizvoqna ta~ka (x0, y0) sa para-
bole (tj. y0 = 1 − x2

0, x0 ∈ [−1, 1]) je teme parabole kojoj odgovara vrednost
parametra a = 1− 4x0.
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505. (a) Neka je A′ podno`je visine iz temena A tetraedra ABCD. Uo~imo ravan

π odre|enu nekolinearnim ta~kama A,B,A′. Kako je AA′ visina, to je AA′

normalna na svim pravama ravni osnove BCD. Specijalno, AA′ ⊥ CD. Kako

je iAB ⊥ CD, to jeCD ⊥ π, jer je normalna na dve prave ravni π koje se seku.

Samim tim je CD normalna na svim pravama ravni π, pa i na BA′, tj. BA′ je

visina trouglaBCD. Analogno se pokazuje da jeDA′ visina trouglaBCD, pa

jeA′ ortocentar trouglaBCD. PraveCA′ iAA′ su normalne naBD, pa jeBD
normalna na ravni odre|enom ta~kamaA,C iA′ i specijalno naAC .

(b) Neka suM,N,P,Q,R i S sredi{ta stranicaAB,CD,AD,BC,AC,BD, re-

dom. Lako se pokazuje da su ~etvorouglovi MQNP,MRNS i PRQS para-

lelogrami, ~ije su stranice paralelne odgovaraju}im stranicama tetraedra

kao sredwe linije. Dijagonale MN,PQ i RS seku se u jednoj ta~ki T koja

ih polovi i naziva se te`i{tem tetraedra. Za tetredar koji zadovoqava

uslove zadatka (tzv. ortogonalni tetraedar) va`i da su ovi paralelogrami

dodatno i pravougaonici. Samim tim su wihove dijagonale podudarne i va`i

TM = TN = TP = TQ = TR = TS, pa sredi{ta ivica pripadaju sferi sa
centrom u te`i{tu T tetraedraABCD.

506. Ozna~imo |AB| = c, |BC| = a, |CA| = b, α = ^BAC i sa D prese~nu ta~ku

simetrale unutra{weg ugla kod temenaB i straniceAC . Iz trouglaABD imamo

(2.97)
−→
AS =

|BS|
|BD|

−−→
AD +

|SD|
|BD|

−−→
AB.

Na osnovu teoreme o simetrali ugla je
|AD|
|DC|

=
|AB|
|BC|

=
c

a
, pa je

−−→
AD =

c

a+ c

−→
AC .

Kako je CS simetrala u trouglu BCD, va`i
|BS|
|SD|

=
|BC|
|CD|

=
a
ab
a+c

=
a+ c

b
,

odakle je
|BS|
|BD|

=
a+ c

a+ b+ c
i

|SD|
|BD|

=
b

a+ b+ c
. Zamewuju}i ove jednakosti u

(2.97) dobijamo

(2.98)
−→
AS =

a+ c

a+ b+ c

−−→
AD +

b

a+ b+ c

−−→
AB =

c

a+ b+ c

−→
AC +

b

a+ b+ c

−−→
AB.

Koriste}i osobine skalarnog proizvoda, dobijamo

|AS|2 =
−→
AS ·

−→
AS

=

(
c

a+ b+ c

−→
AC +

b

a+ b+ c

−−→
AB

)
·
(

c

a+ b+ c

−→
AC +

b

a+ b+ c

−−→
AB

)
=

(
b

a+ b+ c

)2 −−→
AB ·

−−→
AB +

(
c

a+ b+ c

)2 −→
AC ·

−→
AC

+
2bc

(a+ b+ c)2
−−→
AB ·

−→
AC
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= 2

(
bc

a+ b+ c

)2

+

(
bc

a+ b+ c

)2

· 2 cosα

= 2

(
bc

a+ b+ c

)2

+

(
bc

a+ b+ c

)2

· b
2 + c2 − a2

bc

=
bc(a+ b+ c)(b+ c− a)

(a+ b+ c)2
,

i kona~no |AS| =
√

bc(b+ c− a)

a+ b+ c
.

NAPOMENA. Zadatak semo`ere{iti i primenomPitagorine teoreme na△ASP , gde

je P dodirna ta~ka upisanog kruga i straniceAB, uz kori{}ewe obrazaca za du`ine

tangentnih du`i na upisani krug i wegovog polupre~nika preko du`ina stranica

trougla.

507. Re{avaju}i odgovaraju}i sistem jedna~ina lako dobijamo da su prese~ne ta~ke datog

krugaidateparaboleM
(p
2
, p
)
iN

(p
2
,−p

)
. Zbog simetrije dovoqno je daodredimo

ugao izme|u kruga i parabole u ta~kiM . Pretpostavimo da je p > 0. Jedna~ina gorwe

polukru`nice je y =

√
p2 −

(
x− p

2

)2
, a odgovaraju}i izvod

p
2 − x√

p2 − (x− p
2 )

2
i

koeficijent pravca tangente u M k1 = 0 (naravno, ovo smo mogli dobiti i ako

primetimo da jeM ta~ka kru`nice koja je najudaqenija od x−ose). Jedna~ina gorweg

delaparabole jey =
√
2px, a odgovaraju}iizvod

√
p

2x
ikoeficijentpravcatangente

u M k2 = 1. Ako je φ o{tar ugao izme|u tangenti u ta~ki M , iz obrasca tgφ =∣∣∣∣ k1 − k2
1 + k1k2

∣∣∣∣ dobijamo φ = arctg 1 =
π

4
. Primetimo da se ovo re{ewe dobija i za

pozitivne i za negativne vrednosti parametra p, dok je za p = 0 druga kriva zapravo

x− osa i odgovaraju}i ugao je trivijalno
π

2
.

508. Data nejednakost ekvivalentna je nejednakosti lnx − 2(x− 1)

x+ 1
> 0. Ozna~imo

f(x) = lnx− 2(x− 1)

x+ 1
. Tada je

f ′(x) =
1

x
− 2(x+ 1)− 2(x− 1)

(x+ 1)2
=

(x− 1)2

x(x+ 1)2
.

Kako je f ′(x) > 0 za x > 1, to je funkcija f rastu}a na intervalu (1,+∞). Sada iz
~iwenice f(1) = 0 sledi f(x) > 0 za x > 1, {to je i trebalo dokazati.

509. Iz druge jedna~ine imamo c2 = 8 − (a2 + b2), pa koriste}i poznatu nejednakost

a2 + b2

2
>
(
a+ b

2

)2

dobijamo

c2 6 8− 1

2
(a+ b)2 = 8− 1

2
(4− c)2.
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Posledwa nejednakost ekvivalentna je nejednakosti 3c2 − 8c 6 0, odakle dobijamo

0 6 c 6 8

3
. Za sve ove vrednosti mogu}e je na}i a i b tako da sistem bude zadovoqen.

Zaista, iz jedna~ina neposredno sledia+b = 4−ciab = (c−2)2, pa suai bre{ewa
kvadratne jedna~ine

t2 + (c− 4)t+ (c− 2)2 = 0.

Wena diskriminanta je c(8− 3c) > 0, pa su re{ewa realna.

510. Uo~imo da se potezom n = (n− 1) + 1 7→ (n− 1) · 1 = n− 1 izre~eni broj smawuje
ta~no za 1, pa ga nizom takvih poteza mo`emo proizvoqno smawiti. Sli~no, potezom
n = (n − 2) + 2 7→ (n − 2) · 2 = 2n − 4 se izre~eni broj n pove}ava ukoliko je

2n − 4 > n, tj. ako je n > 4. Krenuv{i od bilo kog broja n > 4, ponavqawem tog

poteza mo`e se do}i do nekog broja koji je ve}i od 2011 i zatim smawivawem kako

je gore opisano mo`emo dobiti broj 2011. Lako se proverava da brojeve 1, 2, 3, 4
dopu{tenimpotezimanemo`emouve}ati, pa po~ev{iodwihnemo`emodo}i dobroja

2011. Dakle, igra je mogla po~eti bilo kojim brojem n koji zadovoqava n > 5.

511. Odgovor: n = 12.

Da bismo dokazali da je n > 12, moramo dokazati da postoji 12 ta~aka (xi, yi),
i = 1, 2, . . . , 12, sa celobrojnim koordinatama, pri ~emu te`i{te nikoje ~etiri me|u
wima nema obe koordinate celobrojne. Ovo }e o~igledno biti ispuweno ako oda-

beremo koordinate ta~aka tako da bude zadovoqeno xi ≡ 0 (mod 4) za i = 1, . . . , 6;
xi ≡ 1 (mod 4) za i = 7, . . . , 12; yi ≡ 0 (mod 4) za i = 1, 2, 3, 10, 11, 12; yi ≡ 1
(mod 4) za i = 4, . . . , 9.

Neka su sada Pi, i = 1, 2, . . . , 13, proizvoqne celobrojne ta~ke. Doka`imo da me|u
wima postoje ~etiri ~ije je te`i{te tako|e celobrojna ta~ka. Primetimo da, prema

Dirihleovom principu, me|u proizvoqnih pet od ovih ta~aka postoje dve ~ije su i

x i y koordinate iste parnosti. Samim tim, me|u proizvoqnih pet celobrojnih

ta~aka postoje dve ~ije je sredi{te celobrojna ta~ka. Primewuju}i ovu ~iwenicu

nekolikoputa uzastopnomo`emona}ipet disjunktnihparova ta~aka~ija su sredi{ta

celobrojne ta~ke. Me|u tim celobrojnim sredi{tima opet mo`emo na}i dva, recimo

M i M ′, ~ije je sredi{te C celobrojna ta~ka. Kona~no, ako su M i M ′ sredi{ta

du`iPiPj iPkPl, redom, {i, j, k, l} ⊂ {1, 2, . . . , 13}, celobrojna ta~kaC je te`i{te

~etvorke ta~aka Pi, Pj , Pk, Pl.

512. Odgovor je svibrojevioblika2r3s za nenegativnecelebrojeve si r koji zadovoqavaju
s 6 r 6 2s.

Neka je m = (p1 + 1)(p2 + 1) · · · (pk + 1) i pretpostavimo da je pk najve}i prost

faktor. Ako je pk > 3, tada pk ne mo`e delitim. Zaista, ukoliko pk delim, mora

deliti i pi + 1 za neko i. Me|utim, ako je pi = 2, tada je pi + 1 < pk , a ina~e je pi + 1

paran broj ~iji su faktori 2 i
pi + 1

2
, oba strogo mawa od pk . Dakle, jedini prosti

faktori broja n su 2 i 3, pa mo`emo pisati n = 2r3s. Tada jem = 3r4s = 22s3r i
deqiv je sa n ako i samo ako je s 6 r 6 2s.
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513. Zam = 0 jedna~ina postaje x4 − x3 − x2 + x = 0 i ima korene x1 = 0, x2 = −1,
x3 = x4 = 1.

Ako jem ̸= 0, re{i}emo jedna~inu pom. Kvadratna jedna~ina

2xm2 + (x2 − 2x3 + 1)m+ x4 − x3 − x2 + x = 0

ima diskriminantu

∆ = (x2 − 2x3 + 1)2 − 8x2(x3 − x2 − x+ 1) = (2x3 − 3x2 + 1)2.

Wena re{ewa sum1 = x2 − x im2 =
x2 − 1

x
. Po~etna jedna~ina se mo`e transfo-

rmisati u jedna~inu

[m− (x2 − x)]

[
m− x2 − 1

2x

]
= 0,

odnosno jedna~ine x2 − x−m = 0 i x2 − 2mx− 1 = 0. Re{ewa su

x1,2 =
1±

√
1 + 4m

2
, x3,4 = m±

√
1 +m2.

514. Neka prava kroz L paralelna sa BD se~e prave AC i AG u ta~kama N i R, redom.
Kako jeDO = OB, na osnovu Talesove teoreme sledi da jeNR = NL, pa je ta~kaN
sredi{tedu`iLR. NekajeK sredi{tedu`iGL. Dakle,NK jesredwalinijatrougla

GLR, pa jeNK ∥ GR. Odavde je ^AGL = ^NKL, a kako je ^AGL = ^ACL kao

periferijski uglovi nad tetivom AL, to je ^NKL = ^ACL = ^NCL. Odavde

sledida je~etvorougaoNKCLtetivan, padaqezakqu~ujemoda je^KCN = ^KLN ,

kao periferijski uglovi nad tetivom KN . Uglovi ^KLN = ^KZO su jednaki

kao uglovi sa paralelnim kracima, pa je ^KCO = ^KCN = ^KZO. Zato je

KCZO tetivan ~etvorougao i^ZCA = ^ZCO = ^ZKO = ^LKO = 90◦, jer je
OK ⊥ GL (OG = OL iK je sredi{teGL).

515. Pretpostavimo suprotno, tj. da je broj A =
n
√
a+

√
a2 − 1 +

n
√
a−

√
a2 − 1

racionalan. Ozna~imo sa α =
n
√
a+

√
a2 − 1 i primetimo da je

n
√
a−

√
a2 − 1 =

1

α
. Prema tome, brojA = α+

1

α
je racionalan.

Indukcijom }emo pokazati da je broj αk +
1

αk
racionalan za sve k > 1. Zaista,

brojevi

α2 +
1

α2
=

(
α+

1

α

)2

− 2,

α3 +
1

α3
=

(
α+

1

α

)3

− 3

(
α+

1

α

)
su racionalni, dok iz identiteta

αk +
1

αk
=

(
αk−1 +

1

αk−1

)(
α+

1

α

)
−
(
αk−2 +

1

αk−2

)
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sledi tvr|ewe.

Specijalno, brojαn +
1

αn
je racionalan, odnosno a+

√
a2 − 1 + a−

√
a2 − 1 = 2a

je racionalan broj. Kontradikcija!

516. Uo~imopravilan2011-ugaoA1A2 . . . A2011, upisanukru`nicupre~nikaA1M . Neka

je^MA1A1005 = ^MA1A1006 = α. Tada je o~igledno^A2011A1A2 = 4018α, pa je

α =
π

4022
. Ozna~imosad1, d2, . . . , d1004 iadu`inedijagonalaistranicemnogougla,

redom. Iz trouglovaAiA1A2013−i, i = 1, 2, . . . , 1005, dobijamo niz jednakosti

d1 = 2a sin 2009α = 2a sin
2009π

4022
,

d2 = 2d1 sin 2007α = 2d1 sin
2007π

4022
,

...

d1004 = 2d1003 sin 3α = 2d1003 sin
3π

4022
,

a = 2d1004 sinα = 2d1004 sin
π

4022
.

Nakon mno`ewa ovih 1005 jednakosti i sre|ivawa dobijamo

sin
π

4022
sin

3π

4022
sin

5π

4022
· · · sin 2009π

4022
=

1

21005
.

517. Za poqa prve vrste nema nametnutih uslova, odnosno mogu biti obojena proizvoqno.

Proizvoqno poqe druge vrste mo`e biti obojeno u crno ako je poqe iznad wega, u

prvoj vrsti, obojeno u crno ili ako su sva poqa pre wega, u drugoj vrsti, obojena u

crno. Pretpostavimo da je prvih k poqa druge vrste obojeno u crno i da je (k + 1)-vo
poqe obojeno u belo ili da je k = n. Ukoliko je k < n, za svako od k + 1 poqa prve
vrste imamo dve mogu}nosti, dok za svaku od preostalih n− k − 1 kolona imamo tri
mogu}nosti. U slu~aju k = n imamo 2n mogu}nosti za bojewe prve vrste. Prema tome,
ukupan broj tabli 2× n bez zarobqenih poqa dat je formulom

n−1∑
k=0

2k+13n−k−1 + 2n

i jednak je 2 · 3n − 2n.

518. Posmatrajmo jedan trapez ABCD koji zadovoqava uslove zadatka i ozna~imo sa O
prese~nu ta~ku dijagonala. Neka je F prese~na ta~ka prave kroz teme C paralelne

kraku AD i osnovice AB. Tada je BC + CF = BC + AD = const. Prema tome,
ta~ka C opisuje elipsu ~ije su `i`e ta~ke B i F . Iz sli~nosti troglova AOB i

DOC imamo
OA

OC
=

AB

DC
. Tako|e,

AC = AO +OC = OC

(
1 +

AB

CD

)
= OC · AB + CD

CD
,
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odakle sledi
AO

AC
=

AB

DC +AB
= k = const.

Kako jeodnos
AO

AC
konstantanita~kaA jefiksirana, ta~kaO opisuje elipsu dobijenu

homotetijom sa koeficijentom k od elipse koju opisuje ta~kaC .

519. Razmotrimo prvo implikaciju (⇒). Na osnovu nejednakosti izme|u aritmeti~ke i
kvadratne sredine imamo∣∣∣∣x1 + x2 + · · ·+ xn

n

∣∣∣∣ 6
√

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n

n
.

Kako je

∣∣∣∣x1 + x2 + · · ·+ xn

n

∣∣∣∣ > 0 i lim
n→∞

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n

n
= 0, koriste}i teo-

remu o dva policajca za realne nizove, dobijamo lim
n→∞

x1 + x2 + · · ·+ xn

n
= 0.

Obrnutaimplikacija(⇐)nijeta~na. Uzmimonaprimernizxn = (−1)n iprimetimo
da je

x1 + x2 + · · ·+ xn

n
=

{
0, ako je n paran,

− 1

n
, ako je n neparan.

Prema tome, lim
n→∞

x1 + x2 + · · ·+ xn

n
= 0 i lim

n→∞

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n

n
= 1, {to je

kontradikcija.

520. Primetimo da va`i

m2
a =

b2 + c2

2
− a2

4
> (b+ c)2 − a2

4
= p(p− a)

i sli~nom2
b > p(p− b) im2

c > p(p− c). Odavde sledi

1

m2
a

+
1

m2
b

+
1

m2
c

6 1

p

(
1

p− a
+

1

p− a
+

1

p− a

)
=

ab+ bc+ ca− p2

S2
,

gde je p poluobim, a S povr{ina datog trougla. S druge strane, na osnovu poznatih

obrazaca za du`ine polupre~nika spoqa pripisanih krugova, dobijamo

1

r2a
+

1

r2b
+

1

r2c
=

1

S2
[(p− a)2 + (p− b)2 + (p− c)2] =

a2 + b2 + c2 − p2

S2
.

Sada tra`ena nejednakost lako sledi koriste}i poznatu nejednakost ab+ bc+ ca 6
a2 + b2 + c2.

Jednakost va`i ako i samo ako je a = b = c, odnosno ako i samo ako je trougao

jednakostrani~an.
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521. Kako je P (−1) = 0 (gde je P (x) = x2011 + 1), to je dati polinom deqiv polinomom

x + 1 i mo`emo ga napisati u obliku P (x) = (x + 1)Q1(x), gde je Q1(x) tako|e
polinom sa celobrojnim koeficijentima. Ako izvr{imo deqewe polinoma P (x)
polinomom x+ 1, lako dobijamo da jeQ1(x) = x2010 − x2009 + x2008 − · · · − x+ 1.
Daqe nas interesuju koli~nik i ostatak polinomaQ1(x) pri deqewu sa x+ 1. Kako
jeQ1(−1) = 2011, to jeQ1(x) = (x + 1)Q2(x) + 2011, odnosno (ako se vratimo na
polinom P (x)) va`i da je

P (x) = (x+ 1)[(x+ 1)Q2(x) + 2011] = (x+ 1)2Q2(x) + 2011(x+ 1).

Iz posledwe jednakosti zakqu~ujemo da je tra`eni ostatak 2011x+ 2011.

522. U op{tem slu~aju va`i da je x − 1 < [x] 6 x, za svako x ∈ R. Me|utim, ako x nije

ceo, jasno je da va`i i preciznije: x − 1 < [x] < x. Kako brojevi 2011 · log10 2
i 2011 · log10 5 o~igledno nisu celi, primewuju}i prethodne nejednakosti mo`emo
videti da je 2009 < [2011 · log10 2] + [2011 · log10 5] < 2011 (iskoristili smo da je
2011 · log10 2+2011 · log10 5 = 2011). Sada je jasno da je tra`eni rezultat broj 2010,
kao jedini ceo broj strogo izme|u 2009 i 2011.

523. Zadatak }emo re{iti indukcijom po broju ekipan. Zan = 2 numeri{emo pobedni~ku
ekipu brojem 1, a onu koja je izgubila u me|usobnom duelu brojem 2. Pretpostavimo da
tvr|ewe va`i za proizvoqnih n > 2 ekipa i doka`imo da odatle sledi da va`i i za
n + 1 ekipa. Odaberimo proizvoqnih n ekipa i numeri{imo ih, prema induktivnoj

hipotezi, brojevima 1, . . . , n tako da va`e uslovi zadatka. Ako je preostala ekipa

izgubila sve me~eve, jednostavno je numeri{emo brojem n + 1, jer je izgubila i od

tima n. Pretpostavimo zato da je preostala ekipa pobedila u bar jednom me~u i neka

je j broj kojim je ozna~en tim sa najmawim indeksom me|u onima koji su izgubili od

preostalog (nenumerisanog) tima. Numeri{emo preostali tim brojem j, a numeraciju
svih timova ozna~enih prethodno brojevima j, j +1, . . . , n pove}amo za 1. O~igledno
je da su uslovi zadatka ispuweni, pa je dokaz zavr{en.

524. Posmatrajmo graf ~iji ~vorovi predstavqaju osobe, a grane poznanstva. Pretpo-

stavimo da je svaki ~vor A spojen sa svakim drugim ~vorom ili direktno ili preko

tre}eg ~vora. ^vor A je spojen ivicama sa 4 ~vora, od kojih je svaki spojen sa jo{ 3
dodatna ~vora. To je ukupno 17 razli~itih ~vorova, pa nema dodatnih. Preostalih
17·4
2 − 16 = 18 grana mo`e spajati jedino 12 ~vorova koji nisu direktni susedi ~vora

A. Svaka od tih 18 grana odre|uje jedan cikl du`ine 5 koji prolazi kroz A. Kako
je ~vor A proizvoqan, tih 18 ciklova prolazi kroz svaki od preostalih 16 ~vorova.
Zbog toga imamo 18·17

5 ciklova, {to je o~igledna kontradikcija.

525. Zbirirazlika dvakvadratna trinomanemorabitiopetkvadratnitrinom. Nazovimo

ipak diskriminantom funkcije f(x) = ax2 + bx+ c (gde je dozvoqeno i a = 0) broj
D = b2 − 4ac. Akofunkcija nema realne korene, tada jeD 6 0. Zaista, ako je a ̸= 0,
tada je funkcija f kvadratna funkcija koja nema realne korene, pa jeD < 0. Ako je
a = 0, mora biti i b = 0 (ina~e bi ovo bila nekonstantna linearna funkcija i imala
bi realan koren) i tada jeD = 0.
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Ozna~imo sa f1, . . . , fn date trinome, sa Di wihove diskriminante, sa Dij diskri-

minantu razlike fi − fj (indeksi i, j uzimaju vrednosti od 1 do n), sa D diskrimi-

nantu zbira svih trinoma. Iz uslova zadatka dobijamo da je Di > 0 za svako i i
Dij 6 0 za sve i ̸= j, pa je dovoqno dokazati da odavde sleduje da je D > 0. Neka je
fi(x) = aix

2 + bix+ ci. Tada je

Di = b2i − 4aici,

Dij = (bi − bj)
2 − 4(ai − aj)(ci − cj) = Di +Dj − 2bibj + 4aicj + 4ajci,

D = (b1 + · · ·+ bn)
2 − 4(a1 + · · ·+ an)(c1 + · · ·+ cn)

=
∑
i

Di +
∑
i<j

(2bibj − 4aicj − 4ajci),

odakle sleduje jednakost

(2.99) D = n
∑
i

Di −
∑
i<j

Dij .

Iz (2.99) i uslovaDi > 0 iDij 6 0 odmah sledujeD > 0.

526. Zamewuju}icd =
1

ab
ida =

1

bc
ikoriste}idobropoznatunejednakost

1

x
+

1

y
> 4

x+ y
koja va`i za pozitivne realne brojeve, dobijamo niz (ne)jednakosti

1 + ab

1 + a
+

1 + bc

1 + b
+

1 + cd

1 + c
+

1 + da

1 + d

=(1 + ab)

(
1

1 + a
+

1

ab+ abc

)
+ (1 + bc)

(
1

1 + b
+

1

bc+ bcd

)
> (1 + ab)

4

1 + a+ ab+ abc
+ (1 + bc)

4

1 + b+ bc+ bcd

=4

(
1 + ab

1 + a+ ab+ abc
+

1 + bc

1 + b+ bc+ bcd

)
=4

(
1 + ab

1 + a+ ab+ abc
+

a+ abc

a+ ab+ abc+ abcd

)
= 4.

Jednakost va`i ako i samo ako je a = b = c = d = 1.

527. Neka upisana kru`nica dodiruje stranice AB, BC , CA trougla ABC u ta~kama

C1, A1, B1 redom i neka je |AC1| = |AB1| = x, |BC1| = |BA1| = y, |CA1| =
|CB1| = z. Tada je x = s − a, y = s − b, z = s − c, pa iz jednakosti povr{ina
s·r =

√
s(s− a)(s− b)(s− c) (gde jespoluobim, ar polupre~nikupisanekru`nice

trouglaABC) lako dobijamo da va`i jednakost

(2.100) x+ y + z = xyz.

Kako su a, b, c celi brojevi, to su x, y, z ili celi brojevi ili polovine celih brojeva.
Ako nisu celi, onda su brojevi 2x, 2y, 2z neparni. Mno`ewem (2.100) sa 8 dobijamo
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4(a+b+c) = 2x·2y ·2z,{to jenemogu}e jer jeleva stranaparanbroj, a desnaneparan.
Dakle, jedna~inu (2.100) moramo re{iti u skupu celih brojeva. Neka je x 6 y 6 z.
Tada je xyz 6 3z, odakle je xy 6 3. Razlikujemo slede}e slu~ajeve:

• x = y = 1, tada je 2 + z = z, {to je nemogu}e;

• x = 1, y = 2, tada je z = 3;

• x = 1, y = 3, tada je z = 2, {to se protivi uslovu x 6 y 6 z.

Dakle, x = 1, y = 2, z = 3, dok su a = y + z = 5, b = x + z = 4, c = x + y = 3
stranice trougla. Proverom se zakqu~uje da ovaj trougao zaista zadovoqava uslove

zadatka.

528. Data jedna~ina je ekvivalentna jedna~ini

(2.101) a(cos2 c+ cos2 y + cos2 z) + (1− a)(cosx+ cos y + cos z) + 3− 6a = 0.

Posmatrajmo kvadratnu funkciju f(t) = at2 + (1− a)t+1− 2a, t ∈ [−1, 1]. Realna

re{ewa jedna~ine f(t) = 0 su t1 = 1, t2 =
2a− 1

a
, a ̸= 0. Razlikujemo 3 slu~aja.

• a < 0. Tada je
2a− 1

a
> 1, panaosnovusvojstvakvadratnefunkcijezakqu~ujemo

da je f(t) > 0 za svako t ∈ [−1, 1], pri ~emu je f(t) = 0 ako i samo ako je t = −1.

• a = 0. Imamo f(t) = t + 1 > 0 za svako t ∈ [−1, 1] pri ~emu je f(t) = 0 ako i
samo ako je t = −1.

• a > 0. Kako je a ceo broj, imamo a > 1. Tako|e je
2a− 1

a
> 1, pri ~emu

jednakost va`i ako i samo ako je a = 1. Opet zakqu~ujemo da je f(t) > 0 za svako
t ∈ [−1, 1], pri ~emu je f(t) = 0 za t = −1 i a > 1, kao i f(t) = 0 za t = ±1 i
a = 1.

Jedna~ina (2.101) je ekvivalentna jedna~ini f(cosx) + f(cosx) + f(cos z) = 0. Iz
prethodnih razmatrawa dobijamo kona~nu diskusiju:

• ako je a ceo broj razli~it od 1, imamo cosx = cos y = cos z = −1, tj. x =
(2k+1)π, y = (2l+1)π, z = (2m+1)π, gde suk, l,mproizvoqnicelibrojevi;

• ako je a = 1, pored prethodnih re{ewa imamo i ona koja zadovoqavaju cosx =
cos y = cos z = 1, tj. x = 2rπ, y = 2sπ, z = 2nπ, gde su r, s, n proizvoqni

celi brojevi.

529. Ozna~imo sax1, x2, y1, y2 redom broj poteza nagore, nadole, udesno i ulevo. Iz uslova
zadatka dobijamo

x1 + x2 + y1 + y2 = n, x1 − y1 = b, x2 − y2 = a,

odnosno,

y1 = x1 − b, x2 =
n+ a+ b

2
− x1, y2 =

n− a+ b

2
− x1.
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Kako je

|a|+ |b| = |x2 − y2|+ |x1 − y1| 6 x1 + x2 + y1 + y2 = n,

dobijamo da je neophodno da budu zadovoqeni uslovi a+ b 6 n i a+ b ≡ n (mod 2).

Fiksirajmo prvo poteze nagore i udesno. Ovo mo`emo u~initi na

(
n

n+a+b
2

)
na~ina.

Posle toga, fiksirajmo pozicije nagore me|u ovih
n+ a+ b

2
ve}fiksiranih poteza,

kao i poteze ulevo me|u preostalih
n− a− b

2
poteza. Dobijamo

(
n

n+a+b
2

) n+a−b
2∑

i=0

(n+a+b
2

i

)( n−a−b
2

n−a−b
2 − i

)
,

gde je posledwa suma jednaka koeficijentu uz x
n−a+b

2 u razvoju

(1 + x)
n+a+b

2 (1 + x)
n−a−b

2 = (1 + x)n.

Prema tome, suma iznosi

(
n

n−a+b
2

)
, a ukupan broj putawa je(
n

n+a+b
2

)(
n

n−a+b
2

)
.

Dakle, ako je |a|+ |b| > n ili su brojevi a+ b in razli~ite parnosti, broj putawa je

0; ina~e broj putawa iznosi

(
n

n+a+b
2

)(
n

n−a+b
2

)
.

530. Ozna~imo podno`je visine iz temena A tetraedra ABCD sa H1. Ravan πA sadr`i

pravuAH1, apo{topopretpostavcisadr`iita~keAiA′, onaje jedinstvenoodre|ena

ta~kamaA,H1 iA
′. Prava koja sadr`i ta~kuA′ i paralelna je saAH1 o~ito le`i u

ravni πA. Kako ona sadr`i centar O sfere opisane oko tetraedra ABCD, jasno je

da i ta~kaO le`i u ravni πA. Analogno se zakqu~ujeO ∈ πB ,O ∈ πC iO ∈ πD .

531. Dokaza}emo indukcijom da se svaki broj oblika 32
n

mo`e predstaviti kao zbir tri

potpuna kvadrata, tj. da za svaki prirodan broj n postoje prirodni brojevi xn, yn, zn
tako da va`i

x2
n + y2n + z2n = 32

n

.

Za n = 1 mo`emo uzeti x1 = 1, y1 = z1 = 2. Pretpostavimo da tvr|ewe va`i

za neki prirodan broj n i doka`imo da odatle sleduje da va`i i za n + 1. Brojeve
xn+1, yn+1, zn+1 mo`emo izraziti preko xn, yn, zn na slede}i na~in:

xn+1 = x2
n + y2n − z2n, yn+1 = 2ynzn, zn+1 = 2xnyn.

Sada lako dobijamo

x2
n+1 + y2n+1 + z2n+1 = (x2

n + y2n − z2n)
2 + 4y2nz

2
n + 4x2

nz
2
n

= (x2
n + y2n + z2n)

2 = (32
n

)2 = 32
n+1

,

~ime je dokaz zavr{en.
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532. Ozna~imo temena kocke saA,B,C,D,E, F,G,H i neka se pauci nalaze u temenuA,
a muva u temenu G. Strategija za pauke je slede}a: prvi pauk kre}e se simetri~no

muvi u odnosu na centar kocke sve dok ona (eventualno) ne stigne do sredi{ta neke

od stranica GC , GF , GH (ozna~imo ih redom saM , N , P ). Ukoliko muva stigne u

neku od tih ta~aka, recimo u ta~kuM , prvi pauk nastavqa kretawe simetri~no muvi

u odnosu na ravanBDHF . Ovaj pauk }e uhvatiti muvu ako ona stigne u neku od ta~aka

B, D, F , H . Ukoliko muva ostane na konturi odre|enoj ta~kama B, D, C , G, H , F ,

uhvati}e je drugi pauk. On najpre kre}e prema temenu G. Ako je nije uhvatio tim

putem, postoje dve mogu}nosti.

• Muva jo{ nije pre{la ni u jednu od ta~akaM ,N ,P .

Tada je muva na jednoj od ivicaGC ,GF ,GH , recimonaGC . Drugi pauk kre}e iz

temenaG premawoj. Kada muva pre|e ta~kuM prvi pauk joj ograni~ava kretawe

na pomenutu konturu, pa je drugi pauk prati prema jednoj od ta~akaB iliD.

• Muva je ve} pre{la neku od ta~akaM ,N , P .

Recimo da je muva pre{la ta~kuM . Tada je prvi pauk ograni~io weno kretawe

na pomenutu konturu, pa je drugi pauk samo prati.

Muva }e u oba slu~aja biti uhva}ena.

533. (a) Ozna~imo prese~nu ta~ku pravih OX i AB sa F . Tada je XFY P tetivni

~etvorougao, pa iz potencije ta~keO dobijamo |OF | · |OX| = |OY | · |OP |. Iz

pravouglog trougla AOX imamo |OF | · |OX| = |OA|2, pa je |OY | = |OA|2

|OP |
i

samim tim polo`aj ta~ke Y ne zavisi od ta~keX .

(b) Kako je AO ⊥ AX , OB ⊥ BX i PO ⊥ PX , petougao AOBPX je tetivan.

Ozna~imo sa E podno`je normale iz ta~ke P na pravu AB. Prema Simsonovoj

teoremi ta~ke C , D i E su kolinearne. Zbog EP ⊥ EB i DP ⊥ DB je i

~etvorougao PDBE tetivan. Sada imamo niz jednakosti uglova

^PEZ = ^PED = ^PBD = ^PBX = ^POX = ^ZPE.

Trougao PY E je pravougli, pa iz ^PEZ = ^ZPE lako zakqu~ujemo da je

ta~kaZ sredi{te hipotenuze PY .

534. Domen posmatrane funkcije je R2 \ {a1, . . . , an}, a kako je lim
x→ai±

f(x) = ±∞,

funkcija ima vertikalnu asimptotu u svakoj ta~ki ai, 1 6 i 6 n. Tako|e je i

lim
x→±∞

f(x) = 0. Kako je izvod date funkcije f ′(x) =
n∑

i=1

−1

(x− ai)2
< 0, to je f

monotonana svakomintervalu svog domena. Primewuju}iBolcano-Ko{ijevu teoremu

na intervale (a1, a2), (a2, a3), . . . , (an−1, an), a uzimaju}i u obzir da f na (−∞, a1)
i (an,+∞) nema nula, zakqu~ujemo da funkcija f ima ta~no n− 1 nula.

535. TrougloviABE iANC su sli~ni jer imaju podudarne odgovaraju}e uglove^ABE =
^ANC = β (periferijski nad lukom AC) i ^BAE = ^CAN = α

2 . Iz ove

sli~nosti dobijamoAE : AC = AB : AN , odnosno

(2.102) AE ·AN = AB ·AC.
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Tako|e, zbog

^BAS = ^CASa =
α

2
i

^ABS =
β

2
= 180◦ − α

2
−
(
90◦ +

γ

2

)
= 180◦ − ^CASa − ^ACSa = ^ASaC

imamo i da su △ABS i △ASaC sli~ni. Iz ove sli~nosti dobijamo AB : ASa =
AS : AC , odnosno

(2.103) AS ·ASa = AB ·AC.

Iz (2.102) i (2.103) sledi tra`ena jednakostAS ·ASa = AE ·AN .

536. Ozna~imo datu sumu saS. Ukoliko je cos x
2 ̸= 0, tj. x ̸= π+2kπ, k ∈ Z, mo`emo sumu

zapisati u obliku

S =
1

cos x
2

(
cosx cos

x

2
− cos 2x cos

x

2
+ · · · − cos 2010x cos

x

2
+ cos 2011x cos

x

2

)
=

1

2 cos x
2

(
cos

x

2
+ cos

3x

2
− cos

3x

2
− cos

5x

2
+ · · ·

− cos
4019x

2
− cos

4021x

2
+ cos

4021x

2
+ cos

4023x

2

)
=

1

2 cos x
2

(
cos

x

2
+ cos

4023x

2

)
=

cos 2011
2 x cos 1006x

cos x
2

.

Ukoliko je cos x
2 = 0, odnosno x = π + 2kπ, k ∈ Z, suma je jednaka

S = −1− 1− · · · − 1− 1 = −2011.

537. Data jedna~inaekvivalentna je jedna~inim cosx = 4n sinx cosx. Re{ewa jedna~ine
cosx = 0susvakakopodksupre{ewadate jedna~ine jer jeonadefinisanazasvex ∈ R.

Ostaje jo{ da re{imo jedna~inu 4n cosx = m, da bismo prona{li i (eventualna)

preostala re{ewa. Razlikujemo slede}e slu~ajeve:

• n = m = 0: skup re{ewa jeR;

• n = 0,m ̸= 0: skup re{ewa je
{π
2
+ kπ | k ∈ Z

}
;

• n ̸= 0,
m

4n
/∈ [−1, 1]: skup re{ewa je

{π
2
+ kπ | k ∈ Z

}
;

• n ̸= 0,
m

4n
∈ [−1, 1]: skup re{ewa je

{
arcsin

m

4n
+ 2kπ | k ∈ Z

}
∪
{
π − arcsin

m

4n
+ 2kπ | k ∈ Z

}
∪
{π
2
+ kπ | k ∈ Z

}
.
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538. Neka je Sn =
n∑

k=1

k

5k
. Tada je 5S =

n∑
k=1

k

5k−1
. Oduzimaju}i ove dve sume dobijamo

4S = 1− n

5n
+

n−1∑
k=1

1

5k
= 1− n

5n
+

1

5
·
1− 1

5n−1

4
5

i nakon sre|ivawa, kona~no,

S =
5

16
− 4n+ 5

16 · 5n
.

Kako eksponencijalna funkcija br`e te`i od stepene funkcije u beskona~nosti, to

je lim
n→∞

4n+ 5

16 · 5n
= 0, pa je limn→∞ Sn =

5

16
.

539. Nule polinoma x2 + x + 1 = 0 su ω = −1

2
+ i

√
3

2
i ω = −1

2
− i

√
3

2
. Ozna~imo

ε =
1

2
+ i

√
3

2
. Prema posledici Bezuove teoreme, potreban i dovoqan uslov da bi

polinom P (x) = (x + 1)n − xn − 1 bio deqiv polinomom Q(x) = x2 + x + 1
je da su nule ω i ω polinoma Q(x) ujedno i nule polinoma P (x). Kako polinom

P (x) ima realne koeficijente, dovoqno je da bude zadovoqeno P (ω) = 0. Kako je
P (ω) = (ω+1)2−ωn−1 = εn−ωn−1 iω3 = 1, ε3 = −1, razlikova}emo slede}e
slu~ajeve (k je proizvoqan ceo broj):

• n = 6k:
P (ω) = ε6k − ω6k − 1 = 1− 1− 1 = −1 ̸= 0;

• n = 6k + 1:

P (ω) = ε6k+1 − ω6k+1 − 1 = ε− ω − 1 = 0;

• n = 6k + 2:

P (ω) = ε6k+2 − ω6k+2 − 1 = ε2 − ω2 − 1 = ω − ω2 − 1 = 2ω ̸= 0;

• n = 6k + 3:

P (ω) = ε6k+3 − ω6k+3 − 1 = −1− 1− 1 = −3 ̸= 0;

• n = 6k + 4:

P (ω) = ε6k+4 − ω6k+4 − 1 = ε4 − ω4 − 1 = −ε− ω − 1 = −2ε ̸= 0;

• n = 6k + 5:

P (ω) = ε6k+5−ω6k+5−1 = ε5−ω5−1 = −ε2−ω2−1 = −ω−ω2−1 = 0.

Dakle, re{ewa su svi brojevi n oblika 6k ± 1, k ∈ Z.
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540. Neka su x1, x2, x3, x4 redom brojevi kwiga na policama. Oni zadovoqavaju jedna~inu

x1 + x2 + x3 + x4 = 25, pri ~emu su svi prirodni brojevi iz segmenta [3, 12]. Broj
re{ewa ove jedna~ine pri uslovu xi > 3 jednak je (nakon smena yi = xi − 3) broju
re{ewa nove jedna~ine y1 + y2 + y3 + y4 = 13 u skupu N0 i iznosi

(
13+4−1

4−1

)
=(

16
3

)
= 560. Od ovoga bi trebalo oduzeti ona re{ewa kod kojih neka od promenqivih

prelazi 12. O~igledno je da najvi{e jedna promenqiva mo`e biti ve}a od 12. Ako
je recimo x1 > 13, broj re{ewa jednak je (nakon smena z1 = x1 − 13, zi = xi − 3
za i = 2, 3, 4) broju re{ewa jedna~ine z1 + z2 + z3 + z4 = 3 u skupu N0 i iznosi(
3+4−1
4−1

)
=
(
6
3

)
= 20. Prematome,brojre{ewapolazne jedna~ine je560−4·20 = 480.

Ostaje jo{da rasporedimokwige (kada znamokoliko ide na koju policu),{tomo`emo

uraditi na 25! na~ina, koje god da je re{ewe jedna~ine u pitawu. Kona~an odgovor je
480 · 25!.

541. (a) Neka je X slu~ajna veli~ina koja predstavqa broj pogodaka u 4 ga|awa. Na

osnovu redosleda ~inilaca i broja sabiraka jasno je koji je raspored pogodaka i

proma{aja u 4 bacawa u svakom od narednih slu~ajeva:

P{X = 0} =
1

2
· 1
2
· 1
3
· 1
3
=

1

36
;

P{X = 1} = 2 · 1
2
· 1
2
· 2
3
· 1
3
+ 2 · 1

2
· 1
2
· 1
2
· 1
2
=

1

8
+

1

9
=

17

72
;

P{X = 2} =
1

2
· 1
2
· 2
3
· 2
3
+ 5 · 1

2
· 1
2
· 1
2
· 1
2
=

1

9
+

5

16
=

61

144
;

P{X = 3} = 4 · 1
2
· 1
2
· 1
2
· 1
2
=

1

4
;

P{X = 4} =
1

2
· 1
2
· 1
2
· 1
2
=

1

16
.

Raspodela slu~ajne veli~ineX jeX :

(
0 1 2 3 4
1
36

17
72

61
144

1
4

1
16

)
.

(b) Tri pogotka se dese u 4 slu~aja, svaki sa istom verovatno}om. Proma{aj se

desio ba{ u tre}em bacawu u jednom slu~aju, pa samim tim pogodak u preostalim

slu~ajevima. Tra`ena verovatno}a je
3

4
.

542. Iz 5x − 3y ≡ 7 (mod 12) imamo 5x − 3y = 12s + 7, s ∈ Z (s = 1 − z). Jedno

re{ewe ove jedna~ine je o~igledno x = 3s+2, z = s+1, pa su sva wena re{ewa data
sax = 3s+2− 3t, y = s+1− 5t, za t ∈ Z. Sva re{ewa polazne jedna~ine su oblika

x = 3s+ 2− 3t, y = s+ 1− 5t, z = 1− s, za proizvoqne s, t ∈ Z.

543. Kako je O1 centar kru`nice opisane oko trougla ABD, to je ^AO1D = 2^ABD.

Me|utim,O1O2 je simetrala du`iAD, pa je^AO1D = 2^AO1O2, odakle sledi da

je^AO1O2 = ^ABC . Sli~no zakqu~ujemo da je ^AO2O1 = ^ACB, odakle sledi

da su trouglovi ABC i AO1O2 sli~ni i tada je ^O1AO2 = ^BAC . Neka su M
i N sredi{ta stranica AB i AC redom, a P i O centri opisanih kru`nica trou-

glovaABC iAO1O2 redom. Na osnovu prethodnih jednakosti dobijamo^O1AO2 +
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^O1PO2 = ^MAN+^MPN = 180◦, tj. ~etvorougaoAO1PO2 je tetivan. Prema

tome, ta~kaO le`i na simetrali du`iAP . Kako su ta~keA iP fiksirane, tra`eno

geometrijsko mesto ta~aka koje opisuje ta~ka O sadr`ano je u simetrali du`i AP .

O~igledno je da, dok ta~ka D prolazi stranicom BC (D ̸= B, D ̸= C), ta~ka O
opisuje du`XY bez krajwih ta~aka, pri ~emu suX i Y ta~ke simetrale du`iAP za

koje va`iXB ⊥ BC i Y C ⊥ BC . Tra`eno geometrijsko mesto ta~aka je otvorena

du`XY .

544. Algoritam odabira temena 100-touglaB je slede}i: uzimamo bilo koje neprecrtano

teme 980200-tougla, odaberemo ga, precrtamo wega i sva temena koja su od wega

udaqena za neku dijagonalu 100-touglaA. To ponavqamo dok ne odaberemo posledwe
teme 100-touglaB, nakon ~ega zavr{avamo algoritam.

Doka`imo ispravnost ovog algoritma. Primetimo da se, zahvaquju}i precrtavawu,

ne}e nijedna du`ina dijagonale 100-touglaB poklopiti s nekom du`inom dijagonale

100-tougla A, jer prilikom odabira svakog temena 100-tougla B precrtavamo sva

temena 980200-tougla koji bi s wim odre|ivali tu du`inu. Ho}emo li u nekom

trenutku ostati bez neprecrtanih temena? 100-tougao ima najvi{e 100·99
2 = 4950

razli~itih du`ina dijagonala, a u svakom koraku }emo precrtati temena na tim

udaqenostima s leve i s desne strane odabranog temena, dakle ukupno, ra~unaju}i i

odabrano teme, precrtavamo 2 · 4950 + 1 = 9901 temena u jednom koraku. Nakon 99
koraka precrtali smo99 ·9901 = 980199 temena, pa ostaje barem jedno slobodno teme
za 100. teme 100-touglaB.

545. Neka je Pk =
k∑

i=1

pi iQk =
k∑

i=1

qi. Uslov zadatka postaje

Pk(Qk+1 −Qk) > Qk(Pk+1 − Pk),

odnosno,
Qk+1

Pk+1
> Qk

Pk
.

Sada je 1 =
Qn

Pn
> Qn−1

Pn−1
> · · · > Q1

P1
, odakle sledi da je Pk > Qk .

546. Jednostavnom indukcijom (sa korakom 2) mo`e se pokazati da ovi polinomi zadovoqa-
vaju rekurentnu vezu

Pk(x) = 2xPk−1(x)− Pk−2(x), k > 2,

pri ~emu je P0(x) = 1, P1(x) = x. Odavde specijalno sledi i da je polinom Pn

stepena n sa vode}im koeficijentom 2n−1, {to zna~i da ima n nula i ispostavi}e

se da su sve realne. Zaista, re{avaju}i jedna~inu cos(n arccosx) = 0 dobijamo

n arccosx = π
2 + kπ, k ∈ Z, odnosno arccosx = (2k+1)π

2n . Kona~no, mora biti x =

cos (2k+1)π
2n . Ovde postoji samon razli~itih vrednosti, i to za k ∈ {0, 1, . . . , n− 1},

pa je faktorizacija datog polinoma

Pn(x) = 2n−1
n−1∏
k=0

(
x− cos

(2k + 1)π

2n

)
.
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NAPOMENA. Ovi polinomi u literaturi su poznati kao ^ebi{evqevi polinomi

prve vrste. Definisani su na segmentu [−1, 1], koriste se za interpolaciju funkcija
iimajubrojneprimeneuteoriji aproksimacija. Izwihovefaktorizacije specijalno

dobijamo da su za svako n brojevi cos
(2k + 1)π

2n
, k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, algebarski.

547. Odaberimo proizvoqan podskup A skupa M koji ima (k + 1)! + 1 elemenata i

defini{imo funkciju f : A → Z2 × · · · × Zk+1 = B (koristimo standardne

oznake za skup ostatakaZk+1 = {0, 1, . . . , k}) sa

f((x1, x2, . . . , xk)) = (y1, y2, . . . , yk),

pri ~emu je yi ostatak pri deqewu broja xi sa i + 1, i ∈ {1, . . . , k}. Samim tim

zaista yi ∈ Zi+1. Kako je |A| = (k + 1)! + 1 > (k + 1)! = |B|, to funkcija f
nije injektivna. Prema tome, postoje dve n−torke (a1, . . . , ak), (b1, . . . , bk) ∈ A za

koje va`i f((a1, . . . , ak)) = f((b1, . . . , bk)). Odatle imamo, na osnovu definicije

funkcije f , da za svako i ∈ {1, . . . , k} va`i (i + 1)|(ai − bi). Mno`ewem datih

relacija dobijamo (k + 1)! | (a1 − b1) · · · (ak − bk).

548. Nejedna~ina ima smisla za 2x > 3a > 0 i a ̸= 1

2
. Za takve x i a nejedna~ina je

ekvivalentna nejedna~ini

x+ log2(2
x − 3a)− 2− 2 log2 a

1 + log2 a
> 0,

odnosno,

(2.104)
log2

2x − 3a

a2
+ x− 2

1 + log2 a
> 0.

Neka je 1 + log2 a > 0, tj. a >
1

2
. Tada imamo

log2
2x − 3a

a2
> 2− x ⇐⇒ 2x − 3a

a2
> 22−x ⇐⇒ 2x(2x − 3a) > 4a2.

Ozna~imo y = 2x. Re{ewa kvadratne nejedna~ine y2 − 3ay− 4a2 > 0 su y < −a ili

y > 4a. Zakqu~ujemo da su pri uslovu a >
1

2
re{ewa date nejedna~ine oni x za koje

va`i 2x > 4a, tj. x > 2 + log2 a. Kako je 2 + log2 a > 1, uslovi zadatka su ispuweni

ako je a >
1

2
i 2 + log2 a < 2, odnosno za

1

2
< a < 1.

Za 0 < a <
1

2
re{ewa nejedna~ine (2.104) su log2 3a < x < 2 + log2 a. Kako je

2 + log2 a < 1, sledi da tada x = 2 nije re{ewe nejedna~ine.

Odgovor:
1

2
< a < 1.
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549. Lako se proverava da se rastojawe bube od koordinatnog po~etkaO, osim ako se buba

nalazi na nekoj od pravih x = 0, y = 0, x = y, x = −y, strogo pove}ava nakon tri od
~etiri mogu}a koraka i strogo smawuje nakon jednog mogu}eg koraka. Me|utim, kako

je odnos koordinata ta~keP , u kojoj se buba trenutno nalazi, na po~etku iracionalan,

on }e to i ostati nakon svakog poteza i ne mo`e nastupiti nijedan od pomenutih

specijalnih slu~ajeva. Pretpostavimo da se buba nakon niza potezaP0P1 · · ·Pn = P0

vratila u ta~ku P0(1,
√
2). Primetimo da svaki mogu}i potez ima svoj inverzni

potez me|u dozvoqenim, tj. onaj kojim se buba vra}a u prethodnu ta~ku. Ako je Pi

teme ove zatvorene izlomqene linije koje je najudaqenije od ta~ke O, tada va`i

|OPi−1| < |OPi| > |OPi+1|. Prema tome, jedinimogu}i na~in da se buba nakon ta~ke
Pi pribli`i koordinatnom po~etku je da napravi inverzan potez, {to bi je vratilo

u ta~ku Pi−1. Kontradikcija! Dakle, buba ne mo`e nikada da se vrati u po~etnu

ta~ku P0.

550. Fiksirajmo proizvoqnu ta~ku A(sin t0, ln(tg(
t0
2 )) + cos t0), t0 ∈ (0, π

2 ), krive γ.
Vektor pravca tangente na krivu γ u ta~kiA je

γ′(t0) =
(
cos t0,

1

sin t0
− sin t0

)
,

pa je jedna~ina tangente

x− sin t0
cos t0

=
y − ln(tg( t02 ))− cos t0

1
sin t0

− sin t0
.

Sada se lako odre|uju koordinate prese~ne ta~ke ove tangente i y−ose, to je ta~ka
B
(
0, ln(tg( t02 )

)
, kao i du`ina du`iAB: |AB| = |

−−→
BA| = |(sin t0, cos t0)| = 1, ~ime

je dokaz zavr{en.

551. Dokaza}emo da n zadovoqava uslove zadatka ako i samo ako je n+ 1 prost broj. Neka

je prvo n+ 1 = p, p−prost. Tada je
(
n+ 1

k + 1

)
=

n+ 1

k + 1

(
n

k

)
, pa, zbog (k + 1, p) = 1,

odatle sledi da (k + 1) |
(
n

k

)
. Obrnuto, pretpostavimo da je n+ 1 slo`en i neka je

q wegov najmawi prost delilac. Tada je

1

q

(
n

q − 1

)
=

n(n− 1) · · · (n− q + 2)

q!
.

Po{to q deli n+ 1 i n+ 1− q i nijedan od brojeva izme|u wih, to prethodni izraz
nije ceo broj. Kontradikcija!

552. Iz tetivnosti ~etvorouglova SA′BB′, SB′CC ′, SC ′DD′ i SD′AA′ i iz uslova

AC ⊥ BD lakosedobija da je~etvorougaoA′B′C ′D′ tetivno--tangentni. NekasuR1

i r redom polupre~nici opisane i upisane kru`nice ~etvorouglaA′B′C ′D′. Centar

upisane kru`nice ovog ~etvorougla je o~igledno ta~ka S. Ozna~imo centar opisane
kru`nice~etvorouglaA′B′C ′D′ saT , a sredi{ta stranicaAB,BC,CD,DAredom

sa A1, B1, C1, D1. Poznato je da svih 8 ta~aka A,B,C,D,A1, B1, C1, D1 le`e na
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jednojkru`nici~iji supre~nicidu`iA1C1,B1D1. CentarT je zajedni~kosredi{te

du`i A1C1, B1D1 i OS. U paralelogramu SA1OC1 va`i |A1C1|2 + |OS|2 =

2
(( |AB|

2

)2
+
( |CD|

2

)2)
, odnosno4R2

1+d2 = 2R2. Otuda jeR1 =
1

2

√
2R2 − d2. Neka

je S′ normalna projekcija ta~ke S na pravuA′B′ i neka je φ = ^ABS i θ = ^CBS.
Iz pravouglih trouglova SS′B′, SBB′ i prethodnih tetivnosti dobijamo

r = |SS′| = |SB′| · sinφ = |SB| · sinφ · sin θ.

Kako je sinφ =
|SA|
|AB|

i sin θ =
|SC|
|BC|

, iz prethodne jednakosti sledi

r =
|SB| · |SA| · |SC|

|AB| · |BC|
.

Proizvod |SA| · |SC| predstavqa potenciju ta~ke S u odnosu na kru`nicu k, pa je
|SA| · |SC| = R2 − d2. Imaju}i u vidu da je povr{ina trouglaABC jednaka

1

2
· |SB| · |AC| = 1

2
· |AB| · |BC| · sin(φ+ θ),

kao i da va`i
sin(φ+ θ)

|AC|
=

1

2R
, iz sinusne teoreme primewene na trougao ABC

kona~no dobijamo

r =
R2 − d2

2R
.

553. Pretpostavimo prvo da jedna~ina (x+ y)−1 = x−1 + y−1 ima re{ewa uZp. Nizom

elementarnih transformacija u poqu dobijamo

(x+ y)−1 = x−1 + y−1 ⇔ x(x+ y)−1y = x+ y ⇔ xy = (x+ y)2

⇔ x2 + xy + y2 = 0.

Slu~ajx = y je nemogu} jer dobijamo 3x2 = 0, odnosno, jer jex inverzibilan element,
o~iglednu kontradikciju 3 = 0 (zbog p > 3). Daqe dobijamo

x2 + xy + y2 = 0 ⇔ x3 − y3 = 0 ⇔ x3 = y3 ⇔ (xy−1)3 = 1.

Kako je |Z∗
p| = p− 1 i kako red elementa deli red grupe, zakqu~ujemo 3 | (p− 1).

Obrnuto, iz ~iwenice 3 | (p− 1) i Ko{ijeve teoreme, postoji element x ̸= 1 tako da
va`i x3 = 1. Primetimo da je tada

x3 − 1 = 0 ⇔ (x− 1)(x2 + x+ 1) = 0 ⇔ x2 + x+ 1 = 0 ⇔ (x+ 1)2 = 1 · x
⇔ 1 + x−1 = (1 + x)−1,

~ime je zadatak re{en.
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554. Kako17 | (1+24), to17 | (2n+2n+4) za svakinenegativanceobrojn. Zato je taktika
igra~aA slede}a: u prvom potezu on zamewuje prvu zvezdicu sleva (onu ispred broja 1)
znakom+; zatim preostalih 1000 ~lanova grupi{e u 125 osmorke uzastopnih stepena,
a u okviru svake osmorkeformira ~etiri para oblika (28k+1, 28k+5), (28k+2, 28k+6),
(28k+3, 28k+7), (28k+4, 28k+8),k = 0, 1, . . . , 125; kadaigra~B zamenizvezdicunekim

znakom, igra~ A zamewuje istim znakom zvezdicu ispred drugog broja iz istog para.

Dobijeni broj pri deqewu sa 17 daje ostatak 1.

555. UigriLOTO7/39, ukupanbroj kombinacija je jednak
(
39
7

)
. Odredimobroj kombinacija

u kojima ne postoji par susednih brojeva. Zamislimo niz kuglica koje su numerisane

brojevima od 1 do 39, pri ~emu su bele boje 32 neizabrane kublice, dok su 7 izabranih
kuglica crne boje. Po{to nijedan par crnih kuglica ne sme biti susedan, imamo 33
mesta zawih. Sedam od ovih 33mesta mo`emo izabrati na

(
33
7

)
na~ina. Dakle, postoji(

39
7

)
−
(
33
7

)
kombinacijakoje sadr`ebar jedanparsusednihbrojeva. Tra`eniprocenat

jednostavno odre|ujemo: (
39
7

)
−
(
33
7

)(
39
7

) = 1−
(
33
7

)(
39
7

) ≈ 72, 23%.

556. Smenom y = x2 data jedna~ina postaje

(2.105) my2 −my +m+ 1 = 0.

Ako se x nalazi izme|u −1 i 1, y se nalazi izme|u 0 i 1. Jednostavno se dokazuje da
jedna~ina (2.105) ne mo`e imati samo jedno re{ewe izme|u 0 i 1. Zaista, u tom slu~aju
bibilof(0) ·f(1) < 0, pri ~emu jef(y) = my2−my+m+1, odnosno (m+1)2 < 0.

Jedna~ina (2.105) ima dva re{ewa izme|u 0 i 1 ako su ispuweni slede}i uslovi:

• D > 0, tj. m2 − 4m(m+ 1) > 0, {to je ispuweno zam ∈
[
−4

3
,+∞

)
;

• mf(0) > 0, tj. m(m+ 1) > 0, {to je ispuweno zam ∈ (−∞,−1) ∪ (0,+∞);

• mf(1) > 0, tj. m(m+ 1) > 0, {to je ispuweno zam ∈ (−∞,−1) ∪ (0,+∞);

• f ′(0)f ′(1) < 0, tj. za−m2 < 0{to je isuweno za svakom ̸= 0.

Svi uslovi su ispuweni zam ∈
[
−4

3
,−1

)
. Za ove vrednostim je:

0 < y1 < y2 < 1 ⇒ −1 < −√
y1 < −√

y2 < 0 <
√
y1 <

√
y2 < 1,

odnosno sva re{ewa date jedna~ine se nalaze u intervalu (−1, 1).

557. Pretpostavimo da brojevi a1b1, a2b2, . . . , a11b11 imaju razli~ite ostatke pri deqewu
sa 11. Ne umawuju}i op{tost, mo`emo pretpostaviti da je a1b1 ≡ 0 (mod 11). Neka
je x = (a2b2)(a3b3) · · · (a11b11). S jedne strane tada je x ≡ 10! ≡ 10 (mod 11). S
druge strane, kako je aibi ̸≡ 0 (mod 11), za i = 2, 3, . . . , 11, to je a1 = b1 = 11, pa je
x = (a2a3 · · · a11)(b2b3 · · · b11) ≡ (10!)2 ≡ 102 ≡ 1 (mod 11). Kontradikcija!
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558. Neka |S| ozna~ava broj elemenata skupa S. Neka su B1, B2, . . . , Bn ⊆ A takvi da

va`i |Bi| = 3 i |Bi ∩ Bj | ̸= 2, za i, j = 1, 2, . . . , n. Ako a ∈ A pripada skupovima

B1, B2 . . . , Bk , tada je |Bi ∩Bj | = 1, za i, j = 1, 2, . . . , k. Kako je

8 = |A| > |B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bk| = 1 + 2k,

dobijamo da je k 6 3. Dakle, svaki element skupa A je element najvi{e 3 skupa

B1, . . . , Bn. Prema tome, 3n 6 8 · 3, odakle je n 6 8. Da je 8 mogu}i broj podskupova
pokazuje slede}i primer:

B1 = {1, 2, 3}, B2 = {1, 4, 5}, B3 = {1, 6, 7}, B4 = {8, 3, 4},
B5 = {8, 2, 6}, B6 = {8, 5, 7}, B7 = {3, 5, 6}, B8 = {2, 4, 7}.

559. Konstrui{imo normalu iz temena B na AC (to je ujedno i normala na DG). Neka

ta normala se~e AC u ta~ki K , a DG u ta~ki L (slika 2.85). Kako je ^ABK =
90◦ − ^DBL = ^BDL i AB = DB, to su pravougli trouglovi ABK i BDL
podudarni, pa jeAK = BL. Sli~no se pokazuje da su i pravougli trougloviCBK i

BGL podudarni i da jeBL = CK . Prema tome,AK = CK , pa je iAB = BC .

Slika 2.85.

560. Za 0 6 r 6 n polinom(
x

r

)
=

x(x− 1)(x− 2) · · · (x− r + 1)

r!

je stepena r. Posmatrajmo polinom

Q(x) =

(
x

0

)
+

(
x

1

)
+ · · ·+

(
x

n

)
,

koji je stepena n. Prema binomnoj teoremi je Q(k) = (1 + 1)k = 2k za sve k =
0, 1, . . . , n. Prema tome, P (x) = Q(x) za sve x, pa je

P (n+ 1) = Q(n+ 1) =

(
n+ 1

0

)
+

(
n+ 1

1

)
+ · · ·+

(
n+ 1

n

)
= 2n+1 − 1.
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561. Tra`ena nejednakost je ekvivalentna nejednakosti

a1 + · · ·+ an−1 −
n2 + n− 2

2
an +

n(n− 1)

2
an+1 > 0.

Lako se mo`e pokazati (ostavqa se ~itaocima da to poka`u) da je

a1 + · · ·+ an−1 −
n2 + n− 2

2
an +

n(n− 1)

2
an+1

=

n∑
k=2

k(k − 1)

2
(ak−1 − 2ak + ak+1) > 0.

562. Iz f(0 + 0) 6 f(0) + f(0) sledi da je 0 6 f(0). Kako je f(0) 6 0, to je f(0). daqe,
za svako x ∈ R va`i

0 = f(x+ (−x)) 6 f(x) + f(−x) 6 x+ (−x) = 0,

pa je f(x) + f(−x) = 0, tj.−f(−x) = f(x) za sve x ∈ R. Kako je f(−x) 6 −x, to je
x 6 −f(−x) = f(x) 6 x, odakle dobijamo da je f(x) = x za sve x ∈ R.

563. Za n = 1, 2, 3, 4, 5, 6 koli~nik f(n + 1)/f(n) ima redom vrednosti 3, 8/3, 22/8,
65/22, 209/65 i 732/209. Minimum tih koli~nika je 8/3. Pokaza}emo da za n > 6
va`i f(n+ 1)/f(n) > 3 > 8/3. To sledi iz

f(n+ 1) > 1n+1 + 2n + 3n−1 + 4n−2 + 5n−3 + 6n−4 + · · ·+ (n− 1)3 + n2

> 1n+1 + 2n + 3n−1 + 4n−2 + 5n−3 + 3
(
6n−5 + · · ·+ (n− 1)2 + n

)
= 1n+1 + · · ·+ 5n−3 + 3

(
f(n)− 1n − 2n−1 − 3n−2 − 4n−3 − 5n−4

)
= 3f(n) + 2(5n−4 − 1) + 2n−1(2n−5 − 1) > 3f(n).

564. Neka jeH podno`je visineizAnaBC (slika2.86) ineka suα,β iγ unutra{wiuglovi
trougla ABC kod temena A, B i C , respektivno. Va`i ^BDC = 90◦ = ^BEC ,

DF = BD sinβ = BC cosβ sinβ i, sli~no,EG = BC cos γ sin γ.

Slika 2.86.

Sada je
GM

MD
=

EG

FD
=

cosβ sinβ

cos γ sin γ
=

cosβ

cos γ

AB

AC
.
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Kako jeBH = AB cosβ iHG = AE cos γ, dobijamo

BH

HG
=

AB cosβ

AE cos γ
=

AC cosβ

AD cos γ
,

pa je
BH

HG

GM

MD

DA

AB
= 1.

Na osnovu obrnuteMenelajeve teoreme sledi da su ta~keA,M iH kolinearne, tj. da

jeAM ⊥ BC .

565. Poka`imo najpre da se svaki ceo broj mo`e predstaviti u datom obliku bar na jedan

na~in. Ako se broj k mo`e predstaviti na dati na~in, onda se i broj −k mo`e

predstaviti na dati na~in promenom svih znakova, pa je dovoqno da posmatramo samo

nenegativne brojeve. Kqu~ni deo dokaza je identitet

(m+ 1)2 − (m+ 2)2 − (m+ 3)2 + (m+ 4)2 = 4,

kao i jednakosti 0 = 4 − 4 = −12 − 22 + 32 − 42 + 52 + 62 − 72, 1 = 12, 2 =
−12 − 22 − 32 + 42 i 3 = −12 + 22. Zbog uo~enog identiteta, ako se broj k
mo`e predstaviti u datom obliku, onda se i broj k + 4 tako|e mo`e predstaviti u

datom obliku. Na osnovu principa matemati~ke indukcije zakqu~ujemo da se svaki

nenegativan ceo broj (a time i svaki ceo broj) mo`e predstaviti u datom obliku. Da

bismo pokazali da postoji beskona~no mnogo prezentacija datog oblika dovoqno je

da primetimo da va`i 0 = 4− 4 = (m+ 1)2 − (m+ 2)2 − (m+ 3)2 + (m+ 4)2−
(m+5)2+(m+6)2+(m+7)2− (m+8)2. Dakle, kada imamo jednu reprezentaciju
broja k, dodavawem 8 ~lanova dobijamo novu reprezentaciju.

566. Neka je d(n) broj cifara brojaAn: d(1) = d(2) = 1 i d(n) = d(n − 1) + d(n − 2)
po konstrukciji. Proces dopisivawa cifara daje rekurentnu relaciju

An = An−1 · 10d(n−2) +An−2,

odakle je An ≡ An−1 · (−1)d(n−2) + An−2 (mod 11). Ovo sugeri{e da treba

analizirati parnost za d(n). Indukcijom se lako mo`e pokazati da je d(n) parno
samo kada je n ≡ 0 (mod 3), pa va`i

A3k+1 ≡ A3k +A3k−1 (mod 11),

A3k ≡ −A3k−1 +A3k−2 (mod 11),

A3k−1 ≡ −A3k−2 +A3k−3 (mod 11).

Jednostavno se izra~unava da je A7 ≡ A1 (mod 11) i A8 ≡ A2 (mod 11), pa
kori{}ewem gorwe triformule indukcijom dobijamo da jeAn+6 ≡ An (mod 11) za
sve n. Prema tome,An ≡ 0 (mod 11) ako i samo ako je n ≡ 1 (mod 6).

567. Kako je zbir unutra{wih uglova u konveksnom{estouglu 720◦, sledi da jeα1 + α3 +
α5 = α2+α4+α6 = 360◦, pa se temenaA1,A3,A5 osnom simetrijom redom u odnosu

na praveA6A2,A2A4,A4A6 preslikavaju u istu ta~kuO (slika 2.87).
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Slika 2.87.

(PreslikajmoA1 u odnosu naA6A2 u ta~kuO. Neka jeOp poluprava koja nekonveksan
ugao A6OA2 deli na dva ugla veli~ine α3 i α5: ^A2Op = α3 i ^A6Op = α5. Na

polupravojOpuo~imota~kuAda jeOA jednakostranici{estougla. Iz△A2A3A4
∼=

△A2OA i △A4A5A6
∼= △A6OA sledi da je A2A4 = A2A i A4A6 = A6A, pa se

ta~keA4 iA poklapaju.)

Naspramni uglovi romba su jednaki, pa je α1 = ^A6OA2, α3 = ^A2OA4, α5 =
^A4OA6. Po{to su kraci uglova A6OA2 i A5A4A3 paralelni i jednako usmereni

sledi da su jednaki pa je α1 = α4, Sli~no se zakqu~uje da je α2 = α5 i α3 = α6.

568. Pretpostavimo da se decimalni zapis broja b sastoji od n cifara. Tada je:

b

a
= a+

b

10n
, odnosno, 10n(b− a2) = ab.

Iz posledwe jednakosti sledi da je b > a2 > a. Po{to su brojevi a i b uzajamno
prosti, brojevi b− a2 i ab tako|e moraju biti uzajamno prosti. (Zaista, ako bi p bio
zajedni~ki prost delilac brojeva b − a2 i ab, onda bi iz p | ab sledilo da p | a ili
p | b; iz p | a ip | (b−a2) sledi da p | b, {to je nemogu}e; iz p | b i p | (b−a2) sledi da
p | a2, pa i p | a, {to je ponovo nemogu}e.) Odavde daqe zakqu~ujemo da je b− a2 = 1,
odnosno da je ab = 10n. Po{to su a i b uzajamno prosti mogu}a su dva slu~aja:

• b = 10n, a = 1;

• b = 5n, a = 2n.

Po{to u prvom slu~aju nije mogu}a jednakost b − a2 = 1, ostaje da razmotrimo samo
drugi slu~aj. Ako je b = 5n i a = 2n, jednakost b− a2 = 1 postaje

5n − 4n = 1, odakle dobijamo da je

(
5

4

)n

= 1 +

(
1

4

)n

.
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Niz f(n) =

(
5

4

)n

je rastu}i, dok je niz g(n) = 1 +

(
1

4

)n

opadaju}i, {to zna~i

da jedna~ina f(n) = g(n) (po n) mo`e imati najvi{e jedno re{ewe. Po{to je

f(1) = g(1), zakqu~ujemo da je 1 i jedino re{ewe posledwe jedna~ine. Dakle, a = 2,
b = 5.

569. Pretpostavimo da se p mo`e faktorisati. Tada je p(x) = (x − b)f(x) ili p(x) =
(x2 − cx+ d)g(x). U prvom slu~aju je b5 − b+ a = p(b) = 0. Prema maloj Fermaovoj
teoremi va`i b5 ≡ b (mod 5), pa 5 | (b5 − b), tj. 5 | a, {to je kontradikcija.
Razmotrimo sada drugu mogu}nost. Ako polinom x5 − x + a podelimo polinomom

x2 − cx + d, ostatak je (c4 − 3c2d + d2 − 1)x + a − c3d + 2cd2. Taj ostatak mora
biti jednak nuli, jer je po pretpostavci x2 − cx+ dfaktor polinoma x5 − x+ a, pa
je c4 − 3c2d+ d2 − 1 = a− c3d+2cd2 = 0. Tada je i b(c4 − 3c2d+ d2 − 1)− 3(a−
c3d+ 2cd2) = 0, tj. c5 − c− 3a− 5cd2 = 0, {to implicira da je 3a = c5 − c− 5cd2

deqivo sa 5. Kontradikcija!

570. Kako je z = −(x+ y), imamo

(
x2 + y2 + z2

)3
=
(
x2 + y2 + (x+ y)2

)3 >
(
3

2
(x+ y)2

)3

=
27

8
(x+ y)4(x+ y)2

> 27

8
(2
√
xy)

4
(x+ y)2 = 6

(
3xy(x+ y)

)2
= 6
(
x3 + y3 − (x+ y)3

)2
= 6
(
x3 + y3 + z3

)2
.

Napomenimo da je prvo kori{}ena nejednakost izme|u aritmeti~ke i kvadratne sre-

dine, a zatim nejednakost izme|u aritmeti~ke i geometrijske sredine.

571. Neka je f(1) = t. Za x = 1 iz tre}e osobine funkcije f dobijamo tf(t + 1) = 1,
odakle zakqu~ujemo da je t ̸= 0 i f(t + 1) = 1/t. Za x = t + 1 iz tre}e osobine

funkcije f imamo

f(t+ 1)f
(
f(t+ 1) +

1

t+ 1

)
= 1,

pa je

f
(1
t
+

1

t+ 1

)
= t = f(1).

Po{to je funkcija f strogo rastu}a, to je
1

t
+

1

t+ 1
= 1, odnosno, t2 − t − 1 = 0.

Re{ewa prethodne jedna~ine su t1,2 = (1±
√
5)/2. Ako bi bilo t = (1+

√
5)/2 > 0,

tada bismo imali 1 < t = f(1) < f(1 + t) = 1/t < 1, {to je nemogu}e. Prema tome,
f(1) = t = (1 −

√
5)/2. Napomenimo da je f(x) = (1 −

√
5)/(2x) funkcija koja

zadovoqava navedene osobine.

572. Neka su du`ine stranica a, b, c, d. Pretpostavimo da ne postoje dve stranice koje

imaju istu du`inu i da je a < b < c < d. Tada je d < a+ b+ c < 3d i d | (a+ b+ c),
pa je a+ b+ c = 2d. Sada svaki od brojeva a, b, c, d deli a+ b+ c+ d = 3d. Neka je
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x = 3d/a, y = 3d/b i z = 3d/c. Kako je a < b < c < d, to je x > y > z > 3, pa je
z > 4, y > 5 i z > 6. Me|utim, tada je

2d = a+ b+ c 6 3d

6
+

3d

5
+

3d

4
< 2d.

Kontradikcija! Dakle, dve stranice moraju imati jednaku du`inu.

573. Neka je A′ podno`je visine iz A na BC (slika 2.88). Ta~ke A′, B′, C ′ iM le`e na

jednoj kru`nici Γ (kru`nica koja sadr`i devet ta~aka: podno`ja visina u trouglu,

sredi{ta stranica i sredi{ta du`i koja spajaju temena sa ortocentrom trougla), to

je (potencija ta~keD u odnosu na kru`nicu Γ)

(2.106) DB′ ·DC ′ = DA′ ·DM.

Kako je^AC ′H = ^AB′H = 90◦, to ta~keA,C ′, H iB′ le`e na kru`niciΓ1, ~iji

je centar ta~kaX , sredi{te du`iAH . Tako|e,^HA′M = 90◦, pa ta~keH,A′ iM
le`e na kru`nici Γ2 sa centrom u ta~ki Y , koja je sredi{te du`i HM . Jednakost

(2.106) sada zna~i da je ta~kaD ima istu potenciju u odnosu na kru`nice Γ1 i Γ2, pa

se ona mora nalaziti na potencijalnoj (radikalnoj) osi, koja je ortogonalna na du`

XY koja spaja centre kru`nica Γ1 i Γ2. Me|utim, du`XY je sredwa linija trougla

AMH , pa jeXY ∥ AM . Dakle,DH ⊥ XY iXY ∥ AM , pa jeDH ⊥ AM .

Slika 2.88. Slika 2.89.

574. Neka jeD prese~na ta~aka praveAI i opisanog kruga oko△ABC (slika 2.89). Kako

je ^CAD = ^BAD, to je DC = DB. Daqe, iz ^BID = ^BAD + ^ABI =
^CAD+^CBI = ^DBC+^CBI = ^DBI zakqu~ujemo da jeDB = DI . Dakle,
DC = DB = DI .

^etvorougaoABDC je tetivni, pa na osnovu Ptolomejeve teoreme (proizvod dijago-

nala tetivnog ~etvorougla jednak je zbiru proizvoda wegovih naspramnih stranica)

va`i

AD ·BC = AB · CD +AC ·DB = (AB +AC) ·DI,



284

odakle dobijamo da jeDI =
AD ·BC

AB +AC
.

Kako je △AOD jednakokrak (AO = OD), to je ^AIO 6 90◦ ako i samo ako je

DI 6 AD/2, {to je ekvivalentno sa 2BC 6 AB +AC .

575. ^lanovi datog niza su 2, 5, 11, 8, 65,−766, . . .. Prime}ujemo da je razlika svaka

dva uzastopna ~lana deqiva sa 3. Doka`imo to, tj. doka`imo da za sve ~lanove

niza va`i an ≡ 2 (mod 3). Jasno, a1, a2 ≡ 2 (mod 3). Pretpostavimo da za

neka dva uzastopna ~lana niza an i an+1 va`i an, an+1 ≡ 2 (mod 3). Tada je

an+2 ≡ (2−n2) ·2+(2+n2) ·2 = 8 ≡ 2 (mod 3). Naosnovuprincipamatemati~ke
indukcije zakqu~ujemo da je an ≡ (mod 3) za sve prirodne brojeve n. Prema tome,
za bilo koja tri prirodna broja p, q, r je apaq ̸= ar , jer je apaq ≡ 4 ̸≡ 2 (mod 3).

576. Pretpostavimo da je n najmawi prirodan broj za koji se pn mo`e predstaviti kao

zbir dva pozitivna kuba, npr. pn = a3 + b3 = (a + b)(a2 − ab + b2). Tada je

a + b = pk i a2 − ab + b2 = pn−k . Kako je a + b > 2, to je k > 0. Tako|e, iz

a2+ b2 > 2ab dobijamo da je a2−ab+ b2 > ab > 1, pa zakqu~ujemo da jen > k. Kako
je 3ab = (a + b)2 − (a2 − ab + b2) = p2k − pn−k , 0 < k < n, to p | (3ab). Po{to
je p > 3, to p | a ili p | b, a zbog a + b = pk , zakqu~ujemo da p | a i p | b. Neka je
a = pA i b = pB. Tada jeA3 + B3 = (a3 + b3)/p3 = pn−3, {to je u kontradikciji

sa pretpostavkom da je n najmawi prirodan broj za koji se pn mo`e predstaviti kao

zbir dva pozitivna kuba.

Za p = 2 pretpostavimo da je a3 + b3 = 2n. Ako je a + b > 2, tada 2 | a i 2 | b i
(a/2)3 + (b/2)3 = 2n−3, pa zakqu~ujemo da je a = b = 2k i n = 3k + 1.

Za p = 3 pretpostavimo da je a3 + b3 = 3n. Ako je a + b = 3k i a2 − ab + b2 =
3n−k > 32, tada 9 | (3ab), pa 3 | a i 3 | b (zbog a+ b = 3k) i (a/3)3 + (b/3)3 = 3n−3.

Ina~e, imamo 3 = a2 − ab + b2 > ab, pa je tada a + b = 3. U ovom slu~aju su a i b
jednaki 2 · 3k i 3k , a n = 3k + 2.

577. Broj420imanavedenuosobinu jer je420 = 3·4·5·7i7 < 3
√
420 < 8. Neka jen > 420

brojkojiimanavednuosobinu. Tadabrojevi3, 4, 5, 7delen, pa jen > 840 > 729 = 93.
Tada su brojevi 5, 7, 8, 9 delioci broja n, pa je n > 5 · 7 · 8 · 9 = 2520 > 2197 = 133.
Tadabrojevi5, 7, 8, 9, 11, 13delen, pa jen > 5·7·8·9·11·13 > 6859 = 193. Neka jek
prirodan broj takav da je 19k < 3

√
n < 19k+1. Tada 5k, 7k, 9k, 11k, 13k, 16k, 17k, 19k

dele n, {to nas dovodi do slede}e kontradikcije

n > 5k · 7k · 9k · 11k · 13k · 16k · 17k · 19k

= 19k(4 · 5)k(3 · 7)k(2 · 11)k(2 · 13)k(3 · 17)k > 193k+3 > n.

Prema tome, tra`eni najve}i prirodan broj sa navedenom osobinom je 420.

578. Neka jexn brojn-tocifrenih brojeva koji zadovoqavaju navedeni uslov. Tada je x1 =
3, x2 = 7. Neka je yn broj n-tocifrenih brojeva koji zadovoqavaju navedeni uslov i
po~iwu cifrom 1. Mewaju}i 1 i 3 lako se vidi da je yn i broj n-tocifrenih brojeva
koji zadovoqavaju navedeni uslov i po~iwu cifrom 3. Razmatrawem mogu}nosti da

cifre 1, 2, 3 budu na po~etku n-tocifrenog broja dobijamo da je xn+1 = 3xn − 2yn i
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yn+1 = xn − yn. Re{avawem prve jedna~ine po yn i zamenom u drugu jedna~inu dobi-
jamo diferencnu jedna~inu xn+2 − 2xn+1 − xn = 0. Uvedimo i x0 = x2 − 2x1 = 1.
Karakteristi~na jedna~ina dobijene diferencne jedna~ine je r2 − 2r − 1 = 0, pa
su wena re{ewa r1,2 = 1 ±

√
2. Prema tome, op{te re{ewe dobijene diferencne

jedna~ine je xn = α(1+
√
2)n + β(1−

√
2)n. Konstanteα i β nalazimo iz po~etnih

uslova x0 = 1 i x1 = 3: α = (1 +
√
2)/2 i β = (1−

√
2)/2. Kona~no,

xn =
(1 +

√
2)n+1 + (1−

√
2)n+1

2
.

579. (a) Pretpostavimo, suprotno tvr|ewu zadatka, da u grupi postoji osoba A koja nije

stidqiva. Ta osoba ima bar tri stidqiva prijateqa. Neka je B jedan od wih. Po

uslovu zadatka,B tako|e ima bar tri stidqiva prijateqa. Kako jeA prijateq osobe

B, B ima bar ~etiri prijateqa, {to je kontradikcija (B je stidqiva osoba). Prema

tome, sve osobe u grupi su stidqive.

(b) Prema uslovu zadatka, svaka osoba u grupi ima bar tri prijateqa. S druge strane,

svi qudi u grupi su stidqivi, tj. svaki ima najvi{e tri prijateqa. Prema tome, svaka

osoba ima ta~no tri prijateqa. Neka je n ukupan broj osoba u grupi. Tada postoji

ta~no 3n parova prijateqa u grupi (svaki par je ra~unat dva puta). Zato je n paran

broj ve}i od 2. Pokaza}emo da bilo koji paran broj n > 4 mo`e biti broj osoba u
posmatranoj grupi. Pretpostavimo da sve osobe sede za okruglim stolom i svaka je

prijateqsvoglevogidesnog susedaiosobekoja sedinadijametralno suprotnommestu.

Lako se vidi da ta grupa osoba zadovoqava uslove zadatka.

580. Jednakost
1

a
+

1

b
=

1

c
ekvivalentna je jednakosti

a− c

c
=

c

b− c
. Pretpostavimo da

je
a− c

c
=

c

b− c
=

p

q
,

gde su p i q prirodni brojevi takvi da je nzd(p, q) = 1. Tada je

a

p+ q
=

c

q
i

b

p+ q
=

c

p
,

pa je
a

p(p+ q)
=

b

q(p+ q)
=

c

pq
.

Kako jenzd(p, q) = 1, to je inzd(p(p+q), q(p+q), pq) = 1. Kako jenzd(a, b, c) = 1,
to je a = p(p+ q), b = q(p+ q) i c = pq. Prema tome, a+ b = (p+ q)2.

581. Ako polinomP (x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an zadovoqava navedene uslove, onda i
−P (x) tako|e zadovoqava navedene uslove. Zato mo`emo pretpostaviti da je a0 = 1.
Neka su r1, . . . , rn wegove nule. Tada je

r21 + · · ·+ r2n = a21 − 2a2 i r21 · · · r2n = a2n.
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Ako su svi koreni realni, onda nejednakost aritmeti~ke i geometrijske sredine daje
a21 − 2a2

n
> a

2/n
n . Kako su a1, a2 ∈ {1,−1}, to mora biti a2 = −1 i n 6 3. Sada

jednostavnomproveromdobijamotra`enepolinome: ±(x−1),±(x+1),±(x2+x−1),
±(x2 − x− 1),±(x3 + x2 − x− 1) i±(x3 − x2 − x+ 1).

582. Neka je xk =
√
ak −√

ak+1. Tada je ak = (xk + xk+1 + · · ·+ xn)
2 i

n∑
k=1

ak =
n∑

k=1

(xk + xk+1 + · · ·+ xn)
2 =

n∑
k=1

kx2
k + 2

∑
16i,j6n

ixixj

6
n∑

k=1

kx2
k + 2

∑
16i,j6n

√
ij xixj =

(
n∑

k=1

√
k xk

)2

.

583. Pretpostavimo da se AD, BE i CF seku u ta~ki X (slika 2.90). Iz sli~nosti

trouglova ABX i EDX sledi
AB

DE
=

BX

DX
. Sli~no,

CD

FA
=

DX

FX
i
EF

BC
=

FX

BX
.

Mno`ewem ovih jednakosti dobijamo

AB · CD · EF

DE · FA ·BC
= 1, tj. AB · CD · EF = BC ·DE · FA.

Pretpostavimo sada da je

(2.107) AB · CD · EF = BC ·DE · FA

i da se dijagonale AD, BE i CF ne seku u jednoj ta~ki. Neka je X ta~ka preseka

dijagonalaAD iBE i neka pravaCX se~e krug u ta~kiF ′. Na osnovu dokazanog dela

sledi

AB · CD · EF ′ = BC ·DE · F ′A.

Deqewem posledwe jednakosti sa (2.107) dobijamo
EF ′

EF
=

F ′A

FA
.

Slika 2.90. Slika 2.91. Slika 2.92.

Ako je ta~ka F ′ na luku EF (slika 2.91), tada je FA < F ′A i EF ′ < EF , pa je
EF ′

EF
< 1 <

F ′A

FA
. Ako je ta~ka F ′ na luku AF (slika 2.92), tada je F ′A < FA i

EF < EF ′, pa je
F ′A

FA
< 1 <

EF ′

EF
. Kontradikcija! Dakle, F = F ′.
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584. Za n = 2m posmatrajmo permutaciju (m + 1, 1,m + 2, 2, . . . ,m + m,m), a za n =
2m+1 permutaciju (m+1, 1,m+2, 2, . . . ,m+m,m, 2m+1) (ovakve permutacije
sugeri{u slu~ajevi n = 2, 3, 4, 5).

Ako je k = 2j − 1, 0 6 j 6 m, tada je

(m+ 1) + 1 + · · ·+ (m+ j) = mj +
j(j + 1)

2
+

(j − 1)j

2
= j(m+ j).

Ako je k = 2j, 0 6 j 6 m, tada je

(m+ 1) + 1 + · · ·+ (m+ j) + j = mj + 2 · j(j + 1)

2
= j(m+ j + 1).

585. Posmatrajmo niz (vn)
+∞
n=0 dat sa v0 = 1, v1 = 1 i vn = (n − 1)vn−2 za sve n > 2.

O~igledno su svi ~lanovi niza (vn) celi brojevi.

Doka`imo matemati~kom indukcijom da va`i vnvn+1 = n! za sve n > 0. Za n = 0
je v0v1 = 1 · 1 = 1 = 0!, pa tvr|ewe va`i. Pretpostavimo da je vn−1vn = (n − 1)!.
Kako je vn+1 = nvn−1, to je vnvn+1 = nvn−1vn = n · (n − 1)! = n!. Time smo

dokazali da tvr|ewe va`i za sve n > 0.

Doka`imosadaindukcijomda jeun = vn zasven > 0. Zan ∈ {0, 1, 2} jeun = 1 = vn.
Pretpostavimo sada da za n > 3 va`i un−3 = vn−3, un−2 = vn−2 i un−1 = vn−1.

Tada je (n− 3)! = unun−3 − un−1un−2, pa je

un =
(n− 3)! + un−1un−2

un−3
=

(n− 3)! + vn−1vn−2

vn−3

=
vn−3vn−2 + (n− 2)vn−3vn−2

vn−3

= vn−2 + (n− 2)vn−2 = (n− 1)vn−2 = vn.

Dakle, un = vn, za sve n > 0, pa su svi ~lanovi niza (un) celi brojevi.

586. Za x = 1 imamo f
(
f(y) + 1

)
= y + f(1). Za bilo koji realan broj a neka je

y = a − f(1). Tada je f
(
f(y) + 1

)
= a, pa je funkcija f sirjektivna. Specijalno,

postoji b takvo da je f(b) = −1. Tako|e, ako je f(c) = f(d), tada je

c+ f(1) = f
(
f(c) + 1

)
= f

(
f(d) + 1

)
= d+ f(1),

pa je c = d, tj. funkcija f je injektivna.

Za x = 1 i y = 0 dobijamo f
(
f(0)+ 1

)
= f(1). Kako je f injektivna, zakqu~ujemo da

je f(0) = 0.

Za x ̸= 0 neka je y = −f(x)

x
. Tada je

f
(
xf(y) + x

)
= 0 = f(0),

pa zbog injektivnosti zakqu~ujemo da je xf(y) + x = 0. Tada je

f
(
−f(x)

x

)
= f(y) = −1 = f(b).
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Dakle,−f(x)

x
= b za sve x ̸= 0, tj. f(x) = −bx. Zamenom u datu jedna~inu dobijamo

da je b2 = 1, tj. da je f(x) = x ili f(x) = −x.

587. Po pretpostavci je s(n1) < 0,8n1 za neko n1 i s(n2) > 0,8n2 za neko n2 > n1.

Odredimo najmawe n takvo da je n > n1 i s(n) > 0,8n. Tada je n ̸= n1 i s(n − 1) <
0,8(n− 1). Ako je n−to slobodno bacawe proma{eno, tada je

s(n) = s(n− 1)0,8(n− 1) < 0,8n 6 s(n).

Kontradikcija! Ako jen−to slobodno bacawe pogo|eno, tada je s(n) = s(n− 1)+ 1,
pa je

0 6 5s(n)− 4n = 5s(n− 1) + 5− 4n < 4(n− 1) + 5− 4n = 1.

Kako je 5s(n)− 4n ceo broj, to mora biti 5s(n)− 4n = 0, tj. s(n) = 0,8n, {to zna~i
da je morao postojati trenutak tokom sezone u kom je s(n) bio jednak ta~no 80% od n.

588. Neka je Sn broj re~i du`ine n u kojima se slovo a javqa paran broj puta, a Tn broj

re~i du`ine n u kojima se slovo a javqa neparan broj puta. Tada je Sn + Tn = 3n.
Me|u Sn re~i du`ine n u kojima se slovo a javqa paran broj puta ima Tn−1 re~i

koje se zavr{avaju slovom a i 2Sn−1 re~i koje se zavr{avaju slovom b ili c. Dakle,
Sn = Tn−1 + 2Sn−1. Sli~no, Tn = Sn−1 + 2Tn−1. Oduzimaju}i prethodne dve

jednakosti dobijamoSn − Tn = Sn−1 − Tn−1, pa jeSn − Tn = S1 − T1 = 2− 1 = 1,
pa je Sn = (3n + 1)/2.

589. ^etiri ta~ke ne mogu sve le`ati sa iste strane �interesantne� ravni, jer bi u suprot-

nom le`ale u ravni koja je paralelna �interesantnoj� ravni, pa bi bile komplanarne.

Prema tome, ostaju dve mogu}nosti:

(a) da tri ta~ke le`e sa jedne strane �interesantne� ravni;

(b) da po dve ta~ke le`e sa svake strane �interesantne� ravni.

U slu~aju (a) postoji samo jedna �interesantna� ravan i ona je paralelna ravni α
koja sadr`i tri ta~ke i prolazi kroz sredi{te du`i koja spaja ~etvrtu ta~ku i wenu

normalnu projekciju na ravan α. Od date ~etiri ta~ke jednu koja }e biti sa druge

strane �interesantne� ravni mo`emo izabrati na 4 na~ina, tako da u ovom slu~aju

postoje ukupno 4 �interesantne� ravni.

U slu~aju (b) tako|e postoji jedna �interesantna� ravan. Dva para ta~aka u ovom

slu~aju odre|uju dve mimoilazne prave i prostoru. Posmatrajmo dve ravni, od kojih

svaka sadr`i jednu od mimoilaznih pravih i paralelna je drugoj. Tada je ravan koja

se nalazi izme|u te dve ravni, na jednakom rastojawu od wih �interesantna� ravan. U

ovom slu~aju od 4 ta~ke parove od po dve ta~ke mo`emo izabrati na 3 na~ina.

Sabiraju}i brojeve �interesantnih� ravni u slu~ajevima (a) i (b) vidimo da ih ima

ukupno 7.

590. Re{ewe. Trebaodreditisvevrednostiparametramzakoje jeskupre{ewanejedna~ine√
5x2 +mx+ 2 > 1 + 2x jednakR. Datu nejedna~inu re{avamo koriste}i poznate

ekvivalencije:
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√
5x2 +mx+ 2 > 1 + 2x

⇔
(
5x2 +mx+ 2 > (1 + 2x)2 ∧ 1 + 2x > 0

)
∨
(
5x2 +mx+ 2 > 0 ∧ 1 + 2x < 0

)
⇔
(
x2 + (m− 4)x+ 1 > 0 ∧ x > −1

2

)
∨
(
5x2 +mx+ 2 > 0 ∧ x < −1

2

)
.

Ako sa R′
m ozna~imo skup re{ewa nejedna~ine x2 + (m − 4)x + 1 > 0, a sa R′′

m

ozna~imo skup re{ewa nejedna~ine 5x2 + mx + 2 > 0, dobijamo da je skup re{ewa
polazne nejedna~ineRm jednak:

Rm =
(
R′

m ∩
[
−1

2
,+∞

))
∪
(
R′′

m ∩
(
−∞,−1

2

))
.

JednakostRm = R }e biti ispuwena ako i samo ako va`e slede}a dva uslova:

(2.108)
[
−1

2
,+∞

)
⊆ R′

m

i

(2.109)
(
−∞,−1

2

)
⊆ R′′

m.

Uslov (2.108) bi}e ispuwen ako i samo ako je ispuwen jedan od slede}a dva uslova:

1.1) jedna~ina x2 + (m− 4)x+ 1 = 0 nema realnih re{ewa (i tada jeR′
m = R);

1.2) jedna~ina x2 + (m− 4)x+ 1 = 0 ima realnih re{ewa koja su oba mawa od−1

2
(ako su x1 i x2 realna re{ewa posmatrane jedna~ine, pri ~emu je x1 6 x2, onda

jeR′
m = (−∞, x1) ∪ (x2,+∞)).

1.1) Jedna~ina x2 + (m − 4)x + 1 = 0 nema realnih re{ewa ako i samo ako je

D = (m− 4)2 − 4 = m2 − 8m+ 12 < 0, tj. ako i samo akom ∈ (2, 6).

1.2) Jedna~ina x2 + (m − 4)x + 1 = 0 ima realnih re{ewa koja su oba mawa od−1

2
ako i samo ako va`i

m2 − 8m+ 12 > 0 ∧ x1 < −1

2
∧ x2 < −1

2

⇔m ∈ (−∞, 2] ∪ [6,+∞) ∧ x1 +
1

2
< 0 ∧ x2 +

1

2
< 0

⇔m ∈ (−∞, 2] ∪ [6,+∞) ∧ x1 +
1

2
+ x2 +

1

2
< 0 ∧

(
x1 +

1

2

)(
x2 +

1

2

)
> 0

⇔m ∈ (−∞, 2] ∪ [6,+∞) ∧ x1 + x2 < −1 ∧ x1x2 +
1

2
(x1 + x2) > −1

4

⇔m ∈ (−∞, 2] ∪ [6,+∞) ∧ 4−m < −1 ∧ 1 +
1

2
(4−m) > −1

4

⇔m ∈ (−∞, 2] ∪ [6,+∞) ∧m ∈ (5,+∞) ∧m ∈
(
−∞,

13

2

)
⇔m ∈

[
6,

13

2

)
.
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Dakle, uslov (2.108) je ispuwen ako i samo akom ∈ (2, 6) ∪
[
6,

13

2

)
=
(
2,

13

2

)
Uslov (2.109) bi}e ispuwen ako i samo ako je ispuwen jedan od slede}a dva uslova:

2.1) jedna~ina 5x2 +mx+ 2 = 0 nema realnih re{ewa (i tada jeR′′
m = R);

2.2) jedna~ina 5x2 +mx + 2 = 0 ima realnih re{ewa koja su oba ve}a ili jednaka

−1

2
(ako su x′

1 i x
′
2 realna re{ewa posmatrane jedna~ine, pri ~emu je x

′
1 6 x′

2,

onda jeR′′
m = (−∞, x′

1] ∪ [x′
2,+∞)).

2.1) Jedna~ina 5x2 + mx + 2 = 0 nema realnih re{ewa ako i samo ako je D′ =
m2 − 40 < 0, tj. ako i samo akom ∈

(
−
√
40,

√
40
)
.

2.2) Jedna~ina 5x2 + mx + 2 = 0 ima realnih re{ewa koja su oba ve}a ili jednaka

−1

2
ako i samo ako (sli~no kao u 1.2))

m2 − 40 > 0 ∧ x′
1 > −1

2
∧ x′

2 > −1

2

⇔m ∈
(
−∞,−

√
40
]
∪
[√

40,+∞
)
∧ x′

1 +
1

2
> 0 ∧ x′

2 +
1

2
> 0

...

⇔m ∈
(
−∞,−

√
40
]
.

Dakle, uslov (2.109) je ispuwen ako i samo akom ∈
(
−∞,−

√
40
]
∪
(
−
√
40,

√
40
)
=(

−∞,
√
40
)
.

Kona~no, oba uslova (2.108) i (2.109) su zadovoqena ako i samo ako

m ∈
(
2,

13

2

)
∩
(
−∞,

√
40
)
=
(
2,
√
40
)
.

591. Ako eksplicitno odredimo nekoliko prvih ~lanova niza,

x1 = 1, x3 =
3

2
= 1,5, x5 =

8

5
= 1,6, x7 =

21

13
= 1,615, · · ·

x2 = 2, x4 =
5

3
= 1,666 . . ., x6 =

13

8
= 1,625, · · ·

dobijamo predstavu o pribli`noj vrednosti tra`enog broja, ali ga, ovim putem ne

mo`emo odrediti.

Neka je f(x) = 1 + 1/x. ^lanovi datog niza su: 1, f(1), f(f(1)), f(f(f(1))), . . .

Odredimo ove ~lanove grafi~ki tako {to najpre u istom koordinatnom sistemu

konstrui{emo grafike y = 1 + 1/x i y = x (slika 2.93). Vidimo da se sve vi{e

pribli`avamo preseku grafika y = 1 + 1/x, x > 0, i y = x, tj. pozitivnom re{ewu

jedna~ine x = 1 +
1

x
: a =

√
5 + 1

2
(≈ 1, 61803). Broj a je tra`eni broj. Primetimo
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da je lim
n→∞

xn = a. Matemati~kom indukcijom se jednostavno dokazuje da za svako n

va`e nejednakosti x2n+1 < a i x2n > a.

Slika 2.93.

O~igledno je x1 < a < x2.

Ako je xn < a, tada je
1

xn
>

1

a
, pa je xn+1 = 1 +

1

xn
> 1 +

1

a
= a.

Ukoliko je xn > a, tada je
1

xn
<

1

a
, pa je xn+1 = 1 +

1

xn
< 1 +

1

a
= a.

592. Za svako n > 0 defini{imo nizE(n) elemenata 2N3N na slede}i na~in:

• ako je n = 0 onda je nizE(n) prazan;

• ako je n > 0 paran broj, tada jeE(n) niz 2E(n/2), tj. niz se dobija duplirawem
svakog elementa nizaE(n/2);

• ako je n > 0 neparan broj, tada je E(n) niz (E(n − 3k), 3k), tj. niz se dobija
dodavawem elementa 3k nizu E(n − 3k), gde je k najve}i ceo broj takav da je

3k 6 n.

Dokaza}emoda je zbir svih elemenatanizaE(n) jednakn, da su za parnon svi elementi
nizaE(n) parni, kao i da nijedan element nizaE(n) ne deli druge elemente niza.

Za n = 0 niz je prazan, pa je zbir wegovih elemenata jednak 0.

Za paran broj n > 0 pretpostavimo induktivno da je zbir elemenata niza E(n/2)
jednak n/2, da su svi elementi parni i da nijedan element ne deli ostale elemente
niza. Tada je, zbog E(n) = 2E(n/2), zbir elemenata niza E(n) jednak 2 · n/2 = n,
svi elementi su parni i nijedan element ne deli ostale elemente niza.

Neka je sada n > 0 neparan broj. Odredimo najpre maksimalno k takvo da je 3k 6 n.
Tada je razlika n − 3k paran broj. Pretpostavimo induktivno da je zbir elemenata
nizaE(n− 3k) jednak n− 3k , da su svi elementi nizaE(n− 3k) parni brojevi i da
nijedan element tog niza ne deli ostale elemente. Tada je E(n) = (E(n − 3k), 3k)
i zbir elemenata niza E(n) je (n − 3k) + 3k = n. Nijedan element niza E(n − 3k)
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ne deli 3k (jer su svi elementi niza E(n − 3k) parni). Kako je svaki element niza
E(n − 3k)/2 ne ve}i od (n − 3k)/2 < (3k+1 − 3k)/2 = 3k , to element 3k ne deli

nijedan od ostalih elemenata nizaE(n).

Time smo dokazali da su za n > 1 elementi nizaE(n) oblika 2N3N , da je wihov zbir

jednak n i da nijedan od wih ne deli ostale elemente nizaE(n).

593. Fiksirajmo i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Neka je r = u/v, gde su u i v uzajamno prosti. Tada
je

cn

(u
v

)n
+ cn−1

(u
v

)n−1

+ · · ·+ c1
u

v
+ c0 = 0,

tj. cnu
n + cn−1u

n−1v + · · ·+ c1uv
n−1 + c0v

n = 0, pa je

cnu
n + cn−1u

n−1v + · · ·+ ci+1u
i+1vn−i−1

=− ciu
ivn−i − ci−1u

i−1vn−i+1 − · · · − c1uv
n−1 − c0v

n.

Desna strana prethodne jednakosti je sadr`alac broja vn−i, pa je i leva strana pode-

qena saui sadr`alac broja vn−i, jer suui i vn−i uzajamno prosti brojevi. Dakle, broj

cnu
n−i + cn−1u

n−1−iv + · · ·+ ci+1uv
n−i−1 je deqiv brojem vn−i, tj. broj

cn

(u
v

)n−i

+ cn−1

(u
v

)n−1−i

+ · · ·+ ci+1
u

v

je ceo.

594. Posmatrajmo polinom

P (x) = (x+ a1)(x+ a2) · · · (x+ an)− (x− b1)(x− b2) · · · (x− bn).

Stepen polinoma P (x) je strogo mawi od n. Iz jednakosti proizvoda brojeva u svim
kolonama sledi da jeP (bj) = (bj + a1)(bj + a2) · · · (bj + an) = c, za neku konstantu
c, za sve j = 1, 2, . . . , n. Tada polinomP (x)− c iman razli~itih nula: b1, b2, . . . , bn,
pa kako je wegov stepen mawi od n zakqu~ujemo da je P (x) = c za sve x. Tada je

c = P (−ai) = (−1)n+1(ai + b1)(ai + b2) · · · (ai + bn), tj. proizvod brojeva u svakoj
vrsti tabele je (−1)n+1c.

595. Kako je (slika 2.94)

^EAB =
1

2
^EO1B = 90◦ − ^O1BE = 90◦ − ^FBO2 = ^BAF,

zakqu~ujemoda jeAB simetrala^EAF i^O1BE = 90◦−^EAB = 90◦− 1
2^EAF .

Sada je

^EBA+ ^FBA = ^EBA+ (180◦ − ^O1BA) = 180◦ + ^O1BE

= 270◦ − 1

2
^EAF.

Tada je ^EBF = 90◦ + ^EAF , {to implicira da je B centar upisane kru`nice

△EAF (centar upisane kru`nice je jedinstvena ta~kaP na simetrali^EAF takva
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daje^EPF = 90◦+ 1
2^EAF ),paje^AEB = ^BEF = ^EBM (jerjeEF ∥ MN ).

Prematome, ~etvorougaoEBAM je jednakokrakitrapez, pa jeEA = MB. Analogno

je i FA = NB. Dakle,MN = MB +NB = AE +AF .

Slika 2.94.

596. (a) Neka je f(x) = x2 + ax+ b. Kako je

2 = |1 + a+ b+ 1− a+ b− 2b| 6 |1 + a+ b|+ |1− a+ b|+ 2|b|
= |f(1)|+ |f(−1)|+ 2|f(0)|,

to va`i bar jedna od nejednakosti |f(1)| > 1

2
, |f(−1)| > 1

2
, |f(0)| > 1

2
, pa je

max
x∈[−1,1]

|x2 + ax+ b| > 1

2
. Jednakost se dosti`e za polinom f(x) = x2 − 1

2
.

(b) Neka je f(x) = x3 + ax2 + bx+ c iM = maxx∈[−1,1] |f(x)|. Tada je

3

2
=
∣∣∣2 + 2b− 2

(1
4
+ b
)∣∣∣ 6 |2 + 2b|+ 2

∣∣∣1
4
+ b
∣∣∣

= |(1 + a+ b+ c) + (1− a+ b− c)|

+ 2
∣∣∣(1

8
+

a

4
+

b

2
+ c
)
−
(
−1

8
+

a

4
− b

2
+ c
)∣∣∣

6 |1 + a+ b+ c|+ |1− a+ b− c|+ 2
∣∣∣1
8
+

a

4
+

b

2
+ c
∣∣∣+ 2

∣∣∣−1

8
+

a

4
− b

2
+ c
∣∣∣

= |f(1)|+ |f(−1)|+ 2
∣∣∣f(1

2

)∣∣∣+ 2
∣∣∣f(−1

2

)∣∣∣
6 M +M + 2M + 2M = 6M.

Dakle,M > 1

4
, a jednakost se dosti`e za f(x) = x3 − 3

4
x.

NAPOMENA. U op{tem slu~aju va`i

min
ai

max
x∈[−1,1]

|xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0| =

1

2n−1
.

Ekstremalna vrednost se dosti`e za polinom
1

2n−1
Tn(x), gde je Tn(x) ^ebi{evqev

polinom prve vrste n−tog stepena, dat sa Tn(x) = cos(n arccosx), x ∈ [−1, 1].
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Koriste}i adicione formule lako se mo`e pokazati da ^ebi{evqevi polinomi

zadovoqavaju tro~lanu rekurentnu relaciju

Tn(x) = 2xTn−1(x)− Tn−2(x), n = 2, 3, . . . ; T0(x) = 1, T1(x) = x.

597. Neka jeP presekdu`iBE iCF (slika2.95). Kako je
AB

AE
=

AF

AC
i^BAE = ^FAC ,

trouglovi BAE i FAC su sli~ni. Tada je ^AEP = ^PCA, pa ta~ke A,E,C i P

le`e na jednoj kru`nici i^BPC = ^CAE =
1

2
^BAC . Prema tome, ta~keP le`e

na kru`nici C ~ije ta~ke X zadovoqavaju uslov da je ^BXC =
1

2
^BAC i ~iji je

centar sa iste strane praveBC sa koje je ta~kaA.

Slika 2.95.

Obratno, neka jeP ta~kanakru`niciC. NekapraveBP iCP seku simetralu^BAC

redom u ta~kama E i F . Po{to je ^BPC =
1

2
^BAC , to je ^EPF = ^EAC , pa

ta~ke A,E,C, P le`e na jednoj kru`nici. Tako je ^BEA = ^FCA. Tako|e,

^BAE = ^FAC , pa zakqu~ujemo da su trouglovi BAE i FAC sli~ni. Tada je

AE ·AF = AB ·AC . Dakle, tra`eno geometrijsko mesto ta~aka je kru`nica C.

598. Neka je a1 = 1. Neka su a1, . . . , ak izabrani tako da zadovoqavaju navedene uslove.

Neka je n najmawi prirodan broj koji se ne pojavquje me|u prvih k ~lanova. Prema

Kineskoj teoremi o ostacima postoji ceo brojm takav da je

m ≡ −a1 − · · · − ak (mod k + 1)

i

m ≡ −a1 − · · · − ak − n (mod k + 2).

Brojm mo`emo uve}ati nekim sadr`ocem broja (k + 1)(k + 2) da obezbedimo dam
bude pozitivan i da ne bude jednak ni jednom od brojeva a1, . . . , ak . Neka je ak+1 = m
i ak+2 = n. Takav niz zadovoqava navedene uslove.

599. Neka su M,N,O sredi{ta du`i BC,PQ,EG, respektivno (slika 2.96). Neka je

H ta~ka takva da je HEAG paralelogram. Transliraju}i za vektor
−→
GA, pa zatim

rotiraju}i oko ta~ke A za ugao od 90◦ u smeru kretawa kazaqke na satu, △GHA }e

se poklopiti sa△ABC , a ta~ka O }e se poklopiti saM . Prema tome,HA = BC ,

HA ⊥ BC ,OE = OG = MA.
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Neka je L ta~ka na MN takva da je AL ∥ EG. Kako je NL ∥ PB, PB ⊥ BC ,

BC ⊥ HA, to je ~etvorougao LNOA paralelogram, pa je AO = LN . Po{to je

MA ⊥ EG, to je iMA ⊥ AL, pa jeML > MA i va`i

BP + CQ = 2MN = 2(NL+ LM) > 2(AO +MA)

= 2(MB +OE) = BC + EG.

Slika 2.96.

Jednakost va`i kada jeML = MA, tj. kada se ta~ka L poklapa saA, odnosno kada je
AB = AC .

600. Ako oba igraju na najboqi na~in onda }e drugi mudrac platiti prvom 32 dinara.

Pokaza}emo najpre da prvi mudrac mo`e igrati tako da dobije bar 32 dinara. On u
prvom koraku treba da precrta sve neparne brojeve. U drugom koraku prvi mudrac

mo`e posti}i da ostanu brojevi kod kojih se dve posledwe cifre u binarnom zapisu

poklapaju. Nakon svog petog koraka prvimudracposti`e da preostala tribroja imaju

posledwih 5 istih cifara u binarnom zapisu. Bez obzira kako odigrao drugi mudrac,
preostala dva broja }e se razlikovati bar za 25 = 32.

Obrnuto, drugi mudrac svojom igrom mo`e posti}i da se posledwa 2 broja razlikuju
za ne vi{e od 32. Svi brojevi iz skupa {0, 1, 2, . . . , 1023, 1024} sem broja 1024
predstavqeni binarno imaju deset cifara (ako neki broj ima mawe od deset cifara

dodajemo mu vode}e nule). Taktika drugog mudraca je slede}a. Ako je nakon prvog

poteza prvog mudraca ostalo mawe od 256 brojeva ~ija je vode}a cifra u binarnom

zapisu 1, onda drugi mudrac svojim prvim potezom precrtava sve brojeve ~ija je vode}a
cifra u binarnom zapisu 1 i eventualno broj 1024 (ako je neprecrtan). Ako je

nakon prvog poteza prvog mudraca ostalo mawe od 256 brojeva ~ija je vode}a cifra
u binarnom zapisu 0, onda drugi mudrac svojim prvim potezom precrtava sve brojeve

~ija je vode}a cifra u binarnom zapisu 0 i eventualno broj 1024 (ako je neprecrtan).
U slu~aju da je nakon prvog poteza prvog mudraca ostalo po 256 brojeva ~ije su vode}e
cifre u binarnom zapisu 0 i 1 (tada je ostao i 1024), tada drugi mudrac svojim prvim

potezom precrtava sve brojeve ~ija je vode}a cifra 0. Naredni potezi drugog mudraca
su sli~ni. Na taj na~in nakon svojih pet poteza drugi mudrac mo`e posti}i da ostanu
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dva broja ~ijih se prvih pet cifara u binarnom zapisu poklapaju ili da ostane broj

1024 i jo{ jedan broj ~ijih su prvih pet cifara u binarnom zapisu jedinice. U oba

slu~aja razlika preostala dva broja nije ve}a od 32.


