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Кратка	историја	прогресија	
In most sciences one generation tears down what another has built and what one has established 

another undoes. In Mathematics alone each generation builds a new story to an old structure. 
Херман Хенкел 

Како је млади Гаус задивио свог учитеља 

Вероватно су ретки они који нису чули причу из времена када је Гаус (1777 — 1855) био дечак. Према 
њој, једног дана његов учитељ математике задао је ђацима у разреду да саберу бројеве од један до 
100. Тек што је задатак био постављен, Гаус је саопштио резултат 5050, што је тачан одговор. Како је 
дошао до њега? Довољно је приметити да се сабирањем одговарајућих бројева са почетка и краја 
низа задатак своди на множење два броја. 

Задатак са мердевинама (42. задатак из чувене збирке „Задаци за гимнастику ума“) Алкуина из Јорка 
(735 — 804) кроз живописнији текст проблема суштински тражи исто што и Гаусов учитељ: 

Мердевине имају 100 газишта. На првом газишту стајао је један голуб, на другом два, на 
трећем три, на четвртом четири, на петом пет и све тако до стотог газишта. Нека каже, 
онај ко може, колико је ту укупно било голубова? 

Алкуиново решење указује да је концепт одређивања траженог збира био познат у IX веку, скоро 
хиљаду година пре него што је Гаус збунио свог учитеља: 

Биће их оволико: узми голуба са првог газишта и додај га групи од 99 голубова који седе на 99-
ом газишту, добићеш 100. Уради исто са другим и 98-им газиштем и такође ћеш добити 100. 
Комбиновањем свих газишта на овај начин, тј. једног од виших газишта са једним од нижих, 
увек ћеш добити 100. Међутим, педесето газиште је само и нема свог парњака; слично, 
стото газиште нема парњака. Сабери све и биће 5050 голубова. 

Мало историје 
Иако је број различитих правила којима се може дефинисати низ бројева бесконачан, што омогућава 
постојање бесконачно много различитих низова, односно прогресија, кроз историју математике 
изучавано је само неколико. Најпре аритметичка и геометријска, а са Грцима и хармонијска. Иако су, 
према Боецију (око 510.), Грци изучавали само те три прогресије, каснији аутори спомињју још три, али 
их не именују.1 Понекад се у радовима појављују посебне врсте прогресија, па тако Штифел у својој 
књизи Arithmetica Integra из 1544 (fol. 64), спомиње астрономску прогресију (astronomica progressio), 
односно низ „астрономских разломака“: 1, 160 , 13600 ,⋯ 

што је један од ретких примера опадајуће прогресије која се може наћи у првим европским књигама. 

                                                            
1 "Vocantur aute quarta: quinta: vel sexta" (Arithmetica, I издање, 1488, књига II, поглавље 41 ; ур. Friedlein, стр. 
139). 
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Већина индијских аутора изучавала је само две основне прогресије, али су Брамагупта (око 628.), 
Махавира (око 850.) и Баскара (око 1150.) разматрали збирове квадрата и кубова. Постоје арапски и 
јеврејски аутори који су се такође бавили тим специјалним прогресијама. 

Већина средњевековних и аутора ране ренесансе углавном је користила растуће прогресије, али се 
опадајуће могу наћи код Ахмеса, Архимеда и неких кинеских писаца који су стварали вековима раније. 

Интересантно је да је до XVII века, уместо класификације на аритметичке, геометријске и хармонијске 
прогресије, коришћена подела на природне и неприродне, непрекидне и прекидне, али су ти називи 
на почетку коришћени прилично слободно. Тако је прогресија 1, 2, 3, ... називана природном, а 
прекидна или подељена прогресија била је она код које разлика узастопних чланова није била једнака 
јединици. 

Назив 

Грчки назив за низове, који су први употребили рани Питагорејци, био је εκθεσιζ (ek'thesis), у 
буквалном значењу распродаја,2 а назив за члан низа био је οροζ (hor'os), у буквалном значењу, 
граница.3 Боеције (око 510.), попут осталих аутора који су писали на латинском, користи реч progressio, 
што је било уобичајено све до скора. 

Реч прогресија води порекло од латинских речи pro (са индо-европским кореном per-), у значењу 
„напред“, и gressus (партицип перфекта глагола gradi, „ходати, корачати“), са индо-европским 
кореном ghredh-, чије је изворно значење „ходање ка напред“; пошто се сматра или нада да је 
ситуација ка којој се иде боља од тренутне, именица прогрес добила је значење „побољшање“. У 
математици, прогресија је алтернативни назив за низ, јер чланови прогресије „ходају ка напред“, 
један иза другог. 

У радовима холандских и немачких математичара срећу се веома различити термини, зато што су се 
они држали свог обичаја да избегавају називе изведене из латинског. 

Чини се да се прелазак на коришћење термина „низови“ (series) десио у XVII веку. На пример, Џејмс 
Грегори, пишући 1671, говори о „бесконачним низовима“ (infinite serieses), међутим, Валис је у свом 
издању Алгебре из 1693, за бесконачне низове користио термин „бесконачне прогресије“. 

Аритметичке прогресије 

Први пример артиметичке прогресије у историји, забележен је у Ахмесовом папирусу (око 1550 п.н.е.) 
где се могу наћи два задатка која их користе. Први задатак гласи: 

Подели 100 векни између 5 особа на такав начин да број векни које добију прве две 
особе буде исти као једна седмина броја векни које добију преостале три особе. 

Из решења се види да се подразумева да је број векни изражен аритметичком прогресијом код које је = 5, = 100 и још важи: + 4 + + 3 + + 27 = + +  

                                                            
2 Додатно, та реч може да има и значење изложба, излагање. 
3 Иста реч је означавала и међу, гранични камен, правило, стандард или границу између два објекта. 
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За разлику од Египћана, за које се то не може са сигурношћу тврдити, Грци су знали како да сумирају 
геометријске прогресије, а код Еуклида се може наћи правило које у савременој нотацији гласи: −+ +⋯+ = −

 

И које уствари каже: − = −
 

Одакле се добија позната формула: = −− 1  

У Индији, интерес за геометријске прогресије углавном се заустављао на задацима који траже 
одређивање њиховог збира. Следи пример типичног задатка, који се може наћи у радовима Бхаскаре 
(око 1150.): 

Неко даде просјаку пар шкољки, уз обећање да ће сваког следећег дана удвостручити 
износ милостиње. Колико ће nishcas5 та особа поклонити за месец дана? 

Арапи су преузели правило за одређивање збира прогресије од Грка, и оно се појављује у 
интересантном облику у делима Албирунија (око 1000.). 

Литература 
1. David Eugene Smith, History Of Mathematics II, Dover Publications Inc, New York, 1958. 
2. Steven Schwartzman, The Words of Mathematics, An Etymological Dictionary of Mathematical Terms 

Used in English, МАА, Washington, 1994. 
3. David M. Burton, The History of Mathematics, AN INTRODUCTION, Seventh Edition, McGraw-Hill, 

New York, 2011. 

  

                                                            
5 Nishca је реч која означава 16x16x4x20 шкољки. У Бхаскарино доба, шкољке су коришћене као новчане 
јединице. Одговор који се појављује у преводу износи 2.147.483.646 шкољки, односно 104.857 nishcas, 9 
drammas, 9 panas, 2 cacinis и 6 шкољки. Видети Heath, Euclid, књига II, стр. 291 
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Примена прогресија 

 Аритметичка средина првих десет чланова аритметичког низа је 6. Аритметичка средина првих 
двадесет чланова аритметичког низа је 16. Одреди петнаести члан низа. 

 Да би се на клавиру добила нота средње C, он се штимује тако да жица вибрира 262 пута у 
секунди, што износи 262 херца. C за октаву више, штимује се на 524 херца. Штимовање за 
преосталих 11 нота које се налазе између те две, ради се уз помоћ методе једнаких 
темперамената који су задати низом = 262 ∙ 2 . Одредити вредности на које се штимују те 
остале ноте. 

 Сваки човек има једну мајку, две баке, четири прабаке, осам пра-прабака и тако даље. Ако реч 
„пра“ ставимо испред речи бака 36 пута, колико онда један човек има таквих предака? Да ли је тај 
број већи или мањи од тренутног броја људи на нашој планети? 

 Ако 1. септембра ставите у касицу 1 динар, и затим наставите да штедите убацујући сваког дана 
дупло више новца него претходног, колико ћете убацити у касицу 30. септембра? Укупна 
уштеђевина може се израчунати сабирањем 30 уложених износа. Посматрајте како се износ улога 
повећава свакодневно и размислите како да дођете до месечне суме. Образложите свој одговор. 

 Предлог за рад у групама. У свакој групи изабрати некога ко ће да измисли формулу за општи члан 
низа, али је неће показати осталим члановима групе. Уместо тога, писаће чланове низа на папиру, 
један по један, почшевши од првог. Сваки пут када се открије нови члан низа, цела група има 
задатак да погоди следећи. У тренутку када успеју тачно да предвиде следећи члан низа, нови 
задатак им је да нађу формулу за општи члан низа. 

 Милица је почела да чита књигу 1. октобра, када је прочитала 5 страна. Ако сваког следећег дана 
прочита две стране више него претходног, колико ће страница прочитати током октобра? 

 Уколико систем за вентилацију не буде уведен до договореног датума, фирма која изводи радове 
мора да плати 60.000 РСД казне за први дан кашњења, 72.000 РСД за други дан кашњења, 84.000 
РСД за трећи дан кашњења итд. Ако увођење система буде завршено са 10 дана закашњења, 
колики је укупан износ казне који мора да плати ангажована фирма? 

 Браћа Саша и Зоран имају по једно дете од 13 година. Сваки од њих жели да за 18. рођендан 
поклони свом детету ауто. Саша бира да купује две срећке недељно следећих 5 година, у нади да 
ће свом детету освојити ауто као награду. Једна срећка кошта 250 РСД. Зоран, који сматра да игре 
на срећу тешко могу да донесу зараду, бира да, током следећих 5 година, сваке недеље одвоји 500 
РСД и уштеђену суму уплати на штедни рачун свака 3 месеца како би на крају купио полован ауто. 
Банка ће му на уложени новац платити 5% годишње камате која се приписује на тромесечном 
нивоу. Који брат има бољу тактику? Образложити одговор. 



Aritmetiqki niz:

Zadaci koje bi obavezno trebalo odraditi na qasu:

1. Dat je aritmetiqki niz, a4 = 1, a332 = 2. Odrediti a168.

2. Dat je aritmetiqki niz za koji je a1 = 14,5, d = 0,07. Ako je an = 32,
odrediti n i Sn.

Rexe�e: Formula za opxti qlan niza glasi

an = a1 + (n− 1)d,

pa imamo da ja 32 = 14,5 + (n − 1) · 0,07, odnosno 17,5 = 7
100

(n − 1). Veliki broj
uqenika ima problema pri raqunu sa decimalnim brojevima, pa je ovu jednaqinu
pogodno napisati u obliku

35

2
=

7

100
· (n− 1).

Mno�e�em jednaqine sa 100
7
, nalazimo da je 250 = n− 1, odakle je n = 251.

Formula za sumu prvih n qlanova niza glasi

Sn =
n

2
· (2a1 + (n− 1) · d) ,

odakle nalazimo da je

S251 =
251

2
·
(
29 + 250 ·

7

100

)
.

Sre�iva�em izraza unutar zagrade, zak	uqujemo da je

S251 =
251 · 93

4
.

3. Dat je aritmetiqki niz za koji je S3 = 30, S5 = 75 i Sn = 105. Odre-
diti a1, d i n.

Rexe�e: Iz S3 = 30 i S5 = 75, mo�emo zak	uqiti da je

a1 + a2 + a3 = 30,

a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = 75.

Iskoristimo da je a2 = a1 + d, a3 = a1 + 2d, itd. Imamo sada da je

3(a1 + d) = 30,

5(a1 + 2d) = 75.

Skra�iva�em prve jednaqine sa 3, imamo da je a1 + d = 10, a skra�iva�em druge
sa 5, da je a1 + 2d = 15. Odatle lako zak	uqujemo da je d = 5, a potom, zamenom u
bilo koju od dve jednaqine, i da je a1 = 5.

Kako bismo odredili n, uoqimo da je

105 =
n

2
· (10 + 5(n− 1)) .

Mo�emo izvaditi 5 ispred zagrade i pomno�iti jednaqinu sa 1
5
. Nalazimo da je

n(n+ 1) = 42, odakle se lako nalazi da je n = 6.

1
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Stamp



4. Dat je aritmetiqki niz za koji je a1 = 41, d = 2. Ako je Sn = 4784,
odrediti n.

Rexe�e: Imamo da je

n

2
· (2 · 41 + (n− 1) · 2) = 4784.

Sre�iva�em te jednakosti dolazimo do kvadratne jednaqine

n2 + 40n− 4784 = 0.

Rastavimo broj 4784 na qinioce: 4784 = 2·2·2·13·23. Kako koeficijent uz linearni
qlan moramo da rastavimo na dva broja qija je razlika jednaka 40, zak	uqujemo
da dvojke moramo da raspodelimo u dva broja, xto bitno sma�uje broj mogu�ih
kombinacija. Nalazimo da je

n2 + 40n− 4784 = n2 + 92n− 52n− 4784 = (n− 52)(n+ 92).

Kako je n ∈ N, rexe�e n = −92 otpisujemo, pa imamo da je n = 52.

Napomena: Postoje i drugaqiji naqini da se rexi jednaqina

n2 + 40n− 4784 = 0.

Jedna od opcija je formira�e kanonskog oblika:

n2 + 40n− 4784 = n2 + 40n+ 400− 400− 4784 = (n+ 20)2 − 5184 = 0,

pa kako koren iz 5184 iznosi 72, pomo�u razlike kvadrata nalazimo dva rexe�a.
,,Fizikalci" su skloni da rexe jednaqinu na slede�i naqin:

n1,2 =
−40±

√
1600 + 4 · 4784

2
=
−40± 2

√
400 + 4784

2
= −20±

√
5184.

5. Dat je aritmetiqki niz u kome va�i

a21 + a23 = 68 i a2 · a4 = 55.

Odrediti indeks qlana niza koji je jednak 131.

Rexe�e: Imamo da je
a21 + a21 + 4ad+ 4d2 = 68,

(a1 + d)(a1 + 3d) = 55,

odnosno da je
a21 + 2ad+ 2d2 = 34,

a21 + 4ad+ 3d2 = 55.

Potrebno je pomno�iti prvu jednaqinu sa 55, a drugu sa −34, i saberimo ih.
Imamo da je

21a21 − 26a1d+ 8d2 = 0,

xto mo�emo napisati kao 21a21 − 14a1d − 12a1d + 8d2 = 0, odnosno kao 7a1(3a1 −
2d)− 4d(3a1 − 2d) = 0. Imamo, dakle, da je

(3a1 − 2d)(7a1 − 4d) = 0,

te mora biti a1 = 2
3
d ili a1 = 4

7
d.

Zamenom a1 = 2
3
d u a2 + 2ad+ 2d2 = 34, nalazimo da je

4

9
d2 +

4

3
d2 + 2d2 = 34.

Sre�iva�em, imamo da je 34
9
d2 = 34, odakle nalazimo da je d2 = 9, odnosno d = ±3.

Ako je d = −3, onda je a = −2, te je odgovaraju�i niz −2,−5,−8,−11, . . . . Taj niz
ne mo�e imati qlan 131.

Ako je d = 3, oda je a = 2, te je odgovaraju�i niz 2, 5, 8, 11, . . . . Imamo da je

2



131 = 2 + (n− 1) · 3, pa je n = 44.

Zamenom a1 = 4
7
d u a2 + 2ad+ 2d2 = 34, nalazimo da je

16

49
d2 +

8

7
d2 + 2d2 = 34.

Sre�iva�em, imamo da je d = ± 7
√
5

5
.

Ako je d = 7
√
5

5
, onda je a = 4

√
5

5
, a ako je d = − 7

√
5

5
, onda je a = − 4

√
5

5
. U oba

sluqaja, odgovaraju�i nizovi ne�e imati qlan 131, jer je

131 = ±
4
√
5

5
+ (n− 1) ·

(
±
7
√
5

5

)
,

odnosno

131 = ±
√
5

5
· (4 + 7(n− 1)),

a mora biti n ∈ N.
Dakle, rexe�e je n = 44.

6. Dat je aritmetiqki niz u kome va�i

a1 + a2 + a3 + a4 = 1 i a31 + a32 + a33 + a34 = 0,1.

Odrediti taj niz.

Rexe�e: Iz prve jednaqine imamo da je 4a1 + 6d = 1.

Iz druge jednaqine nalazimo da je

a31 + (a1 + d)3 + (a1 + 2d)3 + (a1 + 3d)3 =
1

10
.

Grupiximo prvi i posled�i qinilac sa leve strane, kao i dva unutrax�a, i
rastavimo ih kao zbir kubova. Imamo da je

(2a1 + 3d) ·
(
a21 − a1(a1 + 3d) + (a1 + 3d)2

)
+

+(2a1 + 3d) ·
(
(a1 + d)2 − (a1 + d)(a1 + 2d) + (a1 + 2d)2

)
=

1

10

Kako iz prve jednaqine mo�emo uoqiti da je 2a1 + 3d = 1
2
, zak	uqujemo da je

a21 − a1(a1 + 3d) + (a1 + 3d)2 + (a1 + d)2 − (a1 + d)(a1 + 2d) + (a1 + 2d)2 =
1

5
.

Sre�iva�em izraza sa leve strane, nalazimo da je

a21 + 3a1d+ 6d2 =
1

10
,

to jest, da je (
a1 +

3

2
d

)2

−
9

4
d2 + 6d2 =

1

10
.

Kako je 4a1 + 6d = 1, imamo da je a1 + 3
2
d = 1

4
, pa je

1

16
+

15

4
d2 =

1

10
.

Odavde lako zak	uqujemo da je d2 = 1
100

, odnosno da je d = ± 1
10
. Za date vrednosti

d mo�emo na�i odgovaraju�e vrednosti a1, pa uoqavamo dva niza:

2

5
,
3

10
,
1

5
,
1

10
, . . . i

1

10
,
1

5
,
3

10
,
2

5
, . . . .

3



7. Brojevi log2(3x − 1), log4(9 + 9x − 7 · 3x) i log2(3 − 3x) su uzastopni
qlanovi aritmetiqkog niza. Odrediti x.

Rexe�e: Uoqimo da je

log2(3
x − 1) + log2(3− 3x) = 2 · log4(9 + 9x − 7 · 3x),

odnosno
log2(3

x − 1)(3− 3x) = log2(9− 7 · 3x + 9x).

Pritom, mora biti 3x − 1 > 0 i 3− 3x > 0, te je x ∈ (0, 1).

Uvedimo smenu 3x = t. Imamo da je

(t− 1)(3− t) = 9− 7t+ t2,

t ∈ (1, 3). Sre�iva�em tog izraza dolazimo do kvadratne jednaqine

2t2 − 11t+ 12 = 0,

a ta jednaqina se mo�e napisati na slede�i naqin:

(2t− 3)(t− 4) = 0.

Rexe�e t = 4 ne zadovo	ava naxe uslove da je t ∈ (1, 3), te kao jedino rexe�e
uzimamo t = 3

2
. Odatle imamo da je 3x = 3

2
, to jest da je x = 1− log3 2.

8. Unutrax�i uglovi mnogougla obrazuju aritmetiqki niz qija je raz-
lika 10◦, a najma�i qlan 100◦. Odrediti broj stranica tog mnogougla.

Rexe�e: Imamo da je a1 = 100◦, d = 10◦, i da je Sn = (n − 2) · 180◦, pa mo�emo
zak	uqiti da je

n

2
· (200◦ + (n− 1) · 10◦) = (n− 2) · 180◦.

Sre�iva�em tog izraza dolazimo do kvadratne jednaqine

n2 − 17n+ 72 = 0,

qije je rexe�e n = 8. Rexe�e n = 9 otpisujemo, jer bi tada bilo a9 = 180◦.

9. Odrediti uglove pravouglog trougla ako je poznato da sinusi uglova
obrazuju aritmetiqki niz.

Rexe�e: Uglovi trougla su α, β i 90◦, odnosno α, 90◦ − α i 90◦. �ihovi sinusi
sinα, sin(90◦−α) i sin 90◦ qine aritmetiqki niz, , a ta tri elementa niza mo�emo
zapisati i kao sinα, cosα i 1.

Odatle nalazimo da je 2 cosα = 1 + sinα, pa imamo da je

2
(
cos

α

2
− sin

α

2

)(
cos

α

2
+ sin

α

2

)
=
(
sin

α

2
+ cos

α

2

)2
,

odnosno

2 cos
α

2
− 2 sin

α

2
= sin

α

2
+ cos

α

2
.

Da	e imamo da je

3 sin
α

2
= cos

α

2
,

to jest, da je

tg
α

2
=

1

3
.

Kako je

tgα =
2 tg α

2

1− tg2 α
2

=
2
3

1− 1
9

=
3

4
,

imamo da je α = arctg 3
4
≈ 53◦ 8′.

4



10. Jedan ugao trougla je 120◦, a stranice trougla obrazuju aritmetiqki
niz sa razlikom 4. Odrediti stranice trougla i �egovu povrxinu.

Rexe�e: Na osnovu kosinusne teoreme, imamo da je

(a+ 4)2 = (a− 4)2 + a2 − 2(a− 4)a cos 120◦,

a kako je cos 120◦ = − 1
2
, imamo da je

(a+ 4)2 − (a− 4)2 = a2 + (a− 4)a.

Da	im sre�iva�em tog izraza, nalazimo da je a = 10, te su stranice trougla 6,
10 i 14. Stoga je povrxina trougla jednaka 15

√
3.

11. Stranice trougla i polupreqnik kruga upisanog u taj trougao qine
qetiri uzastopna qlana aritmetiqkog niza. Ako je polupreqnik upi-
sanog kruga jednak 4, odrediti povrxinu trougla.

Rexe�e: Qetiri qlana niza, r, a, b i c, mo�emo zapisati i kao 4, 4 + d, 4 + 2d i
4 + 3d. Imamo da je s = 6 + 3d. Poznato je da je povrxina trougla

P =
√
s(s− a)(s− b)(s− c),

kao i da je P = rs. Mo�emo formirati jednaqinu√
(6 + 3d) · (2 + 2d) · (2 + d) · 2 = (6 + 3d) · 4.

Sre�iva�em tog izraza nalazimo da je d = 11. Jasno je da je a = 15, b = 26 i
c = 37. Stoga je povrxina trougla P = 39 · 4 = 156.

5



Geometrijski niz:

1. Odrediti prvi qlan geometrijskog niza i broj �egovih qlanova, ako
je poznato da je posled�i qlan jednak 112, zbir 217, a koliqnik 2.

Rexe�e: Formula za zbir prvih n qlanova geometrijskog niza je

Sn = a1 ·
1− qn

1− q
,

te imamo da je

217 = a1 ·
1− 2n

1− 2
.

Formula za n-ti qlan geometrijskog niza je

an = a1 · qn−1,

pa nalazimo da je
112 = a1 · 2n−1.

Kako je
217 = a1 · (2n − 1) i a1 · 2n = 224,

lako zak	uqujemo da je 217 = 224−a1, te da je a1 = 7. Zamenom u formulu 2n = 32,
nalazimo i da je n = 5.

2. Odrediti geometrijski niz iz sistema

a1 + a5 = 1285,

a2a4 = 6400.

Rexe�e: Imamo da je
a1(1 + q4) = 1285,

a21q
4 = 6400.

Posmatrajmo drugu jednaqinu. Postoje dve mogu�nosti; da je a1q2 = 80, ili da
je a1q2 = −80. Drugu mogu�nost otpisujemo! Objasnimo zaxto; kako je q2 nene-
gativan, xtavixe pozitivan broj, neophodno bi bilo da broj a1 bude negativan.
No tada bi i broj a5 nu�no bio negativa, te prva jednaqina sistema ne bi nikako
mogla da bude zadovo	ena.

Sistem sada postaje
a1(1 + q4) = 1285,

a1q2 = 80.

Podelimo prvu i drugu jednaqinu. Imamo da je

1 + q4

q2
=

257

16
,

odakle mo�emo formirati bikvadratnu jednaqinu

16q4 − 257q2 + 16 = 0.

Nije texko uoqiti da je

16q4 − 256q2 − q2 + 16 = 0,

pa grupisa�em odgovaraju�ih qinilaca, nalazimo da je

(16q2 − 1)(q2 − 16) = 0,

odakle nalazimo qetiri rexe�a date jednaqine. To su q = ± 1
4
i q = ±4.

Stoga i imamo qetiri mogu�a niza, i to su slede�i nizovi:

1280, 320, 80, 20, 5, . . . 1280, -320, 80, -20, 5, . . .

5, 20, 80, 320, 1280, . . . 5, -20, 80, -320, 1280, . . .

6



3. Zbir realnih brojeva, koji qine prva tri qlana nekog geometrijskog
niza je 7, a zbir �ihovih kvadrata je 21. Odrediti te brojeve.

Rexe�e: Imamo da je
a1 + a1q + a1q2 = 7,

a21 + a21q
2 + a21q

4 = 21,

odnosno da je
a1(1 + q + q2) = 7,

a21(1 + q2 + q4) = 21.

Podelimo drugu i prvu jednaqinu. Imamo da je

a1(1 + q2 + q4)

1 + q + q2
=

21

7
= 3.

Posmatrajmo izraz 1 + q2 + q4. Dodava�em i oduzima�em qlana q2, nalazimo da
je taj izraz jednak izrazu (q2 + 1)2 − q2, to jest proizvodu (q2 − q + 1)(q2 + q + 1).

Zamenom u nax koliqnik, nalazimo da je

a1(1− q + q2) = 3.

Formirajmo sada sistem
a1(q2 − q + 1) = 3,

a1(q2 + q + 1) = 7.

Ponovo podelimo jednaqine sistema. Imamo da je

q2 − q + 1

q2 + q + 1
=

3

7
,

xto se sre�iva�em svodi na kvadratnu jednaqinu

2q2 − 5q + 2 = 0,

qija su rexe�a q = 2 i q = 1
2
.

Ako je q = 2, onda je a1 = 1, pa su tra�eni brojevi 1, 2 i 4. Ako je q = 1
2
, onda je

a1 = 4, pa su tra�eni brojevi ponovo isti: 4, 2 i 1.

4. Sred�i qlan geometrijskog niza jednak je 12. Zbir prvog i posled�eg
qlana je 51, a zbir svih qlanova niza 93. Odrediti broj qlanova ovog
niza.

Rexe�e: Ako postoji sre�ni qlan niza, taj niz mora imati neparan broj qlanova,
i oblika je

a1, a1q, . . . , a1q
n−1︸ ︷︷ ︸

n

, a1q
n, a1q

n+1, a1q
n+2, . . . , a1q

2n︸ ︷︷ ︸
n

.

Prema uslovima zadatka, imamo da je

a1 · (1 + q2n) = 51, a1 · qn = 12 i 93 = a1 ·
q2n+1 − 1

q − 1
.

Iz druge jednaqine mo�emo izraziti qn, kao qn = 12
a1
. Zamenom u prvu jednaqinu,

imamo da je

a1 ·
(
1 +

144

a21

)
= 51,

to jest,

a1 +
144

a1
= 51.

Data jednaqina se svodi na kvadratnu jednaqinu

a21 − 51a1 + 144 = 0,

qija su rexe�a a1 = 3 i a1 = 48.

7



Ako je a1 = 3, onda je qn = 4, pa zamenom u tre�u jednaqinu, imamo da je

93 = 3 ·
16q − 1

q − 1
,

te da je
31(q − 1) = 16q − 1.

Oqigledno je 15q = 30, to jest, q = 2. Kako je 2n = 4, imamo da je n = 2, pa je broj
qlanova niza jednak 2 · 2 + 1 = 5.

Razmatra�em sluqaja a1 = 48, doxli bismo do istog zak	uqka.

5. Odrediti geometrijski niz ako je b4 − b3 = 60 i b5 + b6 = 80.

Rexe�e: De	e�em dve date jednaqine, nalazimo da je

bq2(q − 1)

bq4(1 + q)
=

3

4
,

odakle nalazimo da je
4q − 4 = 3q2 + 3q3.

Polinom 3q3 + 3q2 − 4q + 4 = 0 mo�e se faktorisati kao

(q + 2)(3q2 − 3q + 2) = 0,

odakle nalazimo da je q = −2. Odatle sledi da je b = −5, a tra�eni geometrijski
niz je −5, 10, −20, 40, −80, 160...

6. Osnovne ivice i visina uspravne piramide, qija je osnova pravougao-
nik, su tri uzastopna qlana geometrijskog niza. Zapremina piramide
je 576 cm3, a povrxina dijagonalnog preseka je 120 cm2. Odrediti
povrxinu piramide.

Rexe�e: Prema uslovima zadatka, osnovne ivice piramide su a i aq, a visina
piramide je aq2. Da	e, imamo da je

PDP =
dH

2
= 120,

kao i da je

V =
1

3
BH = 576.

Posmatrajmo prvu jednaqinu. Kako je d2 = a2 + (aq)2, imamo da je√
a2 + a2q2 · aq2

2
= 120,

to jest, da je

a2q2
√

1 + q2 = 240.

Iz druge jednaqine imamo da je

1

3
· a · aq · aq2 = 576,

odnosno da je
(aq)3 = 1728,

odakle nalazimo da je aq = 12. Zamenimo to u prvu jednaqinu. Sledi da je

144 ·
√

1 + q2 = 240,

odakle se lako pronalazi da je q = 4
3
. Jasno, sledi da je a = 9.

Preostaje da izraqunamo visine boqnih strana. Kako je

h21 = H2 +
(aq

2

)2
i h22 = H2 +

(a
2

)2
,

nalazimo da je h1 = 2
√
73 i h2 = 1

2

√
1105.

Lako se nalazi da je

P = ab+ 2 ·
ah1

2
+ 2 ·

bh2

2
= 6

(
18 +

√
73 + 2

√
1105

)
.
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7. U posudu koja sadr�i 10 l qistog alkohola, ulije se 1 l vode, a zatim
se iz posude izlije 1 l mexavine. Isti postupak se ponovi jox qe-
tiri puta (ukupno pet puta). Odrediti koliqinu alkohola koja je
preostala u posudi.

Rexe�e: Posle prvog koraka, u posudi se nalazi

10 l−
1

11
· 10 l =

102

11
l

alkohola. Posle drugog koraka, u posudi preostaje

102

11
l−

1

11
·
102

11
l =

103

112
l

alkohola. Jasno, posle petog koraka, u posudi ostaje
106

115
l alkohola.

8. Odrediti x-ti qlan geometrijskog niza qija su prva tri qlana 11 −
xlog x, xlog x − 5 i 35− xlog x.

Rexe�e: Poznato je da je a22 = a1 · a3, te sledi da je(
xlog x − 5

)2
=
(
11− xlog x

)
·
(
35− xlog x

)
.

Uvedimo smenu xlog x = t. Jednaqina se svodi na oblik

36t = 360,

pa imamo da je xlog x = 10. Logaritmujmo obe strane te jednakosti. Imamo da je

log (x)log x = log 10,

to jest, da je
log2 x = 1.

Kako x ne mo�e biti − 1
10
, jedino rexe�e je x = 10. Prva tri qlana niza su 1, 5

i 25, a x-ti qlan niza je a10 = 59.

9. Stranice trougla obrazuju geometrijski niz.

a) Dokazati da koliqnik q tog niza zadovo	ava uslov

√
5− 1

2
< q <

√
5 + 1

2
;

b) Odrediti koliqnik q tako da trougao bude pravougli.

Rexe�e: a) Na osnovu Pitagorine teoreme, sledi da je

a2 + a2q2 = a2q4,

odakle se mo�e zak	uqiti da je

q4 − q2 − 1 = 0.

Svo�e�em te jednaqine na kanonski oblik, uoqavamo da je

q2 −
1

2
−
√
5

2
= 0,

odakle sledi da je

q =

√
1 +
√
5

2
.
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b) Uzmimo da je q > 1, pa mora biti

aq2 > aq > a.

Koristimo uslov
|a− b| < c < a+ b.

Kako je c < a+ b, imamo da je
aq2 < aq < a,

te je
q2 − q − 1 < 0.

Odatle nalazimo da je q ∈
(
1, 1+

√
5

2

)
.

Imamo da je b < a+ c, te da je

aq < a+ aq2,

odakle nalazimo da je q2 − q + 1 > 0, tj. da je q ∈ R.
Iz a < b+ c, imamo da je

a < aq + aq2,

te da je
q2 + q − 1 > 0,

odakle, imaju�i uslov u vidu, nalazimo da je q ∈ (1,+∞).

Uzmimo da je q < 1. Imamo da je c < a+b, te je q ∈ (0, 1). Ako je a < b+c, nalazimo

da je q ∈
(
−1+

√
5

2
, 1
)
.

Kada je q = 1 trougao je jednakostraniqni, tako da je konaqno rexe�e

q ∈
(√

5− 1

2
,

√
5 + 1

2

)
.

10. Ako uglovi α, β i γ trougla ABC qine geometrijski niz sa koliq-
nikom 2, dokazati da va�i

1

a
=

1

b
+

1

c
.

Rexe�e: Kako je q = 2, uglovi α, β i γ su jednaki α, 2α i 4α. Zbir uglova u
trouglu je α+ 2α+ 4α = 180◦, te nalazimo da je

α =
π

7
.

Na osnovu sinusne teoreme, koja glasi

a

sinα
=

b

sinβ
=

c

sin γ
= 2R,

mo�emo zak	uqiti da je

b = 2R sinβ i c = 2R sin γ,

a odatle i da je
1

b
=

1

2R sinβ
i

1

c
=

1

2R sin γ
.

Imamo da je
1

b
+

1

c
=

1

2R sinβ
+

1

2R sin γ
=

1

2R
·
sinβ + sin γ

sinβ · sin γ
.

Potrebno je imati u vidu izraz za zbir sinusa

sinα+ sinβ = 2 sin
α+ β

2
cos

α− β
2

.

Sada imamo
1

b
+

1

c
=

1

2R
·

2 sin 3α cosα

2 sinα cosα · sin 4α
,
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pa je

1

b
+

1

c
=

1

2R
·

sin 3π
7

sin π
7
sin 4π

7

,

i konaqno,
1

b
+

1

c
=

1

2R
·

1

sin π
7

=
1

a
.
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Mexoviti zadaci:

1. Zbir prva tri qlana geometrijskog niza je 91. Ako tim qlanovima
dodamo 25, 27 i 1, redom, formira se aritmetiqki niz. Odrediti
sedmi qlan datog geometrijskog niza.

Rexe�e: Ako prvi qlan geometrijskog niza oznaqimo sa a, imamo da je

a+ aq + aq2 = 91.

Posmatrajmo sada aritmetiqki niz. Imamo da je

2(aq + 27) = a+ 25 + aq2 + 1.

Sre�iva�em toga izraza nalazimo da je

a(q2 − 1)2 = 28.

Imamo da je
a(1 + q + q2)

a(q − 1)2
=

91

28
,

to jest, da je
q2 + q + 1

(q − 1)2
=

13

4
,

odakle nalazimo da je
3q2 − 10q + 3 = 0.

Rexe�a te kvadratne jednaqine su q = 3 i q = 1
3
, a odgovaraju�i prvi qlanovi

geometrijskog niza su a = 7 i a = 63. Dakle, imamo dva mogu�a sedma qlana, i to
su

a7 = 7 · 36 i a7 =
7

81
.

2. Data su qetiri broja. Prva tri odre�uju geometrijski niz , a zad�a
tri aritmetiqki niz . Zbir kraj�ih brojeva je 32, a zbir unutrax�a
dva je 24. Odrediti te brojeve.

Rexe�e: Onaqimo te brojeve sa a, b, c i d. Prva tri broja odre�uju geometrijski
niz, pa va�i

b2 = ac,

a posled�a tri aritmetiqki niz, pa imamo da je

2c = b+ d.

Pored toga je poznato da je a+ d = 32 i b+ c = 24.

Imamo da je d = 32− a i c = 24− b. Zamenom u drugu jednaqinu, imamo da je

2c = b+ 32− a,

pa mo�emo zak	uqiti da je

2 · (24− b) = b+ 32− a,

odakle mo�emo izraziti i a preko b, kao a = 3b− 16.

Zamenom u prvu jednaqinu, formira se kvadratna jednaqina

b2 − 22b+ 96 = 0,

qija su rexe�a b = 16 i b = 6.

Odgovaraju�e qetvorke brojeva (a, b, c, d) su (32, 16, 8, 0) i (2, 6, 18, 30).
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3. Brojevi a1, a2 i a3 su tri uzastopna qlana geometrijskog niza sa
koliqnikom q = 2, a a2, a3 i a4 su tri uzastopna qlana aritmetiqkog
niza sa razlikom d = 6. Odrediti zbir a1 + a2 + a3 + a4.

Rexe�e: Oznaqimo prvi qlan geometrijskog niza sa a. Geometrijski niz sada
postaje a, 2a i 4a, a aritmetiqki niz je 2a, 2a+ 6 i 2a+ 12.

Imamo da je
4a = 2a+ 6,

odakle nalazimo da je a = 3. Tra�eni zbir je 3 + 6 + 12 + 18 = 39.

4. Prvi, peti i jedanaesti qlan aritmetiqkog niza obrazuju geometrij-
ski niz. Ako je prvi qlan ovog aritmetiqkog niza jednak 24, odrediti
deseti qlan tog niza.

Rexe�e: Oznaqimo prvi qlan aritmetiqkog niza sa a. Imamo da je a = 24, i da
a, a+ 4d i a+ 10d qine geometrijski niz.

Na osnovu svojstva geometrijskog niza, imamo da je

(a+ 4d)2 = a(a+ 10d),

pa zamenom a = 24 i sre�iva�em kvadratne jednaqine, nalazimo da je

d2 − 3d = 0,

odnosno da je d = 0 ili d = 3. Kako d = 0 oqigledo ne zadovo	ava uslove zadatka,
prihavatamo samo rexe�e d = 3, i za to rexeje, nalazimo da je a10 = 51.

5. Ako se prvim qlanovima aritmetiqkog niza doda 5, 6, 9 i 15, formira
se geometrijski niz. Odrediti taj geometrijski niz.

Rexe�e: Oznaqimo prvi qlan aritmetiqkog niza sa a. Aritmetiqki niz postaje
a, a+d, a+2d i a+3d, a geometrijski niz je a+5, a+d+6, a+2d+9 i a+3d+15.

Posmatrajmo sistem jednaqina

(a+ d+ 6)2 = (a+ 5)(a+ 2d+ 9),

(a+ 2d+ 9)2 = (a+ d+ 6)(a+ 3d+ 15).

Sre�iva�em jednaqina datog sistema, nalazimo da se on svodi na

d2 + 2d− 2a− 9 = 0,

d2 + 3d− 3a− 9 = 0.

Oduzima�em datih jednaqina nalazimo da je

a− d = 0,

to jest, da je a = d, te da je d2 = 9.

Stoga imamo dve mogu�nosti: (a, d) = (−3,−3) i (a, d) = (3, 3). Odatle se veoma
lako uoqavaju tra�eni aritmetiqki i geometrijski nizovi.

6. Odrediti qlanove aritmetiqkog i geometrijskog niza ako je zbir
prvih qlanova 23, drugih 21, tre�ih 22 i qetvrtih 29.

Rexe�e: Oznaqimo prvi qlan aritmetiqkog niza sa a, a prvi qlan geometrijskog
niza sa b. Imamo qetiri jednaqine:

a+ b = 23,

a+ d+ bq = 21,

a+ 2d+ bq2 = 22,

a+ 3d+ bq2 = 29.

Pomno�imo prvu jednaqinu brojem −1, i dodajmo je ostalim jednaqinama. Po-
tom mo�emo pomno�iti drugu jednaqinu sa −2, odnosno −3, i dodati je tre�oj,
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odnosno qetvrtoj jednaqini. Na taj naqin smo doxli do toga da u tre�oj i qetvr-
toj jednaqini figurixu samo b i q.

Da	im sre�iva�em nalazimo da je q = 2 i b = 3, te se lako zak	uquje i da je
a = 20 i d = −5.
Tra�eni qlanovi su 20, 15, 10 i 5, odnosno 3, 6, 12 i 24.

7. Qetiri broja qine aritmetiqki niz. Prva dva i qetvrti qine ge-
ometrijski niz. Odrediti te brojeve ako je poznato da je razlika
aritmetiqkog niza jednaka koliqniku geometrijskog niza.

Rexe�e: U pita�u su brojevi 2, 4, 6 i 8.

8. Qetiri broja qine geometrijski niz. �ihovi logaritmi, uzeti za
osnovu 3, qine aritmetiqki niz qija je razlika 1, a zbir 18. Odredi-
ti ta qetiri broja.

Rexe�e: a = 27, q = 3.
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Beskonaqni geometrijski red:

1. Odrediti zbir beskonaqnog geometrijskog reda

√
2 + 1√
2− 1

− 1

2−
√

2
+

1

2
− . . . .

2. Odrediti graniqnu vrednost izraza:

a)

√
3

√
5
√

3
√

5 . . . ; b)

√
2
√

2
√

2 . . . .

3. Pretvoriti periodiqne razlomke u obiqne:

a) 0,555 . . . ; b) 2,717171 . . . ; v) 0,3(8);

g) 1,41(26); d) 0,17(21); �) 0,(142857).

4. Dat je beskonaqan niz kvadrata tako da je stranica svakog prethodnog
kvadrata jednaka dijagonali idu�eg. Stranica najve�eg kvadrata jed-
naka je a.

a) Odrediti zbir obima i povrxina svih kvadrata;

b) Odrediti koji kvadrat po redu ima povrxinu 1 cm2 ako je
a = 1,6 dm.

5. U kocku ivice a upisana je lopta, u loptu kocka, pa u ma�u kocku
nova lopta, i tako da	e. Odrediti zbir zapremina svih kocki i svih
lopti.

6. U jednakokrakom trouglu osnovice 2a i ugla pri vrhu 2α upisani su
krugovi, koji su postav	eni jedan iznad drugog, tako da prvi dodiruje
osnovicu trougla i krake, a svaki slede�i dodiruje prethodni krug i
krake trougla. Odrediti zbir obima i povrxina svih krugova.

7. Dat je beskonaqan red

log 1
8
x+ log2

1
8
x+ log3

1
8
x+ . . . .

Odrediti interval u kome se mora nalaziti x da bi red bio konver-
gentan, a zatim odrediti x tako da zbir reda bude 1

2 .

8. Rexiti nejednaqinu

a)
1

x
+ x+ x2 + · · ·+ xn + · · · < 7

2
;

b) 2x+ 1 + x2 − x3 + x4 − x5 + · · · < 13

6
.

Rexe�e: a) Za |x| < 1 imamo da je

x+ x2 + · · ·+ xn + · · · =
x

1− x
.

Dakle, imamo da je
1

x
+

x

1− x
<

7

2
,
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xto posle sre�iva�a postaje

(3x− 1)(3x− 2)

2x(x− 1)
> 0.

Lako se uoqava da je x ∈ (−1, 0) ∪
(
1
3
, 2
3

)
.

9. U dati kvadrat upisan je jednakostraniqan trougao tako da mu jedno
teme le�i u temenu kvadrata, a ostala dva na stranicama kvadrata.
U taj trougao upisan je kvadrat tako da mu jedna stranica le�i na
stranici trougla, itd. Odrediti zbir povrxina svih kvadrata.

Rexe�e: Imamo da je
b2 = a2 + x2,

te da je
b2 = (a− x)2 + (a− x)2.

Odatle sledi da je
a2 + x2 = 2a2 − 4ax+ 2x2,

xto se svodi na kvadratnu jednaqinu

x2 − 4ax+ a2 = 0,

qija su rexe�a x = 2a− a
√
3, koje prihvatamo, i x = 2a+ a

√
3, koje otpisujemo.

Sada imamo da je
b2 = a2 + a2(2−

√
3)2,

odakle nalazimo da je
b = a

√
2(
√
3− 1).

skok
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Doma�i zadatak:

1. Dat je aritmetiqki niz u kome va�i

a2 + a4 + a6 = 3 i
1

a2
+

1

a4
+

1

a6
=

3

4
.

Odrediti taj niz.

2. Ako brojevi sin(β+γ−α), sin(γ+α−β), sin(α+β−γ) qine aritmetiqki
niz, to i tgα, tg β i tg γ tako�e qine aritmetiqki niz. Dokazati.

3. Aritmetiqki nizovi

17, 21, 25, 29, . . . i 16, 21, 26, 31, . . .

imaju neke zajedniqke qlanove. Odrediti zbir prvih 100 takvih
qlanova.

4. Dat je niz a1 = 2, a2 = 3, a4 = 11, a5 = 18, . . . , takav da razlike
�egovih uzastopnih qlanova obrazuju aritmetiqki niz. Odrediti
a500.

5. Stranice trougla qine aritmetiqki niz sa razlikom d = 1. Ako
je povrxina trougla 84, odrediti polupreqnike upisane i opisane
kru�nice.

Rexe�e: Imamo da su stranice trougla a, a + 1 i a + 2. Poluobim trougla je
s = 3

2
(a+ 1).

Na osnovu Heronovog obrasca, nalazimo da je

84 =

√
3

2
(a+ 1) ·

(
1

2
a+

3

2

)
·
(
1

2
a+

1

2

)
·
(
1

2
a−

1

2

)
.

Kvadrira�em i sre�iva�em tog izraza, nalazimo da je

84 · 28 · 16 = (a2 + 2a+ 1)(a2 + 2a− 3).

Uvedimo smenu a2 + 2a = t. Nalazimo da je

t2 − 2t− 3 · 84 · 28 · 16 = 0.

Rexe�a te jednaqine su t = 195 i t = −193, no rexe�e t = −193 otpisujemo.
Imamo da je a2 + 2a− 195 = 0, te je a = 13. Stranice trougla su 13, 14 i 15.

Znamo da je

r =
P

s
i R =

abc

4P
,

te je r = 4 i R = 65
8
.

6. Suma svih prirodnih brojeva od 1 do n (uk	uquju�i n) jednaka je
trocifrenom broju jednakih cifara. Odrediti n.

Rexe�e: Imamo da je 1 + 2 + 3 + · · ·+ n = xxx, to jest, da je

n(n+ 1)

2
= 111x,

odnosno
n(n+ 1) = 2 · 3 · 37 · x.

Imamo da je n+ 1 = 37 i da je n = 6x, odakle zak	uqujemo da je x = 6.
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7. Izraqunati sumu a2 + a4 + a6 + · · ·+ a98 ako je niz a1, a2, a3, . . . arit-
metiqki niz sa diferencijom 1 i ako je S98 = 137.

Rexe�e: Imamo da je

a1 + a2 + a3 + · · ·+ a98 = 137,

a to mo�emo zapisati i na slede�i naqin:

a2 − 1 + a2 + a4 − 1 + a4 + · · ·+ a98 − 1 + a98 = 137.

Imamo da je
(a2 + a2 + a4 + a4 + · · ·+ a98 + a98)− 49 = 137,

odakle nalazimo da je

a2 + a4 + . . . a98 =
1

2
· 186 = 93.
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Dodatak:

1. Odrediti zbir:

a) Sn = 9 + 99 + 999 + · · ·+ 999 . . . 99︸ ︷︷ ︸
n

;

b) Sn = 7 + 77 + 777 + · · ·+ 777 . . . 77︸ ︷︷ ︸
n

;

2. Odrediti zbir:

a) Sn = 1 + 3q + 5q2 + · · ·+ (2n+ 1)qn;

b) Sn = 1 + 2x+ 3x2 + · · ·+ (n+ 1)xn;

v) Sn =
1

2
+

3

22
+ · · ·+ 2n− 1

2n
;

g) Sn = 1 + 22q + · · ·+ (n+ 1)2qn, q 6= 1;

d) Sn = 1
3 + 2

32 + · · ·+ n
3n ;

3. Neka su a, b i c uzastopni qlanovi aritmetiqkog niza, b, c i d uza-
stopni qlanovi geometrijskog niza, i c, d i e tri uzastopna qlana
harmonijskog niza. Dokazati da su tada a, c i e uzastopni qlanovi
geometrijskog niza.

4. Neka je aaa . . . a broj qije su sve cifre a, a 6= 0. Odrediti zbir n
brojeva:

S = a+ aa+ aaa+ · · ·+ aaa . . . aa.

5. Za koje vrednosti parametra a brojevi 51+x + 51−x, a
2 , 25x + 25−x mogu

biti tri uzastopna qlana aritmetiqkog niza?

Rexe�e: Na osnovu osobina aritmetiqkog niza, imamo da je

51+x + 51−x + 25x + 25−x

2
=
a

2
,

to jest, da je
51+x + 51−x + 25x + 25−x = a.

Posmatrajmo funkciju

f(x) = 5 ·
(
5x +

1

5x

)
+ 25x +

1

25x
.

Imamo da je

5x +
1

5x
≥ 2

√
5x ·

1

5x
= 2,

i da je

25x +
1

25x
≥ 2.

Stoga je
f(x) ≥ 5 · 2 + 2 = 12,

te zak	uqujemo da funkcija f(x) ima minimum 12.

6. Suma prva qetiri qlana geometrijskog niza je 30, a zbir �ihovih
kvadrata je 340. Odrediti taj niz.
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7. Tri realna broja razliqita od nule obrazuju aritmetiqki niz, a
kvadrati tih brojeva, u istom poretku, obrazuju geometrijski niz.
Odrediti koliqnik geometrijskog niza.

8. Ako a, b, c i d obrazuju aritmetiqki niz, tada rexe�a jednaqine

1

x− a
+

1

x− b
+

1

x− c
+

1

x− d
= 0

tako�e obrazuju arit. niz. Dokazati.

Rexe�e: Imamo da je

2x− (a+ d)

(x− a)(x− d)
+

2x− (b+ c)

(x− b)(x− c)
= 0.

Kako na osnovu svojstava aritmetiqkih nizova va�i da je a+ d = b+ c, imamo da
je

(2x− (a+ d)) ·
(

1

(x− a)(x− d)
+

1

(x− b)(x− c)

)
= 0.

Odmah mo�emo uoqiti rexe�e

x1 =
a+ d

2
,

dok preostala dva rexe�a nalazimo rexavaju�i kvadratnu jednaqinu

2x2 − (a+ b+ c+ d)x+ ad+ bc = 0.

Nalazimo da je

x2 + x3 =
a+ d±

√
a2 + d2 − 2bc

2
= a+ d.

Kako je x2 + x3 = 2x1, zak	uqujemo da brojevi x2, x1 i x3 obrazuju aritmetiqki
niz.

9. Ako kotangensi uglova u trouglu qine aritmetiqki niz, dokazati da
i kvadrati stranica qine aritmetiqki niz.

Rexe�e: Imamo da je

sinα =
a

2R
i cosα =

b2 + c2 − a2

2bc
.

Kako kotangensi uglova qine aritmetiqki niz, imamo da je

ctgα =
R

abc
·(b2+c2−a2), ctg β =

R

abc
·(a2+c2−b2) i ctg γ =

R

abc
(a2+b2−c2).

Na osnovu osobina aritmetiqkog niza, imamo da je

2 ctg β = ctgα+ ctg γ,

to jest, da je
2(a2 + c2 − b2) = b2 + c2 − a2 + a2 + b2 − c2.

Odatle zak	uqujemo da je
2(a2 + c2) = 4b2,

odnosno, da je
2b2 = a2 + c2,

qime je tvr�e�e dokazano.
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10. Odrediti dva razliqita prirodna broja qije su aritmetiqka i ge-
ometrijska sredina dvocifreni brojevi, pri qemu ovi brojevi imaju
iste cifre ali napisane obrnutim redom.

11. Mogu li
√

5 i 5 biti qlanovi aritmetiqkog niza, qiji je prvi qlan
jednak 2?

12. Dat je aritmetiqki niz u kome su svi qlanovi prirodni brojevi. Ako
je u tom nizu jedan qlan kvadrat prirodnog broja, dokazati da niz
sadr�i beskonaqno mnogo qlanova koji su kvadrati prirodnih bro-
jeva.

13. Svaka od trojki brojeva

(log a, log b, log c) i (log a− log 2b, log 2b− log 3c, log 3c− log a)

obrazuje aritmetiqki niz. Da li brojevi a, b, c mogu biti du�ine
stranica trougla? Ako mogu, kakav je to trougao? Izraqunati uglove
ovog trougla.

14. Neka su Sn i Σn sume prvih n qlanova aritmetiqkih nizova (An) i

(an). Ako je
Σn

Sn
=

7n+ 1

4n+ 27
izraqunati

a11
A11

.

15. Izraqunati zbirove:

a) Sn = 1 + 3q + 5q2 + · · ·+ (2n+ 1)qn;

b) Sn = 1 + 2x+ 3x2 + · · ·+ (n+ 1)xn;

v) Sn =
1

2
+

3

22
+ · · ·+ 2n− 1

2n
;

g) Sn = 1 + 22q + · · ·+ (n+ 1)2qn, q 6= 1;

d) Sn =
1

3
+

2

32
+ · · ·+ n

3n
.

16. Dokazati da ne postoji kvadrat qija se temena nalaze na qetiri kon-
centriqne kru�nice qiji polupreqnici obrazuju: (a) geometrijski
niz; (b) aritmetiqki niz.

17. Funkcija f zadovo	ava uslove:

1◦ f(0) = 1;

2◦ 1 + f(0) + f(1) + · · ·+ f(n− 1) = f(n), ∀n ∈ N.

Odrediti zbir
S = f(0)2 + f(1)2 + · · ·+ f(n)2.

Rexe�e: Imamo da je

1 + f(0) + f(1) + f(2) + · · ·+ f(n− 2) = f(n− 1),

1 + f(0) + f(1) + f(2) + · · ·+ f(n− 2) + f(n− 1) = f(n).

Oduzmimo prvu jednaqinu od druge. Nalazimo da je

f(n− 1) = f(n)− f(n− 1),

to jest da je
f(n) = 2f(n− 1).
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Matematiqkom indukcijom mo�emo pokazati da je f(n) = 2n. Stoga imamo da je

S = 12 + 22 + (22)2 + · · ·+ (2n)2 = 1 + 4 + 16 + · · ·+ 4n,

to jest, da je

S =
4n+1 − 1

4− 1
=

4n+1 − 1

3
.

18. Prirodni brojevi su razvrstani na slede�i naqin:

1

2 3 4

5 6 7 8 9

10 11 12 13 14 15 16

itd. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a) Dokazati da je zbir brojeva u n-toj vrsti jednak n3 + (n− 1)3;

b) Odrediti zbir n brojeva u koloni koja se nalazi u sredini

1 + 3 + 7 + 13 + . . . .

Rexe�e: a) U prvoj vrsti imamo jedan broj; u drugoj imamo tri broja; u k− 1-voj
vrsti 2k − 3 broja; u k-toj vrsti imamo 2k − 1 brojeva.

U prvih k − 1 vrsta imamo 1 + 3 + · · ·+ 2k − 3 brojeva, to jest

k − 1

2
· (2k − 3 + 1) = (k − 1)2

brojeva. Stoga k-ta vrsta poqi�e brojem (k − 1)2 + 1, a zavrxava se brojem k2.

Zbir brojeva u n-toj vrsti jednak je

Sn =
2n− 1

2
·
(
(n− 1)2 + 1 + n2

)
= 2n3 − 3n2 + 3n− 1 = n3 + (n− 1)3.

b) U sredini k-te vrste nalazi se broj ak koji je jednak aritmetiqkoj sredini
poqetnog i kraj�eg broja u toj vrsti, to jest,

ak =
1

2
·
(
(k − 1)2 + 1 + k2

)
= k2 − k + 1.

Imamo da je

a1 + a2 + · · ·+ an =

n∑
k=1

ak =

n∑
k=1

(k2 − k + 1) =

n∑
k=1

k2 −
n∑
k=1

k +

n∑
k=1

1,

te da je
n∑
k=1

ak =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
−
n(n+ 1)

2
+ n =

n(n2 + 2)

3
.
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19. Data je tablica

1

2 3 4

3 4 5 6 7

4 5 6 7 8 9 10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Odrediti zbir brojeva u n-toj vrsti date tablice.

Rexe�e: Elementi n-te vrste su n, n+1, n+2, . . . , 3n−2 i ona ima 2n−1 qlanova.
Ta vrsta predstav	a aritmetiqki niz sa prvim qlanom a1 = n, razlikom d = 1 i
posled�im elementom a2n−1 = 3n− 2.

Stoga je zbir elemenata u n-toj vrsti jednak

S2n−1 =
2n− 1

2
· (a1 + a2n−1) =

2n− 1

2
· (n+ 3n− 2) = (2n− 1)2.

20. Dat je niz racionalnih brojeva

1

2
,

19

20
,

199

200
,

1999

2000
,

19999

20000
, . . . .

Poznato je da je zbir prvih 1000 qlanova datog niza decimalan broj.
Odrediti zbir cifara tog broja.

Rexe�e: Prvi qlan tog niza je

1

2
= 1−

1

2
= 1−

5

10
.

Drugi qlan niza je
19

20
= 1−

1

20
= 1−

5

102
.

Tre�i qlan niza je broj

199

200
= 1−

1

200
= 1−

5

103
.

Na taj naqin mo�emo zak	uqiti da je k-ti qlan datog niza

ak = 1−
5

10k
.

Zbir prvih 1000 qlanova niza je

S1000 = 1000− 5 ·
(

1

10
+

1

102
+ · · ·+

1

101000

)
= 1000−

5

10
·
1− 1

101000

1− 1
10

,

te imamo da je

S1000 = 1000−
5

9
·
(
1−

1

101000

)
= 1000−

5

9
· 0, 999 . . . 9︸ ︷︷ ︸

1000

= 1000− 0, 555 . . . 5︸ ︷︷ ︸
1000

.

Odatle nalazimo da je
S1000 = 999, 444 . . . 4︸ ︷︷ ︸

999

5.

Zbir cifara broja S1000 iznosi

3 · 9 + 999 · 4 + 5 = 4028.
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21. Dat je niz (xn) takav da za svako m,n ∈ N va�i nejednakost

|xm+n − xm − xn| <
1

m+ n
.

Dokazati da je (xn) aritmetiqki niz.

Rexe�e: Neka su k i n proizvo	ni prirodni brojevi. Imamo da je

|xn+1 − xn − (xk+1 − xk)| = |(xn+k+1 − xn − xk+1)− (xn+k+1 − xn+1 − xk)| ≤
≤ |xn+k+1 − xn − xk+1|+ |xn+k+1 − xn+1 − xk| ≤

≤
1

n+ k + 1
+

1

n+ k + 1
<

2

n
.

Ako fiksiramo k i pustimo da n→ +∞, nalazimo da niz (xn+1−xn) ima graniqnu
vrednost xk+1 − xk. Me�utim, kako se k mo�e birati proizvo	no, zak	uqujemo
da xk+1 − xk ne zavisi od k. Stoga je

x2 − x1 = xn+1 − xn = const.

Sledi da je (xn) aritmetiqki niz.
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1 Primena nizova u ekonomiji:

1. Preduze�e Apeks komerc bi trebalo da, na ime pozajmice uz godix�u
kamatnu stopu od 8%, vrati banci 350 000 u roku od pet godina. Odre-
diti koliko �e novca preduze�e dati banci, ako �eli da isplati dug
po isteku tre�e godine.

2. Koliko bi novca trebalo oroqiti pod kamatu od 6% na godix�em
nivou, da bi se nakon deset godina dobila svota od 200 000 rsd?

Rexe�e: Iznos glavnice nakon deset godina je

C10 = C0 ·
(
1 +

6

100

)10

= 200 000.

Odavde je

C0 =
200 000

1,0610
=

200 000

1,7908
= 111 679,

xto odgovara tra�enom iznosu novca.

3. Koliko je godina potrebno da se udvostruqi glavnica oroqena na 5%
na godix�em nivou.

Rexe�e: Imamo da je

2C0 = C0 ·
(
1 +

5

100

)n
,

te je

n =
log 2

log 1,05
= 14,206.

4. Odrediti godix�u kamatu potrebnu da glavnica od 100 000 rsd. nakon
pet godina poraste na 150 000 rsd.

Rexe�e: Imamo da je

1,5 =
(
1 +

p

100

)5
,

te nalazimo da je

1 +
p

100
= 1,50,2.

Uz pomo� digitrona, mo�emo na�i da je

1 +
p

100
= 1,08447,

te je p = 8,447.

5. Petar upla�uje godix�e osigura�e u iznosu od 5000 dinara na go-
dix�em nivou, uz kamatu od 8%. Odrediti kojom �e svotom Petar
raspolagati nakon dvadeset godina.

Rexe�e: Imamo da je

S20 = S · r ·
r20 − 1

r − 1
= 5000 · 1,08 ·

1,0820 − 1

1,08− 1
= 247 114.

Primetimo da glavnica iznosi 100 000 rsd. a doprinos iznosi 147,114 rsd.
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Aritmetiqki niz:

1. Pokazati da je niz

1,
3

2
, 2, . . . ,

n+ 1

2

aritmetiqki. Izraqunati 27. qlan i zbir prvih 50 qlanova.

2. Pokazati da brojevi
4

15
,
23

30
,
19

15
qine aritmetiqki niz.

3. Odrediti zbir svih prirodnih brojeva ma�ih od 1000 de	ivih sa 11.

4. Zbir prva dva qlana aritmetiqkog niza je 15, a zbir �ihovih re-
ciproqnih vrednosti je 15

44 . Odrediti prvi qlan tog niza i �egovu
razliku.

5. Zbir prva tri qlana aritmetiqkog niza je 12, a zbir �ihovih kvad-
rata je 66. Odrediti taj niz.

6. Odrediti zbir svih dvocifrenih brojeva.

7. Pe�u�i se na vrh planine visoke 5250m, planinar prvog dana pre�e
900m, a svakog slede�eg pre�e visinu koja je za 50m ma�a nego pret-
hodnog dana. Odrediti za koliko dana �e se planinar popeti na vrh
planine.

8. Odrediti broj stranica mnogougla qiji je obim 158 cm, a stranice
mu qine aritmetiqki niz qija je razlika 3 cm, pri qemu je du�ina
najdu�e stranice 44 cm.

9. Polaze�i iz stanice, voz ravnomerno pove�ava svoju brzinu. Nakon
25min, �egova brzina iznosi 60 km

h . Odrediti ubrza�e voza u metrima
po minuti za miutu.

10. Odrediti x iz jednaqine

(x+ 1) + (x+ 4) + (x+ 7) + · · ·+ (x+ 28) = 155.

11. Dokazati da je niz

(a+ x)2, a2 + x2, (a− x)2

aritmetiqki, i odrediti zbir n �egovih qlanova.

12. Odrediti aritmetiqki niz qiji je zbir uvek jednak trostrukom kvad-
ratu broja �egovih qlanova.

13. Brojevi 3, 5, 9, 15, . . . qine niz u kome razlike uzastopnih qlanova niza
formiraju aritmetiqki niz. Odrediti opxti qlan tog niza.

14. Me�u svim razlomcima koji se nalaze izme�u brojeva m i n, i qiji
su brojioci i imenioci uzajamno prosti, odrediti zbir onih qiji je
imenilac jednak 3.

1

Sandra
Stamp



15. Odrediti broj x tako da kvadrati brojeva

1− x, a− x i a2 − x

qine aritmetiqki niz.

16. Odrediti zbir prva qetiri qlana aritmetiqkog niza 2+
√
3, 4, 6−

√
3.

17. Zbir tri uzastopna qlana aritmetiqkog niza je 54. Ako je najve�i od
tih brojeva dva puta ve�i od najma�eg, odrediti �ihov proizvod.

18. U aritmetiqkom nizu sa razliqitim qlanovima, prvi, peti i jeda-
naesti qlan obrazuju geometrijski niz. Ako je prvi qlan niza 24,
odrediti deseti qlan aritmetiqkog niza.

19. Rexiti jednaqinu

(x2 +x+1)+ (x2 +2x+3)+ (x2 +3x+5)+ · · ·+(x2 +20x+39) = 4500.

20. Odrediti zbir prvih sedam qlanova aritmetiqkog niza:

a) 5a
2 , a, −

a
2 ; b) b−a

2 , − b
2 ,

a−3b
2 .

21. Odrediti broj qlanova aritmetiqkog niza qiji je prvi qlan 1
x+y ,

posled�i qlan 1
x2−y2 , a razlika d = 1−x+y

5(x2−y2) .

22. Odrediti aritmetiqki niz, ako je poznato:

a) a5 = 11, a7 = 15; b) a6 = 8, a3 = 1;

v) a10 = 7, a4 = 4; g) S10 = 230, a8 + a13 = 86;

d) a15 − a8 = −21, a3 + a9 = −26;
�) S15 − S4 = 119 5

8 , S26 − 2S10 = 223 5
8 .

23. Odrediti aritmetiqki niz od 10 qlanova, ako je zbir drugog i xestog
qlana jednak 2, a odnos zbira svih qlanova i zbira qlanova izme�u
prvog i posled�eg iznosi 5 : 4.

24. Odrediti aritmetiqki niz ako je zbir kvadrata drugog i tre�eg qlana
jednak 74, a razlika kvadrata petog i prvog qlana iznosi 112.

25. Zbir qetiri broja koji qine aritmetiqki niz je 5, a zbir �ihovih
reciproqnih vrednosti iznosi 25

6 . Odrediti te brojeve.

26. Proizvod qetvrtog i jedanaestog qlana aritmetiqkog niza je 18,5, a
xesti qlan tog niza je 6. Odrediti taj niz, kao i zbir prvih 53
qlanova aritmetiqkog niza koji nastaje tako xto se izme�u svaka dva
qlana datog niza interpolira po devet novih qlanova.

27. Cifre jednog trocifrenog broja obrazuju aritmetiqki niz. Zbir
�egovih cifara je 18, a proizvod zbira prve dve cifre i tre�e cifre
iznosi 81. Odrediti taj broj.
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28. Odrediti vrednosti realnog parametram tako da rexe�a bikvadrat-
ne jednaqine

x4 − (3m+ 5)x2 + (m+ 1)2 = 0

obrazuju aritmetiqki niz.

29. Unutrax�i uglovi jednog mnogougla obrazuju aritmetiqki niz qija
je razlika 10◦, a najma�i ugao mu je 100◦. Odrediti broj stranica
tog mnogougla.

30. Dat je trougao povrxine 84 cm2. Odrediti du�ine �egovih stranice,
ako je poznato da one qine aritmetiqki niz sa razlikom 1 cm.

31. Putnik kre�e iz mesta A, i tokom prvog dana pre�e 15 km, a svakog
slede�eg dana pre�e po kilometar vixe. Nakon qetiri dana, isti
putem za �ime po�e kurir, koji tokom prvog dana pre�e 20 km, a svakog
idu�eg dana po 7,1 km vixe. Odrediti gde i kada �e kurir sti�i
putnika.

32. Odrediti x tako da niz

1 + sinx, 2 + 2 sinx, 4 + 4 sinx, . . .

bude aritmetiqki.

33. Odrediti broj qlanova niza koje bi trebalo sabrati da bi zbir bio
najma�i:

a) −3, −1, 1, . . . ; b) 2p− 1, 3p, 4p+ 1, . . . .
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Geometrijski niz:

1. U jednakokrako-pravougli trougao upisan je niz kvadrata na slede�i
naqin: stranica prvog kvadrata jednaka je polovini kraka, i dve
�egove stranice le�e na kracima; stranica drugog kvadrata jednaka
je polovini stranice prvog kvadrata, jedna �egova stranica le�i
na stranici prvog kvadrata, a jedna na odgovaraju�em kraku trougla,
itd.

a) Odrediti zbir svih obima kvadrata;

b) Odrediti zbir povrxina svih kvadrata.

2. Rexiti jednaqinu

x+ x2 + x3 + · · ·+ xn + · · · = 1.

3. Odrediti geometrijski niz qiji je prvi qlan 1, a zbir tre�eg i petog
qlana je 90.

4. Odrediti geometrijski niz ako je poznato da zbir prva tri �egova
qlana iznosi 112, a zbir slede�a tri qlana je 14.

5. Odrediti geometrijski niz koji ima xest qlanova, ako je poznato da
je zbir qlanova na neparnim mestima 455, a zbir qlanova na parnim
mestima iznosi 1365.

6. Qlanovi geometrijskog niza su A = am+n i B = am−n. Odrediti
qlanove am i an.

7. Pretvoriti u razlomak broj 1,4666 . . . .

8. Odrediti vrednost izraza

0,333 . . .− 0,75 : 4

1,4999 . . .− 0,999 . . .
.

9. Dat je kvadrat dijagonale a. Stranica tog kvadrata predstav	a di-
jagonalu drugog kvadrata, a stranica drugog kvadrata predstav	a
dijagonalu novog kvadrata, itd. Odrediti zbir obima i povrxina
svih kvadrata.

10. Aritmetiqki i geometrijski niz imaju prvi qlan 3, i jednake tre�e
qlanove. Ako je drugi qlan aritmetiqkog niza ve�i od drugog qlana
geometrijskog niza za 6, odrediti te nizove.

11. Zbir tri broja, koji qine aritmetiqki niz, je 15. Ako se ti brojevi
pove�aju za 1, 4 i 19, redom, tri formirana broja qine geometrijski
niz. Odrediti tri data broja.

12. Ako brojevi a, b i c qine geometrijski niz , dokazati da oni zadovo-
	avaju relaciju

(a+ b+ c) · (a− b+ c) = a2 + b2 + c2.
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13. Brojevi a1, a2 i a3 qine geometrijski niz. Ako je poznato da je
a1a2a3 = 343 i a2 − a1 = 5, odrediti zbir a1 + a2 + a3.

14. Odrediti prvi qlan, kao i ukupan broj qlanova geometrijskog niza
qiji je koliqnik 1

2 , posled�i qlan 1
2 , i zbir svih qlanova 31 1

2 .

15. Dat je geometrijski niz 5, 15, 45, . . . . Odrediti rang onog qlana koji
je za 15 ve�i od osmostrukog zbira drugog i qetvrtog qlana.

16. Odrediti geometrijski niz ako je poznato da je a1 + a2 + a3 = 7 i
a2 · a4 = 16.

17. Dat je geometrijski niz sa koliqnikom 2. Odrediti onaj qlan tog
niza koji je za p ve�i od zbira svih prethodnih qlanova.

18. Prvi qlan geometrijskog niza sa neparnim brojem qlanova je 7, a sred-
�i qlan je 56. Ako je zbir svih qlanova jednak 889, odrediti broj
qlanova tog niza, kao i �egov koliqnik.

19. Odrediti zbir
1 + 11 + 111 + · · ·+ 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸

n

.

20. Iz bureta koje sadr�i 800 l benzina svakog dana se istoqi polovina
koliqine benzina koja se u buretu nalazi. Odrediti koliqinu ben-
zina koja �e se istoqiti sedmog dana, kao i koliqinu benzina koja �e
nakon toga ostati u buretu.

21. Zbir prva tri qlana geometrijskog niza je S. Ako te qlanove pomno-
�imo brojevima 1, 2 i 3, redom, �ihov zbir �e biti S1. Odrediti taj
niz.

22. Ispitati da li postoji pravougli trougao qije stranice obrazuju ge-
ometrijski niz.

23. Lopta je sa neke visine puxtena da pada na podlogu. Posle prvog
odskoka, lopta je dostigla visinu od 1m. Posle drugog odbitka od
podloge, lopta je odskoqila na 90 cm. Poznato je da visine odskoka
opadaju geometrijski. Odrediti posle kod odskoka �e lopta odskoqiti
taqno 30 cm od podloge.

24. Ako se od qetiri qlana geometrijskog niza oduzmu brojevi 3, 4, 5 1
2 i

8, redom, formira se aritmetiqki niz. Odrediti qetiri data broja.

25. Dva geometrijskog niza imaju jednak prvi qlan, i on iznosi 2. Tre�i
qlan prvog niza je za 2 ve�i od drugog qlana drugog niza, a peti qlan
prvog niza je za 6 ve�i od zbira prva tri qlana drugog niza. Odrediti
ta dva niza.

26. Tri cela broja obrazuju aritmetiqki niz. Ako se prvi broj sma�i za
1, a drugi za 2, formira se geometrijski niz qiji je koliqnik jednak
polovini razlike aritmetiqkog niza. Odrediti tri data broja.
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27. Dat je jednakostraniqni trougao stranice a. U taj trougao je upisan
novi trougao, spaja�em sredina stranica velikog trougla, pa je u
novi trougao na sliqan naqin upisan jox jedan trougao, i tako redom.
Odrediti zbirove obima i povrxina svih trouglova formiranih na
taj naqin.

28. U jednakostraniqni trougao stranice a upisan je kvadrat qija se
jedna stranica nalazi na stranici trougla, a dva temena na drugim
dvema stranicama. Iznad ovog kvadrata je na sliqan naqin je upisan
novi kvadrat, i tako redom. Odrediti zbir porvxina svih kvadrata.

29. U loptu polupreqnika R upisan je pravilan tetraedar, u tetraedar
je upisana lopta, itd. Odrediti zbir povrxina i zapremina svih:

a) lopti; b) tetraedara.

30. Tri broja obrazuju geometrijski niz. Ako tre�i qlan uma�imo za
64, tri broja obrazuju aritmetiqki niz. Ako potom drugi qlan tog
aritmetiqkog niza uma�imo za 8, formira se novi geometrijski niz.
Odrediti tri data broja.
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