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Sa`etak. Problem poplo~avawa ili parketirawa je drevni problem koji se javqa

jo{ kod Egip}ana, Grka, Persijanaca, Rimqana, kao i u Kini, Japanu i u drugim

starim civilizacijama. Problem se sastoji u deqewu ravni na razli~ite oblike

koji bi je u potpunosti prekrivali, bez praznina i preklapawa, uz odre|ene pravil-

nosti s obzirom na vrstu i oblik. Posebno zanimqiva vrsta poplo~avawa je vrsta

poplo~avawa sa poliominima, koja se obra|uje na ovoj radionici. Detaqniji opis

problema je dat sa dominama, triminima, tetraminima i pentaminima uz prikaz

do sada ostvarenih rezultata u istra`ivawima sa pomenutom problematikom.

Kqu~ne re~i: poliomino, poplo~avawe, domino, trimino, tetramino, pentonimo

1 Uvod

H. E. Dudene 1097. godine u kwizi The Canterbury Puzzles postavqa problem

poplo~avawa (parketirawailiprekrivawa). Dajmoodgovorna pitawe: �{ta zapravo

predstavqa problem poplo~avawa ravni?�Pretpostavimo da imamo region slede}eg

oblika:

Figure 1: Region za poplo~avawe

i da nam je dato sqede}ih 7 dijelova

Figure 2: Oblici za prekrivawe regiona

Postavqa se pitawe da li je mogu}e sa datim delovima prekriti celi region, tako

da se svaki deo upotrebi samo jednom.

1|baralic@mi.sanu.ac.rs
2 lidjan edin@hotmail.com



2 \or|e Barali}, Edin Li|an

Figure 3: Mogu}e poplo~avawe

Ovo bi zapravo bila i sama ilustracija problema poplo~avawa. U zavisnosti

od toga s kakvim dijelovima poplo~avamo region ili ravan, mo`emo govoriti o

razli~itim na~inima poplo~avawa. Npr. region mo`emo poplo~avati sa pravilnim

ilinepravilnimgeometrijskimoblicima. Poznato je da ravanmo`emopoplo~ati, tj.

pokriti bez preklapawa i praznina pomo}u kvadrata, jednakostrani~nih trouglova i

pravilnih{estouglova, adasenemo`epoplo~atipravilnimpetouglovimailinekim

drugim pravilnim mnogouglovima. Mnogi drugi nepravilni oblici mogu poplo~ati

ravan, kao npr. pravougli trapezi.

Figure 4: Mogu}e poplo~avawe

Prou~avawepoplo~avawaravni sekomplikuje pove}avawemrazmatrawarazli~i-

tih oblika sa kojima se mo`e ravan poplo~ati. Zato }emo razmatrati specifi~ne ne

oblike koje nazivamo poliominima.

2 Poliomino

Poliomini su jednostavni oblici dobijeni povezivawem jedini~nih kvadrata i wi-

hovih stranica, tj. kona~an 4- povezani podskup ravnine bez rupa.

U matematiku ih je prvi uveo Solomon W. Golomb u svojoj kwizi Polyomi-

noes (Scribners, 1965). On je razvio nomenklaturu, a problem op}e formule broja

razli~itih tipova n-omina koji je postavio je i danas nere{en. Poliomine je kas-

nije popularizovao Martin Garden u svojoj kolumni u Scientific American, naz-
vanoj Mathematical Games. Najjednostavniji poliomino je monomino, elementaran
jedini~ni kvadrati} od kojeg su napravqeni ostali poliomini, kao i plo~a koju

prekrivamo. Plo~a je dakle pravougaonik dimenzijam× n, tj. ona ima ukupnom · n
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Figure 5: Primjeri oblika poliomina

Figure 6: Primjeri oblika nepoliomina

monomiona.

Figure 7: Pravougaona mre`a i monomino

Od monomiona dobijamo sve ostale poliomine, npr. domino je sastavqen od dva

monomina, tromino od 3, tetramino od 4, pentonimo od 5 itd. Monomino i domino su

jedinstveni, jer postoji po samo jedan tip.

Ov|e je zapravo va`no dati odgovor koje oblike poliomina }emo smatrati istim,

a koje razli~itim. Sve oblike koje mo`emo dobiti jedan iz drugog translacijom ili

kombinacijom translacija, refleksija ili rotacija smatra}emo istim.

Neka je p poliomino i vektor−→v ∈ Z2, tada }e p−→v predstavqati sliku poliomina

p dobijenog translacijom za vektor −→v . Sada bismo mogli precizno matemati~ki

definisati poplo~avawe pomo}u poliomina.

Definicija 2.1 (Poplo~avawe) Poplo~avaweT podskupaD ⊂ Z2 sa skupompoliom-

inaP je skup parova (p,−→u ) ∈ P × Z2, takvih da
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Figure 8: Monomio i domino

Figure 9: Translacija

i) D je unija poliomina p−→u ,

ii) za svaki par (p,−→u ) i (p′,−→v ) ∈ T , p−→u i p−→v se ne preklapaju.

Sada bismo mogli re}i da problem poplo~avawa sa poliominima mo`emo defin-

isati na slede}i na~in:

Definicija 2.2 (Problem poplo~avawa) Za dati skup poliomina P i podskupD ⊂
Z2. Da li zaD postoji poplo~avwe saP?

Kako bismo dati problem poplo~avawa pribli`ili razmotrimo slede}e jednos-

tavne primere.

Primer 2.1 Da li je mogu}e {ahovsku plo~u mogu}e poplo~ati sa dominama?

Primer 2.2 Dali jemogu}e sa dominamapoplo~atiokrwenu{ahovskuplo~u saSlike

10

Primer 2.3 Da li se plo~a dimenzija 6 × 6 prekrivena dominama mo`e prerezati, a
da ne prere`emo ni jednu dominu?

Primer 2.4 Mo`e li se {ahovska tabla dimenzija 8× 8 iz koje su izba~ena neka dva
ugaona poqa poplo~ati dominama 1× 2?

Primer 2.5 Nakolikona~inasetabladimenzijan×2mo`epoplo~atisaplo~icama
dimenzija 1× 2?
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Figure 10: Okrwena {ahovska plo~a

Primer 2.6 Nakolikona~inasetabladimenzijan×3mo`epoplo~atisaplo~icama
dimenzija 1× 2?

Primer 2.7 Dokazatida jezasvaku{ahovskuplo~u(bilokojedimenzije) sadominama,

broj horizontalnih domina sa crnim levim kvadratom jednak broju horizontalnih

domina sa belim levim kvadratom. Mnogi matemati~ari su se zainteresovali za is-

tra`ivawapoliominaidosadasupokazalislede}erezultatevezanezapoplo~avawa

sa dominama.

2.1 Poplo~avawa sa trominima

Poliomino koji ima tri monomiona naziva se tromino. Pogledajmo mogu}e oblike

tromina i poku{ajmo ustanoviti koliko imamo razli~itih oblika.

(a) I -tromino

(b)L-tromino

Figure 11: Tromino oblici

Odakle mo`emo zakqu~iti da postoje dva tipa tromina, i to I-tromino iL-tromino.

Primer 2.8 Koliko razli~itih na~ina postoji za poplo~avaweX sa trominima.

Primer 2.9 Koliko razli~itih na~ina postoji za poplo~avawe Y sa trominima.

Primer 2.10 Mo`elise{ahovskatabla8×8izkoje jeizba~enojednopoqepoplo~ati
pravim trominom 1× 3?
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Figure 12: Pravougaona mre`aX

Figure 13: Pravougaona mre`a Y

Primer 2.11 Poplo~avawe pravougaonika m × n sa ugaonim trominom (Slika 14)

zva}emo pravilnim, ako ne postoji pravuogaonik sa stranicama mawim od m i n
unutar tog poplo~avawa koji je poplo~an ugaonim trominima. Dokazati da ako za

neko m i n postoji pravilno, poplo~avawe pravougaonika m × n, tada pravilno,
poplo~avawe postoji i za pravougaonik dimenzija 2m× 2n.

Figure 14: Ugaoni tromino

Primer 2.12 Odrediti sve parove prirodnih brojeva (m,n) takvih da je tablu di-
menzijam×nmogu}e poplo~ati sa ugaonimtrominimatako utom poplo~avawu ne

postoji pravougaonik (osim pravougaonikam × n) koji je poplo~an figurama tipa
ugao.

Primer 2.13 Dokazati je broj na~ina da se pravougaonik dimenzijam×n poplo~a sa
ugaonim trominima paran.
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Primer 2.14 Mo`e li se tabla 5 × 7 prekriti ugaonim trominima tako da su sva

poqa prekrivena istim brojem figura?

Primer 2.15 Tabla dimenzija 30 × 30 poplo~ana je sa trominama 1 × 3. U svaku

vertikalnu dominu upisan je broj vrste u kojoj se nalazi, a u svaku horizontalnu

broj kolone u kojoj se nalazi. (Vrste i kolone su numerisane brojevima od 1 do 30).
Dokazati da je zbir svih napisanih brojeva deqiv sa 3.

2.2 Poplo~avawa sa tetraminima

Tetramini su poliomini koji se sastoje od 4 monomiona. Za tetramine postoji pet

razli~itih tipova tetramina, a to su: I-tetramino, L-tetramino, T -tetramino, Z-

tetramino iO-tetramino.

(a) I-tetramino
(b)L-tetramino

(c)O-tetramino
(d)L-tetramino

(e)Z-tetramino

Figure 15: Tetramino oblici

Primer 2.16 Pravougaonik je prekriven plo~icama 2× 2 i 1× 4,O-tetraminima i

I-tetraminima. Jedna je plo~ica razbijena i za wu imamo zamensku plo~icu drugog
tipa, mo`emo li preslagivawem plo~ica poplo~ati pravougaonik?

Primer 2.17 Mo`e li se pravougaonik s 20 poqa prekriti sa svim razli~itim

tetraminima?

Primer 2.18 Mo`e li se {ahovska plo~a prekriti sa 15 T -tetramina i jednim O-

tetraminom?

Primer 2.19 Mo`e li se plo~a dimenzija 10× 10 prekriti sa

a) T -tetraminima

b) L-tetraminima
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c) I-tetraminima

Primer 2.20 Plo~i sa n× n poqa uklowena su 4 ugaona poqa. Odrediti za koje n se

plo~a m`e poplo~ati saL-tetraminima.

Primer 2.21 Mo`e li se poplo~ati 4 × 5 pravougaonik sa po jednim od svake vrste

tetraminima.

Primer 2.22 Dalisetabladimenzija10×10mo`epoplo~atipravimtetraminima
4× 1?

Primer 2.23 Dokazati da se tabla dimenzije n × n, n > 2 bez ugaonih poqa mo`e
poplo~atiL-tetramino (Slika 21) ako i samo ako je n− 2 deqivo sa 4.

Figure 16: Ugaoni tromino

Primer 2.24 Dokazati da se tabla m × n mo`e poplo~ati L-tetraminima ako i
samom,n > 3 i 8 | mn.

Primer 2.25 Odrediti sve tipove tetramina.

2.3 Poplo~avawa sa pentaminima

Poliomino koji ima pet monomiona naziva se pentonimo.

Primer 2.26 Odrediti sve tipove pentamina.

Primer 2.27 Dokazati da 12 razli~itih pentamina mo`e sklopiti tablu 3× 20.

Primer 2.28 Dokazatida12razli~itihpentaminamo`eutrostru~itiV -pentamino

sa slike.

Primer 2.29 Dokazatida12razli~itihpentaminamo`eutrostru~itiX-pentamino

sa slike.
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(a) I-pentamino
(b)L-pentamino

(c) Y -pentamino (d)P -pentamino

(e)N -pentamino
(f) V -pentamino

(g) T -pentamino (h)U -pentamino

(i)X-pentamino (j)W -pentamino

(k)Z-pentamino (l)F -pentamino

Figure 17: Pentamino oblici

2.4 Jo{ malo o poplo~avawu

Kadagovorimoopoplo~avawimamo`emogovoritioperiodi~nom, polu-periodi~nom

i neperiodi~nim poplo~avawima. Razmotrimo slu~aj kada jeD = Z2 iP je kona~no.

Definicija 2.3 (Periodi~no poplo~avawe) Poplo~avaweT jeperiodi~noakouwemu
postoje dva nezavisno linearna vektora−→u i−→v takva da je T nepromewen pri odgo-

varaju}im translacijama.

Definicija 2.4 (Polu-periodi~no poplo~avawe) Poplo~avawe T je periodi~no ako

u postoji vektor u takav da je T ne promewen pri odgovaraju}im translacijama.

Figure 18: V -pentamino
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Figure 19: X-pentamino

Figure 20: Periodi~no poplo~avawe

Figure 21: Polu-periodi~no poplo~avawe

Remark 2.1 (Polu-periodi~no implicira periodi~no) Akopostojijednopolu-periodi~no

poplo~avawe ravni sa P , tada postoji i jedno periodi~no.

Teorema 2.1 (Berger, 1966) Problem poplo~avawe sa kona~nim skupomP iD = Z2 je

neodlu~iv.

Primer 2.30 Mo`e li se kvadrat 75× 75 razbiti na figure sa slika?

Primer 2.31 Tabla dimenzija 9× 7 poplo~ana je figurama dva tipa kao na slici
Neka jen broj figuricatipa kvadrata koji u~estvuju u poplo~avawu. Odrediti

sve mogu}e vrednosti broja n.

Primer 2.32 Da li je mogu}e pravougaonik 66× 62 poplo~ati figurama 12× 1?

3 Poliomini u nastavi matematike

• Samo zabava ili alat za pomo}u razumijevawu raznih matemati~kih pojmova i

zakonitosti, kao{tosuosnovnizakoniaritmetike(uni`imrazredimaosnovne

{kole tipa komutativnosti sabirawa, mno`ewa, u razumijevawuizometrijskih

transformacija, u~ewu i tuma~ewu translacije, simetrije i sl.
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• Jedan interesantan pristup bi se mogao napraviti u u~ewu i razumijevawu

pojmamatemati~ke indukcije, kojeg u~enici uglavnom shvate proceduralno, ali

naj~e{}e bez konkretnog razumijevwa.

Primer 3.1 Neka je n prirodan broj. Pokazati da svaku {ahovsku plo~u dimenz-

ija 2k × 2k sa jednim uklowenim poqem mo`emo poplo~atiati koriste}i ugaoni

tromino

Za{to bi odabir takvog primera u redovnoj nastavi bio dobar?


