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1. YBOJ

HacraBa matematuke campu pazHe MaTeMaTHUKe MpoOiieMe KOjU MpencTaBibajy 3rofHy MoryhHocT aa
ce oapeheHn HacTaBHH caipXaju TpaHC(OPMHILY y KOHKpPETHE 3aJaTKe, a Aa Ce pajoM Ha THM 3aJallMa U
IBUXOBOM pellaBamy YYCHHUIM YCMepe Ka CTHLAKky 3Hama HEONXOTHHX 3a MPUMEHY Yy pa3sHHM olracTuma
CBaKOJHEBHOT JKOBOTA U 32 HACTaBaK MaTEMaTHUYKOT 00pa3oBamba.

UuHK ce na HHjeJaH HACTaBHU MpEAMET HeMa TakBy MOryhHOCT Ja CBe IITO ce Teopwjcku oOpalyje
MPAKTUYHO MTPOBEPH U YBEKOA O/ OCHOBHOT JIO HAjBHIIIET HUBOA.

3ato ce oBaj cemMuHap 0aBM MaTeMaTHYKUM MPOOJIEMHMa, HHXOBOM KIACH(PHUKANHMjOM U MeTomama
BUXOBOT pelllaBama. PelraBame MaTeMaTHUKUX 3aJaTaka je BeoMa BajkaH HACTaBHHU MPOOJIEM jep MpEeACTaBiba
HajOoJby cUMyJaNKjy peuraBama npodiiema yonmTe. L{yib HaM je 1a ykakeMo Ha IITO IUPH U300p METoIa Kako
Ou oboraTwin peneproap HaCTaBHUKA Ha OBOM ILIaHY.

2. MATEMATHUYKHU ITPOBJIEMHA U IbBUXOBA
KITACUOHUKALIMJA

VY CIOBHO pe4eHO MaTeMaTH4Ke MpodiieMe MOKEMO TOJICIUTH Y JIB€ KaTeropuje:
" Jloka3Hu 3ajaly U
KoHcTpykTHBHU 3a1a1u.

Jloka3HM 3a/a1l Cy OHU MaTeMaTH4KH MPOOJIeMH KO KOjHX ce Ha OCHOBY HEKUX JAaTHX MoJaTaka U3BOIH,
OIHOCHO JI0Ka3yje, Ja TpaXeHW MaTeMaTH4Ku o0jekat (u3pas, popmyna, ¢purypa, Teno, CKym ...) ©IMa OCOOUHE
Koje Tpeba nokazatu. Ha mpumep, ako je MO3HATO J1a je JaTh YeTBOPOYrao KBajpar, OHJA Ce€ Of] pellaBaona
3aJaTKa Tpakd 1a HAa OCHOBY JedHHMIMje KBajpaTa M Beh JoKazaHMX OcoOWHA KBajapara, AOKaXe da Cy
nyjaroHalie HopMalHe.

KoHCcTpyKTHBHY 3a1any Cy OHM MaTeMaTHYKU MpoOJIeMH KOA KOjUX C€ Ha OCHOBY JaTUX MOJaTaKa TPaKu
OTKpHBamb¢ HEMO3HATHX MaTeMaTHYKNX ocOOMHa MojennHuX objekara. Ha mpuMep a ce ako je JaT HEKd u3pas
n3padyHa HberoBa BPeAHOCT, WIIM aKo je aTa HeKa jeJHaYMHA OJpe/ie HheHa pelleha, MM aKo Cy JaTe CTpaHuLe
HEKOT' TPOyTJia Ja ce KOHCTpYHIIE Taj Tpoyrao. KoHCTpyKTHBHU 3agany HUCY IO MPaBUILy CaMO T€OMETPHjCKH.
KoHcTpyKTHBHH 3a7a1li Cy CBU OHHM KOjH OTKPHBAjy HEIIO3HATA CBOjCTBA AaTUX MaTeMaTHUKHX oOjeKaTa.

Behuna nokasHux 3aaTaka ce MOXe MPETBOPUTH Y KOHCTPYKTUBHE U 00pHYTO. JloKa3HU 3amaTak —

Hoxazamu 0a cy oujaconane keadpama HOpmaiHe MOXKE Ce TIPETBOPUTH Y KOHCTPYKTUBHH 3a1atak — Odpedumu
Kakasg je mehycobnu nonodicaj oujaconana keadpama. I oOpHYTO, KOHCTPYKTHBHH 3a7atak — M3pauynaj 30up
c8uUx 08oyUPperHux npupooHux bpojesa, Moxe ce HOopMyIMcaTH Kao JOKa3HU 3a7aTak — /Jokazamu oa je 30up
c8ux 0goyugperux npupooHux bpojesa jeonax 4905.

VY 1noderHoj HacTaBM MaTeMaTHKE JOKA3HU 3aJalli Cy TEKHU 3a yUCHUKE, a KaCHHUje TO HHje CIIydaj, jep KOA
JOKa3HUX 3a/laTaKa TauHO 3HaMO IITa JI0Ka3yjeMo, JOK KOJ KOHCTPYKTHBHHX 3aJaTaka HUKaJa HUCMO CUTYpHHU
Jla JIM je OTKpUBEHa 0COOMHA MaTeMaTHUYKOr 00jekTa (BpeIHOCT u3pasa, pellekhe jeqHauYHe, IOBPLIMHA TPOYTJia
...) Ta4HO nepuHMCaHA. YIIUTAjMO Ce M caMH IITa je Texke 3a pemasame? [Ipobnem — Hoxazamu oa je ceaxu

npocm 6poj eéehiu 00 3 obauxa 6x — I unu 6x +1 v ipobiem — Odpedumu Koz 06auUKa Mo2y bumu ceu NPocmu
bpojesu xoju cy eehu 00 3?
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3. AJII'TOPUTAM 3A PEIHABAIE MATEMATHUYKHUX
[TPOBJIEMA U IbET'OBA ITPUMEHA

UyBeHn amepuuku MaTtemartuudap, Mmahapckor mopekna, beph Iloja y cBojoj momymapHO

HaHHcaHOj kwu3u "Kaxo hy pewumu mamemamuuku 3a0amak?" naje, 1 Ha npuMepuMa 06jam}LaBa
JeliaH BPJIO KOPUCTAH OIILUTH aJITOPUTAM 32 PELlaBabe MaTeMaTHIkux npobdiema. To je nocrynak KOJI/I

Tpeba na Oyne Ha yMy CBaKOM YYEHHKY M 3aTO je 3Ha4ajHO Jla ce y HACTaBHOM pajay J00po HIIyCTpyje.

OBaj asropuTaM MOXE MHOrO MOMOhM Ja ce HEroBUM MPAaBWIHMM KOpHUIINEHEM
uzmudepeHnupajy ¢asze y pemasamy U JaTH IpobdiIeM KOpak Mo KOpak TpaHCPopMmHulle y OOIUK U3

KOra ce JaJieKo JIaKIe JoO0ujajy TpaKeHa pellemha U U3BOJIe MOTpeOHe aHaIn3e.

AnropuTaMm 3a pellaBame MaTeMaTHUKUX npolieMa koju npeanaxke Iloja nat je y crnenehoj

TabeIu KOjoM ce ayTop ajaroputma obpaha yaeHurmma:

ITPBO

PASYMEBAWE 3AJIATKA

[Ta je HEeno3HaTo?

lIra je 3amaTo?

Kaxo rinacu ycnos?

TPEBA JJA PA3YMEII

~+—Hamujemoryhesagepomutn ycioB? Jla iu je yciioB 10BOJbaH

3a

3AJIATAK

onpehuBame Heno3Hate? Mnn Huje noBosban? Moxaa je

npeoapehen? Wnm konTpamgukTopan?

Hanpraj cnuxy! YBean npeno3natibuBe o3HaKe!

PacraBu pa3se nenoBe ycinoBa! Moskenn v UX HanmmcaTH?

JIPYTO

[IPABJBEE TTJITAHA

Ja nu cu 3amatak Beh Bugeo? Winu cu UCTH 3a1aTak BUIEO Y

| Hemiro apyradnjeM o0JIHMKY?

3Ham 11 HeKH CpoAHu 3axatak? Jla nu 3Ham Koja Teopema Ou TH

ITOTPAXU BE3Y USMEDBY

MorJia OuTH of rmomohu?

SAHATOI' U HEITO3HATOT'!

PaBMOTpI/I HeHOBHaTy! HOKyuIaj Ja C€ CECTHII HCKOTI' I103HaTor

3aJaTKa KOjU CaJip>Ku MCTY WJIM CIMYHY HEelno3HaTy!

AKO CE HE MOXE HA®hU

EBo 3aaTka koju je ciiuuaH TBOM, a Beh je pemen! Moxent v ra

HEIIOCPEIHA BE3A,

ynotpeOuTH? MOoKell I TPUMEHUTH HeroB pe3ynraT? Moxern

MOPARENI IA PASMOTPUII

JIM IPUMEHHUTH METOY KOjOM je Taj 3a7aTaK pericH?

ITOMORHE 3AJJATKE.

Z[a JIM MOKCII Ja YBCACII HCKU MOMONHHM eleMeHT KOjI/I Oou TH

OJIaKIIao ynorpedy Tor 3agaTka?

Mosken i a pyradmje (bopMmemem 3agatak? Jla mu ra je

Moryhe u3pa3uTu Ha joul HeKM HauuH? Bpatu ce Ha
neduHunmje!

Bupetn xwury [14.] Bep) Iloja: Kako hy pemmtn matematnuku 3anarak? — "[lIkoncka kmwura" - 3arpe6, 1966.
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HA KPAJY TPEBA JIA
HATIPABUII ITJIAH
PEIITABAA.

AKO He MOXKEIII J1a PEIINII TTOCTaBFEHH 3aaTaK MOKYIIa] MPBO
Jla PEIInII HEKU CPOaH 3amatak! MoKeNr v 1a Ce CETHII HEKOT
JIaKIIer 3a7aTka Koju My je cnrdan? OnmrTuju 3aaatax?
Cremudunynnju 3agaTak? AHajnorau 3amaTak? Moxenr jau a
pemmin fieo 3agaTka’? 3aapKe caMo jefaH JIeo yCaoBa, a oadaru
JPYTH J€0; KaJia je Helmo3HaTa Tako ojpel)eHa KaKko ce MOXKe
Mematu? Jla mu U3 1aTux nojaTaka MoXKern u3Byhu Hemro
yroTpeOsprBo? Jla Tu MOXKEIII J1a Ce CETHII HEKUX JPYTUX
rmojlaTaka Koju Ti Mory nomohu y onpehuBamy HenozHate?
Modkenr v 1a TIPOMEHUII HEMO3HATY, WITU JIaTe MOIaTKE, WK aKO
Tpeba U jeTHO U APYTro TaKo Ja HOBA HEMO3HATa M HOBU MOAAIH
Oyny mehycobHo Omrxu?

Jla ;i cu uckopucTro cBe 3a1ato? Jla JIm Cu HCKOPUCTHO YCIIOB y
nornyHocTH? la a1 cH y3eo y 003Hp cBe OUTHE MOJMOBE KOjH ce
HaJase y 3a1aTKy?

TPERE

ITPUMEHA TIJTAHA

A. TIPUMEHHU CBOJ

[IJTAH!

Kaz[a KOPUCTHUIII IJIaH peliaBamba, KOHTPOJIHWIIN CBAKN KOpaK!

Moskel Ju jaCHO BUJETH Ja je KOpakK ucrpaBan?

Moskel 1 JOKa3aTH Jia je ucrpaBaH?

YETBPTO

ITPOBEPA

B. IIPOBEPU TOBMUIJEHO
PEIIEE

Mozker a1 NpoBEPUTH pe3ynTaT?
Mosken 11 NpoBEPUTH JJOKa3?

Moskenr v pe3yaTaT U3BECTH Apyradnje?
Modkenr v ra YOUYUTH Ha TIPBH TTOTIe ?

Moskemnr PE3YITAT WM MOCTYNAK yrIOTpe6I/ITI/I Ha HCKOM

JPYroM 3a1aTKy?

[PUMEP 1. Oppenutu Heno3Hare uudpe a u b tako na 6poj 2015ab 6yne nesbus ca 12.

ITPBO

PABYMEBAKE 3AJJATKA

VY tpaxkeHoM miecToubpeHoM Opojy Hemo3Hate cy nudpe a u b

Hate cy npBe uetnpu mudpe 2,0, 1 u 5

Ycnos je na nobujenu mectorudpenu 0poj Oye nesbus ca 12

TPEBA JJA PA3SYMENI

[]

VYcnoB je moryhe 3a10BoJBHTH, jep je, Ha mpuMep, 6poj 201504

3AJIATAK

neJbuB ca 12

Ycnor pa je 6poj 2015ab nemwus ca 12 je noBosbaH 3a

oJpehuBame penicmha

[

YciioB HUje KOHTPAINKTOPaH.

Uwunu ce a mpobiieM rMa BHIIE PElIeha, jep j€ CBaKH JBAHACCTH

| Opoj nespuB ca 12

Cranka MU HUje moTpeOHa

TPEBA JA PA3YMENI

[]

JlaTu yclioB caipiKu JiBa OAyciIoBa: a ou podujenu 6poj Ouo

3AJIATAK

nesprB ca 12 mopa O6utH nespuB ca 3 u ca 4

To 3naum na 36up uudapa nobujeHor O6poja Mopa OUTH AEJHUB ca

| 3

Anu 1 a nBoundpeHn 3aBpiuerak ab Mopa OUTH JeJbuB ca 4
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JIPYTO

[TPABJBEE TTJITAHA

IIOTPAXHU BE3Y
N3MEDBY

Nmam aBe uneje

3AIATOI U HEITO3HATOT!

[IpBa je: Onpenuhy Hajmamu 6poj 2015ab koju je nemus ca 12,
a

octaine hy mobutn nogaBamem Opoja 12 Ha nperxoguu 6poj, jep

AKO CE HE MOXE HA®RU

je cBakM JiBaHaecTH Opoj nesbuB ca 12

HEIIOCPEIHA BE3A,

Jpyra je na onpemim 36up mucdapa tpaxeHor 6poja 2015ab, a on

MOPARENI IA PASMOTPUII

je 8 + a + b u na u3aBOjUM cBe KoMOMHanmje a u b koje

—1 IIOMORHE 3AJATKE.

3aJ10B0JbaBajy JiBa IIOCTaBJbEHA YCIIOBA, Tj. Jaje 8 + a + b

JeJbUBO ca 3 U Ja je qBouudpeHn 3aBplieTak ab nejpuB ca 4.

3a npBy ujejy IJIaH je jacaH - Tpeba OApEaUTH HajMabu Opoj

HA KPAJY TPEGA JJA "| 3a gpyry uzejy IaH ce cacTOjU y I0JaBamy Ha 8 30upoBa a + b
HATIPABUIII TIJIAH koju omoryhyjy nespuBocr ca 3. Jlakie, a + b moxe outu 1, 4, 7,
PEIIABAMA. 10, 13 u 16, jep a + b He moxe Outu Behe ox 18.
TPERE [TPUMEHA IIVTAHA

[TpBa Hajmamu tpaxenu 6poj je 201504.111eja:

Cau TpakeHu 6pojeBu cy taza 201504, 201516, 201528, 201540,

201552, 201564, 201576, 201588. |

Hpyra uaeja:

Axo je a + b = 1 moryhu cy 6pojesn 201501 nmm 201510, amt Hu

| jenman on mux HMje 1eJbUB ca 12.
L |

Ako je a + b = 4 moryhu cy 6pojeBu 201504, 201540, 201513,

201531, 201522. Pemewe cy npBa jaBa 0poja, TOK OCTaIH TO

HUCY.

C. IPUMEHH CBOJ ILVIAH!

"| Axojea + b =7 moryhu cy 6pojesu 201507, 201570, 201516,

201561, 201525, 201552, 201534 1 201543, a pemiewma cy Tpehu

1 1ecty Opoj jep ocTaiy HUCY IeJbUBH ca 4.

Axo je a + b = 10 moryhu cy 6pojesu 201519, 201591, 201528,

201582, 201537, 201573, 201546, 201564, 201555, a pewewe je

camo Tpehu u ocMu Opoj, jep OCTa Iy HUCY JIEJbHBH ca 4.

Ako je a + b = 13 moryhu cy 6pojesu 201549, 201594, 201558,

201585, 201567 unu 201576, a peliemne je caMo HOoCIeamLH 0po],

jep OCTal HUCY NISJbUBH ca 4.

Axo je a + b = 16 moryhu cy 6pojesu 201579, 201597, 201588 a

penieme je camo 0poj 201588.

YETBPTO

ITPOBEPA

VYropehuBameM penrema JOOHjSHIX IPBOM U APYTOM HJIEjOM

| jacHo je ma cy moOujeHa peliebha jeHa pelieha
[]

Pemreme je moOujeHO Ha IBa HAYWHA, @ CUTYPHO j€ | Ja ITOCTOoj¢

| npyre moryhHOCTH.

Ha npumep ox cBux OpojeBa 4mju je ABOIM(PEHH 3aBpIIeTaK

JCJbHB Ca 4 enMMHMHUCATH OHE KOiI/I HUCY OCJbHMBH Ca 3

D. ITPOBEPU TOBUJEHO

Wnu onpenntu ocraTtak npu Aesbemy Opoja 201500 ca 12 1 Ha

PEHIEIBE

OCHOBY TOTa OAPEIUTH HajMamu Opoj.

Jlatu mocTynak ce MoXe ynoTpeOUTH U KOj podiieMa KOju UMajy

cinuny dhopmynanujy. Ha mpumep:

Onpenutu ce 6pojese obnuka 2015ab koju cy nesbusu ca 15.

Onpenutu nudpe a u b Taxse 1a je 36up OpojeBa 1234a u 9876b

neJbuB ca 12
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4. METO/IE PEIIIABAIbA JIOKA3HUX 3AJJATAKA

Jloka3Hu MOCTYMAK WM MPaBHUIIHA apTyMEHTAallM]ja HICY CaMO BakaH JIe0 HACTaBE MaTeMaTHKe,
Beh 1 MHOTO OWTaH JIe0 CBAKOHEBHOT KHBOTA U 3aTO j€ MPHUIPEMa yIEeHUKA 32 MPABUITHO JIOKA3UBAE
BaYKaH 3aJ]aTaKk HacTaBe MareMaTuke. Jloka3uBame Tpeda yBexkOaBaTH 0J1 HAJHUKET y3pacTa, alu Tpebda
100pO OIMEPHUTH KOje OOIHKe TOKa3UBamba KOPUCTUMO Y KOM Y3pacTy.

CMmarpamo na cy AMpPEKTaH JOKa3 U JI0Ka3 KOHTPAIPUMEPOM CACBUM JOBOJGHU 3a MPBHUX MET
pa3pena OCHOBHE IIKoJie. HemTo cTpoxuje JoKasuBame BE3aHO je 3a caapikaje O MOIyJapHOCTH U
€JIEeMEHTapHO] TeOpHju OpojeBa M CBE IITO MPOUCTUYE U3 TIOIYJAPHOCTH U OpojeBa y IMIECTOM pa3peny
KaJla ceé MOTY KOPHCTUTHU U €JIEMEHTH JI0Ka3HBamkha PA3IMKOBAKEM cliydajeBa. Metos cBol)ema Ha

IPOTUBPEYHOCT CE YBOJIHU Y CEAMOM pa3peny (KoJ J0Ka3a UpallMOHATIHOCTH Opoja /\2 ) ¥ MUCIUMO Jia

je TO 3a OCHOBHY IIKOJNY CacBUM J0BOJbHO. Kopumrheme KOHTpamo3uije W pasHUX OOJIHKa
MaTeMaTH4Ke MHAYKIMje MPH JOKa3HBamby BE3aHO j€ 3a CPEIHmOIIKOJICKY HACTaBy M HeMa morpede na
ce panuje (opcupajy, jep HOKa3UBakE y OCHOBHO] LIKOJIM je CIOXKEH M TeXakK Mocao u 0e3 OBUX
MeTOJa, jep ce HacraBa Hajuyemhe 3acHMBA Ha OYMIJICAHOCTH M YYEHHUIM He BuUAE NOTpedy 3a
JOKa3WBamkbEM OHOTA IITO j€ ,,04UTIIETHO .

4.1. METOJ] JVUPEKTHOT JIOKA3A

Metoa AMPEKTHOT J0Ka3a je Hajuemhe KOpUIIheH METOJ JOKa3uBamba M MOYMBA HA jEHOCTA-
BHOM JIMYMYKOM IIpaBHIYy (TayTOJIOTHjH) y MaTeMaTHuKOj JOTHIM IO3HATO] Kao TPaH3UTHUBHOCT

UMIUIIKa-1Hje: (p = gAqg=>71) = (p = 7).

Hajsehu Opoj TBphema y HacTaBu Marematuke uma obmuk A = B, rae A mnpexacraBiba
IpeTnocTaBky, a B TBpheme. MeTon AUPEKTHOT JOKa3MBamka MOApa3yMeBa HU3 KOPEKTHHUX HMILIU-
Kalyja, mpu 4emy je A mpBu, a B mocnemmu enemeHar y Tom Huzy. KOHKpeTHO, JUpEKTaH IOKa3

MPEJCTaBIba 3aKJbYUUBAKE 00THKA (A => p] AP] = P2 A ... A Pi-] = Px A Px = B), T1a ce Ha OCHOBY
no0ujeHor HU3a 3aKibyuyje na 4 = B .

Hexke npumepe AMpeKTHUX JJOKa3a 1ajeMo y HapeIHUM 3a/1aliuma:

1.  Tpupomum OpojeBu 1, 2, 3, ... 2014, 2015 wanucanu cy jemaH 3a APYyruM U TOOUjEH je BUIIIE-
uudperu 6poj 12345678910....201320142015. [lokazaTtu aa je nobujeHu Opoj AesbuB ca 9 u HHje
MOTITYH KBaJpaT HEKOT MPHPOIHOT Opoja.

Jloka3zatu na je (a + b)2 = a2 +2ab + b2.
Axo je p poct 6poj Behu ox 3, onza je p2 — 1 nempuBo ca 24. JlokazaTu.

. .4 4 .
Axo cy x u y npupoanu OpojeBu Behu o1 1 oHna je x + 4y cinoxed 0poj. Jlokazaru.
Jloka3zaTu HejeAHaKOCT u3Mely apuTMeTHuKe U TeOMETPHjCKE CPEMHE ABa HEHeraTUBHA Opoja.

30up TSKUIIHUX TyXKH Tpoyria Behu o noiayoOuma, a Mambu 01 o0uma Tpoyria. JlokazaTu.

e A L B

Heka cy s u ¢t ceuulla ¥ TaHI'€HTa JaTOT Kpyra kK KOHCTpyHCaHe M3 Tauke M BaH 001acTH 1aTor
kpyra. Ceunna s ceue pr)KHI/II_[X y Taukama 4 u B, a TaHreHTa ¢ 1oupyje KpyxKHHuIy y Tauku C.
Jlokazatu na je MA - MB = MC".
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4.2. JOKA3MBAIE KOHTPAIIPUMEPOM

3a Bpheme obmuka (Vx € X) (P(x)) moxe ce oKa3aTH 1a HUje TAYHO, aKO MPOHANEMO elTeMeHT

a X P(a) @ Cce Ha3WMBa KOHTpAImpUMep 3a TBpheme
(Vx e X) [P [x]} b€,

Kana Ham ce necu ga HM mociie HEKOJIMKO IMOKYIIaja HE yCIEeBaMo Ja TIOKaKEMO HEKO TBpheme,
WIN Kaja ,,CIIyTUMO®* Jla HEKO TBpheme HUje TauHO, OHAa heMo MoKyIaTu aa HaljeMo KOHTparmpumep
KojuM hemo To TBpl)ere OMOBPrHYTH.

Beoma uecto Merona nokazuBama KOHTPAPUMEPOM KOPHCTH C€ M NPUWIMKOM JOKa3HBamba
ocobuHa penamuja, rae ce ocoOMHe pedIeKCUBHOCTH, CUMETPUYHOCTH, AHTUCUMETPUYHOCTH H
TPaH3UTHUBHOCTH, BEOMA JeJTHOCTABHO OMOBPraBajy KOHTPAIIPUMEPOM KaJl ToJ je To Moryhe.

[Tpumepu onoBpraBama TBphema KOHTPAIPUMEPOM.

1. Jloxazatu nma cienehe TBpheme Huje TayHo: CBakM HEHeraTHBaH 1eo Opoj jenHak je 30upy
KBaJjpaTa TpH HEHETaTUBHA 1esa Opoja.

Jloka3: 3a 0BO TBpheme ce MOKe JOKa3aTu Jja HUje TauHO Tako MmTo hemo Hahu KOHTpampumep
3a Wera, ogHocHo Hahu hemo HeHeraTuBaH 11€0 Opoj, KOjU HUje 30Mp KBajpaTa TpH
HEHEeTaTHUBHA I1ena Opoja.
[Tohu hemo pemom oz 6poja 0,

0=10"+0%+0’

1=0"+0%+17

2=0"+1+1

B=1T" 41741

4 = 0%+ 0%+ 22

E-N2112.922

i

6=22+174+1°
7=7
Jlonum cMo 1o 6poja 7 M BUAMMO Jja c€ OH HE MOJKE MPEICTaBUTU y OONMKY 30Upa KBajapara
TpHU HEHeraTHBHa Opoja jep ce He MOXKe MpeACTaBUTH Kao 30up OpojeBa 0, 1, u 7. bpoj 7 je makne
KOHTpanpuMep 3a 1aTo TBpheme, unMe CMO MOKa3alu Ja OHO HUje TaYHO.

-

2. JlokasaTu 1a Huje TauHo TBpheme: 3a cBe peane Gpojese G MY yz @ =D a=b.

" cnemun

Jloka3s: TBpheme hemo onoBpruyT Tako mro hemo Hahu nmpumep J1Ba pa3nuyura peajgHa Opoja
1

TaKBa Jla Cy BPEAHOCTH HHXOBUX KBajpaTa jenHake. TakBu cy Ha mpumep 2 M -2, wid ~ M — =
WM OMJIO KOja JiBa JIpyra CynpoTHa peanHa Opoja.
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4.3. JOKA3UBAIE CBOBEBLEM HA ITPOTHUBPEYHOCT

Coleme Ha MPOTUBPEYHOCT WITH, MO APHCTOTENY, c8oherve Ha nemozyhe (nar. Reductio ad
absurdum) je jeman op uernrhe KopunrheHUX MO0Ka3a y JOTHUIA U MATEMAaTHUIIH.

OBze ce MMIUIMIMTHO KOPUCTH 3aKOH KOHTpaauKiuje (cBoheme Ha arcypi) KOju TBpAM Ja
jeaHa KaTeropuyHa u3jaBa He MOKe OUTH UCTOBPEMEHO U UCTUHUTA U HEUCTUHUTA.

Cam MeToA TOTHUKHU ce 6a3upa Ha TayTOJIOTHjU (—-p = (gA—q)) = p,

Jloka3uBame TBphema OBUM METOJOM CacToju ce y cienehem: ako xohemo 1a okakeMo HeKy
TBPAKY, OHJIA TIPBO MPETIIOCTABUMO HEHY Heranujy. AKO Ty Herauujy JOBEIeMO y MPOTHBYPEYHOCT
(amcypna), OHZIA CMO THUME YCHENH J1a TOKAXEMO caMy IOUYeTHY TBpAwmY. OBakaB HauMH JOKa3uMBama
YeCTO Ce Ha3MBa MHAMPEKTHUM. J[0Ka3 ce He M3BOAM JUPEKTHO 3a TBPAY KOJjy JKEIMMO A2 JOKaKEMO,
Beh 70Ka3yjeMo Ja je Heraluja TBpIme HeMoryha. 3aTuM mpuxBaTaMo caMy TBPIbY M 3aKJby4yjeMO
71a TOCeyjeMO JIOKa3 3a By, 0 Yera CMo JOIUIH UHIAUPEKTHO.

Mertoaa je Hajupe kopuinheHa koa xeieHCkux Quioszoda. IIpermocraBiba ce na cy je mpBU
KopucTin ¢puio3odu copucty, Koju cy 0By METOAY KOPUCTUIM Kao aJiBoKaTh y cyaoBuma. Coductu

— aJJBOKaTH Cy HEBHHOCT CBOjJUX INITHNEHMKa MOKa3MBAIM 3alOuYMbyhu ca ,,IPEeTIOCTaBUMO J1a je MOj
mTuheHuK KpuB..." W Ha Kpajy MOKa3MBaJM KAaKO TO JOBOJIU 1O MPOTHUBPEYHOCTH ca noctojehum
JOKa31Ma.

Hajcrapuju maTematnuku A0Ka3 KOjH je M3BEJICH OBOM METOJOM, a mpunucyje ce Eykmuny, je
noka3 TBphema Kkoje caapxu crneachu:

3agarak 1. Ckyn npoctux OpojeBa je 0eckoHavaH. /lokasaru.

Jokas3. TlpeTnocTaBuMO J1a MOCTOjU CaMO KOHaYHO MHOTO MPOCTHUX OpojeBa M Jja ce€ OHH MOTY
nopehaTH y HU3 Ba. Da. .. B

CBu ocTanu npupoaHu OpojeBu OM OUIIH CIIOKEHH, 1a OM TO OMO U OpOj P+ “Pa * ...” . +1. Ann
KaKo je CJI0XEH OH MOpa OMTH JeJbUB HEKUM O] MPOCTUX OpojeBa, HO TO HUje Moryhe jep ca KOjuM roj
OJ1 HaBEJICHUX JIa ce TOJIeNIn OH Jaje octartak 1. Ila cMO OBUM KOHCTpYHCAJIH jOILI jeaH MPOCT Opoj, U
TaKo MPETXOJHH MOCTYIMaK MOXKEMO TOHaBJbaTH 10 OeckoHayHOCTH. [la ckym mpocTux OpojeBa HUje
KoHauaH, Beh Oeckonavyan. OBaj noka3 je npubdenexuno Eykiua, jomr npe Buie o 2000 roguna!l

3amatak 2. Jloka3aTu aa je 6poj V 2 upanmonanan.

JMoxkas. Tlohumo ox cynpotre npernocraBke. [IpernocraBumo na v 2 Huje uparroHanan opoj!
i —

OH ce oHaa MOKe NPEACTAaBUTH Kao pazjioMaK 3 a , Tako jaa cy P u 9 y3ajamuo npoctu 6pojesu.
KBangpupameM U jeqHOCTAaBHOM TpaHCcopmanujoM ce 1obuja na je v~ = 2a°. Oxpaje cienu na je
P°, a THME U PCJIoXKeH Opoj IeJbHB ca 2, a ce MOXKe MPEJICTaBUTH Kao p = 27

Opnane je 4p~ = 2g°, ojakiie cienu Ja je @, a TUME U @ CJIOKEeH Opoj JeJpuB ca 2, ma ce
MOX€E MPEICTaBUTH Kao d = 2t.

Melytum, To je y CympOTHOCTH ca mpeTnoctaBkoM ja ¢y P u 4 y3ajamuo mpoctu 6pojesu, ma
ciemu na v/ 2 He Moxke OMTHM paunuoHanaH, Beh upamuoHanan 6poj. OBUM je JOKAa3aHO MOCTOjaH-E
UpamnroHaTHUX OpojeBa.

) ) ) 3 =
3anarak 3. bpoj 3 Huje pemiewe jeqHaunte * 5x =10
3anarak 4. Jlokasatu 1a jeqpaunna 2 T 9 = K°
=4,

HEeMa pelliemha y CKYIy MPUPOIHUX OpojeBa 3a
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4.4. JOKA3MBAIGE PA3JIMKOBAILEM CIIVHAJEBA

PemaBame nOKa3HMX 3aJaTaka METOJ Pa3iMKOBama CllydajeBa HHUje MHOIO IO3HAT, a HHU
MPEBUIIE TEOPUJCKU TPETUPAH Yy PAJOBHMa BE3aHUM 3a METOAMKY Maremaruke. O METOJy pas3iuKo-
Bama CllyyajeBa MHUCAIH Cy y cBojuM panoBuma Mapuna [Ipemuh (1980), Bojucnas Anapuh (1981,
2001, 2006), 3apasko Kypuuk (2003. u 2010.), ILI. Apcnanaruh (2004.) ...

Mertoa pa3znuKoBama ClydajeBa MPEeTIOCTaB/ba MPEIU3HO JePUHUCABE JOMEHA MAaTEMaTHUKOT
3aJaTKa, 3aTUM I0/IeTy JIOMEHa Ha JUCJYHKTHE CKYIIOBE M JIOKa3WBAIE Y CBAKOM O] YOUCHHUX JHC]Y-
HKTHUX CKYNOBa. MelyTuMm, HUje JIako HampaBUTH JHMCJYHKTHY MOJENY JOMEHa 3aJaTka M CYIITHHA
METO/Ie Pa3JIMKOBamka ClydajeBa yIpaBo M jecTe y KpUTEpUjyMUMa U MPUHIMIIAMA TOJIeNIe IOMEHa Ha
JMC]JYHKTHE TIOCKYTIOBE.

D D D D
D

3aro je IMJb OBOT Jiea CEMHHapa Ja cé Ha KOHKPETHUM NpUMepUMa WIYCTPY]y NPHHIMIIN
MoJiesie IOMEHa 3aJaTka Ha JIMCJYHKTHE MOJICKYITOBE U MPHUKaKe YHUBEP3AIHOCT MPUMEHE METO/Ia, jep
ce METOJ jeHAKO YCIEUTHO MOXKE IPUMEHUTH y CBUM MaTeMaTHYKUM Haykama (anreOpa, reoMeTpuja,
Teopuja OpojeBa, KOMOMHATOPHKA. ..). HapaBHO LWJb je U J1a ce WIYCTPYjy HECTaHAapAHE CUTYyaluje y
KOjUMa Cy eJE€MEHTapHe MeToje yriaBHOM HemohHe. HaBonumo Heke KapaKTEpUCTHUHE MpHUMEpe
IIPUMEHE METO/JIE Pa3IMKOBamka ClydyajeBa y JOKa3HUM 3aJalliMa y HACTaBU MaTeMaTHKe:

Axo je x peanan Opoj, oHza je x2 2 0.

2. Jlokasartu na je cBaku mpoct 6poj Behu ox 3 obnuka 6k — 1 nnm 6k +
1. Ma nu Baxku oOpHYTO TBpheme?
. . 8 5 2
3. Jlokasaru Jia 3a CBaKH peajiaH Opoj a BaKu HejeAHaKoCT a —a +a —a+1>0.
. . .4 4 .
4. Jlokasaru jJa He 1mocToje 1enu OpojeBu x U y TakBu Aaje x +y =333 ... 333 (2015 Tpojku).
5. Jlokasaru na S Tayaka y paBHU oapelyje HajBuiie 10 npaBux.
6. Opn cBUX mpaBOyraoHUKa JaTor 0OuMa, Hajeehy MOBPIIMHY UMa KBaapar. Jloka3aTu.
7. Ha matematnukoj KOH(EpeHIUju ydecTByje n MareMaTnuapa. Jlokasatu Ha Ha KOH(pEpeHIHjH

mocToje 6ap /1Ba yuecHHUKa ca UCTHM OpojeM MO3HAHHKA.

8. VY paBuu je naro 2015 Tauyaka TakBUX Ja 3a cBake Tpu (Ha npumep A, B u C) o1 BHUX BaXH J1a
je pacrojame AB < 1 umu AC < 1 unm BC < 1. Jlokazatu 1a HOCTOjU KPYr HOJyIpedHuKa 1
koju canpxu 6ap 1008 matux Tavaka.

10
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4.5. NOKA3MBAKBE KOPUITHhEBEM KOHTPAIIO3UILINIE

VY noka3HuM 3aJanumMa ce XKeau MOKA3aTH J1a U3 HEKE MPETNOCTaBKe P ciueau Heka TBpama O,
Tj. 1a je uMIuIMKanuja P = Q uctuHuTa. JIMpeKkTHO JOKa3UBamke CacToju ce y ToMe Jia ce nojasehu ox

IpeTHnocTaBke P, MPUMEHOM aKCMOMa, JAe(pUHUIMjAa U paHHje JOKa3aHUX TeOpeMa, HU30M HCIPaBHUX
JOTHMYKUX 3aKjbyuynBama nohe mo (. 3a pasnuky o IUPEKTHOT [OKa3HBamka, WHAWPEKTHUM
JOKa3UBambM je IyT O] MpeTnocTaBke P 1o TBpame O ,,3a00uma3an".

Jeman on MeroAa MHIMPEKTHOT JOKAa3WBama j€ OKAa3MBambe KOPUIThEmeM KOHTPAIO3HIIHjeE.
Haxo ce pehe ynorpebspaBa, MOXKe y HEKMM cuTyaljama Out o kopuctu. Cam meton je 6a3upaH Ha
TayTOJIOTHjH, T3B. 3aKOHY KOHTpano3uumje,

P=>0) ©«(—-Q0=>-P).

YmecTo na ce nokasyje na u3 P cnenu Q, nokasyje ce na u3 - Q cienu - P, a ITO y HEKUM
cllyyajeBUMa MOK€ OMTH 3HATHO JIAKIIIE.

Cnene 3aaiy Kojuma ce WIycTpyje 10Ka3uBamke KOpUIINEeheM KOHTPAIo3UIIHje:
.2 . . .
1.  Ako je n Hemapan Opoj, OHJa je u n HenapaH O0poj. JlokazaTH.
2. Ako je y ckyny peanHux O6pojeBa xy # 0, onna je x # 0 u 'y # 0. Jlokazaru.

3. Y tpoyrny ABC nyxune crpanuna BC, CA u AB cy penoM a, b u c. AKo Baxku Ja je a2 + b2 * c2,
onna je ZACB # 90°. Jlokazaru.

4. Axo 3a koHBekcaH ueTBopoyrao ABCD Baxu na je ZBAD + ZADC = 180, oHza cy cTpaHuie
AB u CD napanenense. Jloka3aTu.

11
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4.6. IOKASBABE KOPUIITREILbEM MATEMATUYKE UHAYKIMUJE

MaremaTnuka MHIYKIMjAa j€é METOJ MaTeMaTH4KOr JOoKa3uBama Hajuemhe kopuimheHor 3a
JI0Ka3MBame Ja je HeKa TBP/Iha TauHa 3a CBE MPHPOJIHE OpojeBe.

Hajpanuju TparoBu mMaremMaTuyke MHAyKIHUje ce Mory Hahu y _EykianjoBoMm noka3sy jAa MOCTOjU
0eCKOHAaYHO MHOTO IPOCTUX OpojeBa, H backapuom yuxnuonom memody. dopma _ jgokaza
MaTeMaTHYKOM MHAYKIHJOM C€ jaBJba Y KEbH3H Kojy je Hanucao Aj-Kapauu oxo 1000. ronune, koju jy
je m3mely ocranor KopucTHO Aa JoKaxe OMHOMHY Teopemy U _IlackanoB Tpoyrao.

[IpBO pUTOpPO3HO M3Narame MPUHIMIA HHAYKIHUjE je nao Ppandyecko _Maypoianko, Y CBOM
neny Arithmeticorum libri duo (1575.), xoju %e KOPHUCTHO OBY TEXHHKY Ja JIOKaXe Ja je 30up
NpPBUX 1 HEMAPHUX ILeauX OpojeBa jenHak n . WHAyKmujy cy Taxobe HE3aBHCHO OTKPHIH
[IBajiapar; Jako6 bepuynu u @panirysu Ilackan u _Depma.

Jloka3 MaTeMaTHYKOM MHIYKIIMjOM H3BOJM Y TPH KOpakKa:

(1) y mpBoM KOpaKy HpOBEpaBaMo Ja Jik TBije}Le BaXM 3a n = | (WK NOHEKaJ 3a HEKY ApYTry
POYETHY BPEIHOCT), 0BAj KOpaK ce 30B¢ 0a3a HHAYKIHUje.

(2) y Ipyrom Kopaky MpeTIiocTaBUMO Ja TBpleme Baxxu 3a HEKH Opoj 7, U OBaj KOpak ce 30Be
MHAYKIIMjCKa MPETIIOCTaBKA.

(3) y Tpehem, yjeaHO U MOCHENHEM KOpaKy, JOKa3yjeMo Jia ako TBpheme Baku 3a Opoj n, oHAa
(B i n
BAXU U 32 M aKO TO YCIIEMO 3aKJbyuyjeMo J1a TBpheme BaKH 3a CBAKU MPHUPOIaH Opoj
EBo ¥ HeKkonMKO  3ajaraka Koju ce J0Ka3zyjy INPHUMEHOM MaTeMaTHyke HWHIYKIHje:

1.Metonom MaTeMaTHYKe MHIYKIIM]jE JOKA3aTH J1a Ba)Ke JaTe jeJHAKOCTH:
a) 1+24+3+4+-+(2n—1)=n
b) 12422 4+3% - +n’ = Zn(n+ )(2n+1)

(nt1)int2) (n+3)..(Zn—1)2n

= pn
1-3-5-.-(2n—1)

9)
2. Jloka3aTu ga Baxu:

a 19| 52ntignt2 4 gntZaintl o g

b) 84| 4% — 3" —

3. Jloxkasary jia n NpaBUX y PaBHU OJf KOJUX HUKOjE JBE HUCY NapallelIHe ¥ HUKOje TpU
nint1)

HE ca/ip>Ke UCTy TauKy, JieJie paBaH Ha 1+

2

4. Jloxazatu Ja ce NMOLITAHCKUM Mapkuiama ol 3 M 5 JuHapa MOKE IUIaTUTH
CBaKH M3HOC MOIITapUHE Behu WM jeHaK o] 8 AuHapa.

12
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PAJIMOHULIA 1.

. 2 2 2 2
Jlokaszatu ja jeiHauMHa (x —y 4+ z) =X —y +Zz HUMa 0ECKOHAYHO MHOTO PEIIeHa y CKYITY
nenux OpojeBa.

. . 2p 2 .
AKko cy p u g mpocTu OpojeBH OHJA jeIHAYHHA + p = g ¥Ma JeOUHCTBEHO peliewme. Jloka-
3aTH.

Jlokazatu Ja ce TOIITAaHCKUM MapKuliamMa oja 3 W 5 JuHapa MOXKe IUIaTUTH CBAaKU M3HOC
nomTapuHe Behu WM jeHak oj1 8 quUHapa.

Jla 11 ce KBagpaT CBaKor MpUpoAHOTr Opoja Beher on 1 Moxe mpuka3zaTH Kao 30Hp JABa MpOCTa
opoja?

Axo je a panmonanas 6poj paznuuut on 0, a b upanronanan 6poj, oHAa cy OpojeBu a + b, a — b,
ab, a/b, b/a npanronanuu OeojeBu. JlokazaTu.

13
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5. METOIE PEITABAIBA KOHCTPYKTUBHHUX 3AJTIATAKA

5.1. METOJ ANPEKTHOI' U3BPAUYHABAKBA

Meron IUpEKTHOT W3pavyyHaBamba IOYMBA HAa OCOOMHAMa TPAaH3UTUBHOCTH (jeHAKOCTH,
HEJeTHAKOCTH, KOHIPYEHIMja ...) U CaCTOju CE€ y CYIUTHMHHM O] Hu3a (Qopmyia Koje cy aodujeHe of
M0JIa3HE pa3HUM €KBHBAJICHTHUM TpaHc(opmMalujama.

3a ciydaj jeHaKOCTH, Tj. M3pauyHaBama HEKOI M3pa3za Taj HU3 OM ce MOrao NpuKa3aTH Ha
cienehu naunu [ = [1 =1 = ... =[] = [, vae je I moyeTHu u3pas, a I,, KOHAYHA HETOBA BPETHOCT.

Kox jennaumnHa, HejeHayMHA, CHUCTEMA, ... YOIIITE HEKUX (Qopmyna, Taj HU3 OM OuMO Majo
Ipyraduju, Tj pemaBame Gopmyna 01 ce oaBujao o Mexanmmy: F & F1, F1 & F ... Fx.1 & Fytne
je mocneama popmyna F y TaKO3BaHOM PELIEHOM OOJIHKY.

[Tpo6nemu Ha yKjeM periaBamky heMo MITyCTpOBATH U3JIOKEHE UAEE CY:

3 3 4

1. Onpenutu cBe mpocte OpojeBe p 3a KOje BaXKM HEjeTHAKOCT: & < _p < 3.

. . . O
2. VYrao koju 3akianajy BUCHHA M TEXHILIHA 1y)X U3 TeMEHa npasor yria je 14 . Oxpenutu yriose
JaTor MPABOYIJIOT TPOyIJa.

3.1ta je Behe: 5 4,8 I/IJ\/I_ \/?+ \/?_

4. Koja mudpa je na 2015 mecty y AenuumManHom 3amnucy o6poja 2/7?

5. W3pauynartu BpegHocT u3paza S=1+3 + 32 +...+ 3n_1 +3"

6. Y marom tpoyriny ABC, Tauka D je cpenumure ctpanuine BC. Tauka E nenu nyx AD y pazmepu 3
: 1. IlpaBa BE ceue ctpanuny AC y tauku F. OnpenuTu oAHOC MoBpiuuHa TpoyrioBa ABF u
BCF.

7.  XWIOTEHy3WHa BUCHHA €M XMUIIOTEHY3y Ha oaceuke 9cm um 16cm. W3pauyHaTu crpanHwuile,
BUCHHE M TEXKHUIIHE AY)KM IPABOYIJIOI TPOYIJa, MOJYNPEUYHHUK OMMCAHOT M YIMHUCAHOT KpYyra,
00MM U NOBPILKHY TPOYTJIA.

8.  Axo je x peanaH 6poj KOJTUKO H3HOCH HajMarma BpeIHOCT u3pasa (x — 1)(x —2)(x — 3) (x — 4)?

9. V KpyXHH HCEYaK 4Hje je TOJYNPEeYHHK R W TeTuBa 2a yNUCaH je KPyr MOJYNpEeYHHKA 7.
Wzpauynatu r y QyHKuuju R u a.

10. Motopnu uaman u3 Hosor Cana JlynaBom y beorpan cturne 3a 3 cata, a u3 beorpaga y Hosu
Can 3a 5 catu. Konuko myra je 6p3una yamiia Beha o 6p3une Jlynasa?

11. Konuko uMa mpaBOyriMx TPOYIjioBa KOJ KOJUX je MepHHU Opoj xumnoTteHyse 3a 1 Behu o1 mepHor
Opoja myxe karete?

12.  3a mpuponne OpojeBe a, b, ¢ U d Baxu jeTHAKOCT a2 + b2 = c2 + d2 HNanmu je 6poja + b + c+d
MPOCT WJIX CIOXKEH?

14
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Hekonmko HamomMeHa u 0 mpoOIEMCKUM 3aaIima:

CrnocoOHOCT pemaBama MPOOJEMCKHX 3aJaTaka TEKCTyaJdHE IpUpoAe BeoMa e(pUKACHO
MoKa3yje HHMBO MAaTeMaTHYKHX 3Hamba U CIIOCOOHOCTH caMUX YydeHuka. HauuH omaGpaHor
MaTeMaTHYKOI MOJEJIOBamka MpHU pellaBamby TEKCTYaTHHX MPOOJEeMCKHX 3a/aTaka MOXKE 3HA4ajHO Ja
TOTNIPUHECE pa3BUjaby pa3yMeBamba MOCTYNAKa IlHXOBOT PEIIaBabA.

TexctyanHu 3aany MOTY c€ pa3yMeTH Kao je3WYKH OMHC HeKe MpoOIeMcKe CUTyaluje, Tae ce
MOCTaBJba OJjpel)eHO MUTame, a peueme mpodiemMa ce 1o0uja MPUMEHOM PauyHCKUX Omepalja Ha
OpojeBHE U Jpyre MmojaTke U3 omnuca npodiema. Beoma BaxHe (ase y pelraBamy OBakBUX Ipodiema
Cy: pa3yMeBame€ TEKCTa, pa3yMeBame CHTyallljeé Yy pealHOM OKpYyXemwy, npebanuBame Ha
METeMAaTHUYKH je3UK — MpeBol)ee y U3pase, pauyHambe U pasyMeBame peuiemha.

HOCTOje MHOTC IUPCKTHC U UHAUPCKTHC MCTOJIC pClllaBakhba TCKCTYAJIHUX 3aJiaTaKa.

WMuaupekTHe METOoJie KOje ce 3aCHUBAjy Ha Kopuinhemy Mojena M Hajuemhe ce KOpUCTE Y
MOYETHO] HACTaBH MaTeMaTuKe, Cy: METOJa AY>KHM, METOJla PaBOyraoHWKa, MeToa Tadnuia, MeToaa
Benosor nujarpama...

Heke on IMpekTHHX MeToja, Koje ce KapaKTepHIle pellaBarmeM oipeheHor mpobiema 6es
kopumherma MOJeNa Cy: METOJ NOKyIIaja M MOrpemaka, MeToJ AMPEKTHOT H3padyHaBama, METON
jeaHa4YnHa. ..

VY mocTynky peniaBamba MaTeMaTHYKOT MpoOiieMa METOJ0M AUPEKTOHOT M3payyHaBHa BaKHA
¢aza je 3ammcuBame, Hajuemhe, CI0XEHOT MaTEMAaTHYKOI M3pa3a KOjU OJroBapa CTPYKTYpU JaTor
npobiema.

Hpumep 1. (Unyctpanuja 3a Mnalje paszpene o) /IBa npyra, Muma u Toma, umajy 3ajeiHO
240 nunapa. Onu Tpeba a mojene oBaj HoBall Tako fAa Toma gobuje 50 quaapa Bume. Konuko aunapa
he nobutu cBaku o1 HUX?

Pememe. Tekcr npoOieMa AMPEKTHO MPEBOAUMO Ha paydyH.

Mumia he mobutu: (240 — 50) : 2 = 95 nunapa, a Toma 95 + 50 = 145 nunapa.

3aganu

1. Tlponamar y jeqHOj MpOJAaBHUIIM UMa Ha pacrioyiaraby S0 HoBumha o 1, 2 u 5 nunapa.
VYkymnHa BpeaHocT cBux HoBumha je 100 nunapa. Konuko je HoBurnha 071 cBake BpcTe ako ce
3Ha Ja Cy /IBa 0] Ta TpH Opoja jeaHaka?

2. Axo Ilepa nozajmu Munumm 500 quaapa onu he umaTtu ucte cyme HoBia. Ako Munuia
no3ajmu [lepu 500 qunapa onna he oH ©UMaTH MeT myTa BUlle HOBIA 011 Ke. Konmko
HOBIIA UMajy BUX J1BOje?

3. Ha Tabnu je 3ammcaHO HEKOJHMKO TO3UTHUBHUX pealiHuX OpojeBa OJl KOJUX j€ CBAKH
JeaHaK mecTuHH 30upa npeocranux OpojeBa. Kommko je 6pojeBa Hamucano Ha Tabau?

4. JlBageceT mmMOMIIa KOILITa TOJIMKO JMHApa KOJMKO ce mmbuma nodbuja 3a 500 munapa.
Komnko xomrra 2015 mmburna?

5. Pemwutu jennaunny
1 1 1

= +
x“=mxths EFEIEEEI.

I
+
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5.2. METO/J] KOPUIITREHA TABJIMLIA

Tabnuue cy Bpio ephukacHO CpPEeICTBO Ja ce pelle MOojeANHU NpoOIeMH y HaCTaBH MaTeMaTHKe.
BuxoBo npHcycTBO je €BUACHTHO KOJI pelllaBama JIOTHYKO-KOMOMHATOPHUX MpobiiemMa, anu je moryhe
M KOJI pelllaBama 3a7aTaka U3 eJIieMeHTapHe Teopuje OpojeBa U IPYrux HaCTABHUX OOJACTH.

Tabnuue mperyieHO W jacHO CAoMIITaBajy MH(pOpMaIlMje M 3aTO Cy MOTOJAHE 33 NMPUMEHY Y
HacTaBu MaTemartuke. [IpukasuBameM mojataka y ¢opmu Tabnuue noOuja ce BU3YEIHM Iperie] y
KOME ce jacHuje youaBajy OuTHe penamnuje usmely objekara, a CMUM THUM cCe JaKIle J0JIa3U JI0
UCTpaBHUX 3akJbyuyaka. Hajuemrhe ce mpuMemyjy y 3afanmuma ,.ca npecunameM™, Koju ce oopalyjy y
J0JJaTHOj HACTaBH HIDKMX pa3pella OCHOBHE IIKOJIE, Y 3ajaluMa ca ojpehuBameM MopeTka, MOTy ce
NPUMEHUBATH TPUIKKOM pelllaBarmba jeTHOCTaBHUjUX MpobiemMa U3 Teopuje OpojeBa, ald U MPUINKOM
pelaBama CI0KEHUJUX JOrMYKO-KOMOMHATOPHUX MpoleMa.

Crnene npuMepu 3a MWIIYCTPOBAKE IIPUMEHE OBOT METOJA

1. Muekapuiia Mapa pacrosiaxke KaHTOM 3a MJIEKO U CyJOBHMMa 4Mja je 3ampeMuHa 3 nutpa u 5
mutapa. Kako na ceom knmjenty Ilepu ucrnopyun taqno 4 nurpa mieka?

2. YyeHuuu ca TakMu4apckum OpojeBuma 1, 2, 3 u 4 takmuye ce u3 maremartuke. OapenauTu
penocnen yuyeHuka ako ce 3Ha: (1) Hujegan o ydeHuka HHje OCBOJHO MECTO KOj€ ce MOKIIamna ca
HETOBUM TaKMUYapcKuM OpojeM; (2) Takmuuap ca penHum 6poj 3 HUje OCBOJHO MPBO MECTO;

(3) Bpoj yueHnuka Koju je 0CBOJHO YETBPTO MECTO, MOKIIAMa ce ca OpojeM MecTa Koje jeé OCBOJHO
yueHHK ca 6pojeM 2. OapeanuT peaociies] TaKMuiapa.

. . .4 4
3. Jloka3atu aa He mocToje e opojeBu * u y TakBu qaje x +y = 12 345 678.

4. Tler xyha je o0ojeHo y 5 pasnuuutux 60ja,y cBakoj Kyhu »uBu ocoba JApyre HaIMOHATHOCTH.
Tux 5 BnacHuka nujy oapeheno nuhe, cBupajy oapehenn HHCTpyMEHT U Apxke oapehene kyhne
JpyOumie. Hujenan BiacHUK HEMa MCTHM UCTPYMEHT, JbyOMMIIA HUTH NHUJy ucTo muhe. 3HamMo
jouI u na:

1) Bpuranan *xuBH y 1pBeHOj Kyhu,

2) Csehanun np3u mce,

3) [anam nuje maj,

4) 3enena xyha je neBo o 6ene kyhe,

5) Bnacuuk 3enene kyhe nuje kady,

6) Oco0a koja cCBUpa BUOJIMHY T'ajH MTHUIIE,

7) BnacHuk xyte Kyhe cBUpa KiIaBHp,

8) BnacHuk cpenme kyhe muje Mieko,

9) HopBexxaHuH XHUBH y MpBOj Kyhw,

10) YoBek koju cBUpa TpyOy KMBHU HOpE]l OHOTa KOju Taju Mauuhe,
11) YoBek Koju Ip>KU KOHE )KMBU MOPET YOBEKa KOjU CBUPA KIIaBHP,
12) BiiacHUK KOju CBUpPA XapMOHUKY ITHj€ MUBO,

13) Hemari cBupa rurapy,

14) HopBexxaHuH *HUBH Mopes 1iase Kyhe,

15) YoBek koju cBUpa TpyOy UMa KOMILK]Y KOJH MHje BOJY.

Ko on wux npxu pubure?
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5.3. METO/JI ,,ITAP - HEIIAP"

Merton ,,map - Hemap" 3a pellaBambe MaTeMAaTHUKKX 3a/1aTaka MoYrBa Ha KOpUIINewYy MapHOCTH,
OJTHOCHO HETIapHOCTH, OpojeBa. Y 3a1anuma Koju ¢e€ MOTY PEIIUTH OBUM METOJ0OM OMTHO je YOUMTH Ja
JM je BPEIHOCT HEKOI M3pa3a MapHa WIM HeMapHa, MOocMaTpaTH MapHOCT 30Mpa WU MPOU3BOJA,
NPAaTUTH CMEHUBAKE MAPHOCTH M HEMAPHOCTH, OYyBamke (HE)NapHOCTH HAKOH HEKE M3BPIICHE TPaH-
chopmanyje ....

OcoOune koje ce Hajuenrhe KOPUCTE MPU YIOTPEOH OBOT METO/Ia CY:

30up M pa3nuka JBa MapHa, OJHOCHO JIBa HerapHa Opoja, je mapaH 0poj.
30up WM pa3nuka IapHOT M HEMapHOT, OJTHOCHO HEMapHOT M MapHoT Opoja, je HermapaH 0poj.

3. IlpousBon naBa HemapHa Opoja je HemapaH, a HpPOW3BOJA HapHOr M Opoja MPOU3BOJEHE
MApHOCTH je MapaH.

D=

Cnene ogaGpaHu 3a/1a1u KOjU WIIYCTPY]y METOJ ,,1ap — Hemap

1. Mmnoxehu paznuky nBa npupoHa Opoja ca BUXOBUM npou3BoaoM Ilepa je noduo 2015. [a nu je
MOTPEIINO Y pauyHy?

2.  Ja mu je moryhe OpojeBe ox 1 mo 10 momenutu y aBe rpyme Tako ja 30MpoBH OpojeBa y Te JBE

rpyme Oyny jexHaku?
3. Pemom je HammcaHo cegaMm TMPUPOTHUX OpojeBa ai, @, . . . , a7. 3aTUM Cy TH UCTH OpOjeBH
HAMMCaHW Y HOBOM Pellociiely U 00eeKeHu peaom ca by, by, . . ., by. Jla nu je moryhe nobutu na

npousBon (a1 — by)(ap — by) - - - (a7 — b7) Oyne Hemapas 6poj?

4. OpnpenuTu cBE apoBe MPUPOTHUX OpojeBa (x, y) TakBe na je x! + 4y = 8765.

5. OgmpemuTH cBe mapoBe MPUPOTHUX OpojeBa (m, n) TakBe Aa je m2 + 99998 = n2.

6. Oppemutu cBe mapose (p, m), TIe je p mPocCT Opoj, a m 11eo Opoj, TaKBE Ja je BPSIHOCT H3pas3a

m3 —pm+1
2
m +pm+2
1eo 0poj.
7. Mapa je na nanupy Harmucana 2014 nyna u 2015 jequauna. Ona Opuie no aBa Opoja U ako cy

UCTH YMECTO HX YIHUCYje JeAMHHUIlY, a aKo Cy pa3nuuutu oHna Hymy. Koju he Opoj ocrartu
MOCIIE/I-U HAMMCAH Ha Manupy?

8. Ha tabnu je penom Hanucaxo mpsux 2015 npupoxnux 6pojesa. Y cBakoM KOpaky OpHIly ce 1Ba
pOU3BOJbHA Opoja, a yIMUCyje ce alcojyTHa BPEAHOCT WmuXoBe paziuke. Jla nu je moryhe na
nocne 2014 xopaka Ha Tabau ocTane HanucaH 6poj 1?

O wmerony ,Jiap — Hemap™ Ouhe jomr peun KOJA NpUKa3aWBama Pa3HUX METOJa KOjuMa ce
eJIEeMEHTapHO periaBajy JnopaHToBe jerHaunHe.
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5.4. METO/] PA3JINMKOBABA CJIIVUAJEBA

Mertox pasznuKoBama ClydajeBa je jefaH OJ] HAJeKCIUIOATUCAHMJUX METOoJa 3a pelllaBambe
MaTeMaTHYKHX MpolieMa. Y HEeKUM 00JacTUMa, Kao Ha MPUMeEp Y eJIeMeHTapHOJ MaTeMaTUIH (TEOpHjH
OpojeBa, KOMOMHATOPUIH, ANreOpy, FTEOMETPUjU), OH je ONINTH, ajld HHUje CBeMOryh, Maza je CUrypHO
Hajuemrhe kopumrheH, OMJI0 caMOCTaIHO, OUJIO Y KOMOMHAIIMjU ca IpYruM Metoaama. 3ato hemo, mpe
M3BECHOT YONINTaBamka, METOJ PAa3jIMKOBama CllydajeBa MIIYCTPOBATH Cca HEKOJIMKO IpUMEpa KOjU ce
OJIHOCE Ha pa3He MaTeMaTH4Ke MpoliieMe KOju MoKa3yjy IITa ce CBE MOXKE KOPUCTUTH KAaO0 HHCTPYMEHT
3a PallMOHAIHO PA3IMKOBAME CIIydajeBa U KOje IPUHLIUIIE IIPH TOM Tpebda UMaTH Ha yMYy.

1. [ate cy jemHakoCcTH * + * =% —* =% . % =%% % yudpe 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9. YMecro neser
"3Be3aMIIa" PACIIOPEIUTH ICBET JaTHX IHdapa Tako Ja ce cBaka Iudpa ynorpedu camo jeJHOM U
Jla CBE JeTHAKOCTH Oyy TadHe.

2. Ogppenutu cBe peaiHe OpojeBe X TaKBE J1a je 2" +5 =641.

. . . 2
3. Jla nmu mocToje npupoaHu OpojeBH x U y TakBU maje 1!+ ...+ x! =y .

[IpernocTaBUMO J1a Ce Tpaku CKYIl CBHX peliema npobiema P(x, y, z, ...), TAE CY X, ¥ , Z, ...
MIPOMEHJBUBE KOje Cy IPUCYTHE y OKBUPY AaToT mpobiema P.

Hexka je S HempaszaH cKyn KOjH MpeJcTaBiba 00JacT JepUHUCAHOCTH AaTor npobiema P(x, y, z...),
Tj. ckyn Moryhux pemema rnpooiema P.

Meron pa3nukoBama CllydajeBa 3aCHHMBA CE Ha pa3iaramy CKyna S Ha HEKOJHMKO, aJld KOHAYHO
MHOTO, KOHAYHHUX WJIH OECKOHAYHUX MOJCKYNoBa S1, S7...5k TakBux na je S1uUSs ... U Sk = S. Hobpo
je ako cy T” CKYyTOBH ,Z[I/ICJyHKTHI/I Tj. Si N Sj =D 3a cBako i #j (i, j € N). Ckynosn S1,82 ... Sg mory

OWTH W HEIWCJYHKTHH, M je M Tajaa H&JB&)KHPIJG Jla OHU Yy TIOTIYHOCTH NPEKPUBAJy CKYII Morthx
pemiema S.

Mertoa pasnuKoBama ciydajeBa, pemiaBame mnpobirema P(x, y, z, ...) CBOOM Ha pelIaBame
npobnema P(x, y, z, ...) Y CBaKOM O] CKymoBa Sp, $2, ... ,5x. Heka cy Ry, Ry ... Ry CKynoBu periema
npobnema P(x, y, zZ, ...), peIoM y ckynoBuma S1, S7 ... Sk (Ipu yeMy HEKH o]l cKymoBa R1, Ry ... Ry
Mory 6utu u npa3uu). Taga je ckyn periewma R npobiema P(x, y, z, ...) YHH]ja CKyIoBa pemema Ry, R»,

,Rk, T R=R{URy U ... URy

To je MokJI1a AYTOTpajHUjH, ajTl METOOJIOMIKH JIAKIIH T0Ca0, jep ce CKYHmoBH Si, S7 ... Sx Mory
Oupatu Tako Ja pemasame npoodnema P(x, y, z, ...) y biUMa OyJe ITO jeTHOCTaBHH]E.

Metox pasnukoBama CllydajeBa j€ IOTOJaH METOJ 3a pellaBalke CKOpPO CBUX BpCTa
MaTeMaTH4KUX Mpobiema, anmu Moh MeTone He OM Tpedano MperemruBaTH, jep U OHa MOIYT JIPYTHUX
MeTOJa CaJpKW HM3BECHE KpeaTWBHE I0Te3e, Tj. KpeTama y IMpaBIy peliema Koja cy pe3ynrar
MaTeMaTH4Ke WHTYHIIMje, carjieflaBama MpobjeMa Ha CacBUM JPYTM HAYUMH U YECTO MPOHU3BOIHHC
HOBHX M OPUTMHAIHUX UEja.

KonkpetHo, nocrasspa ce nurame: "Kako pa3nBojutu ciy4yajee?”

PaznBajame ciydajeBa M jecte Hajeehw mpoOiieM NPHIMKOM TNPUMEHE METOJAE Pa3IUKOBamba
cllyyajeBa jep ce HEe MOXKE YHaIlpel OJpeIUTH Kako pasobujatu ckyn S. Mehyrtum, u3 mpukazaHux
npUMepa M J0CaJallllbel pa3MaTpama, UCKYCTBEHO ce MOTy ¢opMmynucaTd cienehu MeToaonomKku
MPUHLIUIIN:

1. Ilpu pa3aBajamy cilyuajeBa, CKyN MOTEHIHUjaHUX peIleHa, Tj. CKYN S y MOTIIYHOCTH ce
MIPEKpUBa ca KOHAYHO MHOT'O, KOHAYHUX MM OECKOHAYHUX (10 MOT'YNHOCTH JIMC]yHKTHUX)
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MmoJACKymnoBa Sq, S, ..., S, TakBux Aa je S1 U Sy U ... U S = S (mpuHnmn notnyHoctr). Ha Taj HaumH
ce n3berasa MoryhHOCT Jja OMIIO KOje MOTEHIIMJAJTHO peliere Oy/ie H30CTaBbEeHO.

2. 3a MeTo/1 pa3lIMKOBama CIydajeBa HAPOUUTO Cy MOBOJbHE JBE MOTYhHOCTH:

(a) Kama je R; = D, 1j. xana y ogabpanom nojackymy S; (1 <i < x) nomena S natu npodiem P(x, y,
Z, ...) =0 HeMa HHjeHO pelIeHe U

(0) Kana je Rj = S;, 1j y omabpanom noackymy S; (1 <j < k) nomena S naru npobuem P(x, y, ...)
YBEK Ma peliema.

3aro mpU pa3NUKOBamy ciydajeBa TpeOa YOUMTH INTO BHIIE MOACKYIIOBAa KOJU 33J0BOJHABA]Y
ycnose (a) uiu (0), a y ocTalnuM MOACKYIOBHMA TPAKUTH HAJIPOAYKTUBHH]U TMOCTYNAK 32 PEIIaBAHE
naror mpobiema P.

3. IlpunukoM pa3nMKOBama CilydajeBa W MPEKpUBama CKyNa IOTCHLUHJAIHUX peliemka
JMCJYHKTHUM IOJICKYIIOBUMA (KaJI TOJl je TO TUI0JI0TBOPHO) KOPUCTUTH JIOTUYHA pa3Oujama ckyna S. Y
Teopuju OpojeBa Hajuenthe ce ckym Ienux OpojeBa WM HEKH HEroB MOJCKYIH, pa3Ouja: Ha mapHe U
HerapHe; Ha HEraTWBHE, HYJTY U MO3UTHBHE; HA KJace €KBHBAJIEHIMja 1Mo oxapeheHom monayny, ... Y
TeOMETPHjU Ce IocMaTpa CKyIl Tadyaka yHyTap W M3BaH Kpyra, KOJMHEapaH M HEKOJIMHEeapaH I0JIOXKa]
Tayaka ... (IPUHLIKII MPUPOIHOCTH).

4. Meton paznUKOBama CllyyajeBa 3aCHHMBA C€ Ha NPUMEHHM Beh MO3HATHX MaTeMaTHYKUX
tBphema (Ilutaropune teopeme, Mo3HATHX HEJETHAKOCTH, ...) KOje CE€ Kao CIIy4ajeBU jaBJbajy Y
pemaBamy npobaema P (IpUHLKUI IPUMEHE).

Metoa paznukoBama cllydajeBa HUje CBeMOTYh, HUTH YHHBEp3aJaH, ald MO)Ke OUTH BeoMa
KOPHUCTaH y pellaBalkby MHOTMX mpoOiema 0Oe3 o03upa ga Ju Cy OHHM aire0apcKku, reOMETPUjCKH,
KOMOWHATOPHH ....

[Tpu Tom, mpuHIMI 2(a) je 01 HAPOUMUTOT 3HAYaja, jep OH CIY)KH 3a eIMMUHAIIN]Y CclydajeBa Kaja
npo0sieM HeMa pelllera, T ¢e Ha Taj HAYWH CKYN MOTEHIMJATHUX PelIermha CBOJU Ha HEKY OJ1 CBOJUX
pectpukiuja. OBO je U MPUMAPHO METOJOJIONIKO YIYTCTBO KOje yKa3yje Ha MPBHU KOPAK y pa3iBajamy
cllyyajeBa, a OH je CBOleme cKyma MOTyhux pelerma Ha IITO Mamke MOACKYIOBA.

4.  Jlat jep jennakokpaku Tpoyrao tpoyrao ABC (AC = BC) u tauka M Ha ctpanuuu BC. [{yx AM
JIeTN TaTH jeIHAaKOKPaKH TPOyrao Ha JIBa jelaHKOKpaka Tpoyria. OIpeauTy yrioBe Tpoyria
ABC.

5. Ogppenutu cBe nBoimdpeHe OpojeBe Koju Cy jenHaku 30upy KBajapaTa cBoje Iudpe JeceTuiia u
KyOy uudpe jequauua.

6. O,Z[E)G,Z[I/ITI/I KOJIMKO UMa maposa (p, m), TIe je p mpocCT, a m 11e0 Opoj TaKBUX Ja je U pa3IoMaK

m —pm+1

__ meo0po.
2

m +pm+2

7. Ha cemmunapy maremarnuyapa y HoBom Cany mma n yuecHuka. Jlokazatu na mocroje O6ap 1Ba
yUeCHHKa ceMUHapa Koju Mel)y yuecHUIIMMa CKyna UMajy UCTH Opoj MO3HAHHKA.

8. Hekacy A, Bu C Tauke y paBHH TakBe Ja 32 CBaKy Tauky M Te paBHM UCIYH-€H Oap jenaH oJ
nBa ycnoBa: AM < BM wmu AM < CM. Oppenuti melycoOHu nosoxaj tauaka A, B u C.

9. Axo cy a u b MepHu OpojeBH KareTa, a ¢ MEpPHH OpoOj XUIOTEHY3€ IMpPaBOYIJIOT TPOYIJIa,
. . n n
OJIPEIUTH CBE BPEIHOCTH MIPUPOJTHOT Opojan Tako najea +b <c .
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5.5. METOJI CMEHE

Mertoa cMeHe y peliaBamby MaTeMaTHYKHX MPoOIeMa cacToju ce y TOME Jla c€ HEeKe MaTeMaTH4Ke
BEJIMYUHE WM OOjeKTH 3aMeHe ceOM MIACHTUYHHUM aju y jeIHocTaBHHUjeM 3ammcy. Kox pemaBama
cucTeMa jeJJHaYMHa METOJ| CMEHE ce CaCTOjI/I y TOME Ja ce BPEJHOCT je;[He HCTIO3HATE M3DAYyHA Y
(byHKuHJH Jpyre HEMO3HATe U3 jeHe Je;[Hathe M TIOTOM 3aMCHH Y JPYTY JeIHaYMHY U Ha Ta] HAYMH
CHCTEM jeTHAuUMHAa CBEJIC Ha PEIIaBambe jeIHE TUHEeapHe jeJHaYMHE ca jeJHOM HEeTI03HATOM.

HaBogumo Beh momeHyTe mpuMepe U HEKE HOBE KOJU HIYCTPYjy KaKO c€ METOJ[ CMEHE MOXKe
KOPHUCTUTH Y OCHOBHO] IIKOJIH, C 003UPOM J1a je Y CPer0j IIKOJIU METOJI CMEHE MHOTO 3HAYajHUjU U
MHOTO ce yernihe KOpUCTH:

1.  Pemwutu cucrem jemHaumHa: x =2y + 3, 3x — 2y = 13.

2. PemmntH jeHauumy: x+1 + x+2 + x+3 _ x+4 + x+5 + x+6

2010 2011 2012 2013 2014 2015

3. 3akojy BpeaHoCT peanHor 6poja x uspa3z A = (x — )(x — 3)(x — 5) (x — 7) nma HajMarby BPEAHOCT
Y KOJIUKA je Ta BPEAHOCT?

at+tb+c+d y
4.JIoka3aTH HejeHAKOCT: 4 >V abcd .

. .. 4 4 2 2
5. Ognpenutu cBe 1ene OpojeBe x U y TaKO Ja 33/10BOJbABAjy jeAHAUYUHY X +y =6x + 14y —53.

st sttt s s s ot sl s sl s ot g sl sk skl et st sk skl ettt sk skl st st stk s st stttk s sk ot sttt sl s st sffi sk skl kR Rk

PAJIMOHULIA 2.

1. Y mpocropuju noctoju 2015 Heynassenux cujanuna u 2015 npekunaya HyMepucaHux OpojeBuMa
oxn 1 no 2015. IlpBu neyak npUTHCHE CBAKK Ipekuaad. [[pyru nedak npuTHUCHE CBaKu APYrd
npekuay, aakie npekunaue 2, 4, 6, ... 2012, 2014. Tpehu nedak nputucHe cBaku Tpehu
npekua, gakie npekugade 3, 6, 9, ... 2010, 2013. YUeTBpTH Heuak NPUTHUCHE CBAKU YETBPTHU
npekuay, aakie npekunaye 4, 8, 12, ... 2008, 2012. U tako penom. [lpennocnenwu neyak
IpUTUCHE caMo Tpekuaad 6poj 2014, a nocnenmu neyak camo npekuaay 2015. Koje cujanmuie
Cy TOcCJe OBaKO U3BEJCHHUX ,,0Tepalrja’ ocTaie ynambeHe, a Koje yramiene?

x+1 | x+2 x+3 _ _x+4 xX+5 x+6
2010 2011 2012 2013 2014 2015

2.Pemuty jeHaunHy:

3. Ha tabnu je penom Hanucano npsux 2015 npupoaHux 6pojeBa. Y cBakoM Kopaky 6pHH1y ce JBa
pOU3BOJbHA Opoja, a ymucyje ce ancojyTHa BPEJHOCT BUXOBe pasnuke. [la nm je moryhe na
nocne 2014 xopaka Ha Tabau ocTane HanucaH opoj 1?
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5.6. METO 'EOMETPUNICKNX MECTA TAYAKA

['eomeTpHjcKo MECTO Tayaka je CKyIl CBHX Tayaka paBHHU KOj€ 33J0BOJbaBajy HEKH YCJIOB.
OcHoBna 'MT:
o T'eomerpujcko MecTo Tayaka jeZJHaKO yJaJbeHUX OJ JBE JlaTe Tauke A U B

o T'eoMerpujcko MeCTO Tauaka yAaJbeHUX 32 KOHCTAaHTHY JaJbUHY d OJ1 JAaTe Tauke
O o T'eomerpujcko MeCTO Tauaka yAJbeHUX 32 d O] J1aTe MpaBe

\
\
\
\
o
\
\
\
\
|

['eomeTpujcko MeCTO Tayaka yJlajbeHuX 3a d oj aare Kpyxuune k ( O , r)
['eomeTpHjcko MECTO Tayaka Io/IjeIHAKO YAaJbeHUX OJ1 IBE JaTe IpaBe

FCOMeTpI/IJCKO MECTO TadakKa II0J KOJUM C€ JaTa Ay BUIAU IO YIJIOM &

o
o
o T'eoMeTpujcko MeCTO Tauaka IO KOJUM C€ JaTa Ty BUAU MOJI IPAaBUM YIJIOM
o
o T'eomerpujcko MecTo Tayaka U3 KOJUX C€ KPY>KHHUIIA BUIH MO YITIOM &

KopumhewmeM memooa eeomempujckux mecma mauaxa Uil Memooe npeceka MOXe Ce PelIuTH
BEJIMKa rpyra npobiemMa Koju ce 0JJHOCE Ha KOHCTPYKIMje HEKUX T€OMETPUJCKUX (hurypa ca
3aJ]aTUM CBOJCTBUMA.

3aganu

1. Koncrpyucaru tpyrao ABC ako Cy NO3HaTH BETOBH €IIEMEHTH: a , b , A .

2. Koncrpyncaru Tpoyrao ABC axo je ata \beroBa CTpaHHUIA a M BUCUHE A, U hy, . 3.

Koncrpyucaru tpoyrao ABC ako cy natu cienehu enemenru: | [x] | I't d

4. Y yHYTpaIImbOCTH JATOT TPOYTila KOHCTPYHCATH TayKy U3 KOje ce CBaKa HheroBa CTpaHHUIIA BUIH
10/ OAYIaPHUM YIJIOM.

5. Koncrpyncaru tpoyrao ABC axo cy aatu cieaehu exeMeHTH: IE I__I}L, Iﬁ
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5.7. METO ITOMOKRHUX ®OUT'YPA

[TpunukoM pelmraBama IUIAHUMETPHJCKUX 3ajlaTaka, Kaja HaIpTaMO CKHIy Ca CBHM 33/1aTUM
eJIEMEHTHMa, YeCTO UMaMO YTHUCAK Jia HHje 33/1aT J0BOJbAaH OpOj eJIeMeHaTa 3a HaJaKemhe pelema. Y
OBUM CHTyalfjaMa IIOKyIIaBamo Jia JIOUPTABABEM HA  HOBHX (bnrypa IyXH, TpOYIJOBa,
4EeTBOPOYIJIOBA, ..., YOUMMO HOBE B€3€ U OJHOCE KOju he Hac TOBECTHU J0 KPajier peuiema.

[Tomohna ¢urypa ce KOHCTpyMIIE Ha OCHOBY IIO3HATHUX €JIEMEHATa, IMPOJIY)KaBamEeM WU
ckpahuBameM HEKe Iy)XH, MOBJIAYECHEM MapajieNHUX WM HOPMAJIHMUX IPAaBHX, WIH JOLPTaBambEM
IPYrux NOMONHUX T€OMETPHjCKUX 00jeKara.

VY HapeaHUM IMpHMEpHMa JI0 peliera 3a7aTka ce J0Ja3d JOLpTaBambeM MOMONHUX (urypa.
Hpyru 3anatak - npeuioxkeH Ha CaBe3HOM TakKMUYEBY 3a yueHuke | paszpena penmwux mkodaa (1985), n
VII paspena ocHoBHux mikosia (1994), mpumep je 3amaTka KOjU C€ MOXE PEIIUTH HAa HEKOJIUKO
Pa3NUYUTHUX HAYMHA METOJ0M NMOMONHUX (urypa.

1. Hekacy g, bl .cyKXHHE CTpaHHLA TPOYIJa U It KHHA TEKUIIHE TyXU MoBydeHe u3 TeMeHa C.
a+b

Jloka3zaTu aa BakKM HEJeTHAKOCT: fc <

2. Hekajey YHYTPAIIHOCTH KBA/[paTa ABCD nata tauka P TakBa jaa je yrao PAB jennak yriny ABP
u 00a umajy mepy 15°. Jlokaszaru na je tpoyrao PCD jeqHakoCTpaHUYaH.

3. Heka je uerBopoyrao ABCD mapanenorpam. Tauka M je cpemuiute crpanuie BC, a tauka P je
MOJIHOXje HopMaie u3 TeMeHa D Ha npaBy AM. Jlokazaru na je CP=AB.

4. VY jemnakokpakom Tpoyriy ABC yrioBu Ha ocHOBUIM 4B cy jennaku 40°. Cumerpana yria BAC
ceue crpanunty BC y tauku D. [lokazaru na je AD+DC=AB.

5. Hexka tauka E npunana ctpanuuu 4B xBanpara ABCD. Cumerpana yrna CDE cede crpanuny BC
y Tauku K. Jlokazatu na Baxu jeqHakoct AE+KC=DE.

6. Axo je CD BucuHa Haj XxunoteHy3oM AB npasoyrior tpoyria ABC u M u N cpenuimira Iyxu
CD u BD, noka3zatu na je AM L CN.

7. Y jemnakokpakom Tpoyrity ABC yrnoBu Ha ocHOBUIM AB cy jemnaku 40°. YV tpoyray je
n3abpana tayka M, TakBa nma je yrao MAB jennak 10°, a yrao MBA je jemnak 20°. Oapenu
BenuuuHy yriaa CMB.

8. Y xBagpaty ABCD je nata tauka P, tTakBa na je AP : BP: CP = 1:2: 3. Ogpenu yrao APB.

9. 'V jemnakokpakom Tpoyrity ABC ca ocHOBHLIOM AB, yrao npu Bpxy je jeaHak 106°. Ha oc6oBunn
AB je nata tauka D TakBa na je yrao CAD jennax 21°. Jlokazaru na je |
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5.8. METOJI CJIMYHOCTU

OBaj MeTO/] KOPUCTH OCOOMHE CIMYHOCTH PAaBHUX JIMKOBA. YeCTO ce MpUMemyje Y FreOMETpUjU
y JOKa3HMM 3aJjalliMa, aju He Tpeba 3aHeMapuTH HU HETOBY YJOTY y KOHCTpPYKLHMjama, TJe MOXe
JIaTH pellehe y CyqajeBUMa Iie Ipyre MeToJie He IOMaxy MJIM MOXKe JIaTH jeTHOCTABHHU]E pelICHe Y
cllyyajeBHMa I'/Ie APYre METOJIE /1ajy KOMIUIMKOBAHO PEIICHE.

Cnene 3amaiy KOju WIIYCTPYjy IPUMEHY CIIMYHOCTH Y KOHCTPYKTUBHUM 33JalluMa.

1. Koncrpyucaru tpoyrao ABC axo cy natu £ZBAC, ZCBA n nyxHa BucuHe u3 temena C.

2. Koucrpyucatu tpoyrao ABC ako cy patu £BAC, onnoc AC : AB = 3 : 4 u qyKuHa TEXUIIHE
JMHMjE U3 TeMeHa A.

3. KoHcrpyucaTH KBaapar ako je JaTa JIy)KHHA pacTojamba OJ TEMEHa 10 CPeJHILITa HacIpaMHe
CTpaHULIE.

4.  Ban nmator kpyra k nata je tauka M. Kpo3 Tauky M KOHCTpyHCaTu CEUuIly §, aKO OHa cedye Kpyr k
y Taukama A u B Tako na je MA = AB.

5. Banm paror kpyra k nata je tauka M. KoHcTpyucaTtu ceuuity s Kpo3 Tauky M, Tako Ja OHa ceue
Kpyr K y Taukama 4 u B u ipu Tom je MA : AB=2:3.

6.  Kpos mpecek nBajy KpyroBa KOHCTPYHUCATH CEUHIly, TaKO Jla OHA ca jeIHUM Kpyrom ojpehyje
TETHBY KOja je /IBa IyTa JIy’Ka O] TETUBE KOjy ojpehyje ca IpyruM Kpyrom.

7. Y natu tpoyrao ABC ynucatu npaBoyraoHuk KLMN takaB na K, L € AB, M € BC, N € AC u na
je Iy’XKuHa IujaroHane Tor IpaBOYraoHHKa jeHaKa d.
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5.9. METOJ INTAHUMETPUJCKO — PAYYHCKE AHAJIN3E

1./late cy nyxu a, b u c. KOHCprHcaTH ,Z[}’)KI/I a) x= a2 v ; b) y= ‘/7

10.

11.

12.

13.

24

) x—é —b s b)yy=14\ —b +c a)x—() —b b)y—!i +b +c

KoHcTpyncaru kBaapaT urja MOBPIIMHA jeIHAKA 36pr (paznuum): a) NOBpIIMHA J1BA JaTa
KBajpara; b) Tpu nara KBajpara.

KoHcTpyncatu jeaHaKOCTpaHHYHU TPOYrao 4Mja je MOBPIIMHA jeTHAKa Pa3IHIM MOBPIIMHA
7IBa JlaTa jeIHaKOCTPaHUYHA TPOYTIIA.

Han cTpanunama jeJHaKOCTpaHUYHOT TPOYTJia CTPAHUIIE a KOHCTPYUCAHH CY Ca CIIOJbHE CTpaHe
KBaJgpaTH M jgoOujeHa cimoOoxHa TeMeHa IoBe3aHa y MHoroyrao. W3pauyHatu oOuM u
MOBPIIMHY TaKo JTOOHjeHOT MHOTOYTJIA.

Han cTpanumiamMa npaBrIHOT MIECTOYTIIA CTPAHUIIE ¢ KOHCTPYHUCAHHU CY Ca CIIOJbHE-E CTpaHe
KBaJpaTH 1 J00KjeHa cio001Ha TeMEeHa MoBe3aHa y MHOroyrao. M3pauyHaTi oOuM u
MOBPIIMHY TaKo JOOHjeHOT MHOTOYTJIA.

AxO0 cy m, n 1 r MEpHH OpOjeBU AY>KMHA TPU]Jy JaTUX ,Z[y)KI/I , KOHCTPYHCATH jeTHAKOKPAKO-
2 2
MIPaBOYIJI TPOYTa0 KOME je XUIIOTEHY3a IyXK X —E” m +n -r .

JlaT je mpaBOyraoHUK 4uje Ccy cTpaHule a u b. KoHCTpyuIy jeAHaKOCTpaHUYHU TPOYrao 4uja
je TIOBpILIMHA jeJHaKa MOBPUIMHU JAaTOT MPAaBOYTAOHUKA.

Han cTpanuiiamMa npaBoyriior Tpoyria 4uje Cy KaTeTe a U b KOHCTPYHUCAHHU CY Ca CIIOJbHbe
CTpaHe KBaJpaTu U JJoOujeHa cno0o/1Ha TeMeHa MoBe3aHa y 1IecToyrao. M3pauyHaTi MOBPIIUHY
Tako no0ujeHor mecroyria y GyHkuuju oxa u b ?

XunoTeHy3nHa BUCHHA JEH XUIIOTEHY3y Ha JIBa OJICeUKa unje Cy Ay)KuHeE p U q. Jlokazatu aa je
Ty>)KMHA XUTIOTEHY3WHE BUCHHE jeTHAKA Al pg .

Jlat je mpaBOyraoHMK uHje Cy cTpanuie a u b. KoHcTpyucatu kBagpaT KOju ©Ma MOBPLINHY
JeIHaKy MOBPILKUHY JATOT MPABOYraOHUKA.

KoHcTpyuiu kBagpat umja je HOBpIIMHA jeJHAKA IOBPIIUHH jeIHAKOCTPAaHUYHOT TPOYTJIa
CTpaHMIIEC @ U KOHCTPYMIIH jeJHAKOCTPAaHUYHHU TPOYTa0 YHja je MOBPIINHA jeJHAKA MOBPIIMHH
KBaJ[paTa JlaTe CTPAHUIIE X.

KoHcTpyucaru jeaHakoKpako-IpaBOYTIM TPOYrao yHja je MOBpIIMHA jeJHaKe 30Uupy
MOBpIIMHAMa JIBa JaTa: a) jeJHAKOKPaKo MpaBoyria Tpoyria ; b) kBazgpara ;
C) jeIHaKOCTpaHUYHA TPOYTJIA.

Har je neroyrao ABCDE u uerBopoyrao MNPQ. KoHcTpyncarn jeAHaKOCTpaHUYHU TPOYrao
Y1ja je MOBPIIMHA jeHaKa 30Mpy MOBPIINHA METOYTJIA K YETBOPOYTJIA.
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5.10. HECTAHAAPJIHE 'EOMETPUIJCKE KOHCTPYKIHNIE

Jlatu cy Tauka A M mpaBe m M n KOje c€ CeKy BaH LpTexa y Tauku (B) (Tauky B 30Bemo
HegocTxkHa Tauka). Konecrpyucartu npaBy A(B).

Kpo3 nary HenoctukHy Tauky (M) KOHCTpyncaTH NpaBy HOPMaJIHY Ha JaTy MpaBy p.
Kpo3 naty HenoctimkHy Tauky (M) KOHCTpyHCaTH MpaBy NapajeiHy 1aToj Ipasoj p.
KoHncrpyncaru cumerpany naror yria p(O)q.

KoHncrpyncaru cpenumre nate nyxu A(B).

Koncrpyucaru 3nauajue tauke rpoyriaa AB(C).

Koncrpyucaru cpenumre crpanuiie (B)(C) garor tpoyria A(B)(C).

KoHncrpyncaru texuire garor tpoyriaa (A)(B)C.

KoHcrpyncaru oprouentap aaror tpoyriaa (A)(B)C.

KoHcTrpyncaru kpyr ynucas y nati tpoyrao (A)(B)C.

Koncrpyncaru xpyr ommcan oko Tpoyrina A(B)(C), ako je cpemumte ctpanuie (B)(I]) Ha
LPTEXY.

KoHcTpyncatu oproueHTap U ieHTap ynucasor kpyra gator tpoyria (A)(B)(C).

KoHncTpyncaTtu Tpoyrao ako cy 3aj1aTa Ba meroa teMeHa A u B u: a) texxumre T; 6)
oproueHrap H; B) nenrtap ynucasor kpyra S.

Koncrpyucru tpoyrao ABC, ako cy aare tauke A', B', C' mogHoxja Bucuna u3 temena A, B u C.

Koncrpyucaru tpoyrao ABC, ako cy nate tauke A u C u Tauka M y K0joj cumeTpana yria
ACB ceue kpyr onucas oko Tpoyriaa ABC.

Tauxe P, Q, R u S cy penom Tauke Ha crpanuiiama AB, BC, CD u DA kBanpara ABCD.
Pexkoncrpynimn kBagpat ABCD ako cy ngare tauke P, Q, R u S.

s s sfe sk sk sk st sie st sfe s sfe sk sk sk st sk st st s s sk sk sk sk sie st st sfe s sfe sk sk sk sie st sk s sfe sk sk skt sie sk s s sk skoskoskoskoke ket sk skosk

PAJIMOHULIA 3.

Ban nator kpyra k gara je tauka M. KoHcTpyrncatu ceumily s Kpo3 Tauky M, Tako Ja oHa cede
Kpyr K y Taukama 4 u B u ipu Tom je MA : AB=2:3.

2. XUIIOTEHy3MHa BUCHHA JEIHU XUIIOTEHY3Yy Ha OJICEUKE AYKHHA P
u g. I3padyHatu oOUM U MOBPIIMHY IPAaBOYIIIOT TPOYTJa y

yHKIHMjH p U g.

3. Csa T1pum Ttemena Ttpoyrnma ABC 'y HegocTtuxHa.
Oppeautu Texure Tpoyria (A)(B)(C).

4.Tauke P, Q, R u S cy penom Tauke Ha ctpanunama AB, BC, CD
u DA xBagpara ABCD. Pexonctpyumu kBagpat ABCD ako cy

nmare Tauke P, Q, R u S.
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5.11. KOMBMHATOPHU METOU

KombunaTopuka je MaTeMaTHUKa AUCIUILIMHA KOja ce OaBH pacroperMa eleMeHaTa HeKIX
CKyIIOBa M Mpe0dpojaBameM THX pacropena, Kao U mpodieMiMa MOCTojamba U KOHCTPYKIUje
onpehennx objexaTa ca 3a1aTUM ocoOMHaMa.

Hajuemrha nutama koja Hac aconupajy Ha KOMOMHATOPUKY, a BPJIO Cy IPUCYTHA U Y
CBaKOJHEBHOj KOMyHUKanuju cy: Komuko nma 6pojeBa ca HekuM cBojctBoM? Ha kommko HaunHa
Mmoxke? Kommko pasnuuntux MmoryhHocTH nocroju 3a Heku npouec? [a iou je moryhe? Utn.

[Ipe3eHTyjeMo ueTHpu OCHOBHAa KOMOMHATOpHA MPUHLIMIIA HAa KOjUMA TIOYUBA]y
npebpojaBama: o IIpuHIUN jeqTHAKOCTH

Heka cy A u B s18a HenpasHa ckyna. Ao rocroju 6ujexumja f: A — B, oumajel 4| =] B
Ipumep 1. Jlar je Hu3 6pojesa 5, 9, 13, 17, ..., 2013, 2017. Konuko uraHoBa uMa 0Baj HU3?

o IlpuHnmun npoussoaa
Heka cy 41, Ay, ... , A, HENpa3HU ¥ KOHAYHH CKYIIOBH TaJa je

|41 x Ay x .oxApl =layl-1451- .14, |

IIpumep 2. U3 rpaga A y rpan B Boae 3 nyra, u3 rpaga B y rpan C Bone aBa nmyra u u3 rpajga C
y rpan D Boze 4 myra. Ha komko pa3iydyuTHX HauMHA ce MOXe CTUhu:
a) u3 rpaga A y rpag B?
0) u3 rpana A y rpag C uayhu kpo3 rpan B;
) u3 rpaga A y rpan D unyhu kpo3 rpanosa B u C, u 6e3 Bpahama y rpaa Kpo3 Kojux
ce mpouuio?
D

o IlpuHnum 30upa
Hexka cy 41, Ay, ... , Ay TUCJyHKTHU U KOHaYHU CKYIIOBH, TAJa je
(4] Ay U.ud,l =lAal+1 4+ +14, |

Ipumep 3. Kosmko nMa yeTBopoun(ppeHrx MpUpoTHUX OpojeBa 1esbUBUX ca 57

Ipumep 4. Kosnko nMa yeTBopoun(peHux MpUPOTHUX OpojeBa KOjU y CBOM JIEKaJHOM
3amucy canpixke 6ap jeany uugpy 07

o IIpuHIMN yk/bydema — HCK/bYYeHa

Heka cy A, Bu A M B HeNpa3HU CKYIOBH. Ta;[aje|A uBl =l4al +IBl -4 BI.
YomnmreHo, 3a p ckynosa A, Ap, ..., Ap je:
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IIpumep 5. Kosmko nma npupoanux 6pojeBa Mmamux win jenHakux 1000 xoju HUCY eJbUBU
HHU ca 2, Hh ca 3 Hu ca 57?7

3aganu

1.  Komnuko nma mectouuppeHux npupoJHux OpojeBa Kol KOjux je Mpou3BoJ 1udapa HenapaH 6poj?

2. Ha jennoj mpaBoj je mato 10 Tadaka, a Ha Ipyroj mapaienHoj ca \om aato je 11 Tagaka. Konwko
je: a) ompeheHo Tpoyriosa;

0) oapeheHo YeTBOPOYIIIOBa, ca TEMEHUMA Y THM Taukama?

Konuko nma npupoanux 6pojeBa 4uje ¢y cBe Iudpe pazauuuTe U 4uju je 30up mudapa jeqHax
457

Ha xonmuko paznuuuTuX HauWHA MOXe Tehu TOK OI0OjKalIke yTaKMHIIE, aKO je MO3HATO Ja
OHa Tpaje JOKJIE jelaH O] ABa TUMa He 0cBoju 3 ceTa?
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5.12. JUPUXJIEOB METO/

Y cBOjoj opuruHamHOj Bep3uju JlupuxneoB mpuHOMII pa3marpa cieaehu mpoOiem:
MPETIOCTAaBUMO JIa je jaTo ToJy0oBa JI0JIeTeNo Y ToIyOapHUK, ako MMa BHIle roxyOoBa Hero kyhuma y
roixybapHuky, Tana he ce 6ap y jennoj kyhurm Hahu 6ap aBa rosy6a. 360r oBora ce Ha €HIJIECKOM
TOBOPHOM NoApy4Yjy AupuxieoB npuHUuI Ha3uBa The Pigeonhole Principle. HapaBHO, 0Baj IPUHIIMII je
IIMpE PUMEHIBUB.

CMmarpa ce ma je Jupuxiue (G. L. Dirichlet (1805 — 1859) — Hemauku MmaTemaTHyap) MpBU
KOPHCTHO OBY HJIejy Y HEKUM MpobiaeMruMa 13 Teopuje Opojena.

Ca pemaBameM 33/1aTaka NIPUMEHOM J{MPUXJICOBOT MPUHLIMIA YISHHUIU ce cycpehy BeoMa paHo,
Beh Ha yacoBMMa J10/1aTHE HAcTaBe y METOM pa3peqy OCHOBHE mikosie. CaM MPHUHILMUII j€ JOCTa jacaH U
pa3ymJpuB, OO na ce paau o cinaboj popmu JupuxieoBor mpuHIMNa, (aKO je E npeaMera
pacnopehero y Ukyruja omna he Gap jeasa xyTuja campxaty 6ap gBa IpeaMera) HIlM 0 jakoj popmu

(axo je %pe;[MeTa pacriopeheno y ﬁ(ﬂnja, Taaa 6ap jenHa KyTHja capku 6ap ] peaMeTa)

Cymtuna npoGiema jecte kako nepuHucaTu ,,KyTuje* y koje hemo pacnopehusat ,,lipenmere’.
Crnenu HEKOMUKO MpUMeEpa 3a/1aTaka Koju ce peuraBajy nomohy JIMpuxJieoBor mNpuHIHUIA.

1. Hexka je X cxym ox [}oco6a. Jlokasaru ma moctoje Gap auje ocobe u3 X koje MMajy HCTH
6poj no3Hanuka y X. (IIpermnocrasspa ce 1a je MO3HAHCTBO CUMETPUYHA peraliuja.)
2. Jlokaszatu ja 3a cBaku NpupojaH Opoj I:IL:HOCTojI/I 6poj obmuka 11 ... 100 ... 0 koju je nespuB ca I:lL

3. Jloxazatu na mehy 6mno kxojux 13 y3acTomHUX HmpUpOJHHX OpojeBa MOCToju Opoj uuju je 30up
mudapa nespuB ca 7. Jlokazatu na TBpheme He Baxu ako ce 0poj 13 3amenu 6pojem 12.

4.  JlokaszaTH Ja CBaK¥ KOHBEKCHH 21—yrao MMa JiBe AMjaroHalie Koje 3akjanajy yrao He Behu ox 1°.

5. VYuyrap kBajpara ay>xune crpanuue | mare cy 33 tauke, 0]l KOjUX HUKOje TPH HUCY KOJMHEAPHE.
JlokaszaTu /a y 1aTOM CKyIly Tayaka IocToje 3, Tako Jla 0OMM Tpoyria Koju oHe oapelyjy Huje
Behu of 1.

6. Jlat je ckym Koju cagpxu 7 HpUpOJHHMX OpojeBa OJ] KOJUX CBU Jajy pa3jIMYUTe OCTATKE IpHU
nememyca 20. JlokasaTi na ce Mehy THM OpojeBHMa MOTy u3abpaTi uetupu 6poja [oa lu

TaKo J1a je 6poj nespus ca 20.

7.  YHyrtap KBaapaTa JyXHUHE cTpaHuue 1 [ nato j€ HEKOJIMKO KPYXHHIIA, TaKo Jia je 30up obuma
TUX KpyXHHLa jeaHak 10 . Jloka3zaTu 1a MOCTOjU MpaBa Koja ceue Oap YETHPU OJ THX
KPYKHHIIA.

8. VY kpyry nosnynpedHuka | MoBY4CHO je HEKOIMKO TeTHBa. 30Mp Ay)XKHMHA CBUX THX TeTHBa Behu je

on 7m. JlokazaTu /1a IOCTOjU MPEYHUK TOT Kpyra Koju ceye 0ap ocaM TETHBA.

9. Csaxa ox 9 mpaBux Jieenn KBaJpar Ha JBa YCTBOPOYIJA YMje CE HOBLIMHE OJHOCE Kao 2 : 3.
JlokaszaTu ja moCcToje TP OJ TUX JEBET MPAaBUX KOje Ce CEKY Yy JeHOj TaUKH.

28



Jp>xaBuu cemunap Jpymrsa mareMatuuapa CpOuje Beorpan 2017.

5.13. METO, THBAPUJAHTHOCTU

Oco6uHa (CBOJCTBO) MaTeMaTHUYKOT 00jeKTa Koja ce He MEHa IpU HEKOj TpaHc(hopMaluju 30Be
ce MHBapMjaHTa Te Tpanchopmanuje. OOMUHO ce METOI HHBAPHjaHTHOCTU KOPUCTH 32 PEIIaBambe
3aJjaTaKka y KojuMa ce >KeJIM UCIUTATH MOXKE JIU C€ BUILIECTPYKOM MPUMEHOM HEKe 3aare TpaHcdo-
pManuje o] MaTeMaTHYKor o0jekTa (cTama) X J0OUTH HEKH IPYTd MaTeMaTH4Ku o0jekar (ctame) Y .
VYkonuko ce Hal)e mpuMep KOju MOKa3yje KaKo €€ TO MOXKe YIMHUTH, Tj. KOJIMKO ITyTa U KaKo
NPUMEHUTH 33JaTy TpeHc(hopMaIHjy, OHAA je OATOBOP MO3UTHBAH. AKO ce NpoHalje HHBapHjaHTa Te
TpaHchopMalyje Koja HeMa HCTe BPEAHOCTH 3a Ta JiBa 00jeKTa, TO 3Hauu J1a ce MpUMeHama Te TpaHC-
dopmanmje He Moxe 011 X TOOUTH Y U OJATOBOP je HEraTUBaH.

Metoa HHBapUjaHTHOCTH c€ HIyCTpyje cienehum 3amanuma:

1. Jecer nmpyrapa ctoju y BpcTd. Jl03BOJb €HO je Ja NMpOMEHE MeCTa OHa JBOjUIla KOja MMajy
3ajeIHUgKOT cyceqa. Moske JI ce JECUTH Ja ce NPH TUM IpeMeIlTambiMa CBH rnopeal)jy y BpcTy
y 00pHYyTOM penociieny?

2. On O6pojeBa 1, 2, 3, 4, 5 u 7 Oupajy ce Tpu Opoja u mosehaBajy 3a mo 1. Moxe mu ce
MIOHABJbAKEM T€ OTEepalije JOOUTH J1a CBU OpojeBu Oy1y jeHaKu ?

3. Ilepa je pa3pe3ao JUCT Manupa Ha 7 JIEI0Ba, a 3aTUM je HeKe O]l THX JIeJIOBa pa3pe3ao Ha HOBUX 7,
u Tako penoMm. Jla nmu je moryhe na je y HEKOM TpeHYTKy umao ucmopen cede 2015 nenmosa
nanupa?

4. bpojy 2015 noxar je meros 306up uudapa, 3aTum je ToM Opojy 104aT Heros 30up uudapa, u Tako
penom. Jla nu he ce oBuM noctynkom no0utu 6poj 2015201520157

5. Y 1pu kece ce peaom Hanasu 3, 13 u 37 knukepa. Jl03BOJbeHO je y OMIIO KOjy Kecy A0JaTh MU
OJly3€TH OHOJIMKO KIIMKEpa KOJHUKO ce y 30upy Haja3u y Jpyre aBe kece. Moxe u ce moctuhu
7a y jeHoj kecu He Oyne kimukepa?

6. Ha cromy ce nHamasu 8 wama. Bbux 3 cy okpeHyre nHOM HaBuine. J{03BOJBEHO je
HCTOBPEMEHOTIPEBPHYTH OMII0 Koje 4 yame. Moxe au ce moctuhu a cBe yarie Oyay MpaBHIIHO
IIOCTaBJbEHE?

7.  VYpehenu map uenux 6pojesa (m, n) MoxxeMo TpaHchopMHUCATH y YpeHH nap (n, m), (m—n, n) win
(m + 2n, n). Moxe mu ce o ypehenor napa (21,15) no6utu ypehenun nap (12,20)?

8. U3 xBagpara 100 x 100 monesmenor Ha 10000 jequHuyHMX KBagpatuha ,,u3pe3an’ je jenan
kBagpatuh. Moxe M ce mpeocTainy Ae0 KBaapaTa IpeKpUTH ca 9999 jeaHakoKpaKo-IpaBoOyriInux
TPOYIJIOBA YMje Cy XMIIOTEHY3€ AYKHMHE 2, TaKO Jla Ce XUIIOTEHY3€ TPOYIJIOBa MOKIAmajy ca
uBHIIaMa KBaJipaTtuha, a Karere ca nujaroHagama kBaapaTtuha?

9.  Kgagpar 10 x 10 noxesmen je Ha 100 jenuanunux kBaapatuha. bupa ce 9 kBanparuha u o6oju
HEKOM 00joM. 3aTHM ce y CBaKOM KOpaky 00oje CBU KBajpaTHhu Koju uMajy 6ap 1o aBa cyceaHa
kBagpatuha o6ojena. Jla 1 ce MoXke HampaBUTH TakaB n300p moueTHUX 9 kBaaparuha 1a HaKOH
HEKOJIMKO KOpaka 11eo KBaapat Oyne o6ojeH?
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5.14. METOJE ,,YOUYU KPAJIET

Jenan Opoj 3amaraka y HacTaBM MaTeMaTHKe MOryhe je pemmMTh MeToJoM, Y MaTeMaTHUKO]
JUTEeparype, Mo3HaToj Kao MeToja “‘youu Kpajwer’. Meron “younm Kpakmer IoJpa3yMeBa jJa ce y
JaTOM CKyny elleMeHaTa oJpenu Hajehu mnm HajMambH, HajONMKH WM HAjIajbH ... JEJHOM pedjy
»Kpajiu enemMeHat” (ayx, yrao, 6poj, ...) U ga ce nojasehu o mweroBux ocobwHa u Kopuirhemem
yCIIOBA 3a/1aTKa KOHCTPYHUIIIE MaTEeMaTHYKH MOJEN Yhja aHaIn3a HEJBOCMUCIIEHO TIOTBP/Ijyje CBOjCTBO
KOje ce TPaku WU JI0Kazyje.

HaBonumo HEKoJIMKO KapaKkTePUCTHIHAX NPUMEPa KOju Ha Haj0oJbU MOTYhH HaYMH HITYCTPY]y
HEOOMYHY MaTEeMaTHUKy METOAY ,,yOUH Kpajimher-:

1. VY paBuu je maro 2015 Tayaka TakBUX Ja 3a CBake TpuU Tauke X. Y W Z 1aTOr CKyma Baxke
HejenqHakoctTu: XY < 1 wnu YZ <1 unu ZX < 1. Jloka3atu fa mocToju Kpyr MOJyHpevyHuKa 1 xoju
caapxu 6ap 1008 matux Tadaka.

2. Ha GeckoHa4HOj maxOBCKO] Tab/MM HamucaHy cy mpupoinu Opojesn. IosHaro je 1a je cBaku
O0poj Ha Tabiu jenHAK apUTMETUYKOj CpPEeIUMHHM 4YeTHpH Opoja Koja Cy HammcaHa JIeBO, JECHO,
M3HaJ U Ucnoj wera. KakBa 3akoHUTOCT Biajga Mel)y HamucanuM OpojeBuma’?

3. V paBnu je garo 2015 tayaka, Tako Aa je MOBPIIMHA Ma KOT TPOYTJa yja cy TeMeHa Mel)y naTum
TaukamMa Mama oj 1. Jla I MOCTOju MPaBOYraOHHWK MOBPIIMHE 4, TakaB Ja Yy MOTIIYHOCTH
MIPEKpUBA CBE JIaTE TauKe.

4. Jla nu ce Ma KOju KOHBEKCaH MHOTOYrao MOBpIIKMHE | MOKe MPEKPUTH MPABOYTAaOHUKOM IOBP-
muHe 27
5. CBe ctpanuiie Tpoyria Mame o 1. Onpeautn HajMamu peajaH Opoj @, Tako Ja je MOBPIIMHA

TpOyTJa Mama 0J d.

6. [Tospa kBagpaTHE Mpexe n X n 000jeHa ¢y IpHOM U OenoM 00joM Tako Ja je UCIymeH cineachu
YCIIOB: aKO j€ HEKO TMoJbe 000jeHO OeoM OHJa Ha XOPU30HTAIM M BEPTHKAIM TOT TOJba MMa
YKYyIHO Gap » upHuUX noJsba. Konuko je HajMame 1moJjba 000jeHo y IpHO?

7. Mory mu ce npupoanu 6pojeBu of 1 no 12 pacnopeauty 0 KPYXHHIH Tako Ja ce CyCeIHH
OpojeBU yBeK pas3iuKyjy 3a 2 wim 3?

8.  Anm u bojanu cy nmara nBa y3actomHa mpupojaHa 6poja. OHe 3Hajy Jla Cy UM JaTé y3acCTOIHH
OpojeBu, cBaka 3Ha Opoj KOJH je O] JaT, aly He 3Ha Opoj KOju je AaT Apyroj aeBojuuin. OHe cy
Boauie cienehu pasroBop. Ana kaxe bojanu: ,,Ja He 3HaM TB0j 6poj.” bojana kaxe Anu: ,, Ja He
3HaM TBOj Opoj.” Onma AHa xaxe bojanu: ,, Ja caga 3Ham TB0j O6poj! OH je nenunarn 6poja 20.”
Koje 6pojeBe nmajy Ana u bojana?

9.  JlokazaTu &a HajMame jeHO OJI TMOJHOXja HOpMajla KOHCTPYMCAHUX M3 YHYTpAIllbe TayKe
KOHBEKCHOI MHOTOYIJIa Ha TpaBe ojapeleHe HWeroBMM CTpaHUIlamMa MpHUMana ojarosapajyhoj
CTpaHHMIIH.

10. VY paBHu je nato n ( n = 3) Tayaka ca CBOjCTBOM Jla HHjeHA MIpaBa y TOj paBHU HE CaAP>KH TAaYHO
JIBe O] MaTUX Tavyaka. Jloka3aTH Jia cy JaTe Tauke KOJIMHEapHe.
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5.15. HEKE METOJE PEHTABABA TUO®AHTOBUX JEJHAUNHA

JlnoaHTOBE jeTHAUMHE ce pellaBajy KopuihemeM pa3InuuTHX ,,.anara’. Hajuemrhe ce u3spiue
UACHTUYHE anrebapcke TpaHchopmaimje Tako na Inodanrtosa jeqHaunHa go6uje yobudajan oonuk L
= D, npu uemy JieBa WK JIeCHA CTpaHa jeJHAKOCTH UMa KapaKTEPUCTUYHY U PETATUBHO JIAKO YOUJbHUBO
CBOJCTBO. JeIHAaKOCT UMa Ty 4apoOHY 0COOMHY Jla CBa CBOJCTBA JIEBE CTPAHE jeTHAKOCTU MMa U JIeCHA
CTpaHa jeZJHaKOCTH (1 OOPHYTO) M OHJIA C€ pa3/iBajambeM cilydajeBa MpoOsieM pasiiaxke Ha eJIeMeHTapHe
u pemaBa KopuimhewmeM mocieame nudppe, MTPOU3BOJAA, KOJIMYHMKA, 30Upa, HEjeTHAKOCTH,
(He)mapHOCTH, IEJbUBOCTH, KOHIPYEHIIU]A ...

5.15.1. PEITABAE IMO®AHTOBUX JEJJHAYNHA KOPUITREBLEM [TPOM3BOJA

. . . 32
1. Jlokaszatu J1a ako cy X U y IpUPOIHU OpOjeBU M ako je x <y, OHJIA jeAHAYMHA Xy + X +y = 2

MMa CaMo jeIHO pelIeHe.

. . .4 2
Oppenutu cBe MpUpPOAHE OpOjeBE 1 U CBE MPOCTE OpojeBe p TakBe najen +n + I =p.

. . 2 2
3. Ako cy x, y 4 3 1lenu OpojeBH OHJA jefJHauuHa (X — y +2) =X —Yy + z uMa OECKOHaYHO
MHOT0 peniema. JlokasaTu.

4. OpnmpenuTd CBe TPHUPOJHE OpojeBEe KOjU Ce HE MOTY MPEACTaBHTH Yy OONHMKYy 30upa
HEKOJIMKO (HajMame J[Ba) y3acTomHa npupoaHa opoja (Cpbuja 1978.)

5.15.2. PEHTABABE JUOPAHTOBUX JEAHAUNHA KOPUIITREHEM KOJIMYHUKA

. . .. 2
5.  Ogpemutu cBe 1ene OpojeBe X U y KOjU 33/I0BOJbaBAjy jeAHAUYMHY X - Xy + 2x -3y = 6.
6. Opnpenutu cBe ABoLM(ppeHe NpUpoaHe OpojeBe KOjU Cy jelHaKu KBajpaTy 30upa cBOjuX Iudapa.

7. Ha au ce npBux 100 npupoguux OpojeBa MOTY MOJEIUTH y TPU AUC]YHKTHE TPYIE Tako Jaa je
30up OpojeBa npse rpyme aespuB ca 101, 30up 6pojeBa apyre rpyme aesbus ca 203, a 30up
OpojeBa Tpehe rpyne nespus ca 304. (Cpouja 2001.)

8.  Onpenutu cBe oM pEHE MPUPOTHE OPOjeBE KOjU CY IEJbUBU MTPOU3BOIOM CBOjUX In(apa.

5.15.3. PEITABABE TUODPAHTOBUX JEAHAUMHA KOPUII'REWLEM 361PA

9. Opnpenutu cBe 11e5Ie OpOjeBE X U y TAKO J1a 337J0BOJbABA]y jeTHAYUHY x4 + y4 = 6x2 + 14y2 -53.
10. Onmpenutu cBe 11eNe OpojeBe X Uy Tako faje: a) X —xy+y = 1.
6 - V2 =x+y. (7. MMO 1941.)
11. H200T0£e T JiemH OpojeBu a, b U ¢ KOju 3a]I0BOJbABA]y HEJEHAKOCT
a +b +c +3<ab+ 3b+ 2c?(Mahapcka 1965.)
12. 'V ckyny npupoHux OpojeBa peInuTH CUCTEM jeIHaYlHa X + Y = zf, Z + t = xy. (29. MMO 1966.)
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5.15.4. PEHHABAIGE IMOPAHTOBUX JEJJHAYNHA KOPUITREBLEM HEJEJTHAKOCTHU

13. Ogmpenutu cBe nBormdpeHe npupoaHe OpojeBe Koju Cy jeHaKu 30upy KyOa nudpe neceruiia
U KBajlpaTa uudpe jeAMHuIa.

2 2 22 .
14. JegHauMHy X +Xy+y =X y PELIUTH y CKYyIy LIeTuX Opojesa.

15. Oppenutu cBe MpupoaHe OpojeBe X U y KOJU UCITYHaBajy jeIHAKOCT x3 - y3 =xy + 61. (15. CCMO
1981.)

. . . 4 4
16. Onpenutu cBe mpupoIHE OpojeBe KOjU 33I0BOJHABAJY JEAHAKOCT (X +2) —Xx = y3. (P Hemauka
1974.)

5.15.5. PEITABAE TMODPAHTOBUX JEJTIHAUYMHA KOPUINREBEM ITOCIIEABE HUDPE

17. Opnpenutu 11ene OpojeBe X U y TaKBe Ja je x4 + y4 =333 ... 333 (2015 Tpojkn)

18. Mapko je cabpao cBe mpuponHe OpojeBe on 1 mo H u nobuo 30up 1 234 567. [da nm je
no6ujenu 30up TayaH?

19. Tlocroju mu MHOTOYrao Koju uma 9 876 nujaronana?

20. Ogppenu cBe 11ene OpojeBe X, y M Z TaKBe JIa je £ +9 =11%

5.15.6. PEHTABABE JTUOPAHTOBUX JEAHAUNHA KOPUIITREHBEM (HE)ITAPHOCTHU

21. Oppenutu cBe Ao peHe NpupoaHe OpojeBe Koju Cy jeTHaKu KBajpaTy 30upa cBOjux udapa.

. 2 4 .
22. [loxasaTu Aa jeAHayuHa X — 4y3 + 8z =3 Hema pelema y CKyILy HeJIux OpojeBa.

. . . 2 2
23. Tlocroje nu npupoaHu OpojeBu x Uy TakBU faje 19x +2 =y ?

. . 2
24. OppemuTH cBe mpupoHe OpojeBe x M y Tako Jaa je 2 1= y .

5.15.7. PEHTABABE JUOPAHTOBUX JEAHAUNHA KOPUIITREHEM JAE/BUBOCTU

25. 'V ckymy 1enux 6pojeBa peuInTy jeTHaYnHy 3x2 + Sy2 = 345.

26. Opmpemutu cBe nBouudpeHe OpojeBe KOjU Cy jemHaKHW 30Mpy KBajpaTa HUQpe AeCeTHla H
Ky0a 1udpe jeruHuIa.

27. Jla nu nocroje 1enu OpojeBH X U y TAaKBH Ja je x3 + y3 = 19777 (Kujescka MO 1977.)

28. TlpousBon mpupoaHux OpojeBa x U y je TpouudpeH Opoj ca jeqHaKuM Iudpama, a BUXOB 30Up
je nBorudpeH 6poj, Takohe ca jeaHakuM mudpama. OapeUTH CBe TakBe OpojeBe X U .

5.15.8. PEIHABAKBE IMOPAHTOBUX JETHAUYNHA KOPUIITREHLEM KOHI'PYEHIIMJA

29. OgpenuTH cBe 11e5e OpojeBe X U y, TAKO Ja je 23 =7.

30. [anu jenHauwHa X] + X2 + ...+ x144 = 1599 uma pemiema y cKymy menux Opojesa.
31. Ogpmpemutu cBe mpocte OpojeBe p 3a Koje je 2p4 - p2 + 16 mormyn kBazapart. (CpOuja 1992.)
32. Jlokasaru ja jeqHauyuHa y2 = xS — 4 HeMma periemwa y ckymy nenux opojesa. (MO Kumap 1998.)
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PAJIMOHULIA 4.

VYpehenu nap uenux 6pojeBa (m, n) MOxeMo TpaHcpopMmucaTH y ypeHu nap (n, m), (m—n, n) win
(m + 2n, n). Moxe mu ce o1 ypehenor napa (21,15) nodutu ypehenun nap (12,20)?

CBaka o1 9 mpaBux jAeenu KBajpaT Ha JBAa YETBOPOYIJIA YHje C€ MOBIIMHE OJHOCE Kao 2 : 3.
Jlokaszatu ja mocToje TP OJ TUX JEBET MPAaBUX KOje Ce CEKY Yy JeHOj TauKH.

Ann u bojanu cy gara aBa y3acTomHa mpupoaHa Opoja. OHe 3Hajy Ja cy UM JaTH y3acCTOITHHU
OpojeBH, cBaka 3Ha Opoj KOjU je ’WOj JaT, ajli He 3Ha Opoj KOju je naT Apyroj aesojunuu. OHe cy
Boauie cienehu pasrosop. Ana kake bojanu: ,,Ja He 3HaM TBoj Opoj.” bojana kaxe AHnu: ,, Ja He
3HaM TBOj 0poj.” Onma Ana kaxe bojanu: ,, Ja cama 3uam TB0j 0poj! OH je menmarr 6poja 20.”
Koje 6pojeBe nmajy Ana u bojana?

Oppenutu cBe nBoimpeHe MpuUpoIHe OpojeBe KOju Cy jeAHakw 30upy KBaapara mudpe jenu-
HUIIA ¥ Ky0a mudpe aecTua.

33



34

Jpxasuu cemunap Jpymrsa Mmatematryapa Cpouje Beorpan 2017.

6. JUTEPATYPA

[ 1. ] BojucnaB Aunpuh, PemaBame npo0ieMa METOIOM pa3IMKOBamka CIIyvajeBa,
Yacommc "Marematnka" 6poj 3/1981, [llkoscka kmura, 3arped, 1981.

[ 2. ] BojucnaB Augpuh, lnodanrtose jenHaunne, pymrBo
matemarndapa Cpbuje, Basseso, 2008.

[ 3. ] BojucnaB Aunpuh, Marematrka X = 1236
Kpyr, beorpan 2006

[ 4. ] B.B. IlpaconoB , 3angaru u3 mianuMmerpuje (2 ieo),
Hayxka, Mocksa, 1986.

[ 5.1B.A. I'yces, A.U. Opnos, J1.JI. Pozentan, BannactaBHe akTHBHOCTH U3 MaTeMaTHKE,
[Ipoceemenue, Mocksa, 1984.

[ 6. ] A.JI. Posenraun, IIpaBuio kpajmer // KBant 9/1988,
Hayxka, Mocksa, 1988

[ 7.] 3amamu ca mpeTXOAHUX TaKMHUYEHA ,, KeHryp 0e3 rpanua’”

[ 8. ] Mapuma [Ipemuh, Metona qokasnBama pa3IrnKOBameM CirydajeBa, Yacommc
"Matemaruka" 6poj 3/1979, llIkoncka kmura, 3arped, 1979.

[ 9. ] Hledxrer Apcmanarunh, Maremaruka 3a HajapeHe,
Pujeq, Capajeso, 2004.

[ 10. ] 3npaeko Kypnuk, [TocebHe MeToie pjeniaBama MaTeMaTHIKHX po0ieMa,
Enemenr, 3arpe6, 2010.

[ 11.] Peph IToswa, Kako hy pujemmnt MaTemarnaku 3anarak, [lIkoncka kmura, 3arped 1966.
[ 12.] Beph ITossa, Maremarnuko otkpuhe, XpBaTcko MaTeMaTH4Ko ApymTBo, 3arped 2003.

[ 13.] Parxo Tommh, UuBapujante; Bapujanuje Ha Temy, Aned, Hosu Cax 1996.



