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Uvod

Rexava�e kombinatornih i logiqko-kombinatornih zadataka u nastavi matematike znaqajno utiqe

na razvoj stvaralaqkog mix	e�a, kreativnosti, sistematiqnosti i pravilnog logiqkog zak	uqiva�a

kod uqenika.

Teme iz kombinatorike se eksplicitno skoro i ne izuqavaju u programu redovne nastave matemati-

ke u osnovnim xkolama, dok su u nastavnim programima matematike u sred�im xkolama zastup	ene.

U programima dodatne nastave u osnovnoj i sred�oj xkoli kombinatorne teme zauzimaju znaqajno

mesto.

Nastava matematike, bar kroz kvalitetan dodatni rad, mo�e znaqajno da pomogne da se kod uqenika

podstakne razvoj vextina prav	e�a kvalitetnih logiqkih analiza koje su neophodne za �ivot u

savremenom druxtvu.

Na ovom seminaru bi�e predstav	ene neke znaqajne klase kombinatornih i logiqko-kombinatornih

problema, kao i metodi za �ihovo rexava�e.

Istorijski osvrt o kombinatorici
i kombinatornim idejama

Mo�e se re�i da se kombinatorika, kao grana matematike, razvija od sedamnaestog veka nove

ere. Sve do pojave raqunarskih maxina qinilo se da se kombinatorika ne razvija u ritmu ostalih

matematiqkih disciplina. Od tada ona dobija na znaqaju, a kombinatorne metode danas imaju veoma

ozbi	ne primene u statistici, teoriji sluqajnih procesa, matematiqkom programira�u, informa-

tici i uopxte u prav	e�u planova za razne eksperimente. A tu su i qitava druga ,,prostranstva",

kakva je na primer, kombinatorna geometrija u kojoj je kombinatorika veoma znaqajan faktor. Tako�e,

predstav	a�a grupa, konaqnih geometrija, neasocijativnih algebri, nezamisliva su bez metoda ko-

mbinatorike.

Ako bi �eleli da se na kratko vratimo na poqetak, jednostavno je zak	uqiti da je sve u matematici

poqelo broja�em nekih objekata jer je 	udima postajalo va�no da na�u naqin kako da nekoj grupi

predmeta pridru�e nexto xto �e odslikavati neko �eno kvantitativno svojstvo. U nekim kasnijim

segmentima razvoja pored broja�a bilo je va�no grupe objekata i klasifikovati ili na odre�eni

naqin kombinovati objekte iz razliqitih grupa u neke po�e	ne konfiguracije. Upravo takvi zadaci

vremenom su postali predmet kombinatorike.

Poznato je da su me�u predmetima koji su pre vixe od 3500 godina ostav	eni u piramidi u Egiptu,

u kojoj je sahra�en faraon Tutankamon, na�eni ostaci table sa figurama za staru igru senet. Izvesno

je da se u to vreme ova igra igrala pravilima koja mi ne mo�emo precizno znati, ali za nas je korisno

sazna�e koliko daleko istorijski se�u podaci o tome kada su 	udi prvi put poqeli koristiti neke

logiqke, misaone, a samim tim i logiqko-kombinatorne igre.

Jedan od prvih fragmenata bliskih kombinatorici, a koji je zabele�en u kineskim izvorima od

pre 4000 godina, govori da je �ihov car Ju zapazio, na bregu pored reke Lu, svetu kor�aqu na qijem

oklopu su bili naslikani simboli sa belim i crnim kru�i�ima za koje se tvrdilo da predstav	aju

jednocifrene brojeve.
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Odatle je nastala tabela brojeva:

4 9 2

3 5 7

8 1 6

.

Ako se deta	nije pozabavimo ovom brojevnom mre�om zapazi�emo da je zbir brojeva u svakom redu,

svakoj koloni ili dijagonali jednak 15. Stari Kinezi su ovakvim kvadratima brojeva pridavali

mistiqna i natprirodna svojstva, pa se tako danas svaka kvadratna mre�a brojeva za qije qlanove

va�i da je �ihov zbir u svakom redu, koloni ili dijagonali jednak, naziva magiqnim kvadratom.

Iz starogrqke matematike, zbog unixtava�a quvene aleksandrijske biblioteke i k�iga koje bi

bile znaqajne za ovaj period, nema mnogo konkretnih podataka o �ihovom bav	e�u kombinatorikom,

ali neki iseqci u vidu izolovanih podataka postoje i doprinose zak	uqcima da su i stari Grci

u svom bav	e�u matematikom imali odre�enih kombinatornih ideja koje su veoma znaqajne u isto-

rijskom kontekstu. Naime, filozof Ksenokrat iz 4. veka pre n.e. bavio se prebrojava�em slogova

u reqima. Stoik Krisip iz 3. veka pre n.e. verovao je da se iz sistema od deset aksioma mo�e

izvesti vixe od milion zak	uqaka. A po Hiparhovom mix	e�u potvrdnih zak	uqaka se mo�e izvesti

103 049 a odriqnih 310 952. Potpuno je nepoznato kako su oni dolazili do ovih brojeva, a nejasna

su i pravila po kojima su oni vrxili ova kombinatorna prebraja�a, a koja su po svemu sude�i

bila pogrexna. Me�utim, neke konkretne kombinatorne probleme Grci su rexavali bez grexaka.

Aristotel je precizno prebrojao sve troqlane silogizme, a �egov uqenik Aristoksen je precizno

brojao razliqite kombinacije dugih i kratkih slogove u pesmama.

Negde od drugog veka pre n.e. poqi�e opada�e nauke u helenistiqkim dr�avama, a sa �ime i kriza

samoga druxtva. Mnogi radovi iz tog vremena bili su zaokup	eni uglavnom mistiqkim svojstvima

brojeva. A posle pobede hrix�anstva ova ideja se zadr�ala u primeru poveziva�a jeretika sa brojem

666, koji je smatran simbolom Antihrista. Me�utim, qak i tako beskorisne ideje i studije ipak su

davale smernice da	eg razvoja matematike.

U kriznim vremenima kombinatorikom su se zanimali i astrolozi, koje su zanimali rasporedi i

kombinacije planeta kako bi na osnovu zna�a o tome zak	uqivali o 	udskim sudbinama. Astrolog

ben Ezra je 1140. godine prebrojao kombinacije od po 2, 3, itd. planeta od �ih 7. On je tada znao da

je broj kombinacija 3 planete od 7 jednak broju kombinacija 4 planete od 7, xto bi mi savremenim

simbolima zapisali sa (
7

3

)
=

(
7

4

)
.

Formulu za binomne koeficijente uveo je i dokazao jevrejski matematiqar Levi ben Gerxon (14.

vek).

Cn
k =

n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1)

1 · 2 · . . . · k
.

Ali poxto je rad ostao neprime�en u uskom krugu obrazovanih 	udi tog vremena, formulu je u

istom obliku, poqetkom 17. veka objavio francuski matematiqar Pjer Herigon. Naravno, notacija

obele�ava�a nije bila ista kao danas. Ona se vremenom me�ala i ,,osavreme�avala".

Ni u starim azijskim civilizacijama nije se sedelo ,,skrxtenih ruku". U osmom veku naxe ere

poqeo je procvat arapske nauke. Oni su preveli na svoj jezik mnoga grqka dostignu�a i iz �ih

uqili, i na osnovu toga u mnogim oblastima i nadmaxili same Grke. Posebne rezultate Arab	ani

su postizali u algebri. Rexavaju�i pita�a o korenu doxli su do formule za stepen zbira dva

broja. Postoje naznake da je tu formulu znao i veliki arapski matematiqar i pesnik Omar Hajam,

koji je �iveo u 11. i 12. veku naxe ere. Arapski nauqnici su znali i za va�nu osobinu binomnih

koeficijenata

Cn
k = Cn−1

k + Cn−1
k−1

Uporedo sa Arapima raquna�em binomnih koeficijenata bavili su se i kineski matematiqari.

Oni su u 13. veku sastavili jednu od tablica sa binomnim koeficijentima. Kombinacijama su naro-

qito bili zainteresovani i u Indiji. Oni su jox u 2. veku pre n.e. znali brojeve Cn
k i to da im

je suma jednaka 2n. U 12. veku indijski matematiqar Bhaskara, napisao je k�igu ,,Sidanta Xiro-

mani" u qijem je delu ,,Lilavati" pisao i o problemima kombinatorike. Pisao je o permutacijama
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i varijacijama i �ihovoj vezi pri raquna�u. Dao je i pravila za raquna�e permutacija i kombi-

nacija nekoliko objekata, kao i permutacija sa ponav	a�ima. Arapska zna�a su kasnije prodirala

i u Evropu, kada su ovi osvojili Xpaniju. Evropa je bila upoznata sa arapskim dostignu�ima u

algebri i desetiqnim sistemom za raquna�e. Zna�a koja su nudili Arapi koristio je i Fibonaqi.

�egova anga�ova�a za matematiku u tom periodu bila su jako znaqajna. Fibonaqijev rekurentni

zapis kojim se slede�i qlan niza izra�ava zbirom prethodna dva bio je va�an zamajac u razvoju

kombinatorike. Nexto kasnije je metod rekurentnih formula dobio mesto jednog od najmo�nijih

aparata za rexava�e nekih kombinatornih problema.

Moramo napomenuti da kombinatorika, a sa �om i verovatno�a, veliku zahvalnost za svoje po-

stoja�e duguju kockarskim igrama na sre�u. Naravno, ne samo �ima, ve� i radovima velikih mate-

matiqara Paskala i Ferma, koji su svako na svoj naqin uqestvovali u udara�u savremenih teme	a

ovih disciplina. Paskalov trougao se prvi put pojav	euje u tom obliku u radu ,,Traktat o ari-

tmetiqkom trouglu" objav	enom 1665. nakon �egove smrti. Mo�da najve�i posao, za to razdob	e,

uradio je Lajbnic svojim delom ,,Dissertatio de Artta Combinatoria" iz 1666. godine. U �oj se prvi

put podrobno izla�e o principima kombinatorike i odgovaraju�im formulama. Lajbnic je isticao

da �eli da stvori opxti metod pomo�u koga �e sve istine do kojih se dolazi razmix	a�em mo�i

da se dobiju i nekakvim raqunom. Kasnije je kombinatorika bila zanim	iva i Bernuliju i Ojleru,

qijim je radovima i doprinosima ona samo mogla postajati sve zaokru�enija i korisnija nauka.

Formule koje kombinatorika danas koristi uz celu savremenu notaciju dobila je u 19. veku, sa

formalizacijom algebarske simbolike.

Kombinatorne i logiqko-kombinatorne teme u nastavnim programima

Zadaci nastave matematike, navedeni u propisima koji definixu naxe obrazova�e, su da uqenici:

- razvijaju logiqko i apstraktno mix	e�e;

- razvijaju sposobnosti jasnog i preciznog izra�ava�a i korix�e�a osnovnog matematiqko-

logiqkog jezika;

- razvijaju sposobnosti odre�iva�a i procene kvantitativnih veliqina i �ihovog odnosa;

- razlikuju geometrijske objekate i �ihove uzajamne odnose i transformacije;

- razumeju funkcionalne zavisnosti, �ihovo predstav	a�e i primenu;

- razvijaju sistematiqnost, urednost, preciznost, teme	nost, istrajnost, kritiqnost u

radu, kreativnost;

- razvijaju radne navike i sposobnosti za samostalni i grupni rad; formiraju sistem vrednosti;

- stiqu zna�a i vextine korisne za transfer u druge predmete i razvijaju sposobnosti za pravilno

korix�e�e struqne literature;

- formiraju svest o univerzalnosti i primeni matematiqkog naqina mix	e�a;

- budu podstaknuti za struqni razvoj i usavrxava�e u skladu sa individualnim sposobnostima i

potrebama druxtva;

- razvijaju sposobnosti potrebne za rexava�e problema i novih situacija u procesu rada

i svakodnevnom �ivotu.

Navedeni ci	evi nedvosmisleno potvr�uju da su znaqajno stajalixte upravo razvoj pravilnog

logiqkog mix	e�a i zak	uqiva�a, kombinatornih sposobnosti, sistematiqnosti i funkcionalnog

mix	e�a.

S tim u vezi smatramo da u postoje�im nastavnim programima posebno redovne nastave, nije

dovo	no mesta posve�eno kombinatornici i srodnim temama.

3



NASTAVNI PROGRAM U OSNOVNOJ XKOLI - DODATNA NASTAVA

• TRE�I RAZRED

Logiqko-kombinatorni zadaci. Prebrojava�e skupova brojeva. Rebusi.

• QETVRTI RAZRED

Magiqni kvadrati. Prebrojava�e skupova taqaka, figura i brojevnih skupova. Problemi pre-

sipa�a. Zadaci numeracije.

• PETI RAZRED

Prebrojava�e skupova taqaka, figura i brojevnih skupova.

• XESTI RAZRED

Dirihleov princip. Logiqko-kombinatorni problemi.

• SEDMI RAZRED

Logiqko-kombinatorni zadaci. Prebrojava�a. Grafovi.

• OSMI RAZRED

Logiqko-kombinatorni zadaci. Grafovi. Kombinatorika na xahovskoj tabli. Invarijante.

NASTAVNI PROGRAM U SRED�OJ XKOLI - REDOVNA NASTAVA

• PRVI RAZRED

Logika i skupovi. Elementi kombinatorike (prebrojava�e konaqnih skupova: pravilo zbira i

proizvoda).

• QETVRTI RAZRED

Osnovna pravila kombinatorike. Varijacije, permutacije; kombinacije (bez ponav	a�a). Bi-

nomni obrazac. Verovatno�a i statistika.

NASTAVNI PROGRAM U SRED�OJ XKOLI - DODATNA NASTAVA

• PRVI RAZRED

Elementi topologije. Grafovi i neke �ihove primene. Topoloxke invarijante. Rod povrxi.

Ojlerova formula i neke �ene primene. Istorijski osvrt. Logiqki i kombinatorni zadaci.

Razni naqini rexava�a logiqkih zadataka (uk	uquju�i i aparat iskazne algebre). Prebro-

java�e konaqnih skupova.

• DRUGI RAZRED

Logiqko-kombinatorni i sliqni nestandardni zadaci (Dirihleov princip, kombinatorna ge-

ometrija i dr.).

• TRE�I RAZRED

Logiqko-kombinatorni zadaci. Razni nestandardni i "glavolomni" zadaci (problemi kuglica,

matematiqko-xahovske "glavolomije", razne matematiqke igre, kriptografija i dr.). Matema-

tiqka indukcija, rekurentne formule i primene.

• QETVRTI RAZRED

Elementi kombinatorike i verovatno�e. Osnovna pravila kombinatorike. Varijacije, pe-

rmutacije, kombinacije. Binomni obrazac i neke �egove primene. Prostije funkcije genera-

trise u kombinatorici. Verovatno�a i �eno izraqunava�e, uslovna verovatno�a, geometrijska

verovatno�a. Bernulijeva xema i dr. Elementi teorije igara. Pojam igre i strategije igre.

Cena igre, matrica igre. Osnovna teorema teorije igara.
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Varijacije, permutacije, kombinacije

Varijacije bez ponav	a�a

Definicija 1. k-varijacija bez ponav	a�a elemenata skupa A je ure�ena k-torka razliqitih ele-
menata skupa A.

Primer 1. Napisati sve 2-varijacije bez ponav	a�a elemenata skupa {a, b, c}.

Teorema 1. Broj k-varijacija bez ponav	a�a elemenata skupa koji ima n elemenata jednak je

n · (n− 1) · · · (n− k + 1).

Varijacije sa ponav	a�em

Definicija 2. k-varijacija sa ponav	a�em elemenata skupa A je ure�ena k-torka elemenata skupa
A.

Primer 2. Napisati sve 3-varijacije sa ponav	a�em elemenata skupa {a, b}.

Teorema 2. Broj k-varijacija sa ponav	a�em elemenata skupa koji ima n elemenata jednak je nk.

Permutacije

Definicija 3. Permutacija skupa A koji ima n elemenata je n-varijacija bez ponav	a�a eleme-

nata skupa A.

Primer 3. Napisati sve permutacije skupa {a, b, c}.

Teorema 3. Broj permutacija skupa koji ima n elemenata jednak je n!.

Permutacije sa ponav	a�em

Definicija 4. Dat je skup A = {a1, a2, . . . , an} i na �emu strogi linearni poredak

a1 < a2 < · · · < an. Neka su k1, k2, . . . , kn prirodni brojevi i k1 + k2 + · · · + kn = m. Permuta-

cija sa ponav	a�em skupa A tipa (k1, k2, . . . , kn) je ure�ena m-torka elemenata skupa A, u kojoj se

svaki element aj pojav	uju taqno kj puta.

Primer 4. Napisati sve permutacije sa ponav	a�em skupa {a, b, c} tipa (1, 2, 1).

Teorema 4. Broj permutacija sa ponav	a�em tipa (k1, k2, . . . , kn) skupa koji ima n elemenata jednak

je (k1+k2+···+kn)!
k1!k2!···kn! .

Kombinacije

Definicija 5. k-kombinacija elemenata skupa A koji ima n elemenata, gde je k ≤ n, je podskup
skupa A koji ima k elemenata.

Primer 5. Napisati sve 2-kombinacije elemenata skupa {a, b, c, d}.

Teorema 5. Broj k-kombinacija elemenata skupa koji ima n elemenata jednak je
(
n
k

)
.

Kombinacije sa ponav	a�em

Definicija 6. Dat je skup A = {a1, a2, . . . , an} i na �emu strogi linearni poredak

a1 < a2 < · · · < an. k-kombinacija sa ponav	a�em elemenata skupa A je ure�ena k-torka (b1, b2, . . . , bk)
elemenata skupa A, za koje va�i da je b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bk.
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Primer 6. Napisati sve 3-kombinacije sa ponav	a�em elemenata skupa {a, b, c}.

Teorema 6. Broj k-kombinacija sa ponav	a�em elemenata skupa koji ima n elemenata jednak je(
k+n−1

k

)
.

Teorema 7. Broj k-kombinacija sa ponav	a�em elemenata skupa koji ima n elemenata, a u kojima

se svaki element tog skupa pojav	uje bar jednom, jednak je
(
k−1
n−1

)
.

Zadaci

1. Na koliko naqina mo�e 10 osoba da sedne u pozorixtu u jedan red koji ima 20 sedixta?

2. U jednoj zem	i ne postoje dva stanovnika sa istim rasporedom zuba. Koliko najvixe stanovnika

�ivi u toj zem	i?

3. Na koliko naqina mo�e biti oce�en uqenik ako se oce�uje iz 12 predmeta?

4. Spisak qlanova orkestra mo�e da se napravi na 5040 naqina. Koliko qlanova ima taj orkestar?

5. Koliko ima permutacija skupa {1, 2, 3, 4, 5} u kojima je cifra 3 ispred cifre 2?

6. Koliko ima permutacija skupa {1, 2, 3, 4, 5} u kojima su cifre 2 i 3 jedna pored druge?

7. Kra	 se nalazi u do�em levom uglu xahovske table. Na koliko naqina on mo�e sti�i do gor�eg

desnog ugla ako mo�e da se kre�e samo udesno i nagore?

8. Na koliko naqina qetiri osobe mogu da podele 20 razliqitih k�iga, tako da osoba A dobije 3,

osoba B 4, osoba C 6, a osoba D 7 k�iga?

9. Na koliko naqina qetiri osobe mogu da podele 20 razliqitih k�iga, tako da jedna dobije 3,

druga 4, tre�a 6, a qetvrta 7 k�iga?

10. Koliko ima qetvorocifrenih brojeva qije cifre gledano sleva na desno qine rastu�i niz?

11. Koliko ima qetvorocifrenih brojeva qije cifre gledano sleva na desno qine neopadaju�i niz?

12. Na koliko naqina od 8 vrsta razglednica turista mo�e kupiti 3 ne obavezno razliqite ra-

zglednice?
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Principi prebrojava�a

Princip jednakosti

Neka su A i B dva neprazna skupa. Ako postoji bijekcija (obostrano jednoznaqno pridru�iva�e)

f : A→ B, onda je | A |=| B |.

Primer 7. Dat je niz brojeva 5, 9, 13, 17, ..., 2013, 2017. Koliko qlanova ima ovaj niz?

Princip proizvoda

Neka su A1, A2, . . . , An neprazni i konaqni skupovi tada je

| A1 ×A2 × . . .×An |=| A1 | · | A2 | · . . . · | An | .

Primer 8. Iz grada A u grad B vode 3 puta, iz grada B u grad C dva puta, a iz grada C u grad D 4

puta. Na koliko razluqitih naqina se mo�e sti�i:

a) iz grada A u grad B?
b) iz grada A u grad C idu�i kroz grad B?
c) iz grada A u grad D idu�i kroz gradove B i C, i bez vra�a�a u grad kroz koji se proxlo?

Princip zbira

Neka su A1, A2, . . . , An disjunktni i konaqni skupovi, tada je

| A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An |=| A1 | + | A2 | + . . .+ | An | .

Primer 9. Koliko ima qetvorocifrenih prirodnih brojeva de	ivih sa 5?

Primer 10. Koliko ima qetvorocifrenih prirodnih brojeva koji u svom dekadnom zapisu sadr�e

bar jednu cifru 0?

Zadaci

1. Koliko ima petocifrenih prirodnih brojeva kod kojih su bar dve cifre jednake?

2. Na jednoj pravoj je dato m taqaka, a na drugoj paralelnoj sa �om dato je n taqaka. Koliko je

a) odre�eno trouglova;

b) odre�eno qetvorouglova;

sa temenima u tim taqkama?

3. Izvesti formulu za broj delilaca proizvo	nog prirodnog broja n predstav	enog u kanonskoj

faktorizaciji.

4. Tri devojqice treba da podele 4 lutke, 9 maxnica i 10 olovki, tako da svaka od �ih dobije bar

po jedan predmet od svakog. Na koliko razliqitih naqina to mogu uraditi?

5. Na koliko naqina se mogu pore�ati u niz brojevi 1, 2, . . . , 3n tako da se svaki broj nalazi na

mestu qiji redni broj pri de	e�u sa 3 daje isti ostatak kao i sam taj broj.

6. Svaka stranica kvadrata pode	ena je taqkama na n du�i. Koliko ima trouglova qija su temena

deone taqke, ako temena kvadrata nisu deone taqke?
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Princip uk	uqiva�a i isk	uqiva�a

Za konaqne skupove A1, A2, . . . , An va�i da je

|A1∪A2∪ . . .∪An| =
n∑

i=1

|Ai|−
∑

1≤i<j≤n

|Ai∩Aj |+
∑

1≤i<j<k≤n

|Ai∩Aj∩Ak|− . . .+(−1)n−1|A1∩A2∩ . . .∩An|.

Osim za izraqunava�e broja elemenata unije konaqnih skupova, ova formula se mo�e iskoristiti

i za izraqunava�e broja elemenata preseka konaqnih skupova.

Zadaci

1. Koliko ima prirodnih brojeva ma�ih ili jednakih 1000 koji nisu de	ivi ni sa 2, ni sa 3, ni

sa 5?

2. Koliko ima xestocifrenih brojeva u qijem zapisu uqestvuju tri razliqite cifre?

3. Koliko ima permutacija a1a2 . . . an skupa {1, 2, . . . , n} takvih da za svaki broj

j ∈ {1, 2, . . . , n} va�i aj 6= j?

4. Pijani poxtar treba da odnese 10 pisama na 10 adresa. Ne gledaju�i koja je adresa na kojoj

koverti on je razdelio sva pisma. Na koliko naqina je on to mogao uraditi, tako da bar jedno

pismo stigne na adresu na koju je poslato?A na koliko naqina je on to mogao uraditi, tako da

taqno 4 pisma stignu na adrese na koje su poslate?

5. U jednom redu bioskopske sale ima 12 sedixta. Na koliko naqina u taj red mo�e da sedne 6

braqnih parova, tako da nijedna �ena ne sedne do svog mu�a?

6. U jednoj ulici nalaze se jedna pored druge dve vulkanizerske rad�e: Levogumi� i Desnogumi�.

Vulkanizerska rad�a Levogumi� me�a gume samo sa leve strane auta, a vulkanizerska rad�a

Desnogumi� samo sa desne strane auta. Promena obe gume sa leve strane auta, isto kao i sa desne

strane auta, traje 10 minuta. Zbog poqetka zimske sezone vozaqi su du�ni da promene sve qetiri

gume. Jedno jutro pred vulkanizerskim rad�ama se naxlo 8 vozaqa koji �ele da promene gume.

Zbog specifiqnosti rada vulkanizerskih rad�i pravi se spisak po kojem vozaqi idu u jednu

ili drugu rad�u koje rade istovremeno (naravno, sa razliqitim kolima). Na koliko naqina se

mo�e napraviti taj spisak, tako da vreme za koje �e se zavrxiti sav posao bude najma�e mogu�e?

7. Na koliko naqina se po	a xahovske table mogu obojiti sa 8 razliqitih boja, tako da se u svakoj

vrsti pojav	uje svaka boja i da u svakoj koloni nikoja dva susedna po	a nisu obojena istom

bojom?

8. U voz koji ima m vagona pe�e se n (n ≥ m) putnika. Na koliko naqina oni to mogu da urade,

tako da u svaki vagon u�e bar jedan putnik?
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Binomna formula i binomni koeficijenti

Ako je n prirodan broj i x i y realni brojevi tada formulu

(x+ y)n =

(
n

0

)
xn +

(
n

1

)
xn−1y1 +

(
n

2

)
xn−2y2 + · · ·+

(
n

n− 1

)
x1yn−1 +

(
n

n

)
yn

zovemo binomna formula ili binomni obrazac. Brojevi

(
n

k

)
su binomni koeficijenti. Va�i(

n

k

)
=

n!

k! · (n− k)!
.

Navodimo neke va�ne osobine binomnih koeficijenata:

1◦
(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
2◦

(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
=

(
n

k

)
3◦

(
n

k

)
=

n

k

(
n− 1

k − 1

)
4◦

n∑
i=0

(
n

i

)2

=

(
2n

n

)
5◦

n∑
i=0

(
n

i

)
= 2n

6◦
n∑

i=0

(−1)i
(
n

i

)
= 0

7◦
r∑

k=0

(
m

k

)(
n

r − k

)
=

(
m+ n

r

)
8◦

(
n

0

)
+

(
n+ 1

1

)
+ . . . +

(
n+ k

k

)
=(

n+ k + 1

k

)
9◦

(
k

k

)
+

(
k + 1

k

)
+ . . .+

(
n

k

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
Primer 11. U razvoju binoma

(
x

3
√
x2 +

√
x

x2

)n

binomni koeficijenti petog i desetog qlana su

jednaki. Da li postoji qlan u razvoju ovog binoma koji ne sadr�i x?

Primer 12. Poznato je da set u stonoteniskom mequ traje do trenutka dok jedan od igraqa ne

osvoji 11 poena, a drugi igraq nema vixe od 9 poena. Ukoliko nije tako, igra se dok jedan od igraqa

ne ostvari prednost od 2 poena razlike. Pretpostavimo da je set zavrxen rezultatom 11 : x, gde
je x ≤ 9. Koliko ima mogu�ih razliqitih tokova rezultata u toku seta?

Zadaci

1. Ako je zbir koeficijenata prva tri qlana u razvoju binoma

(
1√
x
+ 4
√
x

)n

jednak 46, odrediti

qlan tog razvoja koji ne sadr�i x.

2. Dokazati da za proizvo	an skup A kod koga je |A| = n va�i |P(A)| = 2n, gde je P(A) partitivni
skup skupa A.

3. Odrediti zbir svih koeficijenata polinoma (3x2 + 2x3)5.

4. Odrediti qlanove razvoja binoma (
√
2 + 3
√
2)11 koji nisu iracionalni.

5. Koliki je koeficijent uz tre�i qlan u razvoju

(
1
3
√
x
− x

)12

?

6. Dokazati da za prirodne brojeve m i n, takve da je m ≤ n, va�i

n∑
k=m

(
n

k

)(
k

m

)
=

(
n

m

)
2n−m.
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Problemi razbija�a broja

Kombinatorni problemi ovog tipa zapravo se svode na odre�iva�e broja prirodnih ili nenega-

tivnih celih rexe�a jednaqine

x1 + x2 + . . .+ xk = n.

Broj rexe�a u skupu prirodnih brojeva je
(
n−1
k−1

)
.

Broj rexe�a u skupu nenegativnih celih brojeva je
(
n+k−1
k−1

)
.

Zadaci

1. Mama je ispekla 20 palaqinki. Na koliko naqina �eno qetvoro dece mogu da ih podele me�u

sobom, ali tako da svako dete dobije bar po jednu palaqinku?

2. Mama je ispekla 20 palaqinki. Na koliko naqina �eno qetvoro dece mogu da ih podele me�u

sobom?

3. Tri druga Aca, Pera i Mika su prodavali stare stripove i tako zaradili 8500 dinara. Na

koliko naqina oni mogu da podele taj novac, ako svaki mora da dobije bar 2000 dinara?

4. Na koliko naqina se 100 kuglica mo�e rasporediti u xest kutija tako da u svakoj kutiji bude

neparan broj kuglica?

5. Odrediti broj celobrojnih rexe�a jednaqine x1 + x2 + x3 + x4 = 15 koja zadovo	avaju slede�e
uslove: 2 ≤ x1 ≤ 6, −2 ≤ x2 ≤ 1, 0 ≤ x3 ≤ 6, 3 ≤ x4 ≤ 8.
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Matematiqki rebusi

U problemima sa matematiqkim rebusima ci	 je dexifrovati naznaqene operacije i to tako da

svakom slovu odgovara po jedna cifra i da razliqitim slovima odgovaraju razliqite cifre.

Zadaci

1. Dexifrovati:

T E N
+ T E N

F O R T Y

S I X T Y

2. Dexifrovati:

AB − C = D
+ : +
A + E = F

AA − E = G

3. Dexifrovati: M : A = T − E = M ·A = T : I = K −A.

4. Dexifrovati:

ATU + IAZ = IITE
− − :

NEH : IOH = E

PAU − NZ = PPA

5. Dexifrovati:

O V E I · E V O

E N A E
+ I S E L

A V J J

L S L V A S E

6. Rekonstruisati mno�e�e:

∗ ∗ ∗ · ∗ ∗ ∗
∗ 0 ∗ ∗

+ ∗ ∗ 5

∗ 3 ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 8

7. Rekonstruisati de	e�e:

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ : ∗ ∗ ∗ = ∗ 8 ∗
− ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗
− ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

− ∗ ∗ ∗ ∗
0

8. Odrediti najve�i broj sabiraka za koji je jednakost

PI + PI + . . .+ PI = PILE

taqna.
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Magiqni kvadrat

Definicija 7. Kvadratna tablica dimenzija n × n koja sadr�i prirodne brojeve od 1 do n2,

raspore�ene tako da je zbir brojeva u svakoj vrsti, svakoj koloni i na svakoj dijagonali konstantan,

naziva se magiqni kvadrat reda n.

Taj konstantni zbir zovemo karakteristiqnim zbirom magiqnog kvadrata i on je jednak

K =
1

n
(1 + 2 + . . .+ n2) =

n(n2 + 1)

2
.

Magiqni kvadrat ne mora biti sastav	en samo od brojeva od 1 do n2 ve� mu elementi mogu biti

i qlanovi nekog rastu�eg aritmetiqkog niza. Neka je a poqetni qlan, a d razlika tog niza, tada je

karakteristiqni zbir jednak

K =
1

2
n(a+ d(n2 − 1)).

Magiqni kvadrati reda 3 bili su poznati jox pre nove ere, ali se kvadrati vixeg reda pojav	uju

u novijem dobu. Magiqni kvadrat reda 4 pomi�e se u 12. veku nove ere u indijskoj, kineskoj i grqkoj

literaturi.

Operacije sa magiqnim kvadratima

Ako se magiqni kvadrat zarotira za ugao koji je umno�ak od 90◦ ili mu se elementi ,,preslikaju" u
odnosu na neku od qetiri ose simetrije, dobija se magiqni kvadrat sa istim elementima u drugaqijem

redosledu.

Zanim	ivije je da se od svakog magiqnog kvadrata mo�e dobiti novi magiqni kvadrat prime�uju�i

neke od sledeqih operacija:

1. Ako svim qlanovima magiqnog kvadrata dodamo (ili oduzmemo) isti broj, dobija se magiqni

kvadrat.

2. Ako sve qlanove magiqnog kvadrata sa karakteristiqnim zbirom K pomno�imo istim brojem

k, dobija se magiqni kvadrat sa karakteristiqnim zbirom k ·K.

3. Zbir ili razlika dvaju magiqnih kvadrata istog reda je magiqni kvadrat istog reda.

Jox neka svojstva magiqnih kvadrata

Ako je zbir svakog para centralno simetriqnih elemenata magiqnog kvadrata jednak n2 + 1, za
takav magiqni kvadrat se ka�e da je simetriqan.

Ako se svaki element magiqnog kvadrata oduzme od n2 + 1, dobija se novi magiqni kvadrat, koji

se naziva komplementom polaznog magiqnog kvadrata.

Ako jedan ili oba zbira elemenata na dijagonalama nisu jednaki karakteristiqnom zbiru takav

kvadrat je polumagiqan.

Magiqna kocka

Magiqna kocka je 3-dimenzionalni ekvivalent magiqnog kvadrata, takav da su celi brojevi raspo-

re�eni u obliku n × n × n. Zbir brojeva u svim redovima, kolonama i qetiri glavne dijagonale

je konstantan i naziva se karakteristiqni zbir magiqne kocke. Izuzetak od pravila su dijagonale

slojeva. Karakteristiqni zbir magiqne kocke je
n(n3 + 1)

2
.

Ako je i na dijagonalama slojeva zbir elemenata jednak karakteristiqnom zbiru, onda se radi

o savrxenoj magiqnoj kocki. Savrxene magiqne kocke reda 2, 3 i 4 ne postoje, dok su takve kocke

reda 7 i 9 poznate od kraja 19. veka. Od 2003. godine poznate su i savrxene magiqne kocke redova 5 i 6.

12



Zadaci

1. Xpanska tamnica. Zatvor u blizini xpanskog grada Kadiza je u obliku kvadrata sa 16

�elija. Guverner je zatvorenicima numerisanim brojevima od 1 do 15 dao zadatak da se rasporede

tako da �ihovi brojevi qine magiqni kvadrat, ali da ni u jednom trenutku u �eliji ne mo�e biti

vixe od jednog zatvorenika. U sluqaju pozitivnog rexe�a obe�ano im je osloba�a�e. Na slici je

dat raspored zatvorenika. Zatvorenik mo�e pre�i samo u praznu �eliju iz �elije koja je susedna

praznoj �eliji. Da li je to mogu�e?

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15

2. Dokazati da ne postoji savrxena magiqna kocka reda 3.

Latinski kvadrat

Definicija 8. Kvadratna tablica dimenzija n × n qije je svako po	e popu�eno jednim od n
razliqitih elemenata raspore�enih tako da se u svakoj vrsti i svakoj koloni pojav	uje svaki od

tih elemenata naziva se latinski kvadrat reda n.

Za elemente latinskih kvadrata se najqex�e uzimaju elementi skupa {0, 1, 2, . . . , n− 1} ili slova
abecede.

Primer 13. Sudoku je latinski kvadrat.

Futoxiki

Latinski kvadrat u qijim po	ima su upisani prirodni brojevi od 1 do n koji zadovo	avaju jox

i neke date nejednakosti naziva se futoxiki. Zadaci bazirani na futoxikiju obiqno su dati tako

da se tra�i da se data brojevna mre�a dopuni, ako je nekoliko po	a popu�eno, ili su date samo

nejednakosti. Ova logiqka zagonetka potiqe iz Japana.

Primer 14. Predstav	eno je rexe�e jednog futoxiki problema
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Dirihleov princip

Osnovna verzija ovog principa glasi: Ako skup od nk + 1 elemenata treba da podelimo na k
disjunktnih podskupova, tada bar jedan od tih podskupova sadr�i ne ma�e od n+ 1 elemenata.

Zadaci

1. Na xahovskom turniru uqestvuje 8 igraqa. Igra svako sa svakim. Dokazati da se u svakom

trenutku turnira mogu na�i dva igraqa sa jednakim brojem do tada odigranih partija.

2. U ravni je dato 25 taqaka tako da za svake tri od tih taqaka postoje dve qije je rastoja�e ma�e

od 1 cm. Dokazati da postoji krug polupreqnika 1 cm koji sadr�i bar 13 od datih taqaka.

3. U pravilnom desetouglu odabrano je 5 temena. Dokazati da postoji jednakokraki trougao sa

temenima u odabranim taqkama.

4. Dokazati da za svaki prirodan broj n, koji nije de	iv ni sa 2, ni sa 5, postoji prirodan broj

qije su sve cifre jedinice i koji je de	iv sa n.

5. Svaka od 13 pravih deli kvadrat na dva qetvorougla qije se povrxine odnose kao 5:2. Dokazati

da bar 4 od tih 13 pravih imaju zajedniqku taqku.

6. U unutrax�osti kvadrata qija je du�ina stranice 1 cm nacrtano je nekoliko krugova. Zbir

obima svih krugova jednak je 10 cm. Dokazati da postoji prava koja seqe bar 4 od tih krugova.
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Svo�e�e na protivreqnost

Svo�e�e na protivreqnost ili, po Aristotelu, svo�e�e na nemogu�e (lat. Reductio ad absurdum)

je jedan od qex�e korix�enih dokaza u matematici. Ovde se implicitno koristi zakon kontradikcije

(svo�e�e na apsurd) koji tvrdi da jedna kategoriqna izjava ne mo�e biti istovremeno i istinita i

neistinita.

Sam metod logiqki se bazira na tautologiji (¬p⇒ (q ∧ ¬q))⇒ p.
Dokaziva�e tvr�e�a ovim metodom sastoji se u slede�em: ako ho�emo da doka�emo neku tvrd�u,

onda prvo pretpostavimo �enu negaciju. Ako tu negaciju dovedemo u protivureqnost (apsurd), onda

smo time uspeli da doka�emo samu poqetnu tvrd�u.

Ovakav naqin dokaziva�a qesto se naziva indirektnim. Dokaz se ne izvodi direktno za tvrd�u

koju �elimo da doka�emo, ve� dokazujemo da je negacija tvrd�e nemogu�a. Zatim prihvatamo samu

tvrd�u i zak	uqujemo da posedujemo dokaz za �u, do qega smo doxli indirektno.

Najstariji matematiqki dokaz izveden ovom metodom, a koji se pripisuje Euklidu, je dokaz slede�eg

tvr�e�a

Primer 15. Skup prostih brojeva je beskonaqan. Dokazati.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji samo konaqno mnogo prostih brojeva i da se oni mogu pore�ati

u niz:

p1 < p2 < . . . < pn.

Posmatrajmo broj p1p2 · · · pn + 1.
Kako po pretpostavci prostih brojeva ima konaqno mnogo, ovaj broj bi morao biti slo�en, xto

znaqi da bi morao biti de	iv nekim od prostih brojeva iz prethodnog niza. Me�utim, pri de	e�u

sa bilo kojim od ovih prostih brojeva on daje ostatak 1, pa je to kontradikcija. Sledi da je skup

prostih brojeva beskonaqan.

Zadaci

1. Dokazati da 10 uqenika ne mo�e podeliti 40 bombona tako da svaki od �ih dobije razliqit broj

bombona?

2. U vrsti je 2014 osoba. Svaka osoba je ili la�	ivac (koji uvek la�e) ili kra	 (koji uvek govori

istinu). Svaka osoba je rekla: "Ima vixe la�	ivaca sa moje leve strane nego kra	eva sa moje

desne strane." Koliko ima la�	ivaca u toj vrsti? (Kengur bez granica 2014.)

3. Xestokrake, sedmokrake i osmokrake hobotnice slu�e podvodnom kra	u. One koje imaju 7

krakova uvek la�u, dok one sa 6 ili 8 krakova uvek govore istinu. Jednog dana srele su se

4 hobotnice. Plava je rekla: ,,Zajedno imamo 28 krakova", zelena: ,,Zajedno imamo 27 krakova",

�uta: ,,Zajedno imamo 26 krakova" i crvena: ,,Zajedno imamo 25 krakova". Koje boje je hobotnica

koja govori istinu? (Kengur bez granica 2010.)
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Metod invarijante

Osobina (svojstvo) matematiqkog objekta koja se ne me�a pri nekoj transformaciji zove se inva-

rijanta te transformacije. Obiqno se metod invarijante koristi za rexava�e zadataka u kojima

se �eli ispitati mo�e li se vixestrukom primenom neke zadate transformacije od matematiqkog

objekta (sta�a) X dobiti neki drugi matematiqki objekat (sta�e) Y . Ukoliko se na�e primer koji

pokazuje kako se to mo�e uqiniti, tj. koliko puta i kako primeniti zadatu trensformaciju, onda je

odgovor pozitivan. Ako se prona�e invarijanta te transformacije koja nema iste vrednosti za ta dva

objekta, to znaqi da se primenama te transformacije ne mo�e od X dobiti Y i odgovor je negativan.

Zadaci

1. Od brojeva 1, 2, 3, 4, 5 i 7 biraju se tri broja i pove�avaju za po 1. Mo�e li se ponav	a�em te

operacije dobiti da svi brojevi budu jednaki?

2. Pera je razrezao list papira na 7 delova, a zatim je neke od tih delova razrezao na novih 7, i

tako redom. Da li je mogu�e da je u nekom trenutku imao ispred sebe 5285 delova papira?

3. Ure�eni par celih brojeva (m,n) mo�emo transformisati u ure�eni par (n,m),
(m− n, n) ili (m+ 2n, n). Mo�e li se od ure�enog para (21,15) dobiti ure�eni par (12,20)?

4. U jednoj vrsti ispisana su tri cela broja m, n i p. Ispod �e, u drugoj vrsti, ispisane su

razlike brojeva iz prethodne vrste m− n, n− p i p−m. Po istom pravilu ispisani su brojevi

u tre�oj vrsti, itd. Postoje li brojevi m, n i p, takvi da se u nekoj vrsti posle sedme mo�e

dobiti broj a) 30103; b) 40104?

5. Na stolu se nalazi 8 qaxa. �ih 3 su okrenute dnom navixe. Dozvo	eno je istovremeno pre-

vrnuti bilo koje 4 qaxe. Mo�e li se posti�i da sve qaxe budu pravilno postav	ene?

6. Pera je na papiru napisao 4514 nula i 4515 jedinica. On brixe po dva broja i ako su isti umesto

�ih upisuje jedinicu, a ako su razliqiti onda nulu. Koji �e broj ostati posled�i napisan na

papiru?

7. Na tabli je redom napisano prvih 3747 prirodnih brojeva. U svakom koraku brixu se dva

proizvo	na broja, a upisuje se apsolutna vrednost �ihove razlike. Da li je mogu�e da posle

3746 koraka na tabli ostane napisan broj 1?

8. Iz kvadrata 100× 100 pode	enog na 10000 jediniqnih kvadrati�a ,,izrezan" je jedan kvadrati�.
Mo�e li se preostali deo kvadrata prekriti sa 9999 jednakokrako-pravouglih trouglova qije

su hipotenuze du�ine 2, tako da se hipotenuze trouglova poklapaju sa ivicama kvadrati�a, a

katete sa dijagonalama kvadrati�a?

9. Kvadrat 10× 10 pode	en je na 100 jediniqnih kvadrati�a. Bira se 9 kvadrati�a i oboji nekom
bojom. Zatim se u svakom koraku oboje svi kvadrati�i koji imaju bar po dva susedna kvadrati�a

obojena. Da li se mo�e napraviti takav izbor poqetnih 9 kvadrati�a da nakon nekoliko koraka

ceo kvadrat bude obojen?
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