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Rexavaǌe problema na matematiqkim takmiqeǌima uqenika
osnovnih i sredǌih xkola -

najqex�i pristupi, tehnike i principi

Tema ovog predavaǌa predstavǉa temu jednog od programa stalnog struqnog usavrxavaǌa
nastavnika, akreditovanih za xkolsku 2016/17. i 2017/18. godinu, a koji je predlo�en
od strane Podru�nice Nix Druxtva matematiqara Srbije. Ciǉ predavaǌa je provesti
uqesnike kroz proces realizacije moderne dodatne nastave matematike, pri tome odgovaraju�i
na slede�a pitaǌa: kako odabrati literaturu; kako odabrati probleme qija �e se rexeǌa
prezentovati uqenicima, a kako one za samostalnu ve�bu; koji je ispravan naqin prezentovaǌa
rexeǌa; kako oceniti parcijalna rexeǌa uqenika; kako navesti uqenika da kompletira
rexeǌe; i dr.

Uqesnici bi po zavrxetku ovog programa unapredili znaǌe iz onih oblasti koje su
nedovoǉno zastupǉene u redovnoj nastavi, ali ipak neizostavne u radu sa talentovanim
uqenicima, kao i vextine o efikasnom naqinu za prenoxeǌe tih znaǌa. Tokom ovog predavaǌa
rexava�emo matematiqke probleme, konstantno se trude�i da damo odgovore na slede�a
pitaǌa: kako i zaxto je posmatrani problem nastao; koji su koraci bili prelomni u
ǌegovom rexavaǌu; koje jox probleme mo�emo rexiti prikazanom tehnikom; itd. Razmixǉaǌe
o ovakvim pitaǌima, i pronala�eǌe ǌihovih odgovora, predstavǉa kǉuq za efikasno
savladavaǌe novih metoda rexavaǌa problema, xto uqenike koji poha�aju dodatnu nastavu
orjentisanu na taj naqin dodatno motivixe za samostalan rad.

Autori i realizatori ove teme imaju ogromno iskustvo u radu sa talentovanim uqenicima
i u uqestvovaǌu u matematiqkim takmiqeǌima u svakom smislu. Pored toga, qlanovi su
Dr�avne Komisije za matematiqka takmiqeǌa sredǌoxkolaca.

Na ovom predavaǌu bi�e zastupǉene dve oblasti: teorija brojeva i algebra. U ovom
rezimeu predavaǌa dajemo primere zadataka, kao i nekoliko rexeǌa, koji bi trebalo da
demonstriraju manir obrade zadataka na predavaǌu. Konaqan materijal sadr�i oko sto
zadataka sa detaǉnim rexeǌima pisanim u ovom stilu.

NAJQEX�E METODE I TEHNIKE PRI REXAVAǋU PROBLEMA IZ
TEORIJE BROJEVA

1. Ako je n > 4 slo�en broj, onda n | (n− 1)!. Dokazati.

2. Neka je n > 3 prirodan broj. Dokazati da postoje dva prosta broja koja su ve�a od n, a
maǌa od n!.

3. (Le�androva formula) Neka je p prost broj i n prirodan. Dokazati da je najve�i stepen
broja p koji deli n! jednak

[
n

p
] + [

n

p2
] + [

n

p3
] + ... .

4. Da li postoji prirodan broj n takav da se broj n! zavrxava sa taqno 2011 nula?

5. Neka je n > 1 prirodan broj i p prost broj. Dokazati da je broj np
p
+ pp slo�en broj.

6. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n, takvih da je 50n + (50n + 1)50

slo�en broj.
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7. Dokazati da je [4n+ 7, 3n+ 5] = 12n2 + 41n+ 35 za svaki prirodan broj n.

8. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je razlomak n2+1
(n+1)2+1

neskrativ.

9. Koliko najmaǌe delilaca mo�e imati broj p2 + 11, gde je p prost broj ve�i od 2?

10. Dokazati da se me�u proizvoǉnih 2n− 1 celih brojeva uvek mo�e odabrati ǌih n, tako da
im je zbir deǉiv sa n, ako je (a) n = 3, (b) n = 6.

11. Odrediti ostatak pri deǉeǌu broja 22
2.
..
2

︸ ︷︷ ︸
2014

sa 31.

12. Dokazati da n2 + n+ 1 | n3a+2 + n3b+1 + n3c za svaki prirodan broj n i a, b, c ∈ N0.

13. Dokazati da je broj 19 · 8n + 17 slo�en za svaki prirodan broj n.

14. Neka su n i k prirodni brojevi za koje va�i n > k. Dokazati da su brojevi 22
n
+1 i 22

k
+1

uzajamno prosti.

15. Odrediti dvocifreni zavrxetak broja 2013!! .

16. Neka je n prirodan broj deǉiv sa 992. Koliko najmaǌe mo�e biti zbir cifara broja n?

17. Na tabli je zapisan broj koji ima 2015 cifara i qije su sve cifre iz skupa {1, 2}. Dokazati
da je mogu�e obrisati jednu cifru tako da novodobijeni broj bude deǉiv sa 11.

18. Mladi matematiqar Perica tvrdi da je pronaxao zanimǉiv kriterijum pomo�u koga mo�e
da utvrdi da li je neki prirodan broj n deǉiv sa 19. Evo ǌegovog algoritma (trenutni broj
u poqetku je n):

(1) Trenutnom broju odbacimo posledǌu cifru
(2) Novodobijenom broju dodamo dvostruku vrednost odbaqene cifre
(3) Sa dobijenim brojem provodimo korake (1) i (2) sve do trenutka dobijaǌa broja koji je

ne ve�i od 19
(npr. ako imamo n = 24817 algoritmom dobijamo niz brojeva 2481, 2495, 249, 259, 25, 43, 4, 10).
Perica tvrdi da 19 | n ako i samo ako je posledǌi dobijeni broj jednak 19. Da li je Perica u
pravu?

19. Neka je p = 4k+ 3, k ∈ N0 prost broj i x i y celi brojevi za koje va�i p | x2 + y2. Dokazati
da p | x i p | y.

20. Neka je p prost broj. Dokazati da broj 3p + 7p− 4 nije potpun kvadrat.

STANDARDNI PROBLEMI I TEHNIKE U VEZI SA
TRANSFORMACIJAMA ALGEBARSKIH IZRAZA

1. Vrednost izraza:
(
1 + 1

2

)
·
(
1 + 1

3

)
·...·
(
1 + 1

n

)
je 2014. Koliko qinilaca ima u datom proizvodu?

2. Mladi matematiqar Perica je bio nestaxan na qasu matematike, pa mu je nastavnik
dao zadatak da prona�e nekoliko razlomaka iz skupa: { 1

1·2 ,
1
2·3 ,

1
3·4 , ...,

1
n·(n+1) , ...} qiji �e zbir

premaxiti jedinicu. Perica je, ”kao iz topa”, odgovorio da je to nemogu�e. Da li je Perica
u pravu?

3. Poxto nije uspeo da umiri nestaxnog Pericu, nastavnik matematike dao mu je zadatak da
odredi koji je izraz ve�i: 1

1·5 +
1
2·6 + ...+ 1

2010·2014 ili 1− 1
2014 . Perica je ponovo odgovorio

bez razmixǉaǌa da je levi izraz ve�i. Da li je Perica u pravu?
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4. Dokazati jednakost: 1
1·2 + 1

3·4 + ...+ 1
2013·2014 = 1

1008 + 1
1009 + ...+ 1

2014 .

5. Dokazati da je: 1
2 ·

3
4 · ... ·

2013
2014 <

1√
2015

.

6. Broj oblika
√
a+ b

√
2, gde su a i b nenula celi brojevi takvi da je a + b

√
2 ≥ 0, nazivamo

beli broj. Broj oblika
√
c+ d

√
7, gde su c i d nenula celi brojevi takvi da je c + d

√
7 ≥ 0,

nazivamo crni broj. Mo�e li jedan crni broj biti jednak belom, ili zbiru nekoliko belih
brojeva?

7. Dokazati da je slede�i broj racionalan: 3
√√

5 + 2− 3
√√

5− 2.

8. Osloboditi se korena u imeniocima razlomka: 1
1+3 3√2

i 1
3√a+ 3√

b+ 3√c
.

9. Odrediti sve ure�ene qetvorke prirodnih brojeva (x, y, z, t) za koje je: x+ y = zt, z + t = xy.

10. Za realne brojeve x, y i z va�i: x+ y + z − 2(xy + yz + zx) + 4xyz = 1
2 . Dokazati da je barem

jedan od ova tri broja jednak 1
2 .

11. Neka su a, b i c razliqiti celi brojevi. Dokazati da je broj: a3(b2−c2)+b3(c2−a2)+c3(a2−b2)
a2(b−c)+b2(c−a)+c2(a−b) ,

tako�e ceo.

12. Neka su x, y i z realni brojevi za koje va�i x+ y+ z = 0. Dokazati da je onda x3+ y3+ z3 =
3xyz. Da li va�i obrat?

13. Odrediti ostatak pri deǉeǌu broja 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + ...+ 2013 · 2013! + 2014 brojem 2014!.

14. Odrediti sve parove prirodnih brojeva n i m za koje va�i n4(n+ 1) = 7m − 1.

15. Dokazati da se broj 5n + 5m mo�e prikazati kao zbir dva kvadrata celih brojeva ako i
samo ako su n i m iste parnosti.

16. Ukoliko je n zbir kvadrata tri prirodna broja, dokazati da je n2 tako�e zbir kvadrata
tri prirodna broja.

17. Dokazati da se svaki prirodan broj n mo�e izraziti na slede�i naqin: n = ±12± 22± 32±
...± k2, za pogodan izbor broja k i znakova + ili −.

18. Dokazati da se svaki ceo broj mo�e izraziti kao zbir kubova razliqitih celih brojeva.

19. Da li postoje celi brojevi a, b i c za koje va�i a+ b+ c = 13 i a3 + b3 + c3 = 2023?

20. Dokazati da jednaqina x2 + y3 = z2 ima beskonaqno mnogo rexeǌa u skupu prirodnih
brojeva.

ODABRANA REXEǋA ZADATAKA

NAJQEX�E METODE I TEHNIKE PRI REXAVAǋU PROBLEMA IZ
TEORIJE BROJEVA

1. Kako je n slo�en broj, to je on deǉiv nekim prostim brojem p, gde je 1 < p < n. Broj n
p je

prirodan i tako�e va�i 1 < n
p < n. Zato se me�u qiniocima 1, 2, ..., n−1 javǉaju p i n

p . Proizvod
ta dva broja jednak je n, pa je i ceo proizvod 1 · 2 · ... · (n − 1) deǉiv sa n, xto je i trebalo
dokazati. Da li smo koristili uslov n > 4? Nismo, xto bi znaqilo da tvr�eǌe va�i i za
n = 4. Me�utim, primetimo da za n = 4 imamo 4 - 3!. Dakle, prethodni dokaz je klimav! Zaxto?
Uparili smo brojeve p i n

p (koji u proizvodu daju n). Da li to uvek mo�emo da uradimo? Ne,
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to se ne mo�e uqiniti ako su oni me�usobno jednaki! Dakle prethodni dokaz nije dobar ne
samo za n = 4, ve� za sve brojeve kod kojih va�i p = n

p , odnosno n = p2. Razmotrimo posebno
taj sluqaj, neka je sada n = p2. Tada me�u brojevima 1, 2, ..., n− 1 imamo brojeve p i 2p (koji su
razliqiti), qiji je proizvod deǉiv sa n, pa je takav i ceo proizvod. Sada je gotovo. Zapravo
i nije, opet sitna nepreciznost (da je nema tvr�eǌe bi va�ilo i za n = 4, xto nije sluqaj).
Treba iskomentarisati da za p > 2 va�i 2p < p2, pa se zato broj 2p nalazi u posmatranom nizu.
Sad je stvarno gotov.

2. Koristi�emo ideju koja pro�ima dokaz da prostih brojeva ima beskonaqno mnogo. Uoqimo
broj n! − 1. Kako je on ve�i od 1, to on ima neki prost delilac p. Ako bi bilo p ∈ {2, 3, ..., n}
onda bi va�ilo 0 ≡p n!−1 ≡p 0−1, pa bi p | 1, xto nije taqno. Dakle, broj p je jedan prost broj
koji je ve�i od n, a maǌi od n!. Pronala�eǌe drugog prostog broja iz zadatak intervala je
nexto te�e, ali opet sa sliqnom motivacijom. Posmatrajmo broj n!− 2. Dati broj ima prost
delilac 2, ali 22 - n!− 2 (poxto 22 | n!, zbog n > 3). Kako je neparan broj n!−2

2 ve�i od 1, to on
ima neki prost delilac q. Kada bi bilo q ∈ {3, 4, ..., n}, to bi znaqilo (sliqno kao za broj p) da
q | 2. Kontradikcija. Dakle, broj q je prost, ve�i od n i maǌi od n!. Da li smo ovim zavrxili
zadatak (pronaxli smo proste brojeve p i q koji su ve�i od n i maǌi od n!)? Skoro da jesmo,
ali ne bax sasvim - zaxto? Mo�da su brojevi p i q me�usobno jednaki! Da li je ovo mogu�e?
Poxto su brojevi n! − 1 i n! − 2 uzastopni brojevi, to su oni uzajamno prosti. Zato su i ma
koji faktor prvog broja i ma koji faktor drugog broja uzajamno prosti. Otuda su brojevi p i
q uzajamno prosti, xto zapravo znaqi da su razliqiti.

Napomena: Postoji teorema Qebixeva koja tvrdi da u intervalu (n, 2n), za n > 1,
postoji prost broj. Dokaz ovog tvr�eǌa nije naivan, a pomo�u ǌega izuzetno lako rexavamo
razmatrani problem.

5. Koji su mehanizmi (strategije) da doka�emo da je neki broj slo�en? Jedan naqin je da
doka�emo da je deǉiv nekim konkretnim brojem (sa 2, 3, 2011,...). Drugi naqin (naroqito
kada su izrazi koji imaju promenǉivu u pitaǌu) je da taj izraz rastavimo na proizvod dva
prirodna broja, pri qemu je svaki od ǌih ve�i od 1. Ovde �emo to uqiniti. Primetimo da
ovi sabirci imaju stepene koji su deǉivi sa p. Da li nam to nexto znaqi? Podsetimo se - ako
je n neparan prirodan broj onda je

xn + yn = (x+ y)(xn−1 − xn−2y1 + xn−3y2 − xn−4y3 + ...+ x2yn−3 − x1yn−2 + yn−1).

Ako su x i y prirodni brojevi, ovo rastavǉeǌe nam garantuje da je zbir xn + yn (za neparno
n) deǉiv sa x+ y. Sada, kako je np

p
+ pp = (np

p−1
)p + pp, dobijamo

np
p
+ pp = (np

p−1
)p + pp = (np

p−1
+ p)((np

p−1
)p−1 − (np

p−1
)p−2p1 + ...− (np

p−1
)1pp−2 + pp−1).

Dakle, ovim smo dokazali da je np
p
+ pp proizvod dva prirodna broja. Treba iskomentarisati

da su ve�i od 1, xto je ovde oqigledno. Time smo dokazali da je np
p
+ pp, xto je i trebalo

dokazati. Da li? Xta smo koristili? Ono rastavǉaǌe, koje va�i za neparne ekspotenete.
Zato ovo nije rexeǌe za parne proste brojeve, odnosno za p = 2. Ovo moramo posebno da
uradimo. Za p = 2 treba dokazati da je n4 + 4, za n > 1, slo�en broj. Sabirci su potpuni
kvadrati, pa je ovde prirodno ”muvaǌe” dodam-oduzmem. Motivisani kvadratom binoma dodamo
(dvostruki) 4n2 i oduzmemo. Lepo je xto je posledǌi izraz tako�e kvadrat. Dakle, n4 + 4 =
(n4+4n2+4)− 4n2 = (n2+2)2− (2n)2 = (n2− 2n+2)(n2+2n+2). Drugi umno�ak je ve�i od prvog,
a kako je n2− 2n+2 = (n− 1)2 +1 > 1 (jer je n > 1) to je n4 +4 slo�en. Ovim problemom (n4 +4,
za n > 1, je slo�en) prva se pozabavila francuska matematiqarka iz druge polovine 18. veka,
po imenu Sofi �ermen. U literaturi ovaj problem nazvan je po ǌoj.

6. Prvo rexeǌe: Kakvi su eksponenti? Da li imaju zajedniqki neparan delilac (ve�i od 1)?
Mogu da imaju, ako uzmemo da je n deǉivo sa 5. Dakle, ako je n = 5k, k ∈ N, onda je

50n + (50n+ 1)50 = 505k + (50n+ 1)50 = (50k)5 + ((50n+ 1)10)5,
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pa 50k + (50n + 1)10 | 50n + (50n + 1)50. Oqigledno je 50k + (50n + 1)10 > 1 i 50k + (50n + 1)10 <
50n + (50n+ 1)50. Zato je posmatrani broj slo�en za ovakav odabir broja n. Ovo je kraj poxto
ima beskonaqno mnogo brojeva n koji su deǉivi sa 5.

Drugo rexeǌe: Pokuxajmo da namestimo broj n tako da dati izraz bude deǉiv nekom
konstantom. Ta konstanta oqigledno ne mo�e biti 2. Hajde da probamo sa 3. Za proizvoǉan
ceo broj x va�i x50 ≡3 0 ili x50 ≡3 1 (poxto je x ≡3 0 ili x ≡3 ±1). Za prvi sabirak imamo
50n ≡3 (−1)n. Zato �eǉu da je zbir deǉiv sa 3 jedino mo�emo posti�i ako istovremeno va�i
50n ≡3 −1 i (50n + 1)50 ≡3 1. Za zadovoǉeǌe prvog uslova biramo n neparno, a drugi uslov je
zadovoǉen za brojeve n koji su deǉivi sa 3 (kao i za one koji pri deǉeǌu sa 3 daju ostatak 1
- mada ovo u ovom trenutku vixe nije va�no). Kako neparnih brojeva koji su deǉivi sa 3 ima
beskonaqno mnogo (to su brojevi oblika n = 6k + 3, k ∈ N0), to smo dokazali ono xto se od nas
tra�ilo.

8. Za svaka dva prirodna broja a i b va�i (a, b)[a, b] = ab. Kako je (4n+7)(3n+5) = 12n2+41n+35,
zapravo treba dokazati da je (4n + 7, 3n + 5) = 1. Dakle, ako je d = (4n + 7, 3n + 5), treba
dokazati da je d = 1. Podsetimo se da d deli ma koju linearnu kombinaciju (sa celobrojnim
koeficijentima) brojeva 4n+7 i 3n+5, odnosno d | α(4n+7)+ β(3n+5), za svako α, β ∈ Z. Sada
koeficijente α i β odaberimo tako (ako je to mogu�e) da rezultat ne zavisi od n (time bi
dobili da d deli konkretnu brojku-konstantu). Jedan od naqina da to postignemo (”ubijemo”
n) je d | 3 · (4n+ 7)− 4 · (3n+ 5) = 1. Dakle, d | 1, pa je d = 1.

15. Koji kriterijumi deǉivosti imaju veze za dvocifrenim zavrxetkom? Jedan takav je moduo
4. Da li postoji jox neki? Postoji, moduo 25. Oba kriterijuma ”isto” glase: Prirodan
broj i ǌegov dvocifreni zavrxetak daju isti ostatak pri deǉeǌu sa 25 ( i sa 4)! Kako je 25
jedan od umno�aka u 2013!!, to je 2013!! ≡25 0. Ovo znaqi, prema kriterijumu deǉivosti sa 25,
da je dvocifreni zavrxetak broja 2013!! jedan od 00, 25, 50 ili 75. Poxto je broj 2013!! neparan,
prethodne mogu�nosti se redukuju samo na 25 ili 75. Koja je od ove dve? Iskoristimo i
kriterijum deǉivosti sa 4. Imamo da je

2013!! ≡4 1 · 3 · 5 · 7 · ... · 2013 ≡4 1 · (−1) · 1 · (−1) · ... · 1 ≡4 (−1)503 ≡4 −1.

Kako je 25 ≡4 1, a 75 ≡4 −1, to je dvocifreni zavrxetak broja 2013!! jednak 75.

18. Doka�imo najpre da se Pericin algoritam zavrxava u konaqno mnogo koraka. Ako je
n cifra maǌa od 5 to je oqigledno, a ako je n cifra ve�a od 4, onda redom imamo brojeve
0, 2n, 1, 1+2(2n−10) = 4n−19, xto je kraj algoritma, poxto je 4n−19 ≤ 4 ·9−19 = 17. Doka�imo
da se nakon koraka (1) i (2) svaki broj akak−1...a1, k > 1, osim broja a2a1 = 19, smaǌio. Nakon
koraka (1) i (2) od broja akak−1...a1 dobijamo broj ak...a2 +2a1, pa je razlika broja od koga smo
krenuli i broja nakon koraka (1) i (2) jednaka 9·ak...a2−a1. Za posledǌi izraz va�i nejednakost
9 · ak...a2− a1 ≥ 9 · 1− 9 = 0, pri qemu znak jednakosti va�i akko je k = 2, ak = 1 i a1 = 9, odnosno
ako je polazni broj jednak 19. Kako se prirodan broj na koji vrximo korake (1) i (2) stalno
smaǌuje, do eventualnog dobijaǌa broja 19, to �e se na kraju do�i do broja ne ve�eg od 19
(kada primenimo korake (1) i (2) na broj 19, dobijamo 19). Ovim smo dokazali da se Pericin
algoritam zaista zavrxava pomo�u konaqno mnogo koraka. Ispitajmo sada da li je Perica u
pravu.

Dokaza�emo da je polazni broj deǉiv sa 19 akko je broj koji se dobije nakon jedne primene
koraka (1) i (2) deǉiv sa 19. Polazni broj mo�emo zapisati kao 10a + b, gde je b cifra, a
a je zapravo broj nakon koraka (1) (mo�e biti i a = 0). Broj dobijen nakon jedne primene
(1) i (2) je a + 2b. Tvrdimo da je 10a + b ≡19 0 akko a + 2b ≡19 0. Ukoliko drugu kongruenciju
pomno�imo sa 10, dobijamo ekvivalentu (poxto su 10 i 19 uzajamno prosti) 10a + 20b ≡19 0,
odnosno 10a + b ≡19 0. Ovim smo dokazali da je 10a + b ≡19 0 ekvivalentno sa a + 2b ≡19 0. To
zapravo znaqi da se koracima (1) i (2) sa broja koji je deǉiv sa 19 prelazi na broj koji je
deǉiv sa 19, kao i da se sa broja koji nije deǉiv sa 19 prelazi tako�e na broj koji nije deǉiv
sa 19. Zato je polazni broj deǉiv sa 19 akko je i posledǌi dobijeni broj (kada se algoritam
zavrxava) deǉiv sa 19 (poxto se uvek nakon primene koraka (1) i (2) broj od kog se krenulo i
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novodobijeni ”isto ponaxaju” po pitaǌu deǉivosti sa 19 - ili su oba deǉiva ili oba nisu).
Dakle, polazni broj je deǉiv sa 19 akko je i broj dobijen kada se algoritam zavrxio deǉiv
sa 19. Kako se algoritam zavrxava nekim od brojeva 1, 2, ..., 19, to je polazni broj deǉiv sa 19
akko se algoritam zavrxio brojem 19 (poxto je on jedini u navedenom opsegu koji je deǉiv sa
19). Na ovan naqin smo dokazali da je Perica u pravu.

Napomena: Sliqni algoritmi mogu se napraviti za deǉivost svakim brojem n oblika n =
10k ± 1! Pokuxajte, po ugledu na navedeni algoritam, da napravite algoritam za deǉivost sa
29.

19. Pretpostavimo da p - x. Tada iz p | x2 + y2 imamo da p - y. Zato su brojevi x i y uzajamno
prosti sa p, pa po Maloj Fermaovoj teoremi va�i xp−1 ≡p yp−1 ≡p 1. Deǉivost p | x2 + y2

mo�emo zapisati u obliku x2 ≡p −y2. Ukoliko posledǌu jednakost stepenujemo na stepen 2k+1,
dobijamo xp−1 ≡p −yp−1. Odavde, poxto je xp−1 ≡p y

p−1 ≡p 1, dobijamo 1 ≡p −1, odnosno p | 2.
Kontradikcija.

STANDARDNI PROBLEMI I TEHNIKE U VEZI SA TRANSFORMACIJAMA
ALGEBARSKIH IZRAZA

1. Svaki qinilac zapixemo u obliku razlomka: 1 + 1
k = k+1

k . Na taj naqin, ceo izraz postaje:

3

2
· 4
3
· ... · n

n− 1
· n+ 1

n
.

Kao xto vidimo, u ovom izrazu mnogi brojevi se skrate, a da bi uvideli xta ostaje na kraju,
potrebno je da budemo pa�ǉivi. Jedini brojevi koji se ne skrate su 2 i n + 1. Prema tome,
va�i: n+1

2 = 2014, pa je n = 4027. Obratimo pa�ǌu da se tra�i broj qinilaca, a ne broj n. Ako
posmatramo imenioce razlomaka koji se javǉaju, uoqavamo da u ovom izrazu zapravo imamo
n− 1 qinioca. Zato je tra�eni broj 4026.

3. Perica nije bio u pravu. Koristimo isti trik kao u zadatku 2, samo xto se ovog puta
brojevi, koji su pomno�eni u imeniocu razlomka, ne razlikuju za 1, pa ne�e va�iti jednostano:
1
1·5 = 1

1 −
1
5 . Poxto se brojevi u imeniocu razlikuju za 4, va�i zapravo: 4

1·5 = 1
1 −

1
5 , tj.

1
1·5 =

1
4

(
1
1 −

1
5

)
. Zato je:

1

1 · 5
+

1

2 · 6
+ ...+

1

2010 · 2014
=

1

4
(
1

1
− 1

5
) +

1

4
(
1

2
− 1

6
) + ...+

1

4
(

1

2010
− 1

2014
)

=
1

4
(
1

1
− 1

5
+

1

2
− 1

6
+ ...+

1

2010
− 1

2014
).

Sada treba biti jox pa�ǉiviji nego u 1. i 2. zadatku da bi uvideli xta sve ostaje nakon
potiraǌa sabiraka. Ostaju samo sabirci koji se javǉaju po jednom, a potiru se oni koji se
javǉaju dva puta. Sabirci koji se javǉaju po jednom su 1

1 ,
1
2 ,

1
3 ,

1
4 i − 1

2011 ,−
1

2012 ,−
1

2013 ,−
1

2014 . Za
brojeve k = 5, 6, ..., 2010, u ovom izrazu imamo i 1

(k−4)·k i 1
k·(k+4) , pa se javǉa i 1

k i − 1
k . Zato je:

1

1 · 5
+

1

2 · 6
+ ...+

1

2010 · 2014
=

1

4
(
1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

4
− 1

2011
− 1

2012
− 1

2013
− 1

2014
).

Da bi kompletirali rexeǌe, treba uporediti brojeve:

1

4
(
1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

4
− 1

2011
− 1

2012
− 1

2013
− 1

2014
) i 1− 1

2014
.

Ovaj deo rexeǌa ne zahteva nikakvo razmixǉaǌe. Da bi ga uspexno razrexili, dovoǉno je
samo srediti date izraze, izmno�iti sve sa 1 · 2 · 3 · 4 · 2011 · 2012 · 2013 · 2014 i uporediti dva
prirodna broja. Ovo je zamoran posao, ali se sve zavrxi za oko pet minuta.
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Ipak, uz malo razmixǉaǌa, ovaj deo zadatka mo�e da se rexi i na slede�i naqin. Kako je:

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

4
− 1

2011
− 1

2012
− 1

2013
− 1

2014
= (

1

1
− 1

2014
) + (

1

2
− 1

2013
) + (

1

3
− 1

2012
) + (

1

4
− 1

2011
),

a u ovom zbiru, najve�i je prvi sabirak: 1
1 −

1
2014 , jer smo tu od najve�eg broja: 1

1 oduzeli
najmaǌi: 1

2014 , imamo da je:

1

4
(
1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

4
− 1

2011
− 1

2012
− 1

2013
− 1

2014
)

=
1

4
((
1

1
− 1

2014
) + (

1

2
− 1

2013
) + (

1

3
− 1

2012
) + (

1

4
− 1

2011
))

<
1

4
((
1

1
− 1

2014
) + (

1

1
− 1

2014
) + (

1

1
− 1

2014
) + (

1

1
− 1

2014
))

= 1− 1

2014
.

Kao xto vidimo, va�i:
1

1 · 5
+

1

2 · 6
+ ...+

1

2010 · 2014
< 1− 1

2014
.

Napomena: Ve� i sami uoqavamo kako mo�emo zapisati drugaqije razlomak oblika 1
n(n+k) .

Naime va�i:
k

n(n+ k)
=

1

n
− 1

n+ k
, tj.

1

n(n+ k)
=

1

k
(
1

n
− 1

n+ k
).

Primetimo da brojevi n i k ne moraju biti prirodni.

11. Pretpostavǉamo ve� da se ovaj zadatak rexava tako xto rastavimo izraz iz brojioca na
qinioce i vidimo da je jedan od qinioca izraz iz imenioca. Bilo bi zaista qudno pokazati na
neki direktniji naqin da je broj iz brojioca uvek deǉiv brojem iz imenioca, pa je zato ǌihov
koliqnik ceo broj.

Probajmo zato da rastavimo ove izraze. U imeniocu imamo izraz:

a2b+ b2c+ c2a− a2c− b2a− c2b.

�elimo da izraz u brojiocu bude proizvod ovog izraza i jox jednog. To ne proveravamo neukim
nabadaǌem, ve� nam neka zapa�aǌa mnogo olakxavaju rastavǉaǌe izraza. Recimo, poxto je u
brojiocu izraz petog stepena, taj izraz bi bio proizvod izraza

a2b+ b2c+ c2a− a2c− b2a− c2b

i nekog izraza drugog stepena, koji �e (verovatno) biti simetriqan po a, b i c. Dakle, ili
�e biti const · (ab+ bc+ ca) ili const · (a2 + b2 + c2), ili ǌihova kombinacija. Potoǌi izraz ne
dolazi u obzir, jer se u proizvodu:

(a2b+ b2c+ c2a− a2c− b2a− c2b)(a2 + b2 + c2)

javǉa a4, xto nemamo u brojiocu. Zato proverimo da li je

(a2b+ b2c+ c2a− a2c− b2a− c2b)(ab+ bc+ ca) = a3(b2 − c2) + b3(c2 − a2) + c3(a2 − b2).

Nakon sre�ivaǌa leve i desne strane, vidimo da su ove dve strane zapravo identiqne. Dakle:

a3(b2 − c2) + b3(c2 − a2) + c3(a2 − b2)
a2(b− c) + b2(c− a) + c2(a− b)

= ab+ bc+ ca ∈ Z.

Napomena: Rastavǉaǌe raznih izraza ne mora da bude samo nabadaǌe. Neka zapa�aǌa nam
mogu mnogo olakxati rastavǉaǌe. Primera radi, ako uoqimo da se izraz anulira za a = b,
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treba probati da u rastavǉaǌu izraza dobijemo faktor (a − b), a ako se recimo anulira za
a = −b, onda izvlaqimo (a + b) ispred zagrade. Naravno, umnogome poma�e i uoqavaǌe da je
izraz simetriqan, cikliqan, itd. Recimo, izraz iz imenioca:

a2(b− c) + b2(c− a) + c2(a− b)

jednak je nuli kada je a = b, ali isto tako i kada je b = c i c = a. Da li je on mo�da jednak sa:
(a− b)(b− c)(c− a)? Ako sve izmno�imo dobijamo:

(a− b)(b− c)(c− a) = (ab− ac− b2 + bc)(c− a) = abc− ac2 − b2c+ bc2 − a2b− a2b+ a2c+ ab2 − abc =

= ab2 + bc2 + ca2 − a2b− b2c− c2a.

Prema tome dati izraz nije jednak sa (a− b)(b− c)(c− a), ve� sa −(a− b)(b− c)(c− a) = (b− a)(c−
b)(a− c), tj. u imeniocu razlomka iz zadatka javǉa se izraz (b− a)(c− b)(a− c), a u brojiocu je
izraz (b− a)(c− b)(a− c)(ab+ bc+ ca).

17. Zamislimo za trenutak da nisu u pitaǌu kvdrati, ve� da svaki prirodan broj n moramo
predstaviti u narednom obliku:

n = ±1± 2± ...± k.

To bi bilo vrlo jednostavno, jer je −m + (m + 1) = 1, pa samo ”dodamo” jedinicu koliko god
da treba. Recimo: 5 = −1 + 2 − 3 + 4 − 5 + 6 − 7 + 8 − 8 + 10. Bilo bi odliqno prona�i i za
kvadrate sliqnu vezu, ali −m2+(m+1)2 = 2m+1, xto nije konstanta. Ali sa prvim stepenima
znamo xta �emo: kada oduzmemo dva susedna dobijamo konstantu. To nas motivixe da uradimo
slede�e: −m2 + (m+ 1)2 = 2m+ 1 i −(m+ 2)2 + (m+ 3)2 = 2m+ 5, pa je onda:

(−(m+ 2)2 + (m+ 3)2)− (−m2 + (m+ 1)2) = m2 − (m+ 1)2 − (m+ 2)2 + (m+ 3)2 = 4.

Dakle, pomo�u qetiri uzastopna kvadrata mo�emo dobiti konstantu 4. Naravno, prethodni
identitet ne va�i samo za prirodne brojeve m, ve� za proizvoǉne brojeve m. Prema tome,
ako umemo da predstavimo broj n na opisan naqin, onda svakako umemo da predstavimo i n+4:
dodavaǌem jox qetiri uzastopna kvadrata, pri i posledǌi sa predznakom +, a drugi i tre�i
sa predznakom −. Da bi kompletirali rexeǌe, treba samo na�i naqin da predstavimo 1, 2, 3 i
4. Jer, ako mo�emo da predstavimo 1 na opisan naqin, onda mo�emo i svaki broj oblika 4l+1;
tako�e, ako mo�emo da predstavimo 2 na ovaj naqin, mo�emo i svaki broj oblika 4l + 2, itd.
Najzad, primetimo da je: 1 = 12, 2 = −12 − 22 − 32 + 42, zatim 3 = −12 + 22 i 4 = 12 − 22 − 32 + 42.
Prema tome, svaki prirodan broj n se mo�e predstaviti u ovom obliku.

20. Ovakvi zadaci rexavaju se pa�ǉivim xtelovaǌem oblika brojeva x, y, z za koje �e va�iti
data jednakost, koje je qesto daleko od pukog nabadaǌa. Obratimo pa�ǌu da se ne tra�i od nas
da prona�emo sva rexeǌa ove jednaqine, ve� samo da doka�emo da postoji beskonaqno mnogo
ǌih, pa mo�emo nekim uslovima da sebi olakxamo posao.Recimo, na�imo ovakve brojeve za koje
je x = y. Sve xto treba da va�i tada je: x2 + x3 = z2, tj. x2(x + 1) = z2. Za svako x takvo
da je x + 1 kvadrat prirodnog broja, postoja�e z za koje va�i ovakva jednakost. Dakle, svaka
trojka (x, y, z) = (k2 − 1, k2 − 1, k(k2 − 1)), za k > 1, predstavǉa trojku prirodnih brojeva koji
ispuǌavaju ovaj uslov.
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