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PemaBame npobJsieMa Ha MaTEMaAaTUUYKUM TaKMUUYEHVMa YUYEHUKA
OCHOBHUX U Cp€IHUX IMKOJIA -
Hajuemhu mpuMcTynu, TEXHUKE Y MPUHITATN

Tewma oBor mpenaBama MpPeACTaB/ba TEMY jeTHOT O IPOrpaMa CTAJHOT CTPYYHOT yCaBpIIaBama
HACTABHUKA, aKPeAWTOBaHMX 3a mkoicky 2016/17. wu 2017/18. rommmy, a KOju je HpeIIOkKEH
on crpane llompyskuume Hwum IlpymrTea maremaruuapa Cpbuje. Iusm mpemaBama je mpoBecTu
yUYeCHUKEe KPO3 MPOoIeC peajausainuje MOIepHe A0MaTHE HACTaBEe MaTEeMAaTHKe, IPU TOME OAroBapajyhu
Ha cieneha murama: Kako omabparu JauTepaTypy; Kako omabparu mpobieme uyuja he ce perrema
NPE3eHTOBATU YUECHUIIUMA, & KAKO OHE 33 CAMOCTAJIHY BEKOY; KOjU je uCIpaBaH HAUNH IPE3CHTOBAA
pelrema; KaKO OIEHUTHW OapliyjajiHa pellemha yUYeHWKA; KAKO HABECTU YYEHUKA 1a KOMIIETHUPA
pememe; U Op.

YuecHunu Ou O 3aBPIIETKY OBOI IpOorpaMa yHAIPEIWJW 3HAWmEe M3 OHUX 00JsacTu Koje Ccy
HEIOBOJLHO 3aCTYIJbEHE Y PENOBHO] HACTABU, AaJIM WUIAK HEU30CTaBHE y Ppany ca TaJeHTOBAHUM
YUYEHUIMA, KA0 U BEIMITUHE O e(PUKACHOM HAUMHY 33 IPEHOIIEHhe TUX 3Hama. [OKOM OBOT IIpelaBama
pemaBahemo MaTemaTuukre mpobjeMe, KOHCTAHTHO ce Tpynehm ma mamo oarosope Ha cieneha
OUTama: KAKO U 3allTO je mocMaTpaHu OpobjaeM HACTao; KOju Cy KOopalu Ouim TPEeJOMHU Y
I€T'OBOM peIlaBamy; Koje joIr mpobjeMe MOKeMO PENIUTU IPUKA3aHOM TEXHUKOM; UTH. PazMunmame
O OBaKBUM IUTABVMa, U IPOHAJAKEHE HUXOBUX OATOBOPA, IPEACTABHA KBYU 3a eQUKACHO
caBJIalaBalkbe HOBUX METONA pellaBama mpobieMa, IMTO yYeHUKe Koju noxabajy momaTHY HaCTaBy
OpjeHTHCaHy Ha Taj HAUYWH AOAATHO MOTHUBUIIE 33 CAMOCTAJIAH Pal.

AyTopuy 1 peamm3aTopu OBE TeMe MMajy OTPOMHO MCKYCTBO ¥ PaIy Ca TAJEHTOBAHUM yUEHUIMA
U y yU4eCTBOBAKY Yy MaTEeMAaTUUYKUM TaKMUUYEHUMAa Yy CBakoM cMuciay. llopem Tora, umaHoOBU Cy
Hp:xaBae Komucuje 3a MareMarnyka TaKMUYEHa CPENEHOIIKOJIAIIA.

Ha oBom mpemaBamy Oumhe 3acrymnibeHe mnse obiiacTu: Teopuja OpojeBa m ajarebpa. Y 0BOM
pesuMey mIpelaBama JajeMO MpuMepe 3amaTaka, Kao W HEKOJMKO pemema, Koju Ou Tpebaio ma
OeMOHCTpUpajy MaHup obOpale 3amaTaka Ha IpelaBamby. KoHauanm MaTepujaj Caap:KU OKO CTO
3aJaTaka Ca JeTa/bHUM DellemhruMa IMCaHUM y OBOM CTI/IHy.

HAJYENTHE METOJE 1 TEXHUKE IIPU PEIMTABAILY ITIPOBJIEMA M3
TEOPMNJE BPOJEBA

1. Axo je n > 4 cuosken 6poj, ouna n | (n — 1)!. IJokazaru.

2. Hexka je n > 3 mpuponan 6poj. orkaszatm ma mocrtoje mBa mpocta Opoja koja cy Beha om n, a
Mama ox nl.

3. (JIesxkannmpoBa ¢popmyiia) Heka je p npoct 6poj u n npuponan. lokasaru na je Hajsehwu cremen
Opoja p koju menu n! jenHak

4. Jla su mocToju mpuponan 6poj n Takas ma ce 6poj n! 3aBpmasa ca tauno 2011 myma?
5. Hexka je n > 1 mpupoman 6poj u p mpoct 6poj. lokazatu ma je 6poj n?’ + pP ciaoxen 6poj.

6. IlokazaTu ma TOCTOjU GECKOHAYHO MHOTO TPUPOJHUX OpojeBa n, Taksux aa je 50" + (50n + 1)°°
CIOKEeH Opoj.
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7. Ilokazatu ma je [4n + T7,3n + 5] = 12n? + 41n + 35 3a cBakm mpupogan Gpoj n.

. . . 2
8. Ompenutu cBe mpupoaHe OpojeBe n 3a Koje je pasIoMak 0 n-+l

T)ZH HECKpaTHUB.

9. Kosnuko majMmame meimiama Moske umaTtu 6poj p? + 11, rae je p mpoct 6poj Behn ox 27

10. Torazaru ma ce mehy mpomsBomuaux 2n — 1 nmeaux GpojeBa yBeK MOKe ONa0pATH BUX N, TAKO A
uM je 36up memus ca n, axo je (a) n=3, (b) n=6.
2
2
11. Onpemutu ocrarak Ipu Aepbemy 6poja 22 ca 31.
Apen pu a Yy opoja . ,
2014

12. Ilokazatu ma n? +n + 1 | n3%+2 4 30+l 4 n3¢ 35 cpaku npupoman 6poj n u a,b, c € N.
13. Jlokazartu ma je 6poj 19-8" 4+ 17 cnoskeH 3a cBaku IpuUpogaH Opoj n.

14. Hexra cy n u k npupoaau 6pojesu 3a xoje Basku n > k. Jlokazarn na cy 6pojesn 22" +1 u 22" 41
y3ajaMHO IIPOCTHU.

15. Onppemuru nBomudpenu 3appuerak 6poja 2013!! .
16. Heka je n mpupoman 6poj memus ca 992. Konuko Hajmame Mosxke Ouru 36up nudapa 6poja n?

17. Ha rabuu je 3anucan 6poj koju uma 2015 mudapa u unje cy cse uudpe u3 ckyna {1,2}. lokazatu
na je Mmoryhe obpucaTtu jenny mudpy Tako na HOBOIOOujeHu Opoj Oyme messus ca 11.

18. Munamu maremarunuap [lepuna TBpau na je mpoHAmao 3aHUMILUB KPUTEPHUjyM MOMONY KOra MOske
Ia yTBPIU & JIU je HeKU npupogad 6poj n memus ca 19. Eso merosor amropurma (TpeHyTHU OGPO]
y IOYeTKy je n):

(1) TpenyrHOoM 6pOjy 0abAIMMO HOCIENHY TAGPY

(2) HoBomobujenom 6pojy nomaMo JBOCTPYKY BPEIHOCT oxbadene mudpe

(3) Ca mobujenum 6pojem mposoaumo kopake (1) u (2) cBe mo TpenyTra mobujama Gpoja Koju je
"He Behu om 19
(amp. ako mmamo n = 24817 axropurmom nobujamo HuU3 6pojeBa 2481, 2495, 249, 259, 25, 43, 4, 10).
Mepuna tepau na 19 | n ako u camo ako je nocienmu nobujenu 6poj jeauar 19. la au je Ilepuna y
npaBy”?

19. Heka je p =4k +3, k € Ng mpocT 6poj u x u y meau 6pojesu 3a koje Bazxu p | 22 + y2. JlokazaTtn
maplzupl|y.
20. Hexra je p mpoct 6poj. lokazatu mna 6poj 3 + 7p — 4 HUje MOTIYH KBaIPAT.

CTAHIOAPIHWN ITPOBJIEMU N1 TEXHUKE Y BE3U CA
TPAHC®POPMAIINJAMA AJITEGAPCEUX N3PA3A

1. Bpenzoct m3pas3a: (1 + %) . (1 =+ %) (1 =+ %) je 2014. Koauko ymHMIANA UMa Yy AATOM IPOU3BOLY 7

2. Munamun maremarmuap Ilepuma je 6wmo mecramasn Ha Yacy MaTeMaTUKe, Ia MYy jeé HACTABHUK
mao 3amaTak ga npoHahe HEKOMMKO pa3iioMaka M3 CKyIa: {%,%,ﬁ,...,m,...} unju he 36up
npemamuTu jenuuuiy. llepura je, "kao us Toma”, oarosopuo ma je to Hemoryhe. Ia au je [lepuna
y mpaBy?

3. Ilomro HUje ycmeo ma ymwmpu HectamHuOor llepuily, HACTAaBHMK MaTeMaTWKE JA0 MY je 3amaTak na

S .1y 1 1 R ;
ompema Koju je uspas Behu: 1=+ 56+ ...+ 55700012 WM 1 — 5p77- llepuna je nonoso oarosopuo

0e3 pasMulbama na je gesu uspas sehu. Ila nu je Ilepuna y npasy?
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. D11 11 1 1
4. Jlokasatn jeHaroCT: 13 + g3 + - + 55139012 = 1008 T 1009 T+ T 2018

<. 1.3 2013 1
5. llokazatm ma je: 5 -7 - ... 2011 < 750

6. Bpoj obuuka Va+ byv2, roe cy a u b mHenyna meau 6pojeBn TakBu ma je a + bv/2 > 0, HasuBamo
beau bpoj. Bpoj obmura \/c+ d\7, rome cy ¢ u d Hemysa menu GpojeBu TaxBu ma je ¢ + dv7 > 0,
Ha3UuBaMO upHu Opoj. Moske nu jemam npHU O6poj Outw jemHak Gesom, mau 30UpPy HEKOJUKO OeInx
Opojesa?

7. Horazaru na je caemehu 6poj panuoHaJaH: {’/\/54— 2 — {’/\/5 - 2.

8. OC.T[O60,ZII/ITI/I C€ KOPp€Ha Yy UMCHUOIVMa Pa3JIOMKa:

1 " 1
14332 Yat+ Vot e
9. Onmpenutu cBe ypebene uerBopke npuponuux 6pojesa (z,y, z,t) 3a koje je: x+y = zt, 2+t = xy.
10. 3a peasne Gpojese x,y u z Basku:  +y + z — 2(xy + yz + zx) + doyz = % Iokazatu na je Gapem
jeman om oBa Tpu Opoja jemHak %

a3(b2702)+b3(027a2)+c3(a27b2)
a?(b—c)+b2%(c—a)+c2(a—b)

11. Hera cy a,b u ¢ paznuuntu neau 6pojeBu. Jlokaszatu ma je 6poj:
rakobhe 1meo.

12. Heka cy x,y u z peanru 6pojeBu 3a koje Baxu x +y+ 2 = 0. JlokazaTtu na je omna x> + > + 23 =
3ryz. Ha nu Baykm obpat?

13. Ompemutu ocrarak mpu gemewmy opoja 1-114+2-21+3- 31+ ... 42013 - 2013! 4+ 2014 Gpojem 2014!.
14. OapemuTu cBe MAapOBe MPUPOIHUX OpPOjeBa n M m 3a Koje Baxu nt(n + 1) = 7™ — 1.

15. IoraszaTtu ma ce 6poj 5" + 5" Moske mpUEA3aTU KAao 30Up ABa KBaApaTa IMeaux OpojeBa ako u
caMO aKoO Cy M U M UCTE NapHOCTU.

2

16. Ykosuko je n 30up KBamgpaTa Tpu OIpuponHa Opoja, mokaszaTw ma je n” Tarkobhe 30up KBampaTa

Tpu IpuUpoIHa Opoja.

17. Jloka3aTu Ia ce CBAKU IPUPOLAH OPOj N MOxke M3pa3uTu Ha ciaemehu maumm: n = +12+22432+
...+ k%, 3a moronan u3bop 6poja k u 3HAKOBA + MM —.

18. Jloka3zaTu ma ce CBakKu 1e0 OPOj MOKe M3PA3UTU KAao 30Up KyOOBa pasiumuuTuXx Ieaux OpojeBa.

19. Jla au mocroje menu 6pojeBu a,b u ¢ 3a Koje Bawu a +b+c= 13 n a® + b3 + ¢ = 20237

2

20. JlokazaTu na jemsaumua z2 + 3° = 2?2 uMma GECKOHAUHO MHOTO pemIeHma Yy CKYIy OPUPOIHUX

Opojesa.

OJJAGPAHA PEIIEIHLA 3AITATAERA

HAJYENTRE METOJJE 1 TEXHUKE IIPV PEIMTABAILY IIPOBJIEMA N3
TEOPMJE BPOJEBA

1. Kako je n cmosken O6poj, TO je OH meJbUB HEKUM HPOCTUM OpojeMm p, rae je 1 < p < n. Bpoj % je
npuponaH u Takobhe Baxku 1 < % < n. 3aro ce meby umanonuMa 1,2,...,n—1 jaBmajy p u %. IIpousson
Ta nBa Opoja jemHak je n, ma je m meo mpoussBon 1-2-..-(n — 1) gemus ca n, mTo je m Tpebaso
nokasaru. lla gu cMo Kopuctuam ycioB n > 47 Hwucmo, mro 6u 3Haumiao mna TBpheme Baxku U 3a
n = 4. Mebyrum, npumernmo na 3a n = 4 nmamo 4 1 3. Ilakne, nperxonuu nokas je kanMmas! 3amTo?

Ynapuau cMo OpojeBe p u % (rkoju y mpousBoxy majy n). a mau To yBer moskemo na ypamumo? He,
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TO Ce He MOKe yuuHUTH ako cy oHu mehycobuo jemmaru! Ilakie mpeTxomnu mokas Huje nobap He
camo 3a n = 4, Beh 3a cBe OpojeBe KOI KOjUX BAKU P = %, omrocHO N = p?. Pasmorpumo moceGuO
Taj ciyuaj, Heka je cama n = p’. Tama meby 6pojesuma 1,2, ....,n — 1 umamo 6pojese p u 2p (koju cy
pPa3INuUNTH), YKjU je IPOM3BOM NEJLUB Ca n, a je Takas u neo npoussoa. Camna je roroBo. 3ampaso
U HUje, OlleT CUTHA Hempenu3HocT (ma je Hema TBpheme Ou Baskuiao u 3a n = 4, mWTO HUje Ciydaj).
Tpeba MCKOMeHTapUCATH 12 32 p > 2 Basku 2p < p’, ma ce 3aTo 6poj 2p HAIA3M ¥ MOCMATPAHOM HU3Y.
Can je cTBapHO TOTOB.

2. Kopuctuhemo unejy Koja mpokmMa IOKa3 Oa TPOCTuUX OpojeBa mMa OECKOHAUYHO MHOTO. Y OUUMO
6poj n! — 1. Kako je on Behim ox 1, To o mma Heku mpoct genunar p. Axko 6u 6umo p € {2,3,...,n}
onga 6m Baskmio 0 =, n!—1=,0—1, ma 6u p | 1, mro uuje tauno. Ilakie, 6poj p je jeman mpoct 6PO]
koju je Behm onm n, a mamu ox n!. [Iponanaskeme apyror mpocror 6poja M3 3aJaTak WHTEPBAJIA je
HEIITO TeKe, aJU OIeT ca CAuYHoM MotupanujoMm. Ilocmarpajmo 6poj n! — 2. Haru 6poj uma mpoct
nemanarn 2, ama 22t n! — 2 (momro 22 | n!, 360or n > 3). Kako je memapan 6poj % Behu ox 1, To om
rMa Heku mpoct penwuiar . Kana 6u 6uno g € {3,4,...,n}, To 6u 3nauynino (candHo Kao 3a 6poj p) na
q | 2. Konrpaguknuja. Ilakae, 6poj ¢ je mpocrt, Behu on n u mawu on n!. la au cMO 0BUM 3aBpIIUIN
3amarak (IpoHAIIX CMO mpocTte Gpojese p u g koju cy Behu ox n u mamu ox n!)? Cropo na jecmo,
anu He Gam cacsBuM - 3amTo? Moxkna cy Gpojesu p u ¢ mehycobuo jemuaku! Ila au je oo moryhe?
ITomro cy 6pojesu n! — 1 u n! — 2 ysacronuu GpojeBu, TO Cy OHM y3ajaMHO IPOCTU. 3aTO Cy U Ma
KOju (paKTOp IpBOT Opoja u Ma Koju (GakTop Apyror 6poja yzajamuo npoctu. OTtyna cy 6pojeBu p u
¢ y3ajaMHO MPOCTH, IITO 3aMPABO 3HAYUA N8 Cy PA3JIUUYUTH.

Hanomena: Ilocroju teopema Yebumea koja TBpam na y uHTepBaxy (n,2n), 3a n > 1,
noctoju npoct 6poj. loka3 oBor tBphema HUje HamBaH, a MOMONY Hera M3y3eTHO JIAKO pemaBaMo
pasMaTrpaHu IpobieM.

5. Koju cy mexanusmm (cTparteruje) ma JOKaKeMO Oa je HeKku Opoj ciosken? Jeman HauuH je na
IOKaKEMO na je HeJbUB HEeKUM KOHKpeTHuM Opojem (ca 2, 3, 2011,...). pyru Hauywda (HaApOYUTO
Kala Cy M3pasy KOjU MMajy HPOMEHJbUBY y HUTAkY) je na Taj u3pa3 PACTABAMO HA IPOM3BOJ IBA
npupoana 6poja, mpu uemy je cBaku on mux Behu om 1. OBme hemo To yumautu. I[Ipumerumo na
0BU cabupIM MMajy CTeleHe Koju ¢y mesbuBu ca p. Ja g Ham To HemTo 3Haun! I[lomcermmo ce - ako
je n HemapaH mpupomaH Opoj oHma je

"+ yn — (l‘ 4 y)(xnfl _ xnf2y1 + xn73y2 _ xn74y3 N x2yn73 _ xlynf2 + ynfl).

Axo cy x m y npupomHu 6pojeBu, OBO pacTaB/LeHme HaM rapanryje na je 36up z" + y" (3a HemapHO
n) memus ca x +y. Cana, kako je n?’ + pP = (nppil)p + pP, mobujamo

n? P = (P P = (P ) (P P = (0P PR (P )P 4 P,

Ilakae, OBUM CMO JOKazanin aa je nP’ + pP mpousson nsa mpupomaa 6poja. Tpeba umckoOMeHTapucaTH
na cy Behu on 1, mrTo je oBme oumraenHo. Tume cMO TOKa3zajau Oa je nP’ + pP, mro je u Tpebaio
nokaszatu. Ia mu? Illta cmo kopuctuan? OHO pacTaB/bame, KOje BAKU 34 HeMapHe EKCIOTEHETE.
3aTo OBO HHje pelmeme 3a mapHe mpocte OpojeBe, omHocHO 3a p = 2. OBo Mopamo mocebHO na
ypamumo. 3a p = 2 tpeba moxazaru na je n +4, 3a n > 1, caoxen 6poj. Cabupnm cy moTmyHH
KBaIpaTu, 1a je OBIe IPUPOIHO ~MyBawme’ momam-omay3MmeM. MoTuBucanu KBaIpaToM OMHOMA MOJaMO
(mBoCTpYEM) 4n? u omysmemo. Jlemo je mTo je mocmemmu m3pa3 takobe kBazpar. Iakie, nt 4 4 =
(n*+4n% +4) —4n? = (n?+2)? — (2n)%? = (n® —2n+2)(n? + 2n +2). Ilpyru ymuoxak je Behu ox mpsor,
a xako je n? —2n+2=(n—1)2+1>1 (jep je n > 1) To je n* +4 cnomen. Oum npobiemonm (n* + 4,
3a n > 1, je ciaosken) npsa ce mozabaBuiia (paHIyCKa MaTeMaTUdapka U3 Apyre mojoBuHe 18. Beka,
mo umeny Codu fKepmen. Y mureparypu oBaj mpobiaeMm HA3BaH je O HOj.

6. IIpso pememe: Kaksu cy ekcnonentu? [la nu nmMajy 3ajennuyku Henapas geiuian (Behw om 1)?
Mory ma mMmajy, ako y3MeMo ma je n memuBo ca 5. llakie, ako je n = 5k, k € N, onna je

50" + (50n + 1)% = 50%% + (50n + 1)°0 = (50%) + ((50n + 1)19)3,
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ma 50% 4+ (50n + 1)19 | 50" + (50n + 1)°°. Oumraemno je 50% 4 (50n + 1)19 > 1 u 50 + (50n + 1) <
50" + (50n + 1)%°. BaTo je mocmarpanu 6poj croxen 3a oBakas omabup 6poja n. OBo je kKpaj momTo
nMa OECKOHAYHO MHOT'O OpojeBa n KOjU Cy NeJbUBU Ca b.

Ilpyro pememe: Ilokymajmo ma mamectumo Opoj n Tako na OaTu u3pa3 Oyne Oe/bUuB HEKOM
koHCTaHTOM. Ta KoHCTaHTa OuMriIenHo He MOoyke Outum 2. Xajme ma mpobamo ca 3. 3a TpOM3BOJLAH
meo 6poj x Baxm 7 =3 0 wim 250 =3 1 (momro je v =3 0 wm x =3 +1). 3a npsBu cabupak UMaMoO
50" =3 (—1)". 3ato kemy Ha je 30up meLUB ca 3 jeAUMHO MOKEMO IMOCTUNU aKO MCTOBPEMEHO BaKU
50" =3 —1 m (50n + 1)% =3 1. 3a 3amoBOBEmE TPBOT ycI0Ba GUPAMO N HEMAPHO, & APYTH YCJIOB je
3aI0BOJLEH 3a OpOjeBe n Koju Cy messuBu ca 3 (Kao U 3a OHE KOJjU IPU JIeJbelmhy ca 3 majy ocrartak 1
- MaJa OBO y OBOM TPEHYTKYy BUIIE HUje BAKHO). Kako HemapHux 6pojeBa KOjU Cy HEJbUBU Ca 3 UMA
6eckoHauHo MHOTO (TO cy GpojeBu obmuka n = 6k + 3, k € Ny), To cMO mokasasuu OHO MTO Ce OJ HAC
TPaKUIIO.

8. 3a cBaka mBa mpupomHa 6poja a u b Baxkwm (a,b)[a, b] = ab. Kaxo je (4n-+7)(3n+5) = 12n2 +41n+35,
3ampaBo Tpeba mokaszatu ma je (4n + 7,3n + 5) = 1. Ilakne, ako je d = (4n + 7,3n + 5), Tpeba
nokazatu na je d = 1. Iloncerumo ce ma d nmenu ma kojy JauHeapHy KoMOuHANMjy (ca mesobpojHuM
koepunujerTuma) opojesa 4n+ 7 u 3n+ 5, ogrocHo d | a(4n+7) 4+ B(3n+5), 3a cBako «, 5 € Z. Cana
koepuuujerre o u  omabepumo tako (ako je To moryhe) ma pesyarar He 3aBucu ox n (Tume 6u
nobunn na d menu KOHKPETHY OpOjKy-KOHCTAHTY). JemaH on HaumHa ma TO mocturaeMo (”y6ujemo”
n)jed|3-(4n+7) —4-Bn+5)=1. akxe, d| 1, na je d = 1.

15. Koju kpurtepujyMu AebUBOCTU UMA]jy Be3e 33 ABOMU(PPEHUM 3aBPIIETKOM?! JeoaH TaKaB je MOILYO
4. IHa mum mocroju jom merku?! Ilocroju, momyo 25. O6a rpurepujyma “wucto” raace: I[Ipuponan
6poj M WHEroB ABONU(PEHN 3aBpIIETaK Jajy WUCTU OCTAaTak npu nememy ca 25 ((u ca 4)! Kako je 25
jemam onm ymuo:xkaka y 2013!!) To je 2013!! =95 0. OBO 3HAUM, TpeMa KPUTEPUjyMy NELUBOCTU ca 25,
na je mpomm¢ppenu 3aspimerak 6poja 2013!! jemam ox 00, 25,50 uau 75. Ilomro je 6poj 2013!! menapam,
nperxonHe mMoryhHOCTH ce penykyjy camo Ha 25 mam 75. Koja je om oe mBe? Wcropuctumo u
kputepujym pemuBoctu ca 4. Mimamo ma je

20131 =41-3-5-7-...-2013=41-(=1)-1-(=1)-...- 1 =4 (=1)°B =, —1.
Kaxko je 25 =41, a 75 =4 —1, 10 je mBouudpenu 3aspuerak 6poja 2013!! jennar 75.

18. lokaskumo mHajupe na ce llepunuu amropuraMm 3aBpliaBa y KOHAYHO MHOTO KOpaka. AKO je
n mudpa mMama on b TO je ouuriemHo, a axko je n mudpa Beha on 4, oHma pemoM mMamo OpojeBe
0,2n,1,1+2(2n—10) = 4n — 19, wro je kpaj amropurma, nomto je 4n—19 < 4-9—19 = 17. Jokasxumo
na ce HakoH kopaka (1) u (2) cBaku 6poj agax_i...a1, k > 1, ocum Gpoja aza; = 19, cmawuno. Hakon
kopaka (1) u (2) ox 6poja axax_i..-a1 Hobujamo Opoj ax...az + 2a1, ma je pa3auka Gpoja ol Kora CMO
KpeHyJm 1 6poja HakoH Kopaka (1) u (2) jenHaka 9-Gx...a2 —a1. 3a HOCJIEAKBY N3Pa3 BasKU HEjeTHAKOCT
9-a...az—a; >9-1—-9 =0, npu yemy 3HaK jeJHAKOCTHU BayKU akKo je k =2, ap =1 u a; = 9, ogHOCHO
ako je mousaszuu 6poj jemmak 19. Kako ce mpupoman 6poj Ha koju BpmuMo kKopake (1) u (2) cramuo
cMamyje, 0 eBeHTyaJHor nobujama Opoja 19, to he ce ma kpajy mohwm mo 6poja me Beher ox 19
(rama npumenumo kopake (1) u (2) ma 6poj 19, mobujamo 19). OBum cmo mokaszanu ma ce [lepurnun
aJrOpUTaM 3aUCTa 3aBpIIaBa MOMONY KOHAYHO MHOro kopaka. Mcmmrajmo cama ma au je Ilepuma y
npasy.

Hoxkazahemo na je monazuu 6poj memuB ca 19 akko je 6poj Koju ce moOuje HAKOH jenHe mMpUMeHe
kopaka (1) u (2) memus ca 19. Ilomazum 6poj mosxkemo 3amucaru kao 10a + b, roe je b uudpa, a
a je 3ampaBo O6poj HakoH kopaka (1) (moke 6utu u a = 0). Bpoj mobujeH HAKOH jeqHe HpUMeEHE
(1) u (2) je a+ 2b. Tepaumo na je 10a +b =19 0 akko a + 2b =19 0. YKOIMKO APYTry KOHIDYEHIW]Y
noMHOEUMO ca 10, mobujamo exkBusasenty (momro cy 10 m 19 ysajamuo mpoctu) 10a 4+ 20b =19 0,
onuocuo 10a + b =19 0. OBuM cMo mokaszanu na je 10a + b =19 0 ekBuBasenTHO ca a + 2b =19 0. To
3ampaBo 3HauM na ce kopamuma (1) u (2) ca Gpoja koju je messus ca 19 npenasu Ha Gpoj Koju je
nesuB ca 19, kao u ga ce ca 6poja Koju HUje messuB ca 19 npena3u takobhe HA OPOj KOju HUje HEHUB
ca 19. 3ato je nonasuu 6poj memus ca 19 akko je u mociaenmu nobujeru 6poj (kama ce agropuram
3aBpmasa) nesbus ca 19 (momro ce yBek HakoH mpuMmeHe kopaka (1) u (2) 6poj ox KOr ce KpeHyJo u
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"ucTo moHamajy”’ 1O nATaky AebUBOCTH ca 19 - mwnm cy oba nesmsuBa niau o6a HUCY ).

HOBOIOOUjeHNM
Iakme, monaszau Opoj je meswsuB ca 19 akko je m Opoj mOOWjeH Kama ce aJropuTaM 3aBPIINO AE/HUB
ca 19. Kako ce amropuram 3aBpiiaBa HEKUM on Opojesa 1,2,...,19, To je momasum Opoj memus ca 19
AKKO Ce aJropuraM 3aBpmuo 6pojem 19 (momrTo je OH jeIuHMN y HABEILEHOM OICEry KOjU je NeJbUB Ca
19). Ha osan mauun cMo mokasauu ga je Ilepuna y npasy.

Hamomena: Cawunu ajropuTMu MOTY €€ HAIIPABUTHU 34 IEJLUBOCT CBAKUM Opojem n obiumka n =
10k £ 1! Tlorymajre, mo yriemny Ha HABEeIEHW aJITOPUTAM, & HAIPABUTE aJCOPUTAM 3a IEJHUBOCT Ca

29.

19. IIpernocrasumo ma p{ x. Tama u3 p | 22 + y? umamo ma p{y. 3aTo cy GpojeBu = u y y3ajaMHO
npoctu ca p, na no Manoj ®Pepmaosoj Teopemn Bazku rP! =, yP~! =, 1. Ilemusoct p | 2 + 92
MOMKEMO 3aIICATH Y O0IUKY &2 =p —y?. YKOJIUKO TIOCTIeHY jeHAKOCT CTeleHyjeMo Ha cremeH 2k + 1,
nmobujamo P! =) —yP~'. OmaBze, momrto je aP~! =, yP! =, 1, nobujamo 1 =, —1, omrocHo p | 2.
Kourpamuknuja.

CTAHIOAPIOHUW IIPOBJIEMU 1 TEXHUKE Y BE3M CA TPAHC®OPMAIINJAMA
AJITEBAPCEKUUX NU3PA3A

1. Cpaku ymHMIAI 3anumeMo y oOJuKy pasiomika: 1+ % = % Ha Taj mauwun, mmeo uspas mocraje:

3 4 n n-+1

23 7 n-1 n

Kao mrTo Bumumo, y oBOM m3pasy MHOrM OpPOjeBU ce cKpaTe, a na OM yBUIOEIU IITa OCTaje Ha Kpajy,
noTpebHO je ma Oymemo masksmuBu. Jenunu OpojeBu Koju ce He ckpare cy 2 u n + 1. Ilpema Towme,
BaYKU: ”%rl = 2014, na je n = 4027. O6GpaTuMo Na;KBY Oa Ce Tpaku OpPoj YMHUIAIA, a He Opoj n. AKO
mocMaTpaMO UMEHHUOIE Pa3jIOMaKa KOJjU Ce jaBJbajy, yodaBaMO Oa y OBOM HM3pa3y 3alpaBO UMaMO
n — 1 yuamona. 3aro je Tpaskenu 6poj 4026.

3. Ilepumna muje 6wo y mpaBy. Kopuctumo mcTu TPUK Kao y 3aAaTKy 2, CAMO IITO CE€ OBOT IIyTa

OpojeBu, KOju Cy MOMHOKEHU Y UMEHUOILYy Pa3JIOMKa, He Pa3JyinKyjy 3a 1, na Hehe BaKUTU je THOCTAHO:

A =1_1 Tlomro ce 6pojeBu y MMeHMONY pas3iuKyjy 3a 4, Bamu 3aIpaBo: % = % — %, Tj. 1—15 =

5 15
i(% %).BaToje:
1 n 1 - 1 B 1(1 1)+1(1 1)+ +1( 1 1 )
1-5 2.6 7 2010-2014  4'1 5 42 6”7 7 4°2010 2014
B 1(1 1+1 1+ N 1 1 )
41 5 2 6 72010 20147

Canma tpeba Outy jom makMUBUjKM Hero y 1. m 2. 3amaTky ma OM yBUOEIUW IITA CBE OCTaje HAKOH

noTupama cabupara. Octajy camo cabupnu KOju ce jaBibajy IO jeqHOM, a MOTUPY Ce OHU KOju ce

. : . . : . 1111 1 1 1 1
JaBJbaly OBa IIyTa. Ca.6I/IpHI/I KOJ! Cce€ JaBJba)y IIO J€OHOM CY 1,9737 1 nu T2011°’ 2012’ 2013’ 2014° 3&

opojese k = 5,6, ...,2010, y oBOM m3paszy umMamMo u (k714)-k u k_(klﬂ), IIa ce jaBiba U % u —%. 3aro je:

1 1 1 _1(1+1+1+1 1 1 1 1
1-5 2-6 7 2010-2014 4

12374 2011 2012 2013 2014)'

Ia 6u koMmIeTupaau pememe, Tpeba ynopeautu Gpojese:

1(1 N 1 n 1 n 1 1 1 1 1 ) 1 1

41 2 3 4 2011 2012 2013 2014 2014°
OBaj meo pemema He 3aXTeBa HUKAKBO pasMUIlbame. [la Ou ra yCHemHO pa3peluiau, JOBOJLHO je
caMO CpeIuTHu maTe u3pase, U3MHOXKUTU cBe ca 1-2-3-4-2011-2012- 2013 - 2014 u ynopenutu aBa

npupoana 6poja. OBO je 3aMopaH MOCao, ajud Ce CBE 3aBPIIX 33 OKO IeT MUHYTA.
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WNnaxk, y3 Mago pasMuIinbama, OBaj €0 3anaTKa MOKe na ce pemu u Ha ciaenehu Hauwmu. Kako je:

LR DS S 1 11 _ 1 1, 1,1 1,1 1,
12374 2011 2012 2013 2014 1 2014’ ‘2 2013’ ' '3 2012° ' ‘4 2011”

a y oBoM 30upy, HajBehu je mpBu cabupak: % — ﬁ, jep cmo Ty on majBeher 6poja: % omy3eau

HAjMamU: ﬁ, nMaMo na je:

1(1+1+1+1 1_1_1_1)
4 ‘1 27374 2011 2012 2013 2014
1.1 1 1 1 1 1 1 1
- Z((I B 2014) + (5 B 2013) + <§ B 2012) + <Z B 2011))
1.1 1 1 1 1 1 1 1
< Z((I B 2014) + (I B 2014) + (I B 2014) + <I B 2014))
1
- 2014°
Kao mro BumuMmo, Baskm:
1 + 1 + ..+ 1 <1—L
1-5 2.6 7 2010-2014 2014°

Hamomena: Beh u camnm yYoyaBaMO KaKO MOKEMO 3allrCaTNnu npyraqmje pa3jJoMaK obmKa, m

Haunme Basku:
k 1 1 . 1 11 1

B n(n+k‘):%(ﬁ_n+k

nin+k) n n+k

).

ITpumerumo ma 6pojeBu n u k He Mopajy OUTU TPUPOTHU.

11. IlpermocraBimaMo Beh ma ce oBaj 3aJaTak pelraBa TAKO MITO PACTABAMO M3pa3 u3 Opojuola Ha
YMHUOIE M BUAUMO 1A je jeoaH Ol YMHUOIA U3Ppa3 U3 MMeHuona. buiao 6u 3aucra 4y IHO IMOKA3aTU HA
HEKU NUPEKTHUjU HaYWH 1a je O6poj m3 Opojuona yBek AeJbuB OpOjeM U3 MMEHUOIA, Ia je 3aTO HUXOB
KOJIMYHUK II1e0 OpOj.

[Ipobajmo 3aT0 ma pacTaBuMO OBe m3pase. Y MMEHUOIy MMaMO M3Pas:

a’b + b’c + ?a — a’c — b*a — 2b.

sKemumo ma mzpas y 6pojuorty Oy e mpous3BoI OBOT u3pasa u joir jeanor. To He mpoBepaBaMoO HEYKUM
HabanameM, Beh HAM Heka 3amaskama MHOIO OJIAKIIaBajy pacTaB/balke U3pa3a. PermMo, momTo je y
OpojumoIly m3pa3 MmeTor CTeleHa, Taj n3pa3 6m 6mo Tpom3BOI M3pas3a

a’b + b%c + ?a — a®c — b*a — b

Y HEKOI M3pasa APYTor cremeHa, koju he (BepoBarHO) OuTy cuMerpuuad 1o a,b u c. Ilakme, niam
he 6utu const - (ab+ be + ca) mma const - (a? + b? + ¢?), mwm wuxosa KoMObuHamja. [1oTORmYU U3pa3 He
nosa3u y ob3up, jep ce y IpOu3BOLY:

(a®b + bPc+ Pa — a*c — b%a — *b)(a® + b* + &)

4

jaBma a*, mTo HEMaMO y OpojuoIly. 3aTO IPOBEPUMO Ha JU je

(@b 4 b*c + ®a — a*c — b%a — ¢®b)(ab + be + ca) = a®(b* — &) + b3( — a?) + 3(a® — b?).
Hakon cpebuBama meBe u mecHe cTpaHe, BUAUMO Aa Cy OBE OBe CTpaHe 3ampaBo maeHTuuHe. Jlakie:

CLS(bZ o 02) + b3(02 o a2) + 03(a2 o bQ)
a?(b—c)+b%(c—a)+ c2(a —b)

=ab+bec+ ca € Z.

Hamomena: PacraBmame pasuux m3pasa He mMopa na Oyme camo Habamame. Heka samaskama HaM
MOTY MHOTO OJIAKIIATU pPacCTaBhame. llpuMepa paam, ako youmMoO Oa Ce m3pa3 aHyaupa 3a a = b,
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Tpeba nmpobaTtu ma y pacraBibamy mu3pasa mpobujemo ¢arktop (a —b), a ako ce peurMo aHyaupa 3a
a = —b, ouna m3BmaunMo (a + b) ucnpen 3arpane. HapaBHo, yMHOroMe momMaske W yodyaBame Ia je
u3pa3 CUMETPUYaAH, [MUKJINYAH, UTA. Penumo, u3pas3 u3 UMEHUOIA:

a*(b—c) + b*(c — a) + *(a — b)

jemHak je Hyau Kama je a = b, anm ucto Tako u Kana je b=cu ¢ =a. Ila au je o MOk Ia jemHak ca:
(a—0)(b—c)(c—a)? Aro cBe U3MHOKUMO HOOUjaMO:

(a —b)(b—c)(c —a) = (ab — ac — b* + be) (¢ — a) = abe — ac® — b*c + be® — a®b — a?b + a*c + ab® — abe =

= ab® + bc? + ca® — a®b — b*c — Fa.

[Ipema Tome natu uspa3 auje jemnnak ca (a—b)(b—c)(c—a), Beh ca —(a—0b)(b—c)(c—a) = (b—a)(c—
b)(a — ¢), Tj. y UMEHHMOIy pa3JOMKa U3 3a1aTka jaBsa ce uzpas (b—a)(c—b)(a—c), a'y 6Gpojuony je
uzpa3 (b—a)(c—0b)(a— c)(ab+ be+ ca).

17. 3amMucauMo 3a TPEeHyTakK na HUCY y MUTAmy KBapaTtu, Beli ma cBaku mpupomaH 6poj n MOpamo
IPENCTABUTUA Y HAPETHOM OOJIUKY:
n=x1+2+.. %k

To 6u 6uio BpO jegHocraBHO, jep je —m + (m + 1) = 1, ma camo ” mogaMo” jeauHUIy KOJIUKO TO.X
na tpeba. Pemumo: 5= —-1+4+2—-344—-5+6—7+8— 8+ 10. buao 6u ommuuno nmpoHahm u 3a
KBaJpaTe CINYHY Besy, aau —m? + (m+1)2 = 2m+ 1, mro Huje KoHCcTaHTa. AJU ca IPBUM CTEIICHUMA
3HAMO IITa heMo: KaJga OMy3MeMO IBa CycenHa mnobujamMo KOHCTaHTy. To HAC MOTHUBUIINE A yPaaUMO
cnemehe: —m?+ (m+1)2=2m+1u —(m+2)?+ (m+3)? =2m + 5, na je onna:

(~(m+2)2+(m+3)?) - (—m*+ (m+ 1)) =m? = (m+1)* = (m+2)*+ (m+3)> =4

Ilakme, momohy uveTupum y3acTomHa KBaapara Mo:keMmMo nobutu rounctanty 4. Hapasmo, mperxomnau
UOEHTUTET HE BaKU CaMO 3a IpuponHe OpojeBe m, Beh 3a mpowmsBossHe OpojeBe m. IIpema Towme,
aKO yMEMO [a IPEACTaBUMO OpPOj N Ha ONMMCAH HAYUWH, OHAA CBAKAKO yMEMO na MPEeIACTABUMO u 1+ 4:
IOJABAMEM jJOII YeTUPU y3aCTOIMHA KBAApaTa, IPU U HOCIEImhN Ca MPEeI3HakoM +, a apyru u tpehu
ca npensHakoM —. Ila 6u koMIIeTupaJu pememe, Tpeba camo Hahu Hauwn ma npexcraBumo 1,2,3 u
4. Jep, ako MOKEMO Oa TPEACTABMMO 1 HA ONMUCAH HAYMWH, OHAA MOKEMO U CBaku Opoj obsmka 4l + 1;
Takobhe, akO MOKEMO Ia IPEeNCTaBUMO 2 Ha OBaj HAUMH, MOKEMO W CBaku Opoj obmura 4] 4+ 2, urm.
Hajzanx, mpumerumo ga je: 1 =12,2=—-12-22 - 32 1+ 42 zatum 3= —124+22 uw 4 =12 — 22 — 32 4 42
IIpema Tome, cBaku mpupoman O6pPOj n ce MOKe MPEACTABUTU Y OBOM OOJIMKY.

20. OBakBu; 3aJanu pelaBajy ce MakKJpUBUM IITEJIOBameM 00imka GpojeBa x,y, 2z 3a Koje he BakuTu
maTa jeTHaKOCT, KOje je UecTo MajieKo Ol myKor Habamama. OOparmMo NaKby Oa ce He TPaKU O HAC
na mpoHabeMo cBa pemema OBe jemHavumHe, Behh caMo Oa JOKaKeMO Oa IOCTOju DECKOHAYHO MHOTO
BUX, Ta MOKEMO HEKUM yCcJoBUMa Oa cebu onakmamo mocao.Pemnumo, nabumo oBakBe 6pojese 3a Koje
je x = y. Ce mTo Tpeba ma Baszku Tama je: x° + 23 = 22, 1j. 2%(x +1) = z2. 3a cBako T TakBO
na je x + 1 gkBagpar npuponuor 6poja, mocrojahe z 3a Koje Basku oBakBa jemHakocT. Jlakie, cBaka
Tpojka (r,y,2) = (k? — 1,k* — 1,k(k* — 1)), 3a k > 1, mpencTasma TPOjKy NPUPOIHUX OpOjeBa Koju
UCTyH-aBajy OBaj YCJIOB.



