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Problem 6.
Niz

Problem 1. Niz
Dat je niz a celih brojeva du�ine n. Pod transformacijom niza podrazumevamo pove�avaǌe

ili smaǌivaǌe jednog elemenat niza za 1. Odrediti minimalni broj transformacija niza
potrebnih da se on prevede u strogo rastu�i niz b. Za svaki element niza prikazati razliku:
bi − ai.

Ulaz. (Ulazni podaci se nalaze u datoteci niz.in) U prvom redu se nalazi prirodni broj n
(1 ≤ n ≤ 5.000) koji oznaqava broj elemenata niza. U narednom redu se nalazi n celih brojeva
koji predstavǉaju elemente niza. Apsolutna vrednost elemenata nije ve�a od 1.000.000.000.

Izlaz. (Izlazne podatke upisati u datoteku niz.out) U prvom redu treba ispistati mini-
malni broj transformacija potrebnih za dobijaǌe strogo rastu�eg niza. U narednom redu
xtampati n brojeva odvojenih jednim razmakom koji predstavǉaju promene brojeva poqetnog
niza. Ukoliko promene nisu jedinstvene xtampati bilo koju.

Primer 1.
niz.in
4
1 1 1 1

niz.out
4
-1 0 1 2

Primer 2.
niz.in
5
1 1 1 6 4

niz.out
5
-1 0 1 0 3

Objaxǌeǌe. U primeru 1 opisanim transformacijama bi dobili rastu�i niz b = 0, 1, 2, 3. U
oba primera rexeǌe nije jedinstveno, npr. za drugi promene su mogle biti i: −1, 0, 1,−1, 2.

Napomena. U 40% test primera apsolutna vrednost elemenata niza ne�e biti ve�a od 2.000.

Rexeǌe. Problem rexavamo dinamiqkim programiraǌem. Iako se ǌegova potreba rela-
tivno lako uoqava, efikasan opis staǌa nije bax jednostavan.

Na poqetku ukoliko uvedemo smenu ai = ai − i problem smo sveli na minimalni broj
transformacija potrebnih da se novodobijeni niz a prebaci u neopadaju�i. Ovim smo uslov
stroge nejednakosti zaobixli na veoma elegantan naqin.

Kako je sada niz b neopadaju�i mo�emo ga predstaviti na slede�i naqin:

bx1 ≡ b1 = b2 = . . . = bx2−1 < bx2 = bx2+1 = . . . = bx3−1 < . . . < bxk
= bxk+1 = . . . = bn

Dakle, treba izvrxiti particiju niza a na podnizove uzastopnih elemenata, a potom sve
elemente iz istog podniza svesti na jednu vrednost. Glavna qiǌenica koju treba primetiti
je da �e vrednosti bxi predstavǉati medijanu elemenata axi , axi+1, . . . , axi+1−1, tj. podnizove
svodimo na ǌihove medijane.

Znamo da je suma
n∑

k=1

|ai −m| (1)

minimalna kada je m medijana niza (ai)n
1 . Poka�imo sada da �e niz b imati gorǌi ob-

lik. Dokaz izvodimo indukcijom po k. Za sluqaj k = 1 iz (1) direktno dobijamo da se niz
svodi na medijanu. Poka�imo sada da uslov va�i za k + 1 pod pretpostavkom da va�i za
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k. Pretpostavimo da vrednost bk+1 nije jednaka medijani podniza bxk+1 , bxk+1+1, . . . , bn. Oz-
naqimo medijanu sa mk+1. Ukoliko je bxk

< mk, tada smo elemente iz posledǌeg podniza
mogli da svedemo na vrednost mk koja bi dovela do maǌeg broja transformacija, a odr�ali
bi monotonost niza. Pretpostavimo sada da je bxk

> mk. Sliqno gorǌem rezonovaǌu, maǌi
broj transformacija bi dobili ukoliko bi posledǌi podniz sveli na vrednot bxk

. Na ovaj
naqin smo dobili neopadaju�i podniz sa maǌim brojem potrebnih transformacija pri qemu
je broj podnizova k. Dakle, mora biti da je bxk

= mk. Sliqnim razmatraǌem dobijamo da
sve vrednosti predstavǉaju medijane.

Algoritam �emo objasniti u dve faze. Definiximo prvo matricu d na slede�i naqin:

d[i][j] = minimalni broj transformacija za prebacivaǌe niza a1, a2, . . . , ai

u neopadaju�i niz b1, b2, . . . , bi pri qemu je bi ≤ j

Razmotrimo sada kako mo�emo raqunati element d[i][j] matrice d. Za ǌega postoje dva
sluqaja: element bi je jednak j ili je strogo maǌi od j. Ukoliko je maǌi tada imamo
da je to upravo vrednost d[i][j − 1], poxto su onda i svi ostali elementi maǌe ili jednaki
j − 1. Inaqe, imamo da je potreban broj transformacija da a[i] svedemo na j upravo |a[i]− j|.
Ostali elementi imaju vrednosti maǌe ili jednake od j, a za to znamo da je najoptimalnije
rexeǌe d[i− 1][j]. Sada mo�emo definisati rekurentnu vezu izme�u elemenata matrice kao:

d[i][j] = min{d[i][j − 1], d[i− 1][j] + |a[i]− j|}

Problem kod ovog pristupa je taj xto su ograniqeǌa za vrednosti elemenata velika, tako
da slo�enost gorǌeg algoritma, O(n ·maxV alue), ne zadovoǉava vremenska ograniqeǌa.

Me�utim, ukoliko se vratimo na razmatraǌe o obliku rexeǌa, vidimo da su na kraju
vrednosti elemenata niza b upravo i vrednosti elemenata niza a (kao medijane). Dakle,
ukoliko elemente niza a sortiramo u niz value pri qemu izbacimo duplikate, matricu d
mo�emo definisati kao

d[i][j] = minimalni broj transformacija za prebacivaǌe niza a1, a2, . . . , ai

u neopadaju�i niz b1, b2, . . . , bi pri qemu je je bi ≤ value[j]

Rekurenta veza za ovu matricu je potpuno ista kao i prethodna, stim xto je sada ǌena
dimenzija ne ve�a od n× n. Bazu mo�emo definisati kao

d[1][j] = min
j∈[1,j]

{|a[1]− value[j]|}

d[i][1] =
k=i∑

k=1

|a[k]− value[1]| = d[i− 1] + |a[i]− value[1]|

Minimalni broj transformacija sada predstavǉa: minlength(value)
j=1 {d[n][j]}. Pomeraje dobi-

jamo jednostavnim pam�eǌem prethodnika preko kojih smo dobijali vrednosti za elemente
matrice d, taqnije definixemo matricu p kao

p[i][j] = index, ukoliko se minimalni broj transformacija za prebacivaǌe niza a1, a2, . . . , ai

u neopadaju�i niz b1, b2, . . . , bi dobija pri bi = value[index]

Na kraju treba obratiti pa�ǌu na mogu�u veliqinu rexeǌa. Zbog velikih ograniqeǌa
vrednosti elemenata niza, za elemente matrice d treba se koristiti longlong ili int64.

Elemente matrice raqunamo u konstantnom vremenu, qime dobijamo da je ukupna slo�enost
algoritma O(n2).
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Rb Opis algoritma Slo�enost algoritma Broj poena
01 Dinamiqki po svim mogu�im vrednostima O(n ·maxV alue) 40 – 50
02 Dinamiqki po medijanama podnizova O(n2 log n2) 80 - 90
03 Dinamiqki po vrednostima elemanata O(n2) 100

Tabela 1: Oqekivani broj poena u zavisnosti od algoritma

Rb n Granice za vrednosti niza
01 6 3
02 20 100
03 50 200
04 100 200
05 200 500
06 500 1000
07 500 1000
08 800 2000
09 1000 10.000
10 1000 10.000
11 2000 100.000
12 2000 100.000
13 2500 500.000
14 2500 1.000.000
15 3000 10.000.000
16 4000 10.000.000
17 4000 100.000.000
18 4500 1.000.000.000
19 5000 1.000.000.000
20 5000 1.000.000.000

Tabela 2: Vrednosti ulaznih parametara test primera

Testiraǌe. Testiraǌe rexeǌa se vrxilo nad korpusom od 20 test primera. Vrednost
svakog primera je 5 poena. Ve�ina podataka je generisano sluqajno ili paternom, koji su
potom modifikovani. Me�u ǌima bilo je i specijalnih sluqajeva koji su obuhvatali

• rastu�e (opadaju�e) podnizove

• testeraste podnizove

• ’piramide’ nizove
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